POSITIVE POLYNOME UND SEMIDEFINITE OPTIMIERUNG
CORDIAN RIENER UND THORSTEN THEOBALD

ZUSAMMENFASSUNG. Ausgehend von der Frage, wie die Nichtnegativitdt eines reellen
Polynoms p € R[X1,...,X,] entschieden werden kann, geben wir einen Uberblick iiber
Entwicklungen der vergangenen Jahre, die das Gebiet der Optimierung (insbesondere
der semidefiniten Optimierung) in neuartiger Weise mit der reellen algebraischen Geo-
metrie verbunden haben. Die Ausgangsidee dieser Entwicklungen ist es, den Kegel der
nichtnegativen Polynome durch den Kegel der Summen von Quadraten von Polynomen
ZUu approximieren.

1. EINLEITUNG

Eine grundlegende algorithmische Frage der reellen algebraischen (bzw. der semialge-
braischen) Geometrie ist es, fiir ein gegebenes Polynom p im Ring R[X7, ..., X,,] der reellen
Polynome in X7, ..., X,, zu entscheiden, ob p nichtnegativ ist, das heifit, ob p(z) > 0 fiir
alle z € R". Vom Standpunkt der globalen Optimierung bedeutet dies, zu entscheiden, ob
fiir das globale Minimum p* (sofern existent) von p gilt, dass p* > 0.

Ist ein solches Problem durch rationale Eingabedaten beschrieben, dann ist es aufgrund
fundamentaler Resultate von Tarski [31] entscheidbar, und es existieren exakte Algo-
rithmen (Zylindrische algebraische Dekomposition, Methode der kritischen Punkte; siehe
beispielsweise die Monographie von Basu, Pollack und Roy [2]). Die Komplexitét dieser
Verfahren ist jedoch superpolynomial in der Anzahl n der Eingabevariablen; vom prak-
tischen Standpunkt sind algorithmische Nichtnegativitéitsfragen daher bereits fiir kleine
Dimension sehr schwierig.

In den vergangenen Jahren haben sich neue Paradigmen fiir die Behandlung semialge-
braischer Probleme erfolgreich etabliert, die neuartige Briicken zwischen der Optimierung
und der semialgebraischen Geometrie herstellen. Um die zugrunde liegenden Ideen zu illu-
strieren, betrachten wir das Problem, die Nichtnegativitat eines nach unten beschrankten
Polynoms p € R[X1, ..., X,] zu entscheiden. Vom Blickwinkel der Optimierung fragen wir
hierzu nach einem globalen Minimalpunkt p* von p. Exakte Algorithmen fiir diese Auf-
gabe berechnen etwa alle kritischen Punkte und dann das Minimum der Funktionswerte
fiir diese Punkte. Diese Methoden stoflen bereits fiir kleine Werte von n an ihre Grenzen.
Klassische numerische Methoden der nichtlinearen oder globalen Optimierung hingegen
zielen im Wesentlichen auf die Bestimmung lokaler Optima ab und werden dann durch
verschiedene algorithmische Techniken verbessert.
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Ein auf N.Z. Shor aus dem Jahr 1987 zuriickgehender und durch Lasserre [17] sowie (in
dualer Form) durch Parrilo [22] vorangetriebener Ansatz stellt eine fundamentale Verbin-
dung zwischen der semialgebraischen Geometrie und der Optimierung her. Vom Blickwin-
kel der Arbeit [22] ist die Ausgangsidee, das grofite A € R zu berechnen, so dass p(X) — A
eine Summe von Quadraten in R[X7, ..., X,,] ist. Natiirlich ist A eine untere Schranke des
Optimalwertes p*. Die untere Schranke kann effizient mittels semidefiniter Optimierung
berechnet werden, das sind lineare Programme iiber dem Kegel der positiv semidefini-
ten Matrizen [8]. In den letzten fiinfzehn Jahren hat die semidefinite Optimierung eine
betrachtliche Entwicklung erfahren, sowohl in theoretischer Hinsicht (z.B. Dualitétstheo-
rie [1], Geometrie der Zulédssigkeitsbereiche [24, 25], algebraischer Grad der Losungen [20]),
als auch in Hinblick auf Optimierungsalgorithmen (fiir Einzelheiten siehe Abschnitt 5).
Bereits in der beschriebenen ,naiven“ Verwendung liefern die berechneten Schranken oft
iiberraschend gute Resultate. Diese Idee wurde mittlerweile unter Zuhilfenahme tiefgehen-
der Resultate der semialgebraischen Geometrie (Hilberts 17. Problem der Darstellbarkeit
nichtnegativer Polynome; Positivstellensitze) in vielfacher Hinsicht weiterentwickelt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen Uberblick iiber diese Entwicklungen sowie die
dadurch entstandene enge Verbindung zwischen der semidefiniten Optimierung und der
reellen algebraischen Geometrie zu geben. Wir betrachten hierzu restringierte polynomiale
Optimierungsprobleme der Form

inf p(z)
(1.1) st.gi(z) > 0, 1<i<m,
r € R»
mit Polynomen ¢; € R[X7, ..., X,]. Diese Klasse enthilt insbesondere auch die linearen

und die quadratischen Optimierungsprobleme. Wihrend sich lineare Optimierungsproble-
me und konvex-quadratische Optimierungsprobleme sowohl theoretisch als auch praktisch
effizient 16sen lassen, sind bereits quadratische Optimierungsprobleme im nicht-konvexen
Fall NP-schwer.

Abschnitt 2 stellt zunéchst einige klassische Aussagen iiber positive Polynome und
Summen von Quadraten zusammen. In Abschnitt 3 diskutieren wir Positivstellensétze
und in Abschnitt 4 die duale Sichtweise des Momentenproblems. In Abschnitt 5 geben wir
eine Einfithrung in die semidefinite Optimierung, und Abschnitt 6 behandelt aufbauend
darauf die Optimierung von Polynomen. Abschliefend skizzieren wir in Abschnitt 7 einige
aktuelle Entwicklungen.

2. PosiTivE POLYNOME

Sei im folgenden P, 4 die Menge der nichtnegativen Polynome p € R[X}, ..., X,,] vom
totalen Grad < d und ¥,, 4 die Teilmenge derjenigen Polynome, die sich als Summe von
Quadraten von Polynomen darstellen lassen (sum of squares; kurz: ,SOS“). Die Geschichte
des Zusammenhangs zwischen positiven Polynomen und Summen von Quadraten ist sehr
reichhaltig (siche etwa den Ubersichtsartikel von Reznick [28]).

Natiirlich ist jede Summe von Quadraten von Polynomen nichtnegativ. Im univariaten
Fall (n = 1) gilt auch die Umkehrung. Die komplexen Nullstellen eines univariaten Po-
lynoms p € R[x] treten in konjugierten Paaren auf, so dass eine Darstellung p = ¢g mit
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einem komplexen Polynom ¢ existiert; aus der Zerlegung q¢ = ¢; + 1qo mit reellen Polyno-
men ¢, ¢ folgt dann p = ¢? + ¢3. Folglich ist jedes nichtnegative univariate Polynom als
Summe von Quadraten von Polynomen darstellbar, das heifit P; 4 = ¥ 4 fiir alle d € N.

In der multivariaten Situation gilt diese Umkehrung im Allgemeinen nicht mehr. Im
Jahr 1888 bewies der 26-jihrige Hilbert die folgende Aussage.

Satz 2.1. Fiir die Inklusion ¥, 4 C P, q gilt Gleichheit in genau den folgenden F'illen:

(1) wnivariater Fall: n = 1;
(2) quadratischer Fall: d = 2;
B)n=2,d=4 (in der homogenen Variante terndre Quartiken®) .

Diese Aussage ist in zweifacher Hinsicht bemerkenswert: zum einen zeigt sie Poy =
294, und zum anderen besagt sie, dass die genannten Félle alle Félle charakterisieren, in
denen Gleichheit vorliegt. Hilberts Beweis der zu zeigenden strikten Inklusionen war nicht-
konstruktiv, und die ersten expliziten Angaben von nichtnegativen Polynomen, die nicht
Summen von Quadraten sind, werden erst Motzkin (1967) zugeschrieben. Beispielsweise
ist das Motzkin-Polynom

:c4y2 + 2%yt —32% + 1

nichtnegativ, aber keine Summe von Quadraten. (Dies zeigt also X365 C Pag.)

In seiner beriihmten Ansprache in Paris im Jahr 1900 stellte Hilbert die Frage, ob jedes
nichtnegative Polynom eine Darstellung als Summe von Quadraten rationaler Funktionen
hat (Hilberts 17. Problem). Artin gab im Jahr 1927 eine positive Antwort (siehe [4, 26]):

Satz 2.2. Jedes nichtnegative Polynom p € R[ X7, . .., X,] ist eine Summe von Quadraten
rationaler Funktionen.

3. POSITIVSTELLENSATZE

Lésst sich fiir ein Polynom p eine Darstellung als Summe von Quadraten angeben, so
liefert diese Darstellung ein Zertifikat, das heifit, einen Nachweis, fiir die Nichtnegativitét
von p. Die Frage nach Zertifikaten spielt in der Optimierung und fiir algorithmische Zwecke
eine zentrale Rolle. Eine der bekanntesten Formen eines solchen Zertifikats findet sich
im Lemma von Farkas der linearen Optimierung (das in vielen verschiedenen Varianten
formuliert werden kann). Im folgenden bezeichne

(3.1) K =A{zeR": g(zx)>0,1<i<m}
den zuléissigen Bereich von (1.1).

Satz 3.1. Seien p und g1, . . ., gm affin-lineare Funktionen. Ist p nichtnegativ auf K, dann
existieren Skalare Xg, ..., Ay > 0 mit

p = Ao+ Z)\jgj-
j=1
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Die Angabe von nichtnegativen Skalaren Ag, ..., A, liefert damit ein Zertifikat fiir die
Nichtnegativitéit der affinen Funktion p auf K. Eine Verallgemeinerung von Farkas’ Lemma
auf konvexe bzw. konkave Funktionen lautet:!

Satz 3.2. Seien p : R" — R eine konvere Funktion und ¢y,...,9n : R" — R konkave
Funktionen. Ferner gelte eine der beiden folgenden Bedingungen:

(1) Es existiert ein x € R™ mit g1(x) > 0,...,gm(z) > 0 (Slater-Bedingung).

(2) Die Funktionen gy, ..., gm sind affin.
Ist p nichtnegativ auf K, dann existieren \g : R — R, und Skalare Ay, ..., \,, > 0 mit

p = Ao+ Z Ajg;
j=1

auf R™.

Die Frage nach Losungen eines Systems polynomialer Gleichungen ist eine der Wurzeln
der algebraischen Geometrie. Der Hilbertsche Nullstellensatz, der einen Zusammenhang
zwischen den algebraischen Varietiten des C™ und den Idealen in C[X3,..., X,] her-
stellt, liefert ein Zertifikat fiir die Nichtexistenz einer gemeinsamen Losung eines Systems
polynomialer Gleichungen. Bezeichnet man das durch gegebene Polynome fi,..., f. €
C[Xy, ..., X, erzeugte Ideal mit Z(fy,..., f.), so gilt:

Satz 3.3. (Hilberts Nullstellensatz.) Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
(1) Die Menge {x € C™ : fi(x) =0  firl <i<r} ist leer.
(2) 1€ Z(f1,..., fr), das heifit, es existieren hy, ..., h, € C[Xq,..., X,] mit

(3.2) fibi+---+ frh, = 1.

Aus der Frage nach der algorithmischen Bestimmung eines solchen algebraischen Zer-
tifikats hat sich die Theorie der Grobnerbasen entwickelt (fiir eine Einfithrung siehe etwa
[7, 15]). Inhérente Schwierigkeit hierbei ist, dass die Grade der Polynome in der Darstel-
lung (3.2) doppelt exponentiell in der Dimension n anwachsen kénnen.

Ein Analogon fiir reell algebraische Probleme wurde von Krivine [16] und Stengle [30]
bewiesen (zur historischen Entwicklung siehe [26]). Dieser Positivstellensatz garantiert die
Existenz eines Zertifikats fiir die Nichtnegativitéit. Hierzu sei A(gi, ..., g,) der durch die
Polynome ¢y, ..., g, erzeugte algebraische Kegel, das heif3t

A(gla'-'agm) = {peR[XlaaXn] ‘p= Z SIHgi}
IC{l,.,n} el
mit Polynomen s; € 3, wobei
Y = {peR[Xy,...,X,] : pist eine Summe von Quadraten} .

Ferner sei M(hy, ..., h;) das durch die Polynome hy, ..., h; definierte Monoid, das heift,
die Menge der (endlichen) Produkte der Polynome einschliellich des leeren Produkts.

'In der Optimierung wird in (3.1) oft die umgekehrte Ungleichungsrelation ,,g;(x) < 0¢ zugrunde
gelegt. Daher entsprecht der von uns betrachtete Fall konkaver Funktionen g; dort dem konvexen Fall.
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Satz 3.4. (Positivstellensatz.) Fiir Polynome fi,..., fr, g1,y Gm, b1, ..., h E R X7, ...,
X,| sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e Die Menge

ist leer.
e FEs existieren Polynome F € Z(fy1,...,f.), G € A(q1,...,9m) und H € M(hy,. ..,
F+G+H® = 0.

Ein Polynom p ist daher genau dann nichtnegativ auf einer Menge K = {z € R" :
gi(x) >0, 1 <i<m}, falls ein k € Ny sowie ein F' € A(—p, g1,...,9m) existieren mit
F + p?* = 0. Um ein Polynom auf der Menge K zu minimieren, ist also das grofite v zu
bestimmen, so dass das Polynom p— ein solches Zertifikat besitzt. Auch die algebraischen
Zertifikate fiir die Nichtnegativitdt von Polynomen auf einer semialgebraischen Menge K
kénnen wir auf diese Weise vom Standpunkt der Optimierung betrachten.

Hauptproblematik dieses Vorgehens ist, dass die existierenden Beweise des Positivstel-
lensatzes nicht konstruktiv sind, das heifit, sie liefern keine algorithmische Vorgehensweise,
um ein Zertifikat zu bestimmen. Insbesondere kénnen die Grade der benétigten Polynome
F, G und H sehr grof sein. Die beste publizierte Schranke ist n-fach exponentiell. Fiir
den Fall, dass ausschliefllich Gleichheitsnebenbedingungen vorliegen (,,reeller Nullstellen-
satz“), wurde eine Verbesserung — auf dreifach exponentiell — von Lombardi und Roy
angekiindigt.

Unter bestimmten Restriktionen an die semialgebraische Menge K und die Polynome
g1, - -, gm aus (3.1) konnen , besser geeignete* Formen von Positivstellensidtzen angegeben
werden. In Hinblick auf den Zusammenhang zur Optimierung hat sich insbesondere die im
weiteren Text diskutierte Version von Putinar als sehr niitzlich erwiesen. Fiir Polynome
g1, -, 9m € R[Xy,..., X,] bezeichne

QM (g1, -y 9m) == {so+s191+ -+ SmGm : Soy---,Sm € 2}
den durch ¢y, ..., g, erzeugten quadratischen Modul.

Satz 3.5. (Putinars Positivstellensatz [27].) Wir nehmen an, dass ein N € N mit N —
ST X2 € QM(gy, ..., gm) emistiert. Dann ist jedes strikt positive Polynom p auf K in
QM(g1, - -, gm) enthalten, besitzt also eine Darstellung der Form

(3.3) p = So+ 5191+ + SmGm
mit Sg, ..., Sy, € 2.

Umgekehrt ist natiirlich evident, dass jedes Polynom der Form (3.3) nichtnegativ auf
K ist.

Die Darstellung aus Satz 3.5 besitzt eine sehr einfache Struktur, und sie charakterisiert
(im Gegensatz zu Satz 3.4) eine Darstellung fiir das Polynom p selbst (anstelle beispiels-
weise fiir ein Produkt eines SOS-Polynoms mit p).
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Beispiel 3.6. Die strikte Positivitdat in der Voraussetzung des Satzes von Putinar ist
essentiell, bereits im univariaten Fall. Dies kann man etwa an dem Beispiel

min 1 — z2

st. (1—2%)3 > 0

ABBILDUNG 1. Graph von p(X) =1— X2

sehen (siehe Abbildung 1). Die zuldssige Menge K ergibt sich als das Intervall K = [—1, 1],
und folglich sind die Minima der Zielfunktion p an den Stellen z = —1 und = = 1, jeweils
mit Funktionswert 0. Die Voraussetzung des Satzes von Putinar ist wegen

2 A By Ay e gy
3+3(X 2X)+3(1 X =2-X

erfiillt. Wiirde nun eine Darstellung der Form (3.3) existieren, das heif3t
(3.4) 1— X% = 50(X) +5(X)(1—X?)?>  mit sg,8, €22,

dann muss auch die rechte Seite von (3.4) an der Stelle x = 1 verschwinden. Der zweite
Term hat an der Stelle 1 eine Nullstelle mindestens dritter Ordnung, so dass folglich
auch sg an der Stelle 1 verschwindet; wegen der SOS-Eigenschaft ist diese Nullstelle von
so von mindestens zweiter Ordnung. Insgesamt liegt auf der rechten Seite daher an der
Stelle 1 eine Nullstelle mindestens zweiter Ordnung vor, im Widerspruch zur lediglich
ersten Ordnung auf der linken Seite. Es existiert also keine Darstellung der Form (3.4).

4. DUALITAT UND DAS MOMENTENPROBLEM

Das Konzept der Dualitét spielt in der Optimierung eine zentrale Rolle; geometrisch
wird es hier durch die Dualitit von Kegeln reflektiert. Zu einem Kegel K C R™ wird der
duale Kegel definiert als

K* = {z €R" : (z,y) >0 fur alley € K},

wobei (-,-) das Euklidische Skalarprodukt bezeichnet. Im Fall der linearen Optimierung
besitzt beispielsweise der Kegel R;" die besonders schone Eigenschaft, selbstdual zu sein,
das heifit (R )" = R7}.

Da sowohl die Menge der nichtnegativen Polynome als auch die Menge der Summen
von Quadraten einen Kegel bilden, ist es eine erste — und fiir das Nachfolgende extrem
wichtige — Frage, den jeweiligen dualen Kegel zu charakterisieren. Wir betrachten hierzu
zundchst den univariaten Fall mit beschrénktem Grad. Sei P, der Kegel der nichtnegati-
ven, univariaten Polynome p € R[X| vom Grad < d. Ferner sei M, die positive Hiille der
Vektoren y = (yo, - . ., ya), fiir die ein Wahrscheinlichkeitsma$ p existiert mit y; = [ X'dp.
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Satz 4.1. Fiir gerades d gilt (Mg)* = Pq und (Pq)* = cl My, wobei cl den topologischen
Abschluss einer Menge bezeichnet.

Beweis. Wir begniigen uns hier damit, die erste der beiden Gleichungen zu zeigen. Fiir
jedes p € (My)* gilt nach Definition Z?:o piy; > 0 fiir alle y € M. Insbesondere gilt dies
auch fiir das Dirac-Maf3 d;, so dass E?:o pitt > 0 fiir alle t € R. Also ist p > 0.

Umgekehrt sei p € Py. Fiir jedes y € M, existiert dann ein Wahrscheinlichkeitsmafl x4
mit y; = [ X'dp, so dass

d
Py =) pwi = /p(X)du >0,
=0

das heifit p € (My)*. O

Aufgrund der Gradbeschrinkung in Satz 4.1 sind die Kegel Teilmengen endlich dimen-
sionaler Vektorrdume. Das Weglassen dieser Beschrankung fiithrt auf unendlich dimensio-
nale Vektorrdume. Ein allgemeines Polynom kénnen wir dabei mit einem Element des
Folgenraums RY identifizieren.

In analoger Weise zum univariaten Fall definieren die Mengen P und ¥ der positiven
Polynome bzw. Summen von Quadraten in X,..., X, einen Kegel. Um die dazu dualen
Kegel zu finden, betrachten wir in Verallgemeinerung zum univariaten Fall Momenten-
folgen der Mafle auf R”. Darunter verstehen wir eine Folge y = (Ya)acny von reellen
Zahlen, fiir die ein Maf§ y auf R” mit y, = [ X*dp existiert. Ein solches Ma8 heifit ein
reprisentierendes Maf fiir y. Die Frage, ob zu einer gegebenen Folge y = (ya)acny ein
reprasentierendes Maf} existiert, ist im Allgemeinen nicht leicht zu beantworten. Hierzu
betrachten wir fiir jede beliebige Folge y = (Ya)acny die Momentenmatriz (M (y))nmxng,
mit

<M<y))a,ﬁ = Ya+tps-

Sei nun M die positive Hiille der unendlichen Momentenfolgen y = (ya)aeny. Ferner
sei M die positive Hiille der Folgen (y4)aen; mit positiv semidefiniter Momentenmatrix
M (y); fiir eine positiv semidefinite Matrix M (y) schreiben wir auch kurz M (y) = 0. Da fiir
jede Momentenfolge (y,) notwendigerweise M (y) = 0 gilt, ergibt sich fiir die beiden Kegel
sofort die Inklusion M C M. Diese Beziehung der beiden Kegel steht in dualer Beziehung
zu Satz 2.1, wie die nachfolgende Verallgemeinerung von Satz 4.1 zeigt (siehe [3]); Einige
Inklusionen sind unmittelbar ersichtlich (z.B. P C M*, M C P*), einige davon sind
tiefgehende Sétze (z.B. P* C M).

Satz 4.2. Die Kegel P und M (bzw. ¥ und M. ) sind dual zueinander, das heifit
Pr=M, M =P, ¥ =M, My =3

Mit dieser Dualitidtsbeziehung ist ein Polynom p € R[X7, ..., X,] also genau dann nicht-
negativ, wenn [ pdu > 0 fiir alle MaBe p gilt. Somit gilt genau dann p ¢ P, wenn eine
Momentenfolge (y,) mit Y paya < 0 existiert. Wie bereits erwihnt ist es hierbei im All-
gemeinen schwierig zu entscheiden, ob eine Folge (y,) ein reprisentierendes Maf} besitzt.
Unter bestimmten Voraussetzungen liefert das folgende duale Analogon des Positivstel-
lensatzes von Putinar (3.5) eine sehr niitzliche Charakterisierung. Wir betrachten hierzu
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wieder die Situation zu entscheiden, ob ein Polynom p auf einer Menge K der Form (3.1)
nichtnegativ ist. Es gentigt, solche Mafle zu betrachten, deren Tragermenge in K enthalten
ist. Um diese Mafle zu charakterisieren, fithrt man fiir ein gegebenes Polynom A die durch

(M(h*y))ap = Z hyYat a4y

'yENg

definierte Lokalisierungsmatriz M (h+y) ein. Zur Erlauterung dieser Matrizen betrachten
wir ein MaB u, dessen Triagermenge in {z € R™ : h(x) > 0} enthalten sei, mit zugehoriger
Momentenfolge y. Fiir ein beliebiges ¢ € R[X7, ..., X,] gilt dann beziiglich des Skalarpro-

dukts (f,g) = J F(O)g(X)du(X):
(@ M(h*y)g) = / h(X)g(X)’u(dX) > 0.

Unter der Voraussetzung (3.5) ldsst sich nachrechnen, dass die Bedingungen an die
Momenten- und die Lokalisierungsmatrizen nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend
sind. Zu einer gegebenen Folge (y,) existiert also genau dann ein reprasentierendes Maf 1
mit Tragermenge in K, wenn die semidefiniten Bedingungen

(4.1) M(y) = 0, M(gi*xy) =0 (1<i<m)
gelten (fiir Details siche z.B. [17], [29]).

5. SEMIDEFINITE OPTIMIERUNG

Wir stellen zunéchst geeigneten Hintergrund zur semidefiniten Optimierung bereit, be-
vor wir sie dann mit positiven Polynomen verbinden. Als Ausgangspunkt soll die lineare
Optimierung dienen, eins der grundlegendsten Werkzeuge der Optimierung. Bei der Un-
tersuchung linearer Programme geht man in der Regel von einer Normalform aus, etwa
von

inf ¢’z
(5.1) st. Axr = b,
x >0 (x € R™)

mit einer Matrix A € R™*" sowie Vektoren ¢ € R", b € R™. Ist ein lineares Optimie-
rungsproblem beispielsweise in der davon abweichenden Form inf{c’z : Az < b} gegeben,
so kann man es leicht durch Einfithrung zusétzlicher Variablen in eine Normalform des
Typs (5.1) iiberfithren. Mit jedem linearen Programm (5.1) assoziiert man ein duales Pro-
gramm

sup bly
(5.2) st. ATy+s
s

¢,

0.

Nach einem Grundresultat der Dualitdtstheorie liefert ein zuldssiges primal-duales Paar
(z,(y, s)) genau dann eine Optimallosung des linearen Programms, wenn das Hadamard-
Produkt x o s = (2;;)1<i<n der Nullvektor ist.

Lineare Programme konnen sowohl theoretisch effizient (Ellipsoid-Algorithmus; Kha-
chiyan, 1979) als auch praktisch effizient (Simplex-Algorithmus; Dantzig 1951) gelost

AVANT
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werden. Im Jahr 1984 stellte Karmarkar dariiber hinaus die sogenannten Innere-Punkte-
Verfahren vor, die ebenfalls im theoretischen Sinne (Polynomialzeit-Algorithmus) effizi-
ent sind. Seit dieser Zeit wurden diese Verfahren sehr intensiv weiterentwickelt, so dass
sie mittlerweile fiir sehr grofle Probleme auch in praktischer Hinsicht mit dem Simplex-
Algorithmus konkurrieren kénnen.

Die Grundidee primal-dualer Innerer-Punkte-Verfahren kann wie folgt erlautert wer-
den. Anstatt unmittelbar auf ein primal-duales Paar (z, (y, s)) mit Hadamard-Produkt 0
abzuzielen, betrachten wir solche primal-dualen Losungspaare, fiir die gilt

ros = ul,

wobei 1 der aus lauter Einsen bestehende Vektor ist. Fiir p > 0 wird hierdurch eine
glatte, analytische Kurve von primal-dualen Losungspaaren parametrisiert, die als zen-
traler Pfad bezeichnet wird. Fiir ;1 | 0 konvergiert der zentrale Pfad gegen eine Opti-
mallosung (z*,y*, s*) des linearen Programms. Tatséchlich liegt der Grenzwertpunkt im
relativen Inneren der Menge aller Optimallsungen. Die Idee Innerer-Punkte-Verfahren ist
es, ausgehend von einem zuléssigen primal-dualen Losungspaar dem zentralen Pfad mit-
tels numerischer Methoden (mit dem Newton-Verfahren als grundlegender Bestandteil)
naherungsweise zu folgen. Mit dieser Technik kann ein lineares Optimierungsproblem mit
rationalen Eingabedaten in O(y/nlog(1/¢)) arithmetischen Schritten bis auf eine vorgege-
bene Genauigkeit € > 0 gelost werden. Aus diesen Schranken folgt fiir den Fall rationaler
Eingabedaten die exakte Losbarkeit in polynomialer Zeit.

Von einem abstrakten Standpunkt definiert die letzte Ungleichung in (5.1) einen Kegel.
Lineare Programme konnen daher als Spezialklasse eines konischen Optimierungsproblems

inf ¢’z
(5.3) st. Axr = b,
r € K
mit einem Kegel K aufgefasst werden. In analoger Weise zu dem linearen Programm kann
man (5.3) ein duales Programm zuordnen:

sup b’y
(5.4) st. Aly+s = ¢,
s € K*,

wobei K* den zu K dualen Kegel bezeichnet. Erfiillt K gewisse Eigenschaften (abgeschlos-
sen, konvex, spitz, nichtleeres Inneres), dann gilt auch fiir das konische Optimierungspro-
blem ein starker Dualitdtssatz (unter der technischen Voraussetzung der Existenz eines
Slater-Punktes, vergleiche Bedingung (1) in Satz 3.2). Wir haben oben gesehen, dass der
Kegel R} selbstdual ist.

Die seit den 90er Jahren sehr intensiv untersuchte semidefinite Optimierung ist ei-
ne Verallgemeinerung der linearen Optimierung auf matrixbasierte Variablen. Zunéchst
wéhlen wir ein Skalarprodukt (-;-); in der Regel ist dies (A, B) = tr(A - B), das der
Frobenius-Norm [[A[| = (3, ; a?j)l/ 2 zugrunde liegt. Hierdurch koénnen lineare Bedingun-
gen spezifiziert werden. Die Bedingung, dass x im Kegel der nichtnegativen Vektoren liegt,



10 CORDIAN RIENER UND THORSTEN THEOBALD

ersetzen wir dadurch, dass eine symmetrische Matrix X € R™ " positiv semidefinit ist;
auch diese Menge definiert einen selbstdualen, konvexen Kegel.
Eine Normalform eines semidefiniten Programms (SDP) lautet

inf (C, X)
X > 0 (X eR™ symmetrisch).

Diese Probleme iiber dem Kegel der positiv semidefiniten Matrizen sind vom Standpunkt
der Optimierung konvere Optimierungsprobleme. Im Jahr 1991 zeigten Nesterov und Ne-
mirovski sowie unabhéngig Alizadeh, dass die Innere-Punkte-Methoden effizient auf se-
midefinite Programme erweitert werden konnen. Tatsdchlich untersuchten Nesterov und
Nemirovski diesen Zusammenhang im erweiterten Kontext der konischen Optimierung;
fiir seine Forschungsbeitrage hierzu wurde Yurii Nesterov im Jahr 2000 mit dem Dantzig-
Preis ausgezeichnet, dem renommiertesten Forschungspreis in der Optimierung.? Diese
Entwicklungen der numerischen Optimierung wurden u.a. forciert durch sehr erstaun-
liche SDP-basierte Approximationsalgorithmen von Goemans und Williamson (0.878-
Approximationsalgorithmus fiir Max CuT?).

In Verallgemeinerung des Innere-Punkte-Prinzips fiir lineare Programmierung betrach-
tet man bei den Innere-Punkte-Verfahren fiir semidefinite Programme nicht nur primal-
duale Losungspaare, deren Dualitétsliicke 0 ist, sondern die Kurve all solcher Paare, die
die Eigenschaft X.S = p - I,, mit der Einheitsmatrix /,, und g > 0 haben.

Unsere beiden Hauptakteure
Positive Polynome und semidefinite Optimierung

kommen nun dadurch zusammen, dass die SOS-Eigenschaft eines Polynoms als semide-
finites Programm formuliert werden kann. Wir betrachten hierzu ein p € R[X7, ..., X,)]
vom geraden Grad 2d. Mit Y bezeichnen wir den Vektor aller Monome in X1, ..., X,, vom
Grad hochstens d; Y besteht daher aus (":;d) Komponenten. Im folgenden identifizieren
wir ein Polynom s = s(X) mit dem Vektor seiner Koeffizienten. Ein Polynom p ist genau
dann eine Summe von Quadraten,

p= Z(Sj(X))2 mit Polynomen s; vom Grad hochstens d,
J

wenn fiir die Koeffizientenvektoren s; der Polynome s;(X) gilt, dass
p=Y"(D 55V
J

Nach der Cholesky-Zerlegung einer Matrix ist dies genau dann der Fall, wenn die durch
> ;S s;f definierte Matrix positiv semidefinit ist. Fiir das Entscheiden der SOS-Eigenschaft
mittels semidefiniter Optimierung halten wir daher fest:

2A. Nemirovski hatte diesen Preis bereits 1991 fiir seine fritheren Beitrige zur konvexen Optimierung
erhalten.

3ausgezeichnet mit dem Fulkerson Prize 2000, dem renommiertesten Forschungspreis der Diskreten
Mathematik.
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Lemma 5.1. Ein Polynom p € R[Xy, ..., X,] vom Grad 2d ist genau dann eine Summe
von Quadraten, wenn eine positiv semidefinite Matriz Q) mit

p = Y'QY
existiert.

Das ist ein System in der Matrixvariablen Y der Ordnung (";d), mit (";r;d) Gleichungen;
fiir festes d oder n ist diese Gréfle polynomial.

6. OPTIMIERUNG VON POLYNOMEN MITTELS SEMIDEFINITER PROGRAMME

Wir betrachten nun wieder das Ausgangsproblem (1.1) und nehmen an, dass ein N € N
mit N — X7 € QM(gy, ..., gm) existiert. Vom praktischen Standpunkt ist das kein Pro-
blem, da man einfach eine Ungleichung >~ 2? < N mit einem grofien N hinzufiigen kann,
wodurch nur Losungen in einer entsprechend groflen Kugel um den Nullpunkt betrachtet
werden. Nach Putinars Positivstellensatz folgt

*

p* = sup v
st p(X) — 7 € QM(gr, g
Wie zuvor erwéhnt ist der unendlich-dimensionale Kegel QM(gy, ..., g,) vom prakti-

schen Standpunkt nicht leicht handzuhaben. Durch sukzessives Beschranken der Grade
ersetzen wir ihn durch eine Hierarchie endlich-dimensionaler Kegel.

Sei kg = max { [982], [dgn]  [d€mTY ynq fiir k > ko sei
ap = sup vy -
st p—vy=s0+> 50,
wobei sq, ..., S, € 2 mit

deg(so),deg(s191), - - -, deg(smgm) < 2k.

Fiir jedes zuldssige k kann dieses Problem nach Lemma 5.1 als semidefinites Programm
formuliert werden. Das duale semidefinite Programm geht aus der ,;abgeschnittenen* end-
lichen Version des Momentenproblems (4.1) hervor,

b; = inf ply
s.t. Yo = 1,
Mkf(deﬁl‘l(gj*y) t 07 1§j§m7
2

wobei M), die abgeschnittenen Versionen der Lokalisierungsmatrizen sind.

Satz 6.1. (Lasserre [17].)

(1) Fiir jedes zuldssige k gilt ay, < bj.
(2) Gilt Putinars Bedingung, dann folgt

: * : * *
lim a; = lim by = p*.
k—o0 k—o0
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Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der schwachen Dualitét.

Fiir die zweite Aussage bemerken wir zunéchst, dass fiir jedes ¢ > 0 das Polynom
p —p* + ¢ strikt positiv auf der kompakten Menge K ist. Nach dem Positivstellensatz von
Putinar besitzt p — p* 4 € daher eine Darstellung der Form (3.3). Folglich existiert ein k
mit aj, > p* — €. Durch einen Grenziibergang ¢ | 0 folgt die Behauptung. 0

Fiir & > ko wird daher eine Hierarchie semidefiniter Programme definiert, deren Opti-
malwerte monoton wachsend gegen das Optimum konvergieren. Es ist moglich, dass das
Optimum bereits nach endlich vielen Schritten erreicht wird (,endliche Konvergenz*).
Tatséchlich ist jedoch bereits die Frage, ob ein Wert 0}, der in der k-ten Relaxationsstufe
erhalten wurde, den Optimalwert bildet, nicht leicht zu entscheiden. Es existieren hier
lediglich hinreichende Bedingungen:

Satz 6.2. (Henrion, Lasserre [12].) Sei k > ko, y eine Optimallisung des SDPs fiir by, und
sei d = max {ML;“], e [deg279m1}. Falls rang My (y) = rang My._4(y), dann gilt by =

Im Spezialfall von 0-1-Problemen kommt es stets zu endlicher Konvergenz.

Beispiel 6.3. Fiir n > 2 betrachten wir das (parametrische) Optimierungsproblem

n+1 n+1 n+1 n+1
(6.1) mian;1 s.t.Zx? =0, fo =1, le =0
i=1 i=1 i=1 i=1
in den n Variablen x1,...,x,. Systeme dieser Art treten bei der Untersuchung symme-

trischer Simplexe auf [5]. Um zu zeigen, dass eine Zahl « eine untere Schranke fiir den
Optimalwert von (6.1) ist, geniigt es (wegen der Kompaktheit der zuldssigen Menge)
die Existenz einer solchen Darstellung fiir f := E"H X} — a + ¢ in Hinblick auf ¢, :=
Z"“ X} gpi= =S X g =0 X2 1, gy = —Z"“ X241, g5 =00 X,

Z"H X; fiir jedes € > 0 zu zeigen. Fiir den Fall n ungerade von (6.1) existiert
eine elnfache polynomiale Identitét

n+1 9 n+1 n+1 1 2
6.2 X! — = X2 -1 X2 —
6 Sy - () S (e )

=1

die zeigt, dass das Minimum von unten durch 1/(n + 1) beschriankt ist; und da dieser
Wert durch z; = -+ = T(n41))2 = —T(n43)2 = -+ = —Tpy1 = 1/v/n+ 1 angenommen
wird, ist das Minimum 1/(n + 1). For jedes € > 0 liefert das Hinzufiigen von ¢ auf beiden
Seiten von (6.2) eine Darstellung des positiven Polynoms in dem quadratischen Modul
QM(gs, - - ., g6). Fiir jedes ungerade n verwendet diese Darstellung nur Polynome s;g; vom
(totalen) Grad hochstens 4.

Fiir den Fall n gerade (mit Minimum 1/n) sieht die Situation anders aus. Eine Com-
puterberechnung mit der Software GLOPTIPOLY [13] zeigt, dass es bereits fir n = 4
notwendig ist, bis zum Grad 8 zu gehen, um ein Positivstellensatz-basiertes Zertifikat der
Optimalitéat zu erhalten.
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7. AKTUELLE ENTWICKLUNGEN

Aufbauend auf den genannten Grundpfeilern existieren derzeit zahlreiche aktuelle For-
schungsbestrebungen. Wir nennen hier nur einige davon: in praktisch orientierter Hinsicht
die Behandlung strukturierter Systeme und die Behandlung von Symmetrien, sowie in vor-
wiegend theoretischer Hinsicht die Charakterisierung semidefinit darstellbarer Mengen.

7.1. Positivstellensitze fiir strukturierte Systeme. Wie zuvor sei K kompakt, und
es existiere ein N € N mit N —||z||* > 0 auf K. Wir betrachten die folgende Modellierung
diinnbesetzter Situationen. Seien Iy,...,I; C I := {1,...,n} mit UI/;:1 I, = I. Ferner
setze R[X (I})] := R[X;|i € I}

Es sei p € RIX([1)] + - -+ R[X ()], und fir alle j € {1,...,m} sei g; € R[X(I4;)]
fir ein a(y) € {1,...,t}.

Zur effizienten Handhabung dieser Situation existieren mittlerweile interessante diinn-
besetzte Positivstellensitze; diese sind fiir die Behandlung gréflerer Optimierungsproble-
me sehr niitzlich. Hierzu fiigen wir die ¢ redundanten quadratischen Gleichungen g,,1; =
M — || X (Z;)||* > 0 in der Definition der zuldssigen Menge K hinzu und setzen

G = {or: g eRX(I)]}, 1<j<t.

Satz 7.1. (Lasserre [18].) In der beschriebenen Situation gelte fir alle k € {2,...,t} die
FEigenschaft

k-1
(7.1) Ikﬁ<U[j>§Is fir einse{l,....k—1}.
j=1

Ist p € RIX ()] + -+ -+ R[X(I)] strikt positiv auf K, dann besitzt p eine Darstellung

t

p = Z Sj0 + Z SjkJk

Jj=1 9k€G;
mit SOS-Polynomen s;, € R[X(I;)].

Die Eigenschaft (7.1) wird als Running Intersection Property bezeichnet.

7.2. Symmetrien. Eine naheliegende Idee zur Verbesserung von Optimierungsalgorith-
men ist die Ausnutzung von Symmetrien. Zur [lustration einer hierbei auftretenden Pro-
blematik betrachten wir den Fall der unrestringierten Optimierung. Sei p € R[X7, ..., X,)]
ein unter einer Symmetriegruppe G invariantes Polynom. Ein fundamentales (in gewisser
Hinsicht negatives) Resultat ist die Tatsache, dass ein G-invariantes SOS-Polynom im All-
gemeinen nicht als Summe von Quadraten G-invarianter Polynome darstellbar ist. Es gilt
hingegen die folgende Aussage aus [9], die die SOS-basierte Optimierung von Polynomen
mit der klassischen Darstellungstheorie verkniipft.

Satz 7.2. Jede G-invariante Summe von Quadraten p € R[X7, ..., X,] ist eine Summe
von Quadraten semi-invarianter Polynome.
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Beispiel 7.3. Fiir die unter der symmetrischen Gruppe S,, invariante Summe von Qua-
draten

(7.2) P = Z (Xi — X;)?

1<i<j<n

ist jeder Summand in (7.2) semi-invariant beziiglich S,,.

Aufbauend auf diesen grundsitzlichen Uberlegungen lassen sich Blockdiagonalisierun-
gen (beispielsweise der Momentenmatrizen) der klassischen Darstellungstheorie verwen-
den, um die Symmetrien auszunutzen (siehe [9] fiir den unrestringierten Fall, [14] fiir den
Lasserre-relaxierten restringierten Fall und [6] fiir den reell-algebraischen Hintergrund).

7.3. Charakterisierung semidefinit reprisentierbarer Mengen. Wie oben bereits
erwahnt sind die Zulédssigkeitsbereiche semidefiniter Programme konvexe, semialgebrai-
sche Mengen. Viele der Fragen im Zusammenspiel zwischen semidefiniter Optimierung
und semialgebraischer Geometrie sind daher eng verkniipft mit der Frage, welche semi-
algebraischen Mengen semidefinit reprisentierbar sind, das heif3t, als Zuléssigkeitsbereich
eines semidefiniten Programms dargestellt werden kénnen.

Eine abgeschlossene Menge C' C R™ heif3t ein algebraisches Inneres, falls es ein Polynom
p € R[Xy,..., X,] gibt, so dass C' der Abschluss einer Zusammenhangskomponente des
Positivitatsbereiches von p ist. Fiir ein gegebenes algebraisches Inneres C'ist das C' definie-
rende Polynom p minimalen Grades bis auf eine positive Konstante eindeutig bestimmt.
Helton und Vinnikov zeigten die folgende geometrische Charakterisierung [11].

Satz 7.4. Kann eine abgeschlossene, konvere Menge C' C R™ semidefinit reprdisentiert
werden, dann ist C starr konvex, das heifit, fir jeden Punkt z im Inneren von C und jede
generische Gerade { durch z schneidet ¢ die reelle algebraische Hyperfliche p(x) = 0 vom
Grad d in genau d Punkten.

Fiir den Fall der Dimension 2 gilt auch die Umkehrung [11].

Satz 7.5. Ist ein algebraisches Inneres C C R? starr konvex mit einem definierenden
Polynom vom Grad d, dann ist C' semuidefinit reprisentierbar.

Wir illustrieren diese Aussagen an zwei Beispielen.

Beispiel 7.6. Fiir gegebene k Punkte (ay,b)7, ..., (ar, bp)T € R? ist die k-Ellipse mit
Brennpunkten (a;, b;)” und Radius d die durch

k
(7.3) {@y)er Y VE—a)y+u-b7=df

gegebene ebene Kurve & (siehe Abbildung 2). Fiir den Spezialfall & = 2 ergeben sich
gewoOhnliche Ellipsen. Die konvexe Hiille C' einer k-Ellipse & ist eine semidefinit dar-
stellbare Menge im R? (siehe [21]). Um dies fiir das Beispiel in Abbildung 2 einzusehen,
betrachtet man den Zariski-Abschluss &£} der durch (7.3) definierten Menge; die reellen
Punkte hiervon sind in der Abbildung dargestellt. Tatséchlich ist die Kurve £ vom Grad 8.
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ABBILDUNG 2. Die geschlossene Kurve in der Mitte ist eine 3-Ellipse der
drei dargestellten Punkte.

Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt z im Inneren der 3-Ellipse, so schneidet je-
de generische (nicht durch einen Kurvenpunkt hoherer Vielfachheit verlaufende) Gerade
durch z genau 8 Punkte von &£}. Aus dieser Eigenschaft folgt nach Satz 7.5 die semidefinite
Représentierbarkeit.

Beispiel 7.7. Sei p das irreduzible Polynom
pla,y) = @’ =3zy* — (2" +4°)*
(sieche Abbildung 3). Der Positivitéitsbereich besteht aus den drei in der Abbildung zu

sehenden beschriankten Zusammenhangskomponenten. Wir betrachten die beschrénkte
Komponente C' in der rechten Halbebene, welche durch den topologischen Abschluss

cd {(z,y)" €R*: p(z,y) >0,z >0}

gegeben ist. Sei a ein fest gewihlter Punkt im Inneren dieser Komponente, zum Beispiel
a = (1/2,0)T. Es existiert eine offene Menge von Geraden durch a, die die reelle Nullstel-
lenmenge Vg(p) nur in zwei Punkten schneiden. Daher ist C' nicht semidefinit darstellbar.

Fiir den Fall allgemeiner Dimension (n > 3) ist bisher keine Verallgemeinerung der
exakten geometrischen Charakterisierung semidefinit représentierbarer Mengen bekannt.

Danksagung. Wir bedanken uns fiir die hilfreichen Anmerkungen eines anonymen Gut-
achters.
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