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Aufgabe 1. Sei Q C R? ein spitzes Polyeder.
i) Zeigen Sie, dass es eine Hyperebene H gibt, so dass alle beschrinkten
Seiten von (Q in H< liegen und H jede unbeschriankte Seite von @ trifft.
ii) Zeigen Sie, dass Q N H=< ein Polytop ist.
iii) Bestimmen Sie x(Q).
(10 Punkte)

Aufgabe 2. i) Finden Sie einen einfachen Weg um den h-Vektor fiir den Simplex A, und
den Wiirfel C; zu berechnen.
ii) Fir ein nicht-einfaches Polytop P kdnnen wir h;(P) iiber den f-Vektor
definieren. Stimmt es, dass h;(P) > 0 ist?
(10 Punkte)

Aufgabe 3. Sei 0 = (01,09,...,04) eine Permutation auf [d]. Ein Index 1 < i < d ist ein
Descent, falls o; > ;1. Sei II;_1 das (d — 1)-dimensionale Permutaeder, also

die konvexe Hiille iiber alle Permutationen o von [d].
i) Zeigen Sie, dass zwei Permutationen o,0’ genau dann benachbart sind,
wenn sie sich um Vertauschen von i und i+ 1 fiir ein i € [d] unterscheiden.
ii) Zeigen Sie, dass h;(Il;_1) die Anzahl A(d,7) von Permutationen mit genau
i Descents ist. Hinweis: Wahlen Sie eine geeignete lineare Funktion ¢(x).

iii) Folgern Sie, dass A(d,i) = A(d,d —i — 1).

(1043 Punkte)

Aufgabe 4. i) Zeigen Sie, dass kein 4-Polytop mit fo = 6 und f; = 12 existiert.
Hinweis: Treffen Sie Aussagen zum gesamten f-Vektor.

ii) Geben Sie ein Beispiel eines 4-zusammenhéngenden, 4-reguldren E] Graphen
welcher nicht der Graph eines 4-Polytops ist.

i) Fir dim P = 4, bestimmen Sie alle n € N, so dass ein 4-Polytop mit
fo(P) =6 und fi(P) = n existiert. Geben Sie ein P jeweils an.

(10 Punkte)

Aufgabe 5. i) Uberpriifen Sie, dass die Dehn-Sommerville Gleichungen fiir d = 4 iquivalent
zu fo(P) — f1(P) + f2(P) — fs(P) = 0 und d fo(P) = 2f1(P) sind.
ii) Finden Sie fiir d = 5 eine lineare Gleichung welche aus den Dehn-Sommerville
Gleichungen folgt, aber unabhéngig von der Euler-Gleichung und 2f;(P) =
5fo(P) ist.
(10 Punkte)

lq.h. an jedem Knoten treffen sich 4 Kanten
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Aufgabe 6. Fird>1und 1< < L%J sei
Qd,i = prism(d_i)(Ai) = Cd—i X Az

das (d — i)-fache Prisma iiber einem i-Simplex.
i) Bestimmen Sie f(Qq;) und h(Qg,) fiir alle <.
ii) Folgern Sie, dass es keine weiteren linearen Gleichungen der f-Vektoren

von einfachen d-Polytopen neben den Dehn-Sommerville-Gleichungen gibt.

iii) Bonus: Folgern Sie ii) mit den Polytopen A; x Ag4_; fir i =0,.. ., L%J

(1043 Punkte)

Bonus 7. Ein d-Polytop P heiBt kubisch, falls jede seiner Facetten kombinatorisch iso-
morph zum Wiirfel Cy_1 ist.

i) Zeigen Sie, dass die Eckenfigur P/v ein simpliziales Polytop ist.
Wir definieren den kurzen kubischen h-Vektor 1°¢(P) = (h§, ..., h)° ) eines
kubischen Polytops durch
he(P):= Y hi(P/v).
veV(P)
ii) Bestimmen Sie f(P) aus h*¢(P).
iii) Zeigen Sie, dass h{°(P) = h® ,_,(P) fir 0 <i < d und
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iv) Finden Sie fiir d = 3,4,5 (und gern auch allgemein) kubische d-Polytope
Py,....,P,, m= ng die zeigen, dass die affine Hiille der f-Vektoren von
kubischen Polytopen durch die Gleichungen in iii) gegeben sincﬂ

(410 Punkte)

Bonus 8. Sei P ein zentralsymmetrisches d-Polytop, d.h. P = —P. Zeigen Sie, dass
fo(P) + fi(P) +--- + fa(P) > 37

i) fir d =2 (Trivial.)

ii) fir d = 3 (Interessant.)

i) fir d = 4 (Schwierig!)

iv) fir d > 5 (Offen!!)
Hinweis: Versuchen Sie, d-Polytope P fiir d = 3,4,5 zu konstruieren, welche
recht nah am Gleichheitsfall sind.

(4+34+9+27+481 Punkte)

2Eine “einfache” Konstruktion in allen Dimensionen ist nicht bekannt aber vielleicht nicht so schwierig.
Wenn Sie Interesse haben zu diesem Thema mehr zu machen, dann melden Sie sich!



