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Frohe Feiertage und einen guten Rutsch ins neue Jahr!

Aufgabe 1. � Für 0 ≤ k < d, sei
〈
d
k

〉
die Anzahl Permutation τ ∈ Sd mit des(τ) = k.

Zeige, dass
〈
d
0

〉
=
〈

d
d−1
〉

= 1 und〈
d

k

〉
= (k + 1)

〈
d− 1

k

〉
+ (d− k)

〈
d− 1

k − 1

〉
für 0 < k < d− 1.

[Tipp: Es ist einfacher die Aussage für Permutationen mit d − 1 − k Auf-

stiegen (ascents) zu zeigen. Betrachte dafür eine Permutation als ein Wort

τ = τ(1)τ(2) . . . τ(d). Wenn man aus dem Wort das Symbol d löscht, dann

bekommt man eine Permutation von {1, . . . , d− 1}.]

Aufgabe 2. � Für 0 < k < d, sei

∆(d, k) = {x ∈ Rd : 0 ≤ xi ≤ 1 für i = 1, . . . , d und x1 + · · ·+ xd = k}

der (d, k)-Hypersimplex. Für eine Teilmenge I ⊆ [d], sei eI ∈ {0, 1}d der Punkt
mit (eI)j = 1 falls j ∈ I und = 0 sonst.

i) Zeige, dass ∆(d, k) = conv(eI : I ⊆ [d], |I| = k). Also für einen beliebigen

Punkt q ∈ ∆(d, k) zeige, dass es I1, . . . , Im ∈
([d]
k

)
und λ1, . . . , λm ≥ 0

gibt mit q = λ1eI1 + · · ·+ λmeIm und λ1 + · · ·+ λm = 1.

ii) Bestimme die Koordinaten des Baryzenters

c :=
1(
d
k

) ∑
I∈([d]k )

eI .

iii) Berechnen Sie das normalisierte Volumen von ∆(d + 1, k + 1) mit der

Zerlegung aus der Vorlesung bezüglich des Baryzenters c.

Aufgabe 3. i) Welche Polygone lassen sich als 2-dimensionales alcoved Polytop real-

isieren? Also für welche n ≥ 3 gibt es ein alcoved n-Eck?

ii) Optional: Konstruiere mit SAGE 3-dimensionale alcoved Polytope mit (a)

vielen Ecken und (b) vielen Flächen (2-dimensionalen Seiten).


