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2. Übungsblatt — Abgabe 22. Mai 2019

Wenn Sie bei einer Aufgabe stecken bleiben, dann fragen Sie uns! Wir lieben es, Hinweise

zu geben.

Aufgabe 1. Eine achsen-parallele Box ist ein Polytop B ⊆ Rd der Form

B = {x ∈ Rd : ai ≤ xi ≤ bi für alle i = 1, . . . , d}

für a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R. Bezeiche mit Bd die Menge aller achsen-parallelen

Boxen im Rd.

i) Zeigen Sie, dass Bd eine Schnittfamilie ist.

ii) Zeigen Sie, das jede Bewertung φ : Bd → R die Erweiterungseigenschaft

besitzt1

Für B ∈ Bd wie oben definiere φ(B) := (b1 − a1)(b2 − a2) · · · (bd − ad) und

φ(∅) := 0.

iii) Zeigen Sie, dass φ eine translations-invariante, einfache und monotone Be-

wertung auf Bd ist mit φ([0, 1]d) = 1 und folgern Sie, dass V (B) = φ(B)

für alle B ∈ Bd.

iv) Zeigen Sie, dass V (λP ) = λdV (P ) für alle λ ≥ 0.

Hinweis: Man überlege sich, dass P beliebig genau durch Vereinigungen

von Boxen approximiert werden kann.

(20 Punkte)

Aufgabe 2. Sei R ⊂ R2 ein Quadrat der Kantenlänge 1.

i) Zeigen Sie, dass es eine Zerlegung R = R1 ∪ · · · ∪Rm gibt, so dass Trans-

lationen (keine Drehungen!) der R1, . . . , Rm eine Zerlegung des achsen-

parallelen Quadrats [0, 1]2 ergibt.

Hinweis: Denken Sie an Scherungen und zeigen Sie zuerst, dass Sie R in

ein Parallelogramm mit einer achsen-parallelen Kante überführen können.

ii) Zeigen Sie die entsprechende Aussage für einen 3-dimensionalen Würfel

Q ⊂ R3.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass die baryzentrische Unterteilung eines Polytops tatsächlich eine

Zerlegung in Simplexe ist.

Hinweis: Für Punkte p ∈ P betrachten Sie den Strahl {(1−λ)bP+λp : λ ≥ 0}.
(10 Punkte)

1Sie können nicht die Aussage über allgemeine Polytope benutzen, da es nicht klar ist ob φ auf Pd

fortgesetzt werden kann.
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Aufgabe 4. Sei S = conv(v0, . . . , vd) ⊂ Rd ein Simplex.

i) Zeigen Sie, dass für das in der Vorlesung definierte Volumen V (S) gilt

V (S) =
1

d!

∣∣∣∣∣det
(

1 1 · · · 1

v0 v1 · · · vd

)∣∣∣∣∣ .
ii) Definiere

D :=


0 1 1 · · · 1

1 0 `01 · · · `0d

1 `10 0 · · · `1d
...

...
...

. . .
...

1 `d0 `d−1 · · · 0

 ,

wobei `ij = ‖vi − vj‖2. Zeigen Sie, dass det(D) = 2d(d!)2(−1)d−1V (S)2.

(10 Punkte)


