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9. Übungsblatt — Abgabe 25. Juni 2019

Aufgabe 1. Sei A = k[x1, . . . , xn] der fein-graduierte Polynomring. Für zβ1 , . . . , zβm sei

das kleinste gemeinsame Vielfache1 kgV(zβ1 , . . . , zβm). Zeigen Sie, dass für

ein Monomideal I = 〈xα1 , . . . ,xαm〉 gilt

F (I, z) =
∑

∅6=S⊆[m]

(−1)|S|−1 kgV(zαi : i ∈ S)

(1− z1) · · · (1− zn)
.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. Für d ≥ 1 sei M ⊆ [2d] die Menge der Paare {i, d+ i} für i = 1, . . . , d.

i) Bestimmen Sie den Simplizialkomplex Γ der M als minimale Nichtseiten

hat. Was ist die Dimension?

Bestimmen Sie die Hilbertreihe von k[Γ] für...

ii) ...die Graduierung deg xi = deg xd+i = ei ∈ Zd.

iii) ...die Graduierung deg xi = 1 ∈ Z.
(10 Punkte)

Aufgabe 3. Sei Γ ⊆ 2[n] ein (d− 1)-dimensionaler Simplizialkomplex. Das K-Polynom von

Γ ist der Zähler der fein-graduierten Hilbertreihe

K(Γ, z1, . . . , zn) :=
∑
σ∈Γ

∏
i∈σ

zi
∏
i 6∈σ

(1− zi) =
∑
ρ⊆[n]

cρz
ρ

i) Zeigen Sie, dass cρ = χ̃(Γ|ρ) wobei Γ|ρ := {σ ∈ Γ : σ ⊆ ρ} die Ein-

schränkung von Γ auf ρ ist. Insbesondere ist cρ = 0 falls ρ ∈ Γ.

Wir schreiben τ für [n] \ τ . Der Alexander-duale Komplex von Γ ist Γ∗ :=

{σ : σ 6∈ Γ}.
ii) Zeigen Sie, dass lk(σ,∆∗) = (Γ|σ)∗ für alle σ ⊆ [n]. Folgern Sie, dass

cρ = (−1)nχ̃(lk(ρ,∆∗)).

(10 Punkte)

Aufgabe 4. Sei (P̂ �) ein graduiertes Poset mit 0̂ und 1̂ vom Rang r+1 und Rangfunktion

ρ : P̂ → {0, . . . , r + 1}. Bezeichne weiter (β(S))S⊆[r]. den Fahnen-h-Vektor

von P̂ .

i) Zeigen Sie, das in der Graduierung deg xa = eρ(a) ∈ Zr für die Zr-
graduierte Hilbertreihe gilt

(1− w1) · · · (1− wr)F (k[P ], w1, . . . , wr) =
∑
S⊆[r]

β(S)wS

ii) Zeigen Sie, dass wenn (P̂ ,�) Eulersch ist, dann gilt β(S) = β([r] \ S) für

alle S ⊆ [d].

(10 Punkte)

1Also das Monom zγ mit γj = max((βi)j : j = 1, ...,m).
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