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7. Ubungsblatt — Abgabe 11. Juni 2019

Aufgabe 1. Sei (L, <) ein Verband. Sei A := KL der Vektorraum mit Basis f, fiir a € L.
Wir definieren eine Multiplikation auf den Basiselementen f, - fp == furs und
setzen sie auf A durch Linearitdt zu einer bilinearen Abbildung fort.

i) Zeigen Sie, dass A eine unitdre und kommutative Algebra ist.
Sei B := K% der K-Vektorraum mit Basiselementen e, fiir a € L und der

Multiplikation
e, fallsa =1,
€q " €p =
0 sonst.

ii) Zeigen Sie, dass ¢ : A — B die lineare Abbildung die auf Basiselementen

definiert ist durch o(fp) = Zajb €q €in Isomorphismus von K-Algebren ist.

Geben Sie ™! an.

iii) Hat A nilpotente Elemente? Bestimmen Sie auch die Nullteiler von A.
iv) Zeigen Sie, dass fiir a # 1 gilt:
> out1) =0
t:tAa=0
Hinweis: Betrachten Sie ¢! (e).
(10 Punkte)

Aufgabe 2. Sei A eine K-Algebra.
i) Zeigen Sie, dass die Menge aller nilpotenten Elemente ein Ideal bildet.

ii) Ein Ideal M # A ist maximal, falls es kein Ideal M C M’ C A gibt.
Zeigen Sie, dass dann A/M ein Korper ist.

iii) Zeigen Sie, dass fiir zwei maximale ldeale M, M’ gilt M N M' = M + M'.

iv) Nehmen Sie an, dass fiir alle x € A ein n > 1 mit 2™ = z existiert. Zeigen
Sie, dass in A jedes Primideal maximal ist.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. Sei C' := cone(ay,...,a,) C R? ein endlich-erzeugter Kegel mit ay,...,a, €
Z%. Die Menge S = C N Z bildet ein Monoid mit der aus Z? iibernommenen
Addition. Sei A = KC die Halbgruppenalgebra mit Basis ¢t fiir m € S.
i) Zeigen Sie, dass A genau dann nullteilerfrei ist, wenn C' spitz ist.

ii) Sei F eine Seite von C. Zeigen Sie, dass der Untervektorraum
P :=span{t™:m e S\ F}
ein Primideal in A ist.

(10 Punkte)
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Aufgabe 4. Fiir eine noetherische K-Algebra A sei

Alz] = {F = iaizi ta; € A}
i=0

die K-Algebra der formalen Potenzreihen mit der wohlbekannten Multiplikation.
i) Sei I C K[z] ein Ideal. Zeigen Sie, dass {aqq(r) : I € I} ein Ideal in A
ist.
ii) Zeigen Sie, dass A[z] noethersch ist.
Hinweis: Das Argument fiir den Hilbert'schen Basissatz |asst sich anpassen
um Potenzreihen Fy, ..., F,, € I zu finden, so dass fiir jedes F' € I explizit
hi,..., hm € A[z] konstruiert werden kénnen mit F' =), h; F;.
(10 Punkte)



