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Aufgabe 1.

Von 61 duBerlich identischen Kugeln sei Folgendes bekannt: 60 Kugeln sind genau gleich schwer,
und eine Kugel ist entweder schwerer oder leichter als die iibrigen. Durch hochstens dreimaliges
Wiégen mit einer Balkenwaage soll festgestellt werden, ob die abweichende Kugel leichter oder
schwerer ist. (Sie miissen nicht herausfinden, welche Kugel genau die abweichende ist.)

Wie ist vorzugehen? Begriinden Sie, warum Ihr Vorschlag in jedem moglichen Fall die richtige
Antwort liefert.

Lésung:
Punkteverteilung: ,,Geschickte®* Aufteilung der Kugeln 3P., Begriindung 7P.

Variante mit dreimaligem Wiagen: Wir bilden drei Gruppen A, B, C' zu jeweils 20 Kugeln. Eine
Kugel legen wir beiseite.

Vergleiche A und B (erstes Mal wiigen).

Fall 1: Ist A > B, d.h. A schwerer als B. Dann vergleichen wir A und C' (zweites Mal wigen). Ist
A = C, soist in B die leichtere Kugel. Ist A > C| so ist in A die schwerere Kugel. Der Fall A < C
kann jedoch nicht eintreten, denn dann wire B < A < C' — dies kann aber nicht sein, da es nur
eine abweichende Kugel gibt.

Fall 2: Ist B > A so konnen wir wie im ersten Fall vorgehen, indem wir die Rollen von A und B
vertauschen.

Fall 3: A = B. Vergleiche dann A und C (zweites Mal wigen). Wiederum gilt: Ist A > C, dann
ist in C' die leichtere Kugel und ist A < C, dann ist in C' die schwerere Kugel. Ist auch A = C,
dann ist die abweichende Kugel genau die herausgelegte Kugel. Wir vergleichen also ein drittes
Mal irgendeine Kugel aus A (oder B oder C') mit der herausgelegten Kugel und erhalten, ob diese
schwerer oder leichter ist.

Variante mit zweimaligem Wigen: Wir bilden zwei Gruppen A und B zu je 30 Kugeln und legen



die letzte Kugel beiseite.

Vergleiche nun A und B (erstes Wigen).

Fall 1: Ist A = B, dann ist die beseite gelegte Kugel abweichend und wir vergleichen Sie einfach mit
einer der Kugeln aus A oder B (zweites Mal wégen). Fall 2: Ist A < B, dann ist die abweichende
Kugel in A oder B enthalten. Wir teilen nun A in zwei Gruppen A; und As zu je 15 Kugeln ein
und vergleichen diese beiden (zweites Mal wiigen). Ist A; = Ag, so ist in B die schwerere Kugel.
Ist Ay < As oder Ay < Ay, so muss in A die abweichende Kugel enthalten sein und diese ist somit
leichter.

Fiir die Speed Challenge haben Sie 45 Minuten Zeit. Sie sollen moglichst viele Aufgaben in dieser
Zeit bearbeiten. Sie bekommen die nichste Aufgabe, wenn Sie die Losung zu dieser Aufgabe
abgeben. Sie kdnnen Aufgaben iiberspringen, indem Sie die Aufgabe ohne Lisung abgeben.
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Aufgabe 2.

Bei einem Gliicksspiel betriigt der Einsatz 2€. Es werden zwei faire, sechsseitiger Wiirfel mit den
Augenzahlen von 1 bis 6 geworfen. Bei gleicher Augenzahl erhélt der Spieler 5€. Andernfalls wird
die kleinere Augenzahl von der gréfleren abgezogen. Ist die Differenz der Augenzahlen 5, werden
10€ ausgezahlt. Bei einer Augendifferenz von 1 erhilt-man den Einsatz zuiick. Bei allen anderen
Ergebnissen erhilt der Spieler nichts zuriick.

a) Wie grof} ist der durchschnittliche Gewinn bzw. Verlust?
b) Bei welchem Einsatz wire das Spiel fair, d.h. der durchschnittliche Gewinn 0€?

Losung:
Punkteverteilung: a) und 'b) je 5P.

Zu a) In 6 von 36 Fillen stimmen die Augenzahlen iiberein und es werden 5€ ausgezahlt. In 10
Fillen betrégt die Differenz 1 und es wird der Einsatz (2€) zuriickgezahlt, und in zwei Fillen
betréagt die Differenz 5, was zu einem Auszahlungsbetrag von 10€ fiithrt. In allen anderen Fillen
gibt es nichts zuriick. Das macht eine erwartete Riickzahlung von

1 70 1
36 %€_2€_E€7

also ist der durchschnittlche Verlust %8 €.

(6-5€4+10-2€+2-10€) =

Zu b) Hier muss man beriicksichtigen, dass im Fall der Augendifferenz 1 der Einsatz zuriickgezahlt
wird, und Fairness im Einsatz x € also gewéhrleistet ist, wenn

36x=6-5+10-2+2-10,

also fiir
50 25

r=—=—
26 13

Fiir die Team Challenge haben Sie 45 Minuten Zeit. Bearbeiten Sie in dieser Zeit moglichst alle
Aufgaben. Geben Sie Thren Losungsweg mit an. Pro Aufgabe kénnen Sie bis zu 10 Punkte
erreichen.
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Aufgabe 3.

In der Abbildung sind B, C, E Einheitsquadrate, A, D, F' gleichschenklige rechtwinklinge Dreiecke
und G ein gleichseitiges Dreieck. Die Figur kann entlang der Kanten zu einem Polyeder gefaltet
werden. Berechnen Sie das Volumen dieses Polyeders.

Loésung:

Punkteverteilung: 3P. fiir das Erkennen der richtigen Figur, 7P. fiir die Rechnung
Das Volumen des Polyeders betragt %

Zur Begriindung: Das Polyeder erhélt man, indem man vor einem Einheitswiirfel ein Tetraeder

wegnimmt, das eine Ecke und ihre drei Nachbarecken als Ecken hat. Dieses Tetraeder hat als
Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit Kantenlinge /2 und Kanten von Linge 1 zur Spitze.

Fiir die Team Challenge haben Sie 45 Minuten Zeit. Bearbeiten Sie in dieser Zeit moglichst alle
Aufgaben. Geben Sie Thren Losungsweg mit an. Pro Aufgabe kénnen Sie bis zu 10 Punkte
erreichen.



Es geniigt also zu zeigen, dass das Tetraeder ein Volumen V' von % besitzt.
Das Volumen eines Tetraeders ist gegeben durch

1
V = 3 (Grundﬂéiche mal Héhe).

Option 1 (am einfachsten): Verwenden wir als Grundfliche die Hélfte eines der halben Einheits-
quadrate, dann ist dessen Hohe genau die Kante des alten Wiirfels. Wir erhalten also

1
1=

V =
6

— W=
N | =

Option 2 (etwas komplizierter zu berechnen): Verwenden wir das gleichseitige Dreieck mit Sei-
tenlénge [ als Grundflache, dann ergibt sich mit Pythagoras seine Hohe h als

V3
h= -l

Wegen | = v/2 hat unser gleichseitiges Dreieck also einen Flicheninhalt A von

L1 7612f£
2 2 7 4 27

Wir miissen noch die Hohe i des Tetraeders bestimmen. Das Dreieck, das der HohenfuBpunkt H
mit einer Ecke E des gleichseitigen Dreiecks und der Spitze S bildet;ist rechtwinklig in H. Fiir die
Lénge d der Strecke zwischen E und H ergibt sich damit nach Pythagoras

W+ d® =1

Um d zu bestimmen, betrachten wir das Dreieck aus H, E und einer weiteren Ecke E’ im gleich-
seitigen Dreieck. In E hat dieses Dreieck den Winkel 30°. Damit finden wir

2d cos 30° = v/2 = Linge der Strecke von E nach E’.

Wegen cos 30° = V3 Jiefert das d= Y2. Schlieflich erhalten wir

2 V3
h=V1_d=

V3

Das Volumen des Tetraeders ist also

CAh =

ol

W =
&l
w

| =

1
3

Fiir die Team Challenge haben Sie 45 Minuten Zeit. Bearbeiten Sie in dieser Zeit moglichst alle
Aufgaben. Geben Sie Thren Losungsweg mit an. Pro Aufgabe kénnen Sie bis zu 10 Punkte
erreichen.
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Aufgabe 4.

Es sei F eine Funktion gegeben durch F(z) = 93713.

a) Zeigen Sie F(x) + F(1 — ) = 1 fiir = eine beliebige reelle Zahl.

1 2 2022
<2023> * <2023> o (2023)
c) Sei nun G eine beliebige nichtnegative stetige Funktion mit G(z) + G(1 — x) = 1. Berechnen
Sie die Fliache, die der Graph von G mit der x-Achse zwischen 0 < x < 1 einschlief3t.

b) Berechnen Sie

)

Fiir die Team Challenge haben Sie 45 Minuten Zeit. Bearbeiten Sie in dieser Zeit moglichst alle
Aufgaben. Geben Sie Thren Losungsweg mit an. Pro Aufgabe kénnen Sie bis zu 10 Punkte
erreichen.



Losung:
Punkteverteilung: a) und b) je 3P., c) 4P.
Zu a) Wir berechnen direkt
9* N 9T 97(917T 4+ 3) + 9177 (97 4 3)
97 +3  9l-= 43 (97 4 3)(91-7 + 3)

943974 9+3-9'77
943917 43.97+9

Flz)+ F(l—x) =

Zu b) Fiir jedes n = 1,...,2022 gilt wegen a), dass F(5053) + F(2%53") = 1. Es lassen sich nun
alle Summanden in der langen Summe in Paare zusammenfassen, deren Summe jeweils 1 ist: der
erste mit dem letzten, der zweite mit dem vorletzten usw. Da die Anzahl der Summanden gerade
ist, bleibt am Ende keiner iibrig und es ergibt sich als Wert der Summe genau die Anzahl der
Paare, also 1011.

Zu c) Betrachte eine neue Funktion G, welche gegeben ist durch G(z) = G(z) + G(1 —z) = 1
fiir 0 < x < 1. Offensichtlich ist dann die Fliche, die der Graph von G mit der z-Achse zwischen
0 < 2 < 1 einschliefit gegeben durch 1. Nun hat aber die Fliche, die der Graph von G(1 — z)
mit der x-Achse einschlieit, genau den gleichen Flicheninhalt hat wie die gesuchte Fliche: man
spiegelt nédmlich einfach diese Fliche an der senkrechten Geraden durch x = % Also muss die
gesuchte Fliache den Flidcheninhalt % haben.

Fiir die Team Challenge haben Sie 45 Minuten Zeit. Bearbeiten Sie in dieser Zeit moglichst alle
Aufgaben. Geben Sie Thren Losungsweg mit an. Pro Aufgabe kénnen Sie bis zu 10 Punkte
erreichen.



