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(2)

1 0 2 a1 =1+#0
2 0 3 (=2)-(1,0,2) = (—2,0,—4))
-3 2 7 (-=%) - (1,0,2) = (3,0,6)
1 2
0 0 -1 age = 0, also 2. und 3. Zeile vertauschen
0 13
1 0 2
2 13
00 —1

2.10 Lineare Gleichungssysteme und Gauf3-Algorithmus

Betrachten wir das Gleichungssystem

AZ =1y
mit einer (m, n)-Matrix A, also mit n Unbekannten und m Gleichungen. Um das Gleichungssystem
Y1
zu lésen, fassen wir A und ¢ = | : | zu einer Matrix zusammen:
Ym
a11 a2 ain Y1
az1 Q22 A2n Y2
aml Am2 - Umn  Ym

Als néichstes verwenden wir den GauB-Algorithmus, um diese Matrix, soweit das natiirlich moglich
ist, auf ,, Dreiecksform* zu bringen. Eventuell entstehen dabei Zeilen, die vollstéindig gleich 0 sind.
Diese Zeilen streichen wir ersatzlos (m wird dann um 1 verringert).

Je nachdem, wie viele Zeilen und Spalten wir haben, erhalten wir Matrizen der Form?

o o2 Qi3 oo oun B
oy Q3 Qo Bo
ags -0 asp B
ann Bn
oder
o1 o2 a3 o ain B
oy Qg3 o Qop Bo
a3z o a3y, B3
ain B
Bm

?Eintrige, die durch den GauB-Algorithmus 0 sind, werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit oft weggelassen.
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oder aber
11 Q12 Q3 e T t q1n /61
a22 a23 “ . “ .. ... a2n /82
a33 ... ... .. agn 63
Omm  *° Omnp Bm

Die neue Matrix stellt natiirlich auch ein lineares Gleichungssystem dar. Die Losung dieses neuen
Systems ist auch eine Losung des urspriinglichen Gleichungssystems !

Schauen wir uns die drei Fille naher an:

(1)

ap;p G2 g3 o Olp 51
oy Qo3 Qo Bo

agz - azp, B

ann 5”

Dies entspricht dem Gleichungssystem

011%1 + i2%2 + 1323 + - + ATy = S

Qoo + Qo3x3 + + - + Qo Ty = B2

ApnTp = Bn

Das Gleichungssystem ist durch ,riickwérts Einsetzen“ recht leicht zu l16sen: aus der letzten
Zeile ergibt sich
_ B

ann

Tn

und dies kénnen wir in die vorletzte Zeile einsetzen und so weiter, bis wir alle x; ausgerechnet
haben.

2.10.1 Beispiel

CC1+2(£3:0
201 —x9 + 223 =4
—3x1 4+ 222 + 223 =0

Notieren wir dies als Matrix und fiihren den Gauf-Algorithmus durch:

1 0 2 0
2 -1 2 4
-3 2 2 0
1 0 2 0
~10 -1 -2 4
0 2 8 0
1 0 2 0 1+ 2x3=0
~10 -1 -2 4 also —x9 —2x3=4
0 O 4 8 4x3 =8
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Aus der letzten Zeile folgt z3 = 2. Setzen wir dies in die vorletzte Zeile ein, ergibt sich
—x9—4=4 & x9=-8
und in der ersten Zeile erhalten wir

r11+4=0 & z1=-4.

(2)

o oz aiz e o, P
oy Qg3 o Qan Bo

azz 0 az, B3

ann 677,

Bm

Schauen wir uns z.B. die letzte Zeile an: Die zugehorige Gleichung lautet 0 = 3,,.

Da aber Zeilen, die nur aus Nullen bestehen, gestrichen wurden, muss S, # 0 sein. Wir
haben also einen Widerspruch; das lineare Gleichungssystem hat keine Ldsung.

2.10.2 Beispiel

1 +209+x3—24 =1
—2x1 — 3T 4+ 223 — 314 = —2
3r1 —x9 — 223+ 314 =4
201 — 200 +x3 — x4 =1

Der Gauf-Algorithmus ergibt hier

1 2 1 -1 1
— 0 1 4 -5 0
0 -7 -5 6 1
0 -6 -1 1 -1
12 1 -1 1
— 01 4 -5 0
0 0 23 =29 1
0 0 23 —-29 -1
12 1 -1 1
— 01 4 -5 0
0 0 23 =29 1
0 0 O 0 -2

Die letzte Zeile besagt 0 = —2, das Gleichungssystem ist also nicht lsbar.
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(3)

Q11 Q2 g a1, B
a22 a23 DR DY DR a2n 62

a33 DR DR e a3n ﬁ3

OUmm e Qmn ﬁm

mit dem zugehorigen linearen Gleichungssystem

01121 + %2 + -+ iy = B

Q2% + « - + Qon Ty = P2

AUmmTm + Omm+1Tm+1 "+ Qpn@n = Bm

Die letzte Zeile ist dquivalent zu

am7m+1mm+1 + -+ UmnTn

xm:ﬂm_ o
mm

Dieses System hat also keine eindeutige Losung, sondern mehrere:

Fiir jede Wahl von 41, Zm42,...,2, € R, konnen wir x,, und dann durch ,riickwérts
Einsetzen* x,,_1, ...,z berechnen.

2.10.3 Beispiel

1’1721’24’1’371’4:2
—2x1+ 310 — 23+ 34 =1
.’131—:1?2—2.%‘4:—3
Das Gauf3-Verfahren liefert
1 -2 1 -1 2

2 3 -1 3 1
1 -1 0 -2 -3
1 -2 1 -1 2
~l0 -1 1 1 5
0 1 -1 -1 -5
1 -2 1 -1 2
wl0 -1 1 1 5
0 0 0 0 0
1 -2 1 -1 2 Ty — 2Ty + T3 — T4 =2
W(o -1 1 1 5> also —xy+ w3 — x4 =5

Aus der letzten Zeile folgt fiir beliebige x5, z4 € R
Tg = I3 + T4 — 5
und daraus und aus der ersten Zeile

T, =24 2x9 —x3+ 24
=2+2(x3+ x4 —5) —x3+ x4
=x3+3r4—8.
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Wir haben hier also unendlich viele Losungen, nédmlich jeweils eine fiir jede beliebige Wahl
von x3 und x4. Beispielsweise erhalten wir fiir 3 = x4 = 0 die Losung

1‘1:—87 $2:—5, 1‘3:0, I4=0
und fiir 23 = 1 und 24 = 0 erhalten wir

561:77,1‘2:74,1’3:1,134:0.

2.11 Eigenwerte und Eigenvektoren

Bei vielen naturwissenschaftlichen Effekten, z.B. bei der Untersuchung von Resonanzfrequenzen,
in der Quantenphysik oder der Biologie tritt folgendes Problem auf:

Sei A eine quadratische Matrix. Fiir welchen Skalar A € R gilt
AT = \F (6)
fiir einen Vektor & € R™?

Natiirlich gilt (6) immer fiir Z = 0 (die sog. triviale Lisung). Da das zu einfach ist, interessieren
wir uns nur fiir Losungen Z # 0:

2.11.1 Definition Sei A eine (n,n)-Matrix. Eine reelle Zahl A, zu der ein Vektor ¥ € R™ mit
Z # 0 mit
AZ = M\

existiert, heifit Eigenwert von A. ¥ nennt man dann den zugehérigen Figenvektor.

2.11.2 Beispiel Sei A = (_1 1). Dann gilt

—4 4

0= e ()= (a)

A = 3 ist also Eigenwert zu A und (}1) der zu A und dem Eigenwert 3 gehorige Eigenvektor.

G )E=G) e (-6

Folglich ist auch (g) Eigenvektor zum Eigenwert 3.

Es ist aber auch

Wir sehen, dass zu einem Eigenwert einer Matrix mehrere Eigenvektoren existieren koénnen.
Tatséchlich gilt:

2.11.3 Satz Ist & Eigenvektor zum Eigenwert A einer quadratischen Matrix A, dann sind auch
alle Vielfachen aZ mit @ € R und a # 0 Eigenvektoren zum Eigenwert .

Natiirlich benétigen wir einen Weg, Figenwerte und -vektoren zu finden. Es gilt

2.11.4 Satz Sei A eine quadratische Matrix. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms
P(\) =det(A— \E) .
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2.11.5 Beispiel Sei A = (;1 :g)

Das charakteristische Polynom hierzu ist

)
:det(42>\ _3:)
—(4—N\)(=3-X)+10
=X -)\-2.

Der p-g-Formel zufolge sind die Nullstellen dieses Polynoms

S L T
2 4 2 2 2 -1

die Eigenwerte von A sind also 2 und -1.
Um auch die zugehorigen Eigenvektoren zu berechnen, betrachten wir Definition 2.11.1:
AZ =)\ & AT - X\i=0 & (A=XE)-Z=0

Da (A — AE) eine quadratische Matrix ist, ist dies ein homogenes, quadratisches, lineares Glei-
chungssystem, das wir mit den bekannten Methoden 16sen kénnen.

In unserem Beispiel lautet dieses Gleichungssystem

4= =5\ L
2 3-x) "7
(1) Fiir A = 2 haben wir also®

2 -5 1\ 0 1 201 —bxo = 0 N _§
2 —5)\z) " \0 a0 20, —Bxy = 0 =gt

Wir wissen ja, dass Eigenvektoren nicht eindeutig sind, es kann uns also nicht {iberraschen,
dass auch dieses Gleichungssystem mehrere Losungen hat. Alle Vektoren der Form

() =Cr)==()

mit z2 € R\ {0} sind Eigenvektoren zum Eigenwert 2, z.B. also (5{2) oder (g)

(=1}

(2) Fiir den zweiten Eigenwert A = —1 ergibt sich

5 -5 ri\ 0 ] bxr1 —bxry = 0 N -
2 =2 ) N 0 a0 21’1 - 2172 = 0 T = T2

1
Alle Vektoren (m) = ( 2) =Ty- (1> mit x2 € R\ {0} sind also Eigenvektoren zu A = —
L2 2

8 8

Besonders einfach ist die Ermittlung der Eigenwerte bei Dreiecksmatrizen. Es gilt ndmlich:

2.11.6 Satz Sei A = (a;x) eine Dreiecksmatrix. Dann sind die Eintrige a;; auf der Diagonalen
von links oben nach rechts unten die Eigenwerte von A.

3der GauB-Algorithmus wiirde natiirlich das gleiche Ergebniss liefern, wire aber aufwindiger
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