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Mathematik für Naturwissenschaftler I 

Musterlösung Blatt 8 
 

Aufgabe 8.1: 

Allgemeine Formel für Substitution: 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙

𝒃

𝒂

= ∫ 𝒇(𝒙(𝒕)) ∙ 𝒙′(𝒕)𝒅𝒙

𝜷

𝜶

 

 

a) 

∫
1

√1 + 2𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

Substitution: 

𝑥(𝑡)  =
𝑡 − 1

2
,      𝑥′ =

1

2
,    𝑡(𝑥) = 2𝑥 + 1 

 

Neue Grenzen: 

0 =
𝛼 − 1

2
→ 𝛼 = 1                                         1 =

𝛽 − 1

2
→ 𝛽 = 3 

 

 

Einsetzen: 

∫
1

√1 + 2𝑥
𝑑𝑥

1

0

= ∫
1

√1 + 2
𝑡 − 1

2

∙
1

2
𝑑𝑡

3

1

= ∫
1

2√𝑡
𝑑𝑡

3

1

= [√𝑡]
1

3
= √3 − √1 = √𝟑 − 𝟏 

 

Stammfunktion berechnen mittels Resubstitution: 

√𝑡 = √2𝑥 + 1 

 

Stammfunktion: 

∫
𝟏

√𝟏 + 𝟐𝒙
𝒅𝒙 = √𝟐𝒙 + 𝟏 + 𝑪 
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b) 

∫
𝑥3

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

Substitution: 

𝑥(𝑡)  = √𝑡 − 1,      𝑥′ =
1

2√𝑡 − 1
,         𝑡(𝑥) = 𝑥2 + 1 

Neue Grenzen: 

0 = √𝑡 − 1 → 𝑡 = 1                                         1 = √𝑡 − 1 → 𝛽 = 2 

 

Einsetzen: 

 

∫
𝑥3

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ∫
√𝑡 − 1

3

√1 + √𝑡 − 1
2

∙
1

2√𝑡 − 1
𝑑𝑡

2

1

= ∫
√𝑡 − 1

32

√1 + 𝑡 − 1
∙

1

2√𝑡 − 1
𝑑𝑡

2

1

= ∫
𝑡 − 1

2√𝑡
𝑑𝑡

2

1

=
1

2
∫

𝑡

√𝑡
−

1

√𝑡
𝑑𝑡

2

1

=
1

2
∫ 𝑡1/2 − 𝑡−1/2𝑑𝑡

2

1

=
1

2
[
2

3
⋅ 𝑡

3
2 − 2 ⋅ 𝑡1/2]

1

2

=
1

2
[(

2

3
⋅ 2

3
2 − 2 ⋅ 2

1
2) − (

2

3
⋅ 1

3
2 − 2 ⋅ 1

1
2)] =

1

2
[(

4

3
⋅ √2 − 2 ⋅ √2) − (

2

3
− 2)]

= −
√2

3
+

2

3
=

2 − √2

3
= 𝟎. 𝟏𝟗𝟓 

 

Stammfunktion berechnen mittels Resubstitution: 
1

2
(

2

3
⋅ 𝑡

3
2 − 2 ⋅ 𝑡

1
2) =

2

6
⋅ 𝑡

3
2 − 𝑡

1
2 =

1

3
⋅ (𝑥2 + 1)

3
2 − (𝑥2 + 1)

1
2 

 

Vereinfache: 

1

3
⋅ (𝑥2 + 1)

3
2 − (𝑥2 + 1)

1
2 =

(𝑥2 + 1)
3
2

3
−

3(𝑥2 + 1)
1
2

3
=

(𝑥2 + 1)
3
2 − 3(𝑥2 + 1)

1
2

3

=
(𝑥2 + 1)

1
2 ⋅ (𝑥2 + 1 − 3)

3
=

√𝑥2 + 1 ⋅ (𝑥2 − 2)

3
 

 

Stammfunktion: 

∫
𝒙𝟑

√𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 =

√𝒙𝟐 + 𝟏 ⋅ (𝒙𝟐 − 𝟐)

𝟑
+ 𝑪 
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c) 

∫
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

Substitution: 

𝑥 = tan 𝑡 ,      𝑥′ 𝐴𝑢𝑓𝑔𝑎𝑏𝑒 5.3 𝑑)

=

1

cos2 𝑡
=

sin2 𝑡 + cos2 𝑡

cos2 𝑡
= tan2 𝑡 + 1,    𝑡(𝑥) = arctan 𝑥 

 

Neue Grenzen: 

0 = tan 𝛼 → 𝛼 = 0                                         1 = tan 𝛽 → 𝛽 =
𝜋

4
 

 

Einsetzen: 

 

∫
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ∫
1

1 + tan2 𝑡
∙ (tan2 𝑡 + 1) 𝑑𝑡

𝜋
4

0

= ∫ 1 𝑑𝑡

𝜋
4

0

= [𝑡]
0

𝜋
4 =

𝝅

𝟒
 

 

 

Stammfunktion berechnen mittels Resubstitution: 

t = arctan 𝑥 

 

Stammfunktion: 

∫
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝑪 
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d) 

∫(1 + 𝑥)√1 − 𝑥𝑑𝑥

1

0

 

Substitution: 

𝑥(𝑡) = 1 − 𝑡2,      𝑥′(𝑡) = −2𝑡,      𝑡(𝑥) = √1 − 𝑥  
Neue Grenzen: 

0 = 1 − 𝛼2 → 𝛼 = 1                                         1 = 1 − 𝛽2 → 𝛽 = 0 

 

Einsetzen: 

 

∫(1 + 𝑥)√1 − 𝑥𝑑𝑥

1

0

= ∫(1 + (1 − 𝑡2))√1 − (1 − 𝑡2) ⋅ (−2𝑡)𝑑𝑡

0

1 

= ∫(2 − 𝑡2)𝑡 ⋅ (−2𝑡)𝑑𝑡

0

1 

= ∫ 2𝑡4 − 4𝑡2𝑑𝑡

0

1

= [
2

5
𝑡5 −

4

3
𝑡3]

1

0

=
2

5
05 −

4

3
03 − (

2

5
15 −

4

3
13) =

4

3
−

2

5

=
20 − 6

15
=

14

15
= 0.933 

 

 

Stammfunktion berechnen mittels Resubstitution: 
2

5
𝑡5 −

4

3
𝑡3 =

2

5
√1 − 𝑥 5 −

4

3
√1 − 𝑥 3 

 

Vereinfache: 

2

5
√1 − 𝑥 5 −

4

3
√1 − 𝑥 3 =

6

15
√1 − 𝑥 5 −

20

15
√1 − 𝑥 3 =

6√1 − 𝑥 5 − 20√1 − 𝑥 3

15

=
√1 − 𝑥 3 ⋅ (6(1 − 𝑥) − 20)

15
=

√1 − 𝑥 3 ⋅ (−6𝑥 − 14)

15
 

 

 

Stammfunktion: 

∫(𝟏 + 𝒙)√𝟏 − 𝒙𝒅𝒙 =
√𝟏 − 𝒙 𝟑 ⋅ (−𝟔𝒙 − 𝟏𝟒)

𝟏𝟓
+ 𝑪 
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Aufgabe 8.2: 

a) 

∫
1

𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

→ Untere Grenze für Integranden nicht definiert! 

lim
𝑎→0

∫
1

𝑥2
𝑑𝑥

1

a

= lim
𝑎→0

[−
1

𝑥
]

𝑎

1

= −1 − lim
𝑎→0

(−
1

𝑎
) = −1 + "∞„ 

→ Nicht uneigentlich integrierbar. Integral existiert nicht. 

 

b) 

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

∞

0

 

→ obere Grenze ist kein endlicher Wert 

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

∞

0

= lim
𝑏→∞

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

𝑏

0

 

 

Partielle Integration: 

∫ 𝑓′𝑔 = 𝑓𝑔 − ∫ 𝑓𝑔′ 

Erste partielle Integration: 

𝑓 = −𝑒−𝑥,   𝑓′ = 𝑒−𝑥 

𝑔 = sin 𝑥 ,   𝑔′ = cos 𝑥 

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 sin 𝑥 − ∫ cos 𝑥 (−𝑒𝑥)𝑑𝑥 

Zweite partielle Integration: 

𝑓 = 𝑒−𝑥,   𝑓′ = −𝑒−𝑥 

𝑔 = cos 𝑥 ,   𝑔′ = − sin 𝑥 

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 sin 𝑥 − [𝑒−𝑥 cos 𝑥 − ∫ 𝑒−𝑥(− sin 𝑥)𝑑𝑥] 

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 sin 𝑥 − 𝑒−𝑥 cos 𝑥 − ∫ 𝑒−𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥           | + ∫

sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

∞

0

 

2 ⋅ ∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥) 

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = −

(sin 𝑥 + cos 𝑥)

2 ⋅ 𝑒𝑥
 

 

→ für 𝑏 = ∞: obere Grenze ist kein endlicher Wert 

lim
𝑏→∞

∫
sin 𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

𝑏

0

= lim
𝑏→∞

[−
(sin 𝑥 + cos 𝑥)

2 ⋅ 𝑒𝑥
]

0

𝑏

= lim
𝑏→∞

−
(sin 𝑏 + cos 𝑏)

2 ⋅ 𝑒𝑏
− (−

(sin 0 + cos 0)

2 ⋅ 𝑒0
)

= 0 − (−
0 + 1

2
) =

𝟏

𝟐
 

→ Uneigentlich integrierbar. Integral existiert mit dem Wert ½.  
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c) 

∫
1

tan 𝑥
𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫
cos 𝑥

sin 𝑥
𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

→ Untere Grenze für Integranden nicht definiert. 

∫
cos 𝑥

sin 𝑥
𝑑𝑥

𝜋
2

0

= lim
𝑎→0

∫
cos 𝑥

sin 𝑥
𝑑𝑥

𝜋
2

a

 

 

Nutze Integrationsregel  

∫
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = ln|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥|

𝑏
𝑎

𝑏

a

 

lim
𝑎→0

∫
cos 𝑥

sin 𝑥
𝑑𝑥

𝜋
2

a

= 𝑙𝑖𝑚
𝑎→0

[𝑙𝑛 | 𝑠𝑖𝑛 𝑥 |]𝑎
𝜋/2

= 𝑙𝑛 | 𝑠𝑖𝑛
𝜋

2
| − 𝑙𝑖𝑚

𝑎→0
(𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛 𝑎|) = 0 + "∞„ 

→ Nicht uneigentlich integrierbar. Integral existiert nicht. 

 

 

d) 

∫
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

→ Obere Grenze für Integranden nicht definiert. 

∫
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥

𝑏

0

 

Berechne (tan 𝑥)′: 

(tan 𝑥)′ = (
sin 𝑥

cos 𝑥
)

′

=
cos 𝑥 ∙ cos 𝑥 − sin 𝑥 ∙ (− sin 𝑥)

cos2 𝑥
=

cos2 𝑥 + sin2 𝑥

cos2 𝑥
=

𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

lim
𝑏→𝜋/2

∫
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥

𝑏

0

= lim
𝑏→𝜋/2

[tan 𝑥]𝑏
0

= lim
𝑏→𝜋/2

tan 𝑏 − tan 0 = "∞" − 0 

→ Nicht uneigentlich integrierbar. Integral existiert nicht. 
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e) 

∫ 𝑡 ⋅ 𝑒(𝑡2)𝑑𝑡

1

−1

 

 

Substitution: 

𝑥 = 𝑡2,      𝑥′ = 2𝑡 

Neue Grenzen: 

𝑎 = (−1)2 → 𝑎 = 1                                         𝑏 = (1)2 → 𝑏 = 1 

 

Umschreiben der Ausgangsfunktion: 

∫ 𝑡 ⋅ 𝑒(𝑡2)𝑑𝑡

1

−1

=
1

2
∫ 𝑒(𝑡2)2𝑡 𝑑𝑡

1

−1

 

 

 

Einsetzen (Substitution von „rechts nach links“): 

1

2
∫ 𝑒(𝑡2)2𝑡 𝑑𝑡

1

−1

=
1

2
∫ 𝑒(𝑥) 𝑑𝑥

1

1

=
1

2
[𝑒𝑥]1

1 =
1

2
[𝑒1 − 𝑒1] = 0 

 

Integral existiert mit Wert 0. 

 

 

f) 

∫
ln 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 

 

Substitution (von rechts nach links!): 

𝑡 = ln 𝑥 ,      𝑡′ =
1

𝑥
   

 

Einsetzen: 

∫
ln 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ ln 𝑥 ∙

1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 𝑡𝑑𝑡 =

1

2
𝑡2 + 𝐶 

 

Resubstitution: 
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐𝒙 + 𝑪 

 

Integral existiert. 


