Mathematik fiir Naturwissenschaftler I1 4.4

Den Wert § = QL nennt man Abklingkonstante.

m

Die Diskriminante dieser Differenzialgleichung ist D = a? — 4asag = p? — 4mk. Hier kénnen nun
alle drei Falle auftreten: D >0, D < 0 und D = 0.

1. Fall D >0 & p? —4mk > 0. Mit § = 50— < p=20m folgt daraus

k
46°m? —dmk >0 < PmP>mk & >4/ — =wo.
m
Esist also D >0 < § > wp, die Abklingkonstante ist grofler als die Winkelgeschwindigkeit.
Man spricht in diesem Fall von einer starken Ddampfung.

Die Losung der Schwingungsdifferentialgleichung ist nach Satz 4.1.6
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Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist in Abbildung 24 dargestellt. Die starke Damp-
fung sorgt dafiir, dass das Pendel gar nicht hin- und her, sondern in die Ruhelage zuriick-
»schwingt”.

s(t) = cre

2.Fall D <0 & 6§ < wp (Diese Aquivalenz errechnet sich analog zum ersten Fall). Hier ist
die Abklingkonstante kleiner als die Winkelgeschwindigkeit, dies ist eine schwach gedampfte
Schwingung.
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Hier ist A = —gtb = —5f- = dund = e =\ m — I = VW5 62,

Mit wg = /w? — 62 lautet die allgemeine Lésungsschar also

s(t) = e (c1 coswat + ¢y sinwgt)
Eine solche Funktion ist in Abbildung 25 dargestellt.

3. Fall Der Fall D =0 & 6 = wy ist ein Grenzfall zwischen schwacher und starker Dampfung.

Wie im zweiten Fall ist A = —gtL = —5& = —¢ und die Losungen sind

5(t) = c1e 7% + cote ™0 = (¢ + eot)e 0.

Abbildung 26 zeigt eine derartige Funktion.

4.4 Erzwungene Schwingungen

Betrachten wir wieder die Bewegung einer Masse, die an einer Feder auf und ab schwingen kann.
Um die Sache noch ein wenig komplizierter zu machen, bewegen wir nun zusétzlich den Aufhénge-
punkt der Feder um die Strecke a(t) nach oben oder unten aus der urspriinglichen Lage heraus.

Hierdurch wird die Feder gedehnt oder zusammengestaucht, es wirkt also eine zusétzliche Kraft,
die proportional zu a(t) ist:

k-al(t) mit der Federkonstanten £ > 0 .
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Abbildung 24: Schwingung Abbildung 25: Schwingung Abbildung 26: Grenzfall zwi-
mit starker Dampfung mit schwacher Dampfung schen schwacher und starker
Démpfung

AuBerdem wirkt auf die Masse auch die Federriickstellkraft —ks(¢) und die Dadmpfung —ps’(t),
insgesamt also

—ps'(t) — ks(t) + ka(t) .

Dies ist nach dem Newtonschen Gesetz gleich ms” (), also
—ps’ — ks + ka = ms" & ms"” + ps’ + ks = ka .

Wir haben also eine inhomogene lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Solche Differenzialgleichungen sind im allgemeinen nur noch numerisch zu losen.
Wir vereinfachen das Gedankenexperiment daher wieder:

Nehmen wir an, es gibe keine Dédmpfung (p = 0) und der Aufhiingepunkt bewege sich periodisch
auf und ab:
a(t) = A - cos(wat) ,

mit maximaler Auslenkung A und Winkelgeschwindigkeit w 4. Die beschreibende Differenzialglei-

chung lautet also, wenn wir wieder wy = \/% schreiben,
ms” + ks = kA cos(wat)
k k
& s+ —s = —Acos(wat)
mom
&= s" +wds = wiAcos(wat) . (14)

Um eine inhomogene lineare Differenzialgleichung wie diese zu losen, miissen wir zuerst die
Losungsschar der zugehdrigen homogenen linearen Differenzialgleichung s” + wis = 0 finden.

Nach Satz 4.1.6 bilden wegen D = —4w3 < 0 mit A =0 und 8 = ;D = wy

f(t) = cos(wot) und g(t) = sin(wopt)

ein Fundamentalsystem, die Losungsschar ist also

Shom (t) = ¢1 cos(wot) + ¢ sin(wpt) .

Um als néchstes eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung zu finden, be-
nutzen wir den sogenannten ,, Ansatz nach der rechten Seite“. Die Idee dabei ist, als partikuléire
Losung spart(t) eine Funktion auszuprobieren, die dhnlich aufgebaut ist, wie die rechte Seite der
Differenzialgleichung.

Wir unterscheiden zwei Falle:
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1. Fall: wg # wa
Als Losungsansatz versuchen wir die Funktion
Spart(t) = C - cos(wat)

mit einem Faktor C, den wir noch zu bestimmen haben.
Setzen wir dies in (14) ein, erhalten wir

"

Spart (t) + wgspart(t) = ng cos(wat)
& —Cw? cos(wat) + wiC cos(wat) = wi A cos(wat)
& Cwi —w?y) =wiA

2
< C=—0 .4
wg — wh
w2
und folglich $pa(t) = —5—— A cos(wat).
wg — wi

Die Losungsschar der inhomogenen Differenzialgleichung (14) ist also
w2
s(t) = c1 cos(wot) + cosin(wot) + ———5 A cos(wat) .
wg — wh

Ein typischer Vertreter dieser Funktionen ist in Abbildung 27 dargestellt.
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Abbildung 27: Erzwungene Schwing- Abbildung 28: Resonanz bei erzwung-
ung mit wy # wa ener Schwingung mit wy = wy

2. Fall: wg = wy

Ist die Kreisfrequenz wy der schwingenden Masse und die Kreisfrequenz w4 der dufleren
Anregung gleich, versuchen wir als Ansatz fiir eine partikulidre Losung

Spart (t) = C - tcos(wot + ) ,

und versuchen C und « so zu bestimmen, dass diese Funktion die Differenzialgleichung (14)
16st.

Es gilt (rechnen Sie das zur Ubung einmal nach!)

Shrart (1) = —2Cwp sin(wot + ) — Ctwg cos(wot + ) .
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Setzen wir dies in (14) ein und verwenden wy = wa, ergibt sich

Sgart (t) + wgspart (t) - UJ(%A COS(wAt)

& —2Cwq sin(wot + @) — Ctwd cos(wot + a) + wiC't cos(wot + @) = wi A cos(wot)
& —2Cwyp sin(wot + a) = wi A cos(wot) .

Weil sin (z + 5 ) = cos (), wihlen wir @ = § und haben

—2Cwy cos(wot) = wi A cos(wot)

& —2Cwy = wiA
wo

& C=—-——" 4
2 )

also

Spart (t) = Ctcos(wot + o) = f% - At cos (wot + g) = f% - At sin(wgt) .

Die Losungsschar der inhomogenen Differenzialgleichung (14) ist somit

s(t) = ¢1 cos(wot) + co sin(wot) — % - At sin(wyt)
= ¢; cos(wopt) + (02 — % . At) sin(wot) .

FEin typisches Beispiel einer solchen Funktion zeigt Abbildung 28. Man erkennt deutlich, dass
in diesem Fall eine Resonanz auftritt, die das Pendel immer stérker ausschlagen lésst.

Dr. Peter Bauer 61
S26 — 11. Juni 2026



