Differenzialgleichungen

4 GewoOhnliche Differenzialgleichungen

4.1 Bezeichnungen

Betrachten wir folgende Situation: n(t) sei die Anzahl der Atome in einer radioaktiven Probe zum
Zeitpunkt ¢. Durch den Zerfall dndert sich diese Zahl, die Ableitung n’(¢) gibt bekanntlich diese
Verénderung an.

Diese Verinderung ist proportional zur jeweiligen Zahl der Atome n(t), mit einer Substanz-
spezifischen Konstanten k£ > 0 gilt also

n'(t) = —k-n(t) . (13)
Unsere Aufgabe besteht nun darin, n(¢) zu bestimmen, also eine Funktion zu finden, die die

Gleichung (13) erfiillt.

4.1.1 Bezeichnungen Eine Gleichung, wie beispielsweise (13), in der neben einer unbekannten
Funktion auch deren Ableitung auftritt, heiit Differenzialgleichung. Wenn es sich wie in (13) um
die erste Ableitung handelt, spricht man von einer Differenzialgleichung erster Ordnung, allgemein
handelt es sich um eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung, wenn hohere Ableitungen bis zur n-
ten Ordnung auftreten.

Wenn die gesuchte Funktion von mehreren Variablen abhéngt, konnen auch partielle Ableitungen
auftreten, dann handelt es sich um eine partielle Differenzialgleichung, sonst um eine gewdhnliche.

Die gesuchte Funktion, die die Differenzialgleichung erfiillt, heiit Losung der Differenzialgleichung.

Wir werden uns zunéichst nur mit gewhnlichen Differenzialgleichungen erster Ordnung befassen.

4.1.2 Notation Die gesuchte Funktion wird meist y(z) geschrieben und zur Abkiirzung wird
»(x)“ hinter y, ¢/,. .. einfach weggelassen. Aus (13) wird also

y' = —ky.
Allgemein kann man eine gewohnliche Differenzialgleichung erster Ordnung in der Form
y = flz,y)

und eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung in der Form y(™ = f (ac, Yy, ... 7y(”*l)) schreiben.

4.1.3 Beispiel Eine Losung der Differenzialgleichung 3’ = —2y ist y(z) = e~2*, denn es folgt
y'(z) = —2e72" = —2y(a).

Auch y(z) = 2¢72% oder y(z) = —e~2* sind Losungen der Differenzialgleichung, wie man leicht
nachrechnet.
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Wie wir sehen, gibt es im Allgemeinen mehrere Losungen einer Differenzialgleichung, man spricht
dann von einer Ldsungsschar.

4.2 Richtungsfelder

Die verschiedenen Losungen einer Differenzialgleichung kénnen graphisch dargestellt werden, sogar
ohne, dass man diese Losungen explizit kennen muss:

Betrachten wir eine Differenzialgleichung

y = f(z,y),

(also y/(z) = f(x,y(x))) und einen Punkt (}) € R?. Nehmen wir an, wir héitten eine Lésung y(x)
der Differenzialgleichung, deren Graph durch den Punkt (Z) lauft, d.h., fir die y(a) = b gilt.

Wir kennen dann die Steigung von y(x) in diesem Punkt, ndmlich
y'(a) = f(a,y(a)) = f(a,b) .

4.2.1 Bezeichnungen Da uns also in jedem Punkt (Z) die Steigung von y bekannt ist, kénnen
wir diese Steigung fiir jeden Punkt der Ebene als kleinen Pfeil einzeichnen. Dies bezeichnet man
als Richtungsfeld.

Zeichnen wir eine Kurve, die diesen Pfeilen folgt und durch einen bestimmten Punkt (Z) lduft,
so erhalten wir den Graphen einer einzelnen Losung, die (im Gegensatz zur Losungsschar) als
partikulire Lisung bezeichnet wird. Fiir diese Losung gilt dann y(a) = b.

Die Aufgabe, zu einer Differenzialgleichung eine partikuldre Lésung mit y(a) = b zu finden, heift
Anfangswertproblem.

4.2.2 Beispiele Betrachten wir 4’ = _Z

Y
Tragen wir —% fiir verschiedene = und y in eine Tabelle ein, so erhalten wir z.B.

[z=-2|-1]0] 1 | 2

0 —-11|-2
0] — -1

y=1 2
2 1

ol =

1
2

Das Richtungsfeld erhalten wir, indem wir diese Werte als Steigungen in ein Koordinatensystem
einzeichnen (Abbildung 24).

Folgen wir von einem Punkt (Zg) den Pfeilen, erhalten wir die partikuldre Losung des Anfangs-
wertproblems y(xo) = yo.

Weitere Beispiele sind in den Abbildungen 25, 26 und 27 zu finden.

4.3 Elementare Losungsverfahren
Es gibt leider kein allgemeines Verfahren, eine beliebige Differenzialgleichung zu 16sen. Bei vielen
bestimmten Typen von Differenzialgleichungen lassen sich aber Losungen bestimmen.

Wir werden nun einige der gewohnliche Differenzialgleichungen erster Ordnung klassifizieren und
jeweils zugehorige Losungsansétze ermitteln.

y' = fx)
Bei diesem Typ héngt die ,,rechte Seite* nicht von y ab.
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Abbildung 24: Richtungsfeld von 3’ = —4 mit  Abbildung 25: Richtungsfeld von y = 5 mit

partikuldrer Losung zu y(0) = 2 partikuldrer Losung zu y(0) = 1

4.3.1 Beispiel 3’ =2z

Eine Losung ist hier recht leicht zu finden: Wir integrieren beide Seiten der Differenzialgleichung
und erhalten

y'(z) =2z = /y’(:v) dr = /2xdm = y(x) =24 C .

Die Integrationskonstanten beider Seiten haben wir hier zu einer Konstanten C' zusammengefasst.
y(x) = 22 + C ist also unsere Losungsschar.

Fiir jedes C' € R erhalten wir eine partikulidre Losung: Ist zum Beispiel das Anfangswertproblem
y(0) = 0 gegeben, so ergibt sich

y(0) =02 +C =0 = C=0.
y(z) = 22 ist folglich in diesem Fall die partikulire Losung.

Im Allgemeinen l6sen wir eine Differenzialgleichung diesen Typs also durch Integration:

y=f@) = [v@e= [f@a = e = [f@de) o

Auch einige wichtige Anwendungen von Differenzialgleichungen gehéren zu diesem Typ:

4.3.2 Beispiel Manche chemische Reaktionen gehorchen einem sog. ,,Geschwindigkeitsgesetz
nullter Ordnung“ — ein Beispiel hierfiir ist z.B. der Alkoholabbau im Blut, der n&herungswei-
se diesem Gesetz folgt. Dabei ist der Abbau der Konzentration stets konstant, also unabhéngig
von der Konzentration. Wenn c4 (t) die Konzentration zum Zeitpunkt ¢ beschreibt, gilt also

dy=—k  mit einem Geschwindigkeitskoeffizienten k .

In (14) setzen wir y = c4 und f(t) = —k und erhalten

t):/—kdt:—
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