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7 Exkurs: Fourier-Reihen

Im allgemeinen lésst sich — wie wir in Abschnitt 5.5 gesehen haben — eine Funktion durch ihre
Taylor-Reihe als Potenzreihe darstellen. Es gibt weitere Reihen-Darstellungen, die in manchem
Kontext ebenfalls sehr niitzlich sein kénnen.®

Wir erinnern uns: Eine Funktion ist periodisch mit der Periode T, wenn

fO)=fE+T) .

Bei solchen Funktionen geniigt es offenbar, die Funktion auf einem Intervall der Linge T zu

betrachten, beispielsweise auf [—Z, Z].

Ahnlich wie viele Funktionen durch Taylor-Reihen dargestellt werden kénnen, lassen sich periodi-
sche Funktionen oft durch Fourier-Reihen darstellen:

Zur Abkiirzung setzen wir

27

T -

w wird als Grundfrequenz bezeichnet. Damit ist die Fourier-Reihe von f

w =

+ Z (ay, cos(kwt) + by sin(kwt)) ,
k=1

%o
2
wobei die Koeffizienten gegeben sind durch

T/2

2
% =7 / f(t) cos(kwt) dt
~T/2
T/2

:% / () sin(kwt) dt

-T/2

f wird also als Summe von Cosinus- und Sinus-Funktionen dargestellt. Die Frequenzen kw sind
Vielfache der Grundfrequenz, die sog. Oberschwingungen. Die Koeffizienten a; und b geben die
Amplituden dieser Schwingungen an.

7.0.1 Beispiel Betrachten wir eine Rechteck-Kurve mit Periode T' = 2 (vgl. Abb. 48, links). Die

Fourier-Reihe dieser Funktion ist mit w = 2% =

Die ersten Summanden dieser Reihe sind bereits eine gute Approximation (vgl. Abb. 48, rechts)
der Rechteckkurve, also

flt) = é (Sin(wt) + Sin(gﬂt) n Sin(557rt) . sin(7777t)> '

8Ich werde im folgenden nur die groben Ideen und Zusammenhiinge erliutern und auf viele Einzelheiten nicht
niher eingehen.
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Abbildung 48: Rechteckkurve und ihre Approximation durch die ersten Summanden der Fourier-
Reihe

Verwenden wir komplex_e Zahlen, lidsst sich die Darstellung vereinfachen: Nach der Eulerschen
Formel (Satz 2.4.1) ist €Y = cosy + isiny. Damit folgt

e e W = cosy + isiny + cos(—y) +isin(—y) = 2cosy ,
—— N——

=cosy =—siny
also . 4
eV +e
cosy = ————
2
und analog erhélt man
eiy — eiiy eiy — efiy
siny = , = —1
29 2

Eingesetzt in die Fourier-Reihe ergibt sich

ft) = % + Z (ay cos(kwt) + by, sin(kwt))

>
Il
—

o0 . .
ap ar ar _; iby by,
_ + § (ezkwt 4+ Ee ikwt 7ezkwt + e ikwt

2 2 2 2 2
k=1
_ o = ar — Zbk ikwt - ay + Zbk —ikwt
Sy (e e Y (2
k=1 k=1
Setzen wir fir kK =1,2,3,...
ap — ibk
cp = ———
k 2 )
_ap+ iby,
—k = 2 )
a
und co = ?0

haben wir die Fourier-Reihe von f in einer viel einfacheren Darstellung:
oo
@) = Z e ekt
k=—o0

Auch die Koeffizienten c¢; kénnen wir umrechnen und erhalten
T/2

1 .
k= / ft)e *tdt

-T/2
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Leider sind viele Funktionen nicht periodisch. Trotzdem kénnen wir unsere Uberlegungen ver-
wenden. Die Idee ist, nicht-periodische Funktionen als periodische Funktionen mit “unendlicher
Periode” zu betrachten. Mathematisch betrachten wir also den Grenzwert fiir T — oco.

Wir schreiben unsere Fourier-Reihe ein wenig um:

f(t) — i Ck eikwt
k=—o0

I = V2 ,
:7ZJCkezkwt.w
Vor o w
1 o)
_ () e 0 27
Wer k:z_:oo f(kw) (27)
mit f(kw) = @ C.-
Esist w = 2% und deshalb
T/2
N V2T T 1 &
fkw) = Ck = Cp = / f(t)e ™t at .
w 2 2
V2 V4 7T_T/2

Mit T'— oo und, wenn wir kw durch w ersetzen, ist

oo

f ! / f(t)e ™t dt . (28)

f(W)Z\/T—F

f(w) heiBt Fourier-Transformierte zu f(t).

Die Reihe in (27) ist eine Riemannsche Summe (vgl. Abschnitt 4.1) zur Funktion f(z)e™! mit
Zwischenstellen in z = kw. Die Breite der einzelnen Intervalle der betrachteten Zerlegung ist
gerade w.

Wegen w = 2% haben wir T — oo <= w — 0. Die Zerlegung wird also immer feiner und wir
erhalten das Fourier-Integral

1 r R iwt
1) = o= [ fw)e

Die Koeffizienten ¢ geben (bei den periodischen Funktionen) die Amplituden der Oberschwingun-
gen mit Frequenz kw an. Analog gibt die Fourier-Transfomierte f(w) die Amplitude der Frequenz
w an und stellt das Frequenzspektrum von f dar.

In der Praxis bedeutet das: wihrend f(t) die Funktion, z.B. ein Signal, in Abhéngigkeit von der
Zeit t angibt (“Zeitdoméne”), stellt die Fourier-Transformierte in (28) das Signal in Abhéngigkeit
von den Frequenzen w dar (“Frequenzdoméne”).
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7.0.2 Beispiel Betrachten wir eine Funktion f(t), die z.B. ein gemessenes Signal darstellt, und
die zugehorige Fourier-Transformierte f(w) (Abb. 49).
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Abbildung 49: Signal f(t) und zugehérige Fouriertransformierte |f(w)]

Man erkennt an der Fourier-Transformierten aus welchen Frequenzen sich das Signal zusammen-
setzt: Offenbar treten neben der Grundfrequenz w (hier w = 1) die Oberschwingungen 2w, 3w und
6w auf.

Tatséchlich ist im Beispiel aus Abb. 49
f(t) = (8sint + sin(2¢) + 4sin(3t) + sin(6t)) - e=t*/100

Auch die Amplituden der einzelnen Frequenzen sind im Graph von f (w) gut zu erkennen.
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