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Vorbemerkung

Wir werfen 3 Wiirfel gleichzeitig und ermitteln die Gesamtaugenzahl. Ist 11 ebenso
wahrscheinlich wie 12?7 Mogliche Wiirfelkonstellationen:

L1140 641, 632, 551, 542, 533, 443

L1240 651, 642, 633, 552, 543, 444 } Jeweils 6 Moglichkeiten

Gliicksspieler des 17. Jahrhunderts ,,wussten“ schon, dass 11 héufiger ist als 12, was
empirische Daten auch belegen.

Stochastische allgemeine Betrachtungsweise:
(i) Modellbildung: Prézisiere, welche Versuchsausgénge betrachtet werden sollen.

(ii) Man nimmt an, dass zu jedem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit (W-keit)
P(A) € [0, 1] gehort, die man fiir ,,einfache* Ereignisse festlegt.

(iii) Man versucht auf der Grundlage konsistenter Rechenregeln aus Wahrscheinlich-
keiten fiir einfache Ereignisse die Wahrscheinlichkeiten komplizierter Ereignisse zu
bestimmen oder zu approximieren.

Fiir den Umgang mit Wahrscheinlichkeiten hat sich eine Axiomatik auf mengentheore-
tischer Grundlage bewéhrt, die 1933 von KOLMOGOROV entwickelt wurde. Wie beim
Begriff des Vektorraums oder Hilberts Grundlagen der Geometrie wird der Umgang mit
den Objekten formal vorgegeben und allein mit diesen Regeln argumentiert. Die Forma-
lisierung eines angewandten Problems (etwa eines Wiirfelproblems) in den Formalismus
der Stochastik (oben (i) und (ii)) ist deshalb der erste Teil der Problemldsung. Sodann
konnen Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie eingebracht werden.
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1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1 Wahrscheinlichkeitsraume und Kombinatorik

Definition 1.1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum) ist ein Tripel
(Q, 2, P) bestehend aus einer nichtleeren, hiochstens abzahlbaren Menge Q, der Potenz-
menge A = P(Q) von Q und einer Abbildung P : 20 — [0, 1] mit

(i) P(Q) =1
(ii)
P (U Ai> => P(AY)
i=1 i=1
fiir jede Folge (A;)ien paarweise disjunkter Mengen A; € 2. (o-Additivitdt)

Lemma 1.2. Sei (Q,2,P) ein diskreter W-Raum. Dann gelten

(a
(b Ul TAD) =Y 1 P(AY), falls Ay, ..., Ay paarweise disjunkt. (endl. Additvitdt)
c =1—P(A) fur alle A eA. (A°:=Q\A)

(e (B), falls A C B fiir A,B . (Monotonie)
(f

) P
) P(

(c) P(A

(d) P(B\A) =P(B) —P(ANB) fiir A,B € 2A.
) P(A
) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).
) P

(g) P(UZ; A < > 2, P(Ay) fiir jede Folge (Aj)i>1 in A, (Sub-0-Additivitit)

Beweis.

(a) Wéhle A; = 0 fiir alle i > 1. Da die A; paarweise disjunkt sind, liefert die o-

Additivitat
P®) =P (U m) =) PA)=) P
i=1 i=1 i=1
Es folgt also P(f)) = 0 (als Konsequenz eines Widerspruchs bei Annahme P()) > 0).

(b) Wihle B; = A; fiir i =1,...,n und B; =0 fiir i > n. Dann gilt
n [ee]
11 a
P(Un) -2 (Un) 3 pe0 Y e
i=1 i=1

(¢) A, A€ sind disjunkt und Q = A U A°. Damit gilt

19p0Q) = PAUAY) 2 PA)+PAS) = P(AS) =1—P(A).
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(d) Wir haben die disjunkte Zerlegung B = (AN B) U (B \ A). Damit gilt
PB) Y PBNA)+P(B\A) = P(B\A)=PB)—PANB).

(e) Da A C B ist, gilt die disjunkte Zerlegung B = A U (B \ A). Somit ist

®)

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A), daP(B\A)>0

(f) Es gilt die disjunkte Zerlegung AUB = A U (B \ A) und somit

(®)

PAUB) 2 PA) +P(B\A) Y PA)+PB)—PBNA).

(g) Sei By =0, B; == U;} A; fiir i > 1. Es gilt somit die disjunkte Zerlegung

o0

UAi =AU (AN AD UA\ (ATUA) U... = (A \ By
i1

i=1

Es folgt schlieflich
P (U Ai> =Y P(A{\Bi) < ) P(A))
i=1 i=1

Lemma 1.3. Die o-Additivitidt aus Definition 1.1(ii) ist dquivalent zur gleichzeitigen
Giltigkeit von

(i) endliche Additivitit (vergleiche Lemma 1.2(b))

(i") Stetigkeit von unten, d.h. fiir jede Folge (Ai)i>1 in A mit Ay C Ay C Az C --- gilt:

(UA>_5mPA)

Beweis.

»="“: Dass (i) gilt, haben wir bereits gezeigt. Zu (ii’): Sei (Ai)i>1 eine aufsteigende
Folge in A, d.h. Ay C A, C Az C ... Dann gilt [JZ; Ay = U2y Bi mit By = A; und
Bi = Ai\ A fiir i > 2. Dann sind die B; nach Konstruktion paarweise disjunkt. Damit
gﬂt P(Bl) = ]P)(Al) - P(Ai_]) und

P (G Ai> —P (G Bi> & i P(B;) = lim i P(B;)
i=1 i=1 i=1 j=1

= lim (P(A1) + (P(A2) = P(A1))) + (P(A3) = P(A2)) + ... + (P(A{) — P(Ai))

i—o0

i—o0
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»<“: Gelte nun (17), (ii’). Sei (A4)i>1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2. Dann
gilt mit By = U}:l A; die Identitét [ J72; Ay = U2, Bi. Die so konstruierte Folge (By); ist
ferner aufsteigend, d.h. By C B C B3 C --- und P(B;) = Z?:] P(A;) nach (ii’). Ferner
gilt

e}

P (G Ai> —P ([j Bi> () Jim P(B;) = ilggoi]?(;\j) = Y P(A).
i1 i1 =

i=1

Bemerkung 1. Falls fiir alle A} D Ay D Az D ... gilt, dass P (725 Ai) = limi_,0 P(A4),
so spricht man von ,,Stetigkeit von oben*. Im vorigen Lemma kann ,,Stetigkeit von unten“
durch ,,Stetigkeit von oben“ ersetzt werden.

Bemerkung 2. Sei (Q,%2(,P) ein diskreter W-Raum und Q = {w, wy,...}. Dann ist
P: A — [0,1] bereits durch die Werte p; = P({w;}) fiir i > 1 vollstéandig festgelegt. Fiir
jedes A € A existiert die Darstellung A = Uwie Alwi} mit paarweise disjunkten Mengen.

Damit gilt
P(A)= Y PHwd)= > pi=) lalwips
i=1

wiEA wiEA

Hierbei bezeichnet 1 die Indikatorfunktion von A, gegeben durch

L) [ Rl weA
AT 0, falls w ¢ A.

Bezeichnung 1. Wir haben bisher einige technische Begriffe der Stochastik verwendet,
die wir im Folgenden mit einer Bedeutung versehen wollen.

(i) Q heifit Grundraum, Ergebnismenge, Stichprobenraum oder Ergebnisraum.
(ii) Elemente von 2 heiflen Ereignisse, A ={w} heifit Elementarereignis.
(iii) P heiBt W-Mafl oder W-Verteilung, P(A) bezeichnet die W-keit des Ereignisses A.

Beispiel 1.4 (Diskrete W-Réume). (1) Laplace-Modelle (Gleichverteilung).
Allgemeines Prinzip: Q ={1,...,n} mit P({i}) = Tll =:pi, alsopy =--- =pn.

1 A
PA) =P | | {w}] = ) Plwh =3 o=
wi€A wi€A wi€A
Dabei bezeichnet |A| die Kardinalitdt von A. Man spricht bei der Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten in Laplace-Modellen von ,,Giinstige durch Mogliche*.

,» Wiirfeln mit fairem Wiirfel“: Q ={1,...,6}, wobei P({i}) = p; und p1 =p2 =+ = ps.
Wegen 1 =P(Q) = Zf:] pi = 6p; folgt p; = 1/6.
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,Geburtstagsproblem“: Es befinden sich N Personen in einem Raum, wir interessieren uns
fiir das Ereignis A =“Mindestens zwei Anwesende haben am selben Tag Geburtstag*.

Q={w=(wiy...,wN) |w; €{1,...,365} fiir i =1,...,N}L

Damit ist A = {w € Q[31 < i <j < N: w; = wj. Wir machen die (idealisierte)
Modellannahme, dass die Geburtstage gleichverteilt seien. Dann gilt

_AL_, AT

Q| =365", A‘={wecQ|VI<i<j<N:w;#wih

Das Ereignis A€ entspricht ,es gibt keine zwei mit demselben Geburtstag®. Die Anzahl
der Moglichkeiten in A® nimmt mit wachsendem N schnell ab

A T (366 —1), N <365 N | 20 | 23| 40 | 150
0, N > 365. P(A) | 0.411]0.507 | 0.891 [ 1—10"

(2) Poisson-Verteilung TT\ mit Parameter A > 0.
Essei Q =Ny =1{0,1,2,...} und TTy({n}) = e_)‘% fiir n > 0. Damit ist TT, ein W-Maf,
denn es gilt:

o0

?\)\n A o A" AGA
MQ) =) Mnh=3 e’ G =e?) —=ele'=1
0 n ) n=0

n= =0

Poisson-Verteilungen werden zur Modellierung der Anzahl seltener Phéinomene pro Zeit-
einheit verwendet. Beispiele sind die Anzahl fehlerhafter Teile in einer grofien Produkti-
on, Emission von o-Teilchen beim radioaktiven Zerfall oder die Anzahl der Druckfehler
in einem Buch. Weshalb dabei jeweils zur Modellierung die Poisson-Verteilungen geeig-
net ist, werden wir spéter in Abschnitt 13 sehen.

(3) Einpunktverteilung ( Dirac-Maf).
Sei Q) eine beliebige, hichstens abziahlbare Menge und wy € Q. Wir definieren

1, falls wg € A,

dwa(A) =1 =
wo(A) 3= 1a(wo) {o, falls wo ¢ A,

fiir alle A € 2. Dann ist (Q,P(Q),du,) ein diskreter W-Raum.

2 Kombinatorik
Wir betrachten zunichst 4 Abzéhlprobleme.
I: Wie viele 10-stellige Dualzahlen gibt es?
II: Auf wie viele Arten konnen 3 verschiedene Autos auf 8 Parkpliatzen parken?

III: Wie viele mogliche Ergebnisse gibt es beim Lotto ,,6 aus 49“7



1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

IV: Auf wieviele Arten konnen 10 1-Euro-Miinzen auf 3 Taschen verteilt werden?

Sei im Folgenden stets M ={1,...,n}.

Modell I:

Modell II:

Modell III:

Modell IV:

Stichprobe der Linge k aus M in Reihenfolge mit Zuriicklegen.
Qr=Mf=Mx--xM={(wi,...wx) |w; e M fiiri=1,...,k}.
Satz 2.1. Es gilt |Q;| =nk.
Stichprobe der Lénge k aus M in Reihenfolge ohne Zuriicklegen (k < n).
Q= {(w1,...,wk) e Mk Wi # wj fiiri;éj}.
Satz 2.2. Es gilt |[Qp/ =n-n—1)---(n—k+1) = (n%'k), Ist k = n,
so befinden wir uns im Spezialfall Q = &, der Menge aller Permutationen

von M, auch symmetrische Gruppe von M genannt. Es folgt, dass |Sy| = n!
gilt.

Stichprobe der Lénge k aus M ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen.
Q= {{w1,...,wk} ‘wi € M, w; # wj fiir alle 1 <1 <j Sn}.

Satz 2.3. Es gilt Q] = ﬁlk), = (L‘)

Beweis.

Betrachte zunéchst Qp = {(w1, e, wi) € MR | w; # wj fiir i # j} und die
Aquivalenzrelation ~ auf Qp : (w1,...,wy) ~ (wi,...,wy), falls eine Per-
mutation 7t von {1,..., k} existiert mit w; = w;(i) firi=1,...,k. Offenbar
gilt Qi = Qpi/~. Jede Aquivalenzklasse hat k! Elemente. Ein Repriasentant
ist etwa jeweils (w1,...,wx) € Qp mit w; < wy < -+ < wg. Damit folgt
|Qmil = [Qul/k! = nl/(kl(n —k)!). I

Aus dem Beweis folgt, dass man statt Q; alternativ auch

Q= {(w1,...,wk) € Mk’un <wy << wk}
wéahlen kann.
Stichprobe der Liange k aus M ohne Reihenfolge mit Zuriicklegen.

-O-IV:{(wh--wwk)EMk‘wl Swzé---éwk}-

Satz 2.4. Es gilt |Qy| = (“+]‘<<—1) _ (n+k—1).

n—1
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Beweis.
Wir betrachten M* ={1,...,n+k — 1} und

Ofy = { (@}, -, i) € (M| wf < wj <+ < wi}
sowie die Abbildung f: Qpy — Qf}; mit
(Wiy.eoywy) = (W, w2+ 1, ., w+k—1).

Man sieht leicht, dass f bijektiv ist. Damit gilt |Qy| = [Qf};]. Nach Modell

III gilt |Qf, = (V). [
Definition 2.5. Die Groflen (Tk‘) R k fiir k = 0,1,...,n heiflen Binomialkoeffizi-
enten. Wir setzen (E) =0 fiir k < 0 oder k > n.
Interpretation der 4 Modelle:

a) k-maliges sukzessives Ziehen aus einer Urne mit n nummerierten Kugeln:
e mit/ohne Zuriicklegen,

e mit/ohne Beachten der Reihenfolge des Ziehens.

b) Besetzung von n Zellen durch k Objekte
e mit/ohne Mehrfachbesetzungen,
o unterscheidbare/ununterscheidbare Objekte.

Pauliprinzip: Mehrfachbesetzungen verboten.

Der Rest dieses Abschnitts besteht aus Anwendungen und Verallgemeinerungen der vier
kombinatorischen Grundmodelle.

Korollar 2.6 (Binomischer Lehrsatz). Fiir alle x,y € R und n € N gilt
n
(X+U)HZZ< > kyn k
k=0

Beweis.

(x+y)"=(x+y)-(x+y)= Y Xy
ACT )

:i Z knk i()()knk.

AcC{l,...,n}Al=k
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Korollar 2.7. Fiir n € N gelten

£0)-r £

k=0 k=0
Beweis.
Esgilt > 1 o (}) =X o ()11 = (1+1)" = 2™ und mit x = 1,y = —1 in Korollar
2.6 erhélt man auch die zweite Summe. |

Die Binomialkoeffizienten geben an, auf wie viele Arten man n nummerierte Kugeln in
zwei Gruppen teilen kann, so dass sich k Kugeln in Gruppe 1 befinden. Allgemeiner teilen
wir nun in r nummerierte Gruppen der GréBen ki,..., K, mit Y [ ; ki = n. Wieviele
mogliche Arten gibt es?

Losung: Fiir die erste Gruppe gibt es (12 ) Moglichkeiten, zu jeder dieser Moglichkeiten

n—kq

gibt es fiir die zweite Gruppe ( o ) Moglichkeiten, usw. Fiir die r-te Gruppe gibt es
(nfk‘ 1"7]‘“1) Moglichkeiten. Die Gesamtanzahl ergibt sich durch Multiplikation als

n Tl—k1 Tl—k]—kz Tl—k]—...—kr,]
ki k2 k3 Ky

onln—k)l-o(n—ky— ..o —keq)! B n!
Ckln—k)lk!m =k —k)! -kl m—n)l  Kilko!- k!

Damit ist gezeigt:
Satz 2.8. Zu jeder Menge M ={1,...,n} und ki,...,k € No mit } :_; ki =n gibt es

genau
n! n

_— ]_

kil k! <k1,...,kr) (1)

viele geordnete Zerlegungen in Teilmengen My, ..., M, mit [M;| = k;. Die Zahlen in (1)
heilen Multinomialkoeffizienten.

Korollar 2.9. Fiir xq,...,% € Rund n € N gilt

T'L k kr
gttt =Y <k1,...,kr>x‘1 B

K1seens kreNg
Zki:“
Beweis.
T T
|A] ki
(X1 4+ +x)" = E ||x-lL: E E ||in
Ay Ar 1i=1 K1seens kr>0 Aq,..., At Zerlegung i—]
Zerlegung von {1,..., n} > ki=n A=K, |Ar|=kr
(2_8) n ke
Z Kiyeooyke) T
Kiyeey krGNO
Zki:“
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Satz 2.10. Seien pi,...,pr > O mit } ; ;pi = 1 und n € N. Dann ist auf Q =
{(k1y..., k) € NJ| X1 ki = n} durch

P({(k1,...,k)}) = <k1 "o )p11<1 ke 2)

eine W-Verteilung gegeben. Sie heifit Multinomialverteilung zu den Parametern n und

P1yeeey Pr

Bewets.
Zu zeigen ist, dass fiir die Festlegung (2) gilt > .o P{w}) = 1. Dies folgt aber aus
Korollar 2.9. |

Beispiel 2.11. Wie gro8 ist die W-keit, bei n Wiirfen mit einem fairen Wiirfel, k; mal
1, k; mal 2,....kg mal 6 zu werfen?
Losung: Wir wéhlen

Q={1,...,6", A={weQ : [1<i<n:wi=jll=k firj=1,...,6}

Jedem w € A entspricht genau eine geordnete Zerlegung von {1,...,n} in Gruppen mit
Grofen kq,...,kg. Nach Satz 2.8 also |A] = (k1 .T."kG). Da ein Laplace-Modell vorliegt,

folgt
1 n
P(A) = — .
(A) 6n<k1,...,k6)

Beispiel 2.12. In einer Urne seien s schwarze und w weifle Kugeln, n := s+w. Es werden
k <n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Was ist die W-keit, dass die Stichprobe genau
¢ schwarze und k — € weifle Kugeln enthélt.

Losung: Seien

A={1,....,n}y, As={1,...,s}, AL,=A\A;={s+1,...,nkL

Ferner sei
Q:{(w1,...,wk)€Ak w1 <w2<---<wk},

also Q] = (}) (Modell III). Es sei

By = ,,genau { schwarze Kugeln unter k gezogenen*
={weQlwieAfiri=1,...,{ und w; € A, firi=4€+1,...,k}.

Es gilt [B| = (2) (kv_"e). Das Laplace-Modell liefert

P(Be) =

(Siw) = h({k,s +w,s).

10
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Satz 2.13. Fiir die Parameter s,w € Nund 1 < k < s +w ist durch

(©) ()

()

eine W-Verteilung auf {0, ..., k} definiert. Sie heifit hypergeometrische Verteilung.

pe:=h(Lk, s +w,s) =

(=0,...,k (3)

Bewets.
Seien Q und By wie oben. Die By sind fiir £ =0V (k —w),...,k/\ s paarweise disjunkt
mit Q = JB. Es folgt
kA\s
Z h(fk,s +w,s) = 1.
=0V (k—w)

Fir £ <0V (k—w) oder £ > kA s gilt h({;k,s +w,s) =0, da entsprechende Binomial-
koeffizienten in (3) nach der Definition 2.5 Null sind. Wir haben also 3_§ pe = 1. 1

Beispiel 2.14 (Beispiele zur hypergeometrischen Verteilung). (1) Die W-keit, genau £
Richtige im Lotto ,,6 aus 49 zu haben: s = 6, w =43, k = 6, also h({;6,49,6).

(2) Qualitatskontrolle: n Produktionsstiicke, davon s defekt, w = n — s nicht defekt.
Stichprobe der Gréfle k. Die W-keit, dass genau { Defekte unter der Stichprobe sind, ist
h({,k,s +w,s).

(3) W-keit, dass Spieler A beim Skat 3 Asse erhilt? (Er erhilt 10 von 32 Karten, in
denen sich insgesamt 4 Asse befinden.)
G)(F) _ e

(o) &

Losung:

3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

Beispiel 3.1. 1. Ein fairer Wiirfel werde geworfen. Modell: Q = {1,...,6}, P({i}) =
1/6 fiiri =1,...,6. Ein Beobachter verrate, dass eine gerade Zahl geworfen wurde.
Fiir die neue Situation gilt intuitiv

1

B({i}) = 0, falls i ungerade
B 3, falls i gerade.

2. Versicherungsproblem: Ein ménnlicher Biirger werde genau k Jahre alt mit W-keit
Px, kK € N, mit Zk21 px = 1. Gesucht: W-keit qq, dass er im {-ten Lebensjahr
stirbt, gegeben, dass er bereits das k-te Jahr erreicht hat. Dazu:

sx = P (wird mindestens k Jahre alt)

=P (U{Wird genau i Jahre alt}) = Zpi.
i=k

i=k

11
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Nun ist intuitiv (heuristisch iiber relative Haufigkeiten einsichtig)

)0, fiir € <k
W= pe/s,  fiir €> K,

ALLGEMEINES KONZEPT

Definition 3.2. Sei (Q,%2(,P) ein diskreter W-Raum. Sei B € 2f mit P(B) > 0. Dann

heif3t
P(A N B)

P(B)
die bedingte W-keit von A unter (Bedingung) B.

P(A|B) =

Im Folgenden sei (Q,%2(,P) stets ein diskreter W-Raum.

Lemma 3.3. Fiir B € 2 mit P(B) > 0 ist P(-|B) : 2 — [0, 1] eine auf B konzentrierte
W-Verteilung.

Beweis.

Es gilt gemil Monotonie 0 < P(A N B) < P(B) und somit 0 < P(A|B) < 1. Es gilt
P(Q[B) = P(QNB)/P(B) = P(B)/P(B) = 1. Sei ferner (A;)i>1 eine Folge paarweise
disjunkter Ereignisse in 2. Dann folgt

G-l
o-add. iji A.ﬂB):iP(Ai|B).
— i1

Damit sind alle Eigenschaften aus Definition 1.1 erfiillt und P(- | B) ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung.
Auf B konzentriert: Fiir A C B¢ gilt P(A|B) =P(ANB)/P(B) =P(0)/P(B) =0. |

Satz 3.4. Seien Aj,...,A, Ereignisse mit P (ﬂn "Aq ) > 0. Dann gilt

PATN...NAL) =PA)PA|AP(A3S AT NAY) - - PALTATN...NAL)

Beweis.
Induktion nach n:
n=1.P(A;) =P(A;]Q) nach Definition.

12
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n—1—mn:

PA1N--NA =P | An

AA -2 N A

j<n ji<n—1
v n—1
=P | A (A TP | A A
j<n k=1 j<k

Satz 3.5 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei By, B, ... € 2 eine endliche oder
abzéhlbar unendliche Zerlegung von Q, d.h. B; sind paarweise disjunkt und |J; By = Q.
Dann gilt fiir A € 2:

P(A)= )  P(A|B)P(B;).
{iIP(By)>0}
Beweis.
Esist A=ANQ=AnJ;Bi = J;(BiNA), wobei die Mengen B; N A paarweise disjunkt
sind fiir i € N. Es folgt

P(A)= Y PANB)= )  P(A[B)P(By).
{i|P(By)>0} {i|P(By)>0}
1

Satz 3.6 (Bayes’sche Regel). Sei A € 2 mit P(A) > 0 und By, By, ... € 2 eine endliche
oder abzdhlbar unendliche Zerlegung von Q mit P(B;) > 0 fiir i =1,2,.... Dann gilt

P(A|B{)P(B)

P(Bi|A) = > o P(A|B;)P(B;)

Beweis.
P(BiNA) 35  P(A[Bi)P(B:)

P(A) S o1 B(A[B))P(B))’

P(Bi|A) =

Beispiel 3.7 (Test fiir seltene Krankheit). Eine Krankheit trete insgesamt bei 0,5% der
Bevolkerung auf.

99% der Kranken zur Reaktion,

Ein Test fithre bei
2% der Gesunden zur Reaktion.

Gesucht ist die W-keit, dass eine Person, bei der der Test zur Reaktion fiihrt, tatsidchlich
die Krankheit hat. Formalisierung: Sei X eine zufillig ausgewéhlte Person und B = “X
hat die Krankheit*, d.h. P(B) = 0,005. Ferner sei A = “bei X fiihrt Test zur Reaktion*,
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d.h. P(A|B) = 0,99 und P(A|B¢) = 0,02. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist P(B|A).
Nach der Bayes’schen Regel und mit der disjunkten Zerlegung Q) = B U B€ gilt

P(A |B)P(B) 495
(A|B)P(B) + P(A|Bc)P(BS) ~ 2485

P(B|A) = 5 0,2.

Von allen Personen, bei denen der Test zur Reaktion fithrt, sind also etwa 20% tatséchlich
krank.

Definition 3.8. (a) Zwei Ereignisse A,B € 2 heilen (stochastisch) unabhdingig, falls
P(ANB)=P(A)P(B) gilt.

(b) Sei I # ) eine Indexmenge und A; € 2 fiir i € 1. Die Familie (A;)ie; heifit un-
abhéngig, falls fiir jede endliche Teilfamilie J C 1 gilt

P| (A | =]]P(A) . Produktformel“.
€] €]

(c) Die Familie (Aj)ier heiit paarweise unabhdingig, falls fir alle i,j € T mit 1 # j gilt:
Ai und A;j sind unabhéngig.

Lemma 3.9. Sei B € 2 mit P(B) > 0. Dann gilt:

A, B sind unabhingig < P(A|B) =P(A).

Beweis.
,=“ P(A|B)=PANB)/PB)=(P(A)PB))/P(B) =P(A).
,<=“P(ANB)=P(A|B)P(B) =P(A)P(B). |

Beispiel 3.10 (Zweimaliges Wiirfeln mit fairem Wiirfel). Es ist
Q={1,...,6} x{1,...,6) ={(wy,w2) |w; € {1,...,6} fliri =1,2}.
Im Laplace-Modell gehen wir davon aus, dass die Wahrscheinlichkeit eines zweifachen

Waurfes gegeben ist durch P({(w1, w>)}) = 1/36 fiir alle (w7, w;) € Q. Seien A =“beim
ersten Wurf < 4“ und B =“beim zweiten Wurf > 3.

A={(w,wr) eQ:wy <4}, |A=18, P(A)=

B :{(wth) €cQ:wy > 3}) |B| :24) P(B) =

1

ANB={(wj,w) eQ:wy<4,w; >3} |ANB =12, P(ANB)=-.

3
Es folgt P(A N B) =P(A)P(B), also sind A und B unabhéngig.
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Lemma 3.11. Sei {Aj,...,A;} eine unabhingige Familie von FEreignissen. Seien
Bi1,..., By Ereignisse mit By = Aj oder By = A{ fiir i = 1,...,7. Dann ist die Fami-
lie {By,..., By} unabhéingig.

Beweis.
Zu zeigen ist, dass fiir jede Auswahl (B;)icy mit ] C {1,...,7} die Produktformel gilt,
d.h. ]P’(ﬂiGI Bi) = HieIP(Bi). Sei [J| =s und 0.B.d.A. ] ={1,...,s}.
1. Fall: By = A; fiir i = 1,...,s. Dann folgt die Produktformel aus der Definition der
Unabhéngigkeit.
2. Fall: Gelte fiir genau ein 1 <1i < s: By = A{ und B;j = A; fiir alle anderen j € ] \ {i}.
O.B.d.A. sei i = 1, also By = Aj, B; = A; fiir j = 2,...,s. Dann ist eine disjunkte
Vereinigung gegeben durch

S S S

(A?ﬂﬂAg) U <A1 ﬁmAg> = Ae

(=2 (=2 =2

Also erhalten wir

S

P <A$ M Ae) =[[Pa) —P(A) [ [P(A)
(=2 (=2 (=2

= (1=PAN)) [[P(A) =PAD) ] [P(AL).
(=2

(=2
Der allgemeine Fall ergibt sich nun durch Induktion iiber die Anzahl der Indizes 1 <1 <
s, fiir die By = A{ gilt. Der Induktionsanfang ist gerade der 2. Fall, der Induktionsschritt
kann mit einem &dhnlichen Zerlegungsargument gezeigt werden. |

4 Produktraume

Wir wollen Modelle entwickeln, um m Zufallsexperimente unabhingig voneinander
hintereinander ausfithren zu konnen. Seien (Qq,%4,P1),..., (Qn,An,Pn) diskrete W-
Réume, die die Zufallsexperimente beschreiben. Betrachte

n
Q=X0Q;=07x---xQy

i=1
={w=(wiy...,wn) |w; € Q; fiiri=1,...,n}.
Sei 2 := P(Q) und seien 7; die Projektionen
T Q—Qy, w=(wi,...,Wn) — Wi.
Fiir A; € 2 sind Urbilder gegeben als
W{I(Ai) =001 x0Q) XX 1 XA X Qi1 X+ x Oy

= ,das i-te Teilexperiment hat Ausgang in A;“.

15
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Beispiel 4.1. Wir kommen zu Beispiel 3.10 zuriick: Q; ={1,...,6} fiir i =1, 2.
Q:Q] X Qz :{],...,6}X{],...,6},

A = “beim ersten Wurf < 4“= 7[?1 ({1,2,3}) ={1,2,3} x Qy,

B = “beim zweiten Wurf > 3“= 712_] ({3,4,5,6}) = Qq x{3,4,5,6}.

Die passende Wahl des W-Mafles in diesem Beispiel fithrt auf ein allgemeines Problem:
Suche eine W-Verteilung P auf (Q,2(), sodass:

(1) P(m’! (Ai)) =Pi(A;) fir alle Ay e Qi und i=1,...,n
{7‘[71 i=1,. ,n} soll eine unabhéingige Familie in (Q, 2, P) sein fiir alle A; €
A, 1= 1 o

Satz 4.2. Seien Q = X?:] Q; sowie 2 und 7; wie oben. Dann existiert genau eine
W-Verteilung P auf (Q,2l), sodass (1) und (2) gelten. Dabei ist P gegeben durch

P({(wiy. .y wn)}) = [ [Pi{wi)),  (wi,...,wn) € Q. (4)

Beweis.

Beweis hier fiir n = 2, der allgemeine Fall kann analog bewiesen werden.

Eindeutigkeit: Angenommen, P existiere mit (1) und (2). Wahle Ay = {w1}, Ay = {wy}
mit wy € Qq, wy € Qy. Dann ist 7[1_] (A7) = {w1} x Qy, 712_] (Az) = Q7 x {wy} und
7[?1 (A1) N 7[51 (A2) ={(wr1, w3)}. Wir erhalten

P ({(wr, w2)}) =P (m (A1) N5 (A2) 2P (w7 (AD) P (7 (A2)

)
=P1(A1)P2(Az) =Pri{wiDP2({w2})
Also kann P hochstens die Form (4) haben.
Existenz: Z.z. P wie in (4) ist eine W-Verteilung mit (1) und (2).

o W-MaB: 3 o PUw}) = X ca, Zw,eq, Pr{wi)P2({wa}) = 1, da P, P, W-
Mafle sind.

e Zu (1): Sei etwa i=1:

P(ﬂﬂ(A])):P(A]xQz)“‘édd > E({(ww))

(wy,w2)eATXQ)

Z Z IP)] {w1} ]P)z {wz} Z ]P)1 {wl} ]P)1 (A1)-

w1 GA] szQz (U1€A1
e Zu (2): Seien Ay € 2; und A; € ;. Dann 711_] (A7) N 712_] (Az) = A7 x Az. Also

P(r' (AN (A) =PA x A = Y P{(wr,w))

(w1,w2)EAT XA,

= Y 3 PillwiPaliws)) = Pr(ADPA) P (m (AN P (5 (A2),

wW1EA] WrEA)

woraus die Unabhéngigkeit folgt.
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Es folgt die Behauptung. |

Definition 4.3. Der in Satz 4.2 definierte W-Raum (Q, %A, P) heifit das Produkt der
W-Riume (Qi, i, Py). P wird Produktmaf genannt.

Anwendung: Bernoulli- Experimente.

Ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen Ausgéngen heifit Bernoulli-Experiment. Wir
wollen die n-fache unabhingige Wiederholung modellieren. Sei Q; = {0, 1} und P;({1}) =
p = 1 —P({0}). Man bezeichnet den Ausgang ,1* als Erfolg und nennt p € [0,1] die
Erfolgswahrscheinlichkeit. Ein Modell fiir die n-fache unabhéngige Wiederholung ist:

Q ={0,1", P{w}) =p*(1 —p)" ™ fitr w = (wy,...,ws) mit Y w; =k

i=1

Mit k wird also die Anzahl der Erfolge gezihlt.

Zwei grundlegende Fragen dazu sind die Folgenden: Wie lassen sich W-keiten fiir die
Anzahl der Erfolge und die Wartezeit auf den ersten Erfolg beschreiben? Wir betrachten
analog zu Modell III aus Abschnitt 2

n
Ex = {w eQ: Z wi = k} = ,genau k Erfolge in n Experimenten®, |Ex|= <2>

i=1

Folglich ist P(Ex) = 3~ e, PUWH) = 3 yep, PA(T—p)" = () p (1 —p)™ .
Satz 4.4. Fiir die Parameter n € N und p € [0, 1] ist durch

n _
by (1K) = ()51 =) k=0,ein
eine W-Verteilung auf {0,...,n} definiert. Sie heit Binomialverteilung mit Parameter
n € Nund p € [0, 1]. Statt by p wird auch B(n,p) geschrieben.

Korollar 4.5. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Anzahlen der Erfolge in n unabhéngigen
Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] sind durch die Binomi-
alverteilung by, beschrieben.

Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeit, im k-ten Teilexperiment erstmals einen Er-
folg zu haben. Dies ist das Ereignis

Fr={fweQ:w=-=wr1=0w=1}
={0} x -+ x {0} x {1} x Qp1 X -+ X Qy, (5)

also ergibt sich
P(F) =p(1—p) . (6)

Man beachte, dass auch n Misserfolge moglich sind, weshalb die Zahlen in (6) fiir k =
1,...,n keine W-Verteilung definieren kénnen. Fiir k € N liefert (6) allerdings eine
W-Verteilung.
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Satz 4.6. Zum Parameter p € (0, 1] ist durch

gk} =p(1—p)* !, k=1,2,...
eine W-Verteilung auf N erklart. Sie heiit geometrische Verteilung zum Parameter p.

Korollar 4.7. In einer Folge von unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p € (0,1] sind die Wahrscheinlichkeiten fiir den Index (Zeitpunkt),
bei dem erstmals ein Erfolg eintritt, durch die geometrische Verteilung zum Parameter
P beschrieben.

Verallgemeinerung: Zeitpunkt des r-ten Erfolgs, r € N. Wir betrachten die W-keit, im
(r 4+ k)-ten Teilexperiment den r-ten Erfolg zu beobachten (k € Ny, v+ k < n). Dazu sei

r+k
Gk:{wEQ:Zwi:r,errk:]}.

i=1
Fiir jedes w € Gy gilt P({w}) = p"(1 — p)™* T = p"(1 — p)*. Andererseits ist |Gy| =
(”k*]), denn r— 1 Indizes werden von v+ k — 1 gezogen ohne Zuriicklegen ohne Reihen-

r—1
folge. Damit gilt
r+k—1
O R AR

Satz 4.8. Zu den Parametern p € (0, 1] und r € N ist durch

r+k—1

nbr,p ({k}) = < 1

>PT(1 —p)¥, keN
eine W-Verteilung auf Ny gegeben. Sie heifit negative Binomialverteilung mit Parametern
r und p (oder auch Pascal- oder Pdélya-Verteilung).

Korollar 4.9. In einer Folge von unabhingigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p € (0, 1] sind die W-keiten fiir die Anzahl der Misserfolge bis zum
r-ten Erfolg durch die negative Binomialverteilung zu den Parametern r und p beschrie-
ben.

Bemerkung 3. In der Literatur werden auch andere Vereinbarungen zum Gebrauch
der Parameter der negativen Binomialverteilung gemacht. Beim Vergleich verschiedener
Quellen sollte stets die individuelle Definition der negativen Binomialverteilung beachtet
werden.

5 Diskrete Zufallsvariablen

Definition 5.1. Sei (Q,%2[,P) ein diskreter W-Raum, Q' eine beliebige Menge. Jede
Abbbildung
X:Q— Q'

heiBt Q'-wertige Zufallsvariable (ZVe). Falls Q" = R, so heifit X reellwertige ZVe (oder
einfach nur ZVe), falls Q' = R¢, so heiBt X Zufallsvektor.

18
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Satz 5.2. Sei X : Q — Q' eine Q'-wertige diskrete ZVe und A’ = P(Q’). Dann ist
durch
Py’ —[0,1], AP (X—‘ (A’))

ein W-Maf} auf (Q',21") definiert. Px heiit Verteilung der ZVe X (oder auch Bildmaf}
unter X).

Beweis.

Px bildet offenbar in [0, 1] ab. Wir haben
Px(Q) = P (x* (Q’)) —P(Q) = 1.

Sei (Ai)i>1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2/’. Dann folgt

Py (U Ai> _P (x‘ (U Ai>> —_p (U X! (Ai)> - iIP’ (X*‘ (A-l)) - gpx(/\i).

ieN ieN ieN
Es folgt die o-Additivitét. |
Bemerkung 4. Man beachte, dass Q’ i.A. nicht abzihlbar ist (z.B. Q' = R), jedoch

bildet X nur auf eine héchstens abzihlbare Menge X(Q) ={w’ € Q'|Fw € Q : X(w) =
w’} ab. Py ist also auf X(Q) ein diskretes W-Maf.

Notationen 1. Die folgenden Kurzschreibweisen sind gebrauchlich:
XA ={we Q| X(w) e A} ={X e A}.
Fiir reelle ZVe X: Sei A = (—o0,x], dann X~ 1(A) = {X < xJ.

Px(A)=P({X e A}) =P(X € A),
Px({k}) =P (X € {k}) = P(X = k).
Beispiel 5.3 (n-maliger Miinzwurf). Wir betrachten n unabhingige Bernoulli Ex-

perimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1]. Q = {0, 1}, P ({(w1,...,wn}) =
p*(1—p)"* mit k=Y I, w;. Die ZVe

beschreibt die Anzahl der ,Erfolge* in Q. Es ist X(Q) = {0,...,n}. Wie lautet die
Verteilung von X? Sei Ay :={(w1,...,wn) € Q: Y ', w; = k}. Dann

Px({k}) = PX = k) = P (X~ (kD)) = P(AW) = (L‘) pr(T —p)m

Die Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p € [0, 1] ist binomial by, verteilt (d.h. die Verteilung Px von X ist die
Binomialverteilung mit Parametern n und p, vgl. Korollar 4.5.)
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Beispiel 5.4 (k-maliges Ziehen ohne Riicklegen aus einer Urne mit s schwarzen und w
weiflen Kugeln). Betrachte eine ZVe X =“Anzahl gezogener schwarzer Kugeln“. Seien
A={1,...,n}, Ag={1,...,8}, Aw = A\ A;, Q = {(w1,...,wi) € A¥|w; < < wy}
(vgl. Beispiel 2.12). Damit haben wir

k
X:Q {0,k (Wi, i) = Y T ().

i=1
Wie in Abschnitt 2 gezeigt, liefert das Laplace-Modell auf Q:
@ ()
s+w °
(i)
Die Anzahl X der schwarzen Kugeln ist folglich hypergeometrisch verteilt (zu entspre-
chenden Parametern).

Px() =P (X7'(0) = P(By) =

Ebenso: Bei einer Folge von unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p € [0, 1] ist die Wartezeit bis zum ersten Erfolg eine Zufallsvariable, die
geometrisch g, verteilt ist.

Definition 5.5. Seien (Q,%2[,P) ein diskreter W-Raum und X; : Q — Q; ZVe fiir
i € [T # (. Die Familie {X; |1 € I} von ZVen heifit (stochastisch) unabhingig, falls fiir
jede Wahl A; € Q; die Familie von Ereignissen {{X; € A;}|1 € I} unabhéngig ist.

Satz 5.6. Sei (Q,2(,P) ein diskreter W-Raum und Xj,..., Xy ZVe auf Q, X; : Q — Q;.
Dann sind dquivalent:

a) Xi,...,Xn sind unabhéngig.

b) Fiir alle (x1,...,xn) € Q7 X -+ x Qy gilt

P(ﬂ{xizxi}) =P (X =x1,..., Xn =xn) = [ [P(Xi = x1).
i=1

c) Fiir beliebige A; € Q; gilt

P (ﬂ {Xi S AJ) :HP(Xi S Ai).

i=1

Bewets.

a) = c): folgt aus den Definitionen 5.5 und 3.8 b).

c) = b): Wihle A; ={xj} fir i=1,...,n.

b) = a): Seien A; C Q; Mengen. Z.z. ist, dass {{X; € Aj}:1=1,...,n} Familie un-
abhéngiger Mengen ist, d.h. fiir jede Teilfamilie die Produktformel gilt. Wir betrachten
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o.E. die Teilfamilie {1,...,s} C {1,...,n}. Dann gilt

P(ﬂ%e/\&)ﬂ) N UX=x}|=r{ U - U ( {xizxi}>
i=1 i=1

i=1x€A; X1€A7 XsE€EAs

— Z Z P(ﬁ{xi_xi}> — Z Z li[IP’(Xi:xi)

X1EA XsEAs i=1 xX1E€A xsEAs i=1

= > Pxi=x) (Z P(xszxs))

X1€AT XsEAg

=P(X; € Aq)---P(Xs € Ag).
Also gilt die Produktformel. |

Satz 5.7. Seien Xj,...,X;, unabhingige ZVe, X; : Q — Q;. Seien f; : Q; — I} Funktio-
nen fiir i =1,...,n. Dann sind die ZVe Y7,..., Y, mit Y; = f; o X; unabhéngig.

Beweis.
Seien A; C I3 flir i =1,...,n beliebig. Dann ist

{Yi S Ai}:{fioXi € Ai}: {Xi S f;](Ai)} .

Da Xj,..., X, unabhingig sind, ist {{X; € fi_] (Ay)} : 1 = 1,...,n} eine unabhingige
Familie von Ereignissen. Folglich ist {{Y; € A;}:1=1,...,n} eine unabhingige Familie.
Es folgt die Unabhéngigkeit von Yi,..., Yy. |

Als Beispiel zur stochastischen Unabhéngigkeit betrachten wir die lokalen Rénge einer
gleichverteilten, zufilligen Permutation:

Definition 5.8. Sei m € S, eine Permutation der Lénge n. Dann heifit
Ri(m) = {1 <j <i:m <}

lokaler Rang von T in 7. Falls Ry = 1, so heifit 7t; ein (auf-)Rekord in 7, (falls Ry =1, so
heifit m; ein ab-Rekord.)

Sei nun Q = §,, mit der Gleichverteilung P versehen.

Xiiﬂﬁﬂ,...,i}, w'—>Ri(w),
Yi 0 — {0, 1}, w — ]l{i}(Xi).

Satz 5.9. Der lokale Rang Xj einer zufilligen gleichverteilten Permutation ist gleichver-
teilt auf {1,...,1i} fir alle i = 1,...,n. Die ZVe Xj,..., X sind unabhingig. Die ZVe
Y1,..., Yn sind unabhéngig.
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Beweis.
Wir zeigen zunéchst, dass X; gleichverteilt auf{1,...,1i}ist. Sei dazu k € {1, ..., 1} beliebig
gegeben und 7 = (71, ...,7,). Nach dem Satz von der totalen W-keit 3.5 gilt

Wir haben P (X; = k|{m,...,m}=A) = %, da gegeben, dass die ersten 1 Werte der Per-
mutation die Elemente aus A sind, es gleichwahrscheinlich ist, welches dieser Elemente
an Position 1 steht. Aus dem Laplace-Modell folgt ferner

—1
P({m,...,m) = A) = (“) .

i
Damit gilt
11 n\1 1 1 )
AC{1,..., n} 1 1
[A]=1

Zur Unabhéngigkeit der Xy,...,X;: Man beachte, dass zu jeder Wahl von Werten 1T <
xi < ifiri=1,...,n genau eine Permutation 7w € S, existiert mit Ri(7) = x; fiir
i=1,...,n. Dies sieht man wie folgt ein: R (71) = xn legt den Wert 7, = x5, fest. Nun
legt aber R,_1(7) = x,,_1 den Wert 7t,,_7 fest, denn dies ist gerade die x,_i-kleinste der
Zahlen {1,...,n}\{xn}. Ebenso werden die weiteren Werte 7, 5, ..., festgelegt. Diese

Bijektion liefert

P(X;y=%X1y..0,Xn=%Xpn)=— =25 -5 —

Nach Satz 5.6 sind Xj,..., Xy also unabhéngig.
Schliellich haben die Y; die Form Y; = fi(X;) mit fi(x) = 1 (x). Nach Satz 5.7 sind
damit auch Yi,...,Y, unabhingig. |

6 Erwartungswert und Varianz

In diesem Abschnitt sei stets (Q, R, P) ein diskreter W-Raum, auf dem alle auftretenden
ZVe definiert sind.

Definition 6.1. Sei X reellwertige ZVe. Falls }_ . X(w)[P{w}) < oo ist, so existiert
die Erwartung (Erwartungswert, EW) von X und ist gegeben durch

EX =) X(wP({w)).

we

22



1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Lemma 6.2. Sei {x1,xy,...} eine Abzidhlung des Wertebereichs von X. Es existiere der
EW von X. Dann gilt

= ZXiP(X =xi) = in Px ({xi}).
i=1 i=1

Bewets.
Es gilt
=) XWP{w)=) > X P{w) = le X =xi).
weQ i=1 {w | X(w)=xi}
Die liefert die Behauptungen. |

Bemerkung 5. Der Erwartungswert von X héngt also nur von der Verteilung Px der
ZVen X ab. Derartige Groflen heiflen Verteilungsgrafsen.

Satz 6.3. Seien X,Y reellwertige ZVe mit existierenden EWen. Dann gelten:
(i) Fiir A € R existiert der EW von AX, und es gilt E [AX] = AE [X].
(ii) Der EW von X + Y existiert, und es gilt E[X + Y] = E [X] + E[Y].

(iii) Sind X,Y unabhingig, so existiert der EW von XY und es gilt

E [XY] = E [X]E [Y].

(iv) Falls X > 0, so gilt E [X] > 0.

(v) Falls X > Y (punktweise), so gilt E [X] > E[Y].
(vi) Esist E[1a] =P(A) fiir alle A € 2.
Beweis.

(i) Existenz: )} cq IAX(w)[P{w}) = Al Y cq IX(w)P{w}) < oco. Folglich ist

=Y M(w)P({w}) =AY X(w)P{w}) = AE XI.

we we

(ii) Mit der Dreiecksungleichung gilt

D X(w) + Y(w) P{w)) < Y (X(w)l+[Y(w)) P{w))

we we
=Y X(@)P{wh + Y V() P{w)) <
we we

Die gleiche Rechnung ohne Betréige (und Gleichheit statt der Dreiecksungleichung)
liefert die Behauptung.
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1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

(iii) Seien {x1,x2,...} und {y1,yz,...} Abzidhlungen der Wertemengen von X und Y.
Dann folgt wie im Beweis von Lemma 6.2, dass

Z X(w)Y(w)|P{w}) = Z Z |X1y]| P(X =xi,Y = y])

we i=1

= xilly;I P(X = x)P(Y = y;)

= <Z|X1|P(X —M)) (Z |yjIP’(Y—1Jj)> < oo.

=1
Die gleiche Rechnung ohne Betrige liefert E [XY] = E [X]E [Y].
(iv) Aus X >0 folgt E[(X] = oo X(w)P{w}) > 0.

(v) Sei X(w) > Y(w) fir jedes w € Q, dann ist Z(w) = X(w) — Y(w) > 0. Die
Behauptung folgt mit

(iv) o
0 < E[z) LY

(vi) Esist E[al = Y o Ma(w)P{w}) = ¥ 4 ca Pw)) = P(A).
1

Korollar 6.4. Die Menge aller auf (Q, %, P) definierten reellwertigen ZVe mit existie-
rendem Erwartungswert ist ein Vektorraum, der mit £;(Q, 2, P) bezeichnet wird. Der
Erwartungswert ist ein lineares Funktional

E[-]:£(Q,AP) — R.

Beweis.

Nach Satz 6.3 ist £1(Q, 2, P) abgeschlossen bzgl. Addition und Multiplikation mit Ska-
laren, also ein Untervektorraum der Menge aller reellwertigen ZVen auf (Q,2(,P). Die
Abbildung X — E [X] ist linear nach (i) und (ii) in Satz 6.3. 1

Beispiel 6.5. Sei X binomial by, ;, verteilt mit n € Nund p € [0, 1]. Dann gilt E [X] = np.

Beweis.
Rechnerisch: Wegen X < n existiert der EW von X. Es gilt

X] = Zk<TkL>Pk(1 —p) = Zkkl(nnik)!pk“ —p)" ¥

k=0 k=1

n n—1 n—1 1
:Zn.p( (]) (n) k) pkf1(1 _p)nfk :an <nk >pk(] _p)n717k
k=0

k=1

=np(p+ (1—p)" " =np.
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Man kann dies allerdings auch direkt einsehen: X ist verteilt wie die Anzahl der Erfolge
bei n unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Also gilt
X =Y 1,1, wobei A; = {Erfolg im i-ten Teilexperiment}, also P(A;) = p fiir i =
1,...,n. Es folgt
n n

3(vi)

EX“EY Y El1a] "2 Y P(A) = np.

i=1 i=1

Wir betrachten nun Erwartungswerte passender Kompositionen: Sei X : Q — Q' eine
ZVe und f: Q' — R eine Funktion. Mit 2’ = P(Q’) und Px wird der Definitionsbereich
von f zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q’, 21, Px). Deshalb kann man die Abbildung
f: Q' — R als reellwertige ZVe auffassen. Der Deutlichkeit halber bezeichne Ep den
EW von ZVen auf Q, Ep, den EW von ZVen auf Q.

Satz 6.6 (Transformationssatz). In der Situation der vorigen fiinf Zeilen gilt: Es existiert
der EW von foX (bez. Ep) genau dann, wenn der EW von f (bez. Px) existiert. In diesem
Fall gilt

Ep(f o X] = Ep,[f].

Beweis.
Sei {x1,x2,...} eine Abzidhlung der Werte von X und A; = {X = x;} € Q. Dann bilden
A1, Ay, ... eine disjunkte Zerlegung von Q und fiir w € A; gilt X(w) = x;. Damit folgt

ZlfxlllP’x () = ZlfxllP ZZIfxllP{w}

i=1 i=1 weA;

_ZZ|f NIP{w)) = Y IF(X(w))I P({w)).

i=1 weA; we

Damit hat f einen EW bez. Px genau dann, wenn fo X einen EW bzgl P hat. Die gleiche
Rechnung ohne Betrige liefert die Behauptung. 1

Bemerkung 6. Lemma 6.2 kann wie folgt umgeschrieben werden: Bezeichne id : R — R,
x — x die Identitdt auf R. Dann gilt

E[X] = Ep[X] =Eplid o X] = Ep, [id].

Der Erwartungswert kann als Maflzahl fiir den ,,Schwerpunkt®“ bzw. den ,,mittleren Wert“
einer Verteilung aufgefasst werden. Wir betrachten zudem Mafizahlen fiir Streuung um
den Erwartungswert.

Definition 6.7. Seien X,Y reelle ZVe, sodass X2, Y? existierenden EW haben. Dann
heifen:

e Var(X) :=E[(X —E[X])?] die Varianz von X,
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e 0x := +/Var(X) die Standardabweichung von X,
e Cov(X,Y)=E [[X—=E[X)(Y—EI[Y])] die Kovarianz von X und Y,

® DXy C?}’((;(Y der Korrelationskoeffizient von X und Y.

X und Y heiflen unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0 gilt.

Bemerkung 7. Alle EWe in Definition 6.7 sind definiert (existieren), da |X| < 1+ X2,
also existiert E[X] und (X — IE[X])2 < X2 4 2E XX + (E [X])z. Also existiert auch
E [(X — E [X])?], ferner benutze man |X - Y| < X% + Y2. Falls X eine ZVe ist, so dass der
EW von X? existiert, sagt man, dass X ein endliches zweites Moment habe.

Satz 6.8. Seien X, Y, X1,..., X, ZVe mit endlichem zweiten Moment. Dann gilt fiir alle
a,b,c,d € R:

(i) Var(X) =E[X*] —E[X]?,
(ii) Var(aX +b) = a?Var(X),
(iii) Cov(X,Y) =E [XY] —E X]E[Y],

)
)
)
(iv) Cov(aX+b,cY + d) = acCov(X,Y),
(v) Cov(X,Y) = Cov(Y, X),

(vi) Var(Xj+ -+ Xy) = > 1L, Var(Xy) + Zi;éj Cov(Xi, Xj),
(vii) X,Y unabhéngig = X,Y unkorreliert.

Beweis.
(i)-(v) folgen direkt aus der Definition. Z.B. fiir (i):

Var(X) = E[(X —E[X])?] = E[X? — 2E [X]X + E [X]?]
=E[X* —EZE[XIX] + E[X]? = E[X?] — 2E [X]? + E [X]%.

(vi) Wegen (ii) kénnen wir o.E. E[X;] =0 fiir i =1,...,n annehmen. Dann folgt
Var(Xi + -+ X0) ZE[(X) + - + = ¥ EXX; ZE[X%]—FZE[XiX]—].
i,j<n i=1 i#j

Wegen E [X;] = 0 ist dies ) i, Var(X;) + 2 iz Cov(Xy, Xj).
(vii) Seien X, Y unabhingig. Nach Satz 5.7 sind dann (X —E [X]), (Y —E [Y]) unabhéngig.
Also

Cov(X,Y) =E[X—EXNY—-E[YNDI=EX-EXJIE[Y—-E[Y]]=0-0=0.

Somit sind X,Y unkorreliert. |
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Satz 6.9 (Bienaymé). Seien Xj,...,X, unabhingig mit endlichem zweiten Moment.
Dann gilt

n
Var(Xi + -+ +Xn) = ) Var(X;)
Bewets.
O.E. gelte E[X;] = 0 fiir i = 1,...,n. Nach Satz 6.8 (vi) gilt Var(X; +--- + X) =

>, Var(X i)+ 2_i4 E [XiXj]. Nach Satz 6.8 (vii) sind Xj, Xj unkorreliert fiir i 7 j. Damit
ist E [X;Xj] =E [Xi]IE [X;] = 0. Es folgt die Behauptung. 1

Beispiel 6.10. Sei X binomial by}, verteilt mit n € N und p € [0, 1]. Dann gilt
Var(X) =np(1 —p).

Beweis.

Wie im Beweis von Beispiel 6.5 haben wir X = Y I, ]IA, wobei P(A;) = p und
1a,,...,1a, unabhéngige ZVe sind. Es gilt Var(1a,) = E []l ] E []lA 12 = =p p =p(1—
P). Nach Satz 6.9 liefert Unabhéngigkeit der Indikatoren, dass Var(X Zl 1 Var(la,) =
np(1 —p). I

7 Erzeugende Funktionen

FErzeugende Funktionen sind ein analytisches Hilfsmittel zum Studium von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf Np.

Definition 7.1. Die erzeugende Funktion einer W-Verteilung p auf Ny mit u({k}) =
ist gegeben durch

gls) = guls) =) prs*. (7)
k=0

Beobachtungen:

e Die Funktion in (7) ist innerhalb des Konvergenzradius (also im Konvergenzinter-
vall) der Potenzreihe definiert. Fiir |s| < T gilt > 7, Pls¥ < 3 pr =1 < co. Die
Potenzreihe in (7) ist also mindestens fiir |s| < 1 definiert. (Fiir den Konvergenz-
radius 7 gilt r > 1.)

e Sei X eine ZVe in Ny mit Verteilung Px. Dann ist gp,(s) =E [sX].

e Ableitungen: Bezeichne g™ die n-te Ableitung von g, g© := g. Dann gilt

/ _ k—1 (n) _ k—m
ﬂ—é@w, QM_QWHWM

Speziell fiir s = 0: g™ (0) = nlp, also, pn = g™ (0)/n!, n € Ny.
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Korollar 7.2. Eine Verteilung auf Ny ist eindeutig durch ihre erzeugende Funktion
festgelegt, d.h. die Abbildung p +— g, ist injektiv.

Beispiel 7.3. (i) Poisson-Verteilung TT) zum Parameter A > 0: Es gilt px = e”‘%.
Damit folgt fiir alle s € R

N AR NV e
an(s):Ze Agsk:e AZ N _ MsT)
k=0 ’ k=0

(ii) Sei X geometrisch gy, verteilt mit p € (0,1): Es ist dann py = p(1—p)*! fiir k > 1.

Damit gilt
- _ P+ K ps
()= p(1—p) sk =P S ((1-p)e)i = P
Iop %p P 1p§ P 1—s(1—p)

fiir |s| < 1/(1 —p). Der Konvergenzradius ist hier also beschrinkt.

(ili) Fiir die Binomialverteilung by p mit n € N und p € [0, 1] erhalten wir fiir s € R

b, (8) = (ps+1—p)™

Ein allgemeines Problem stellt die Riickgewinnung von Information iiber p aus g, dar.
Wir diskutieren, wie Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable X mit Verteilung
Px = u, falls diese jeweils existieren, aus g, berechnet werden kénnen.

Satz 7.4. Sei X eine ZVe in Ny mit Verteilung Px und erzeugender Funktion g = gp,.
Der EW von X existiert genau dann, wenn der linksseitige Grenzwert

"MM1=):=1 !
g'(1-) 81%19(5)

existiert. Es gilt dann E [X] = ¢’ (1-).

Beweis.

Fiir [s| < Tist g’(s) = 3 32 kpks® ! endlich. Falls E [X] existiert, ist also auch Y 2 kpx <
oo. Nach Korollar 25.4 der Vorlesung Analysis 1 (was im Wesentlichen der Abelsche Ste-

tigkeitssatz fiir Potenzreihen ist) folgt dann limgpy g'(s) = Y oo kpx = E[X]. Falls der
EW von X nicht existiert, gilt > ; kpx = oo und damit lims g’(s) = oo. |

Bemerkung 8. Analog zeigt man, dass der EW von X(X—1)--- (X—k+1) genau dann
existiert, wenn g (1—) := limgy g'®(s) existiert. In diesem Falle gilt

EXX—=1)---(X—k+1)] =g®a-).

Wegen E X2 =E[X(X—1)]+E[X] = ¢g”(1-) + g'(1—) folgt mit Satz 6.8 (i):
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Korollar 7.5. Sei X eine ZVe in Ny mit Verteilung Px und erzeugender Funktion g =
gpy. Falls limgy g”(s) existiert, so gilt

Var(X) = ¢"(1-) + ¢'(1-) — (g'(1-))%

Beispiel 7.6. Sei X poissonverteilt zum Parameter A > 0. Damit ist gp,(s) = eMs=1)
und wir erhalten E [X] = A und Var(X) = A.

Satz 7.7. Sind X, Y unabhéngige ZVe in Ny mit erzeugenden Funktionen gx := gp, und
gy := gp,. Dann gilt fiir die erzeugende Funktion gx vy = gp, .,

gx+v(s) = gx(s)gv(s)
fiir alle s, fiir die sowohl gx als auch gy definiert ist.

Beweis.
Nach Satz 5.7 sind die Zufallsvariablen s* und s¥ unabhiingig. Es folgt also

gxiv(s) =E [sxw} =K {SX . sY} 630 @ [sx] E |:SY] = gx(s)gy(s).

Beispiel 7.8. Seien X,Y unabhingige ZVe mit Poissonverteilungen Px =TT\ und Py =
T, zu Parametern A, p > 0. Dann ist X+ Y poissonverteilt zum Parameter A+, d.h. es
gilt Pxyy =TTy

Beweis.

Mit Satz 7.7 folgt gx.y(s) = exp(A(s — 1)) exp(p(s — 1)) = exp((A + u)(s — 1)). Dies
ist die erzeugende Funktion der TTy,,-Verteilung. Nach Korollar 7.2 ist X + Y damit
Ty u-verteilt. |

Analog zeigt man: Sind X und Y unabhéingige ZVe mit Binomialverteilungen Px = by
und Py = by p mit n, m € N und gemeinsamem p € [0, 1]. Dann ist X+Y binomialverteilt
zu den Parametern n +m und p, d.h. es gilt Px,y = byimyp.
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2 Alligemeine Modelle

In diesem Kapitel werden nun auch Wahrscheinlichkeitsriume definiert und untersucht,
die nicht abzdhlbar zu sein brauchen.

8 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdaume

Definition 8.1. Sei Q # () eine beliebige Menge. Ein System (Familie) 2( von Teilmengen
von Q) heifit o-Algebra (iiber Q), falls gelten:

(a) Q e,

(b) VA eA: A e,

(c) Fiir jede Folge (Ai)i>1 in A gilt J;5; Ay € 2L

Lemma 8.2. Sei 2 eine o-Algebra. Dann gilt

(a) 0 e

(b) Ist (Ai)i>1 eine Folge in 2, so gilt ()57 Ai € 2L

(c) Seien Aj,...,Ap € sogilt AyN...NA, €A und AjU...UA, €2
Beweis.

(a) 0 =QF°,

(b) Niz1 AL = <U121 A§>

(c) AiN...NAL=A1N...NALNAQNAN... e,
AlU...UAL=A1U...UALUDUDU... e .

C
’

Beispiel 8.3. e Sei Q # () eine beliebige Menge, so ist P(Q) eine o-Algebra.
e Sei A C Q, soist {0}, A, A%, Q} eine o-Algebra.

e Sei Q' C Q und A eine o-Algebra iiber Q. Dann ist A’ =2ANQ’ :={ANQ’: A € A}
eine o-Algebra iiber Q. Sie heifit die Spur von 2 in Q' (Ubung).

e Seien 2; o-Algebren iiber Q fiir i € I mit beliebiger Indexmenge 1 # (). Dann ist
(Nie1 2l o-Algebra iiber Q.

Beweis.

Qe fiirallei eI, also Q € (o Ai. Fiir A € N 2 gilt A € fir alleie L.
Damit ist auch A® € 2; fiir alle i € I, also A® € ();c; 2. Sei (Aj)j>1 eine Folge in
Nicr &i- Dann ist (Aj)j>1eine Folge in 2U; fiir alle i € 1. Somit ist Uj21 A; € 2 fiir
alle i € I, also Ui Aj € Nigr i |
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Satz 8.4. Sei Q) # () und F eine beliebige Familie von Teilmengen von Q. Dann existiert
genau eine kleinste o-Algebra A(F), die F enthélt (d.h. F C A(F)). Dabei heifit A(F)
die von F erzeugte o-Algebra und F Erzeuger von 2A(F).

Bewets.

Es existiert mindestens eine o-Algebra 2 mit F C 2 (etwa A = P(Q)). Sei {2 : 1 € [}
die Familie aller o-Algebren 20; mit F C ;. Wir setzen 2(F) := [;; 2. Offenbar gilt
F C A(F) und A(F) ist nach dem vorigen Beispiel eine o-Algebra. Jede F enthaltende o-

Algebra ist beim Durchschnitt ();; % zugelassen. Damit ist (F) kleinstméoglich. |

Beispiel 8.5. Sei Q = RY. Fiir a,b € RY mit a = (ar,...,aq) und b = (by,...,by)
bezeichne

[a,b) = [a1,b1) X --- x [ag, bg) = {(x1,...,xd) eRY: qp < x; < by fiir i = 1,...,d}.
Derartige Teilmengen des RY heifien halboffen, F = {[a,b) c R? : a,b € RY} ist die
Menge der halboffenen Intervalle des RY.

Definition 8.6. Die o-Algebra B9 := (F) iiber RY mit F ={[a,b) c R4: a,b € RY}
heiit Borelsche o-Algebra im RY. Die Mengen von B¢ heifien Borelsche Mengen oder
Borelmengen. Es bezeichne B := B'.

Bemerkung 9. Alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen des R9 sind Borelmengen.

Definition 8.7. Ein messbarer Raum ist ein Paar (Q,2A) bestehend aus einer nichtleeren
Menge Q und einer o-Algebra iiber Q. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2 ist eine
Abbildung P : 24 — [0, 1] mit

(i) PQ) =1,

(ii) P ist o-additiv, d.h. fiir jede Folge (A;)i>1 paarweise disjunkter Mengen in 2 gilt

P <G Ai> = ip(/\i).
i=1 i=1

Das Tripel (Q,2(,P) heiit (allgemeiner) W-Raum, P auch W-Verteilung, die Elemente
von 2 heiflen Ereignisse.

Satz 8.8. Die Aussagen und Begriffe aus Lemma 1.2, Lemma 1.3, Definition 3.2 sowie
Lemma/Satz 3.4-3.11 fiir diskrete W-Rdume gelten auch fiir allgemeine W-Raume.

Definition 8.9. Sei P eine W-Verteilung auf (R, ). Dann heifit
F:R—[0,1], x— P((—o0,x))

Verteilungsfunktion von P.
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Lemma 8.10. Sei F die Verteilungsfunktion einer W-Verteilung P auf (R, ). Dann
gelten:

a) F ist monoton wachsend.

b) F ist linksseitig stetig.

¢) limy_,_ o F(x) =0, limy 00 F(x) = 1.
d) P ist durch F eindeutig festgelegt.
Beweis.

a) Fiir x <y gilt wegen der Monotonie des W-Mafles F(x) =P ((—o0,x)) < P ((—o0,y)) =
Fly).

b) Sei (zn)n>1 eine Folge in R mit z, T z € R. Dann definiert A,, := (—00, z,) eine aufstei-
gende Folge von Ereignissen in B mit (J,~; An = (—00,z). Die Stetigkeit von unten
(vel. Lemma 1.3) liefert limy oo F(zn) = limp_0 P(An) = P(A) = P((—00,2)) =
F(z), also ist F linksseitig stetig.

c) Mit An := (—oo,—n) ist eine absteigende Folge von Ereignissen mit (), ~; An =
() definiert. Die Stetigkeit von oben liefert limp_oo F(—m) = P() = 0. Wegen der
Monotonie von F gilt damit limy_,_o F(x) = 0. Analog folgt mit A,, := (—oo, 1), dass
limp o F(n) =P(R) = 1.

d) Jede Verteilung auf (R%,89) wird durch ihre Werte auf F = {[a,b) ta,b e Rd}
bereits vollsténdig festgelegt. (Dies ist ein mafitheoretischer Satz, der ,Eindeutig-
keitssatz*, der hier ohne Beweis verwendet wird.) Speziell fiir d = 1 folgt:

P (la,b)) =P ((—o00,b) \ (—0o0,a)) =P ((—o0,b)) = P ((—o0, a)) = F(b) — F(a)
fiir alle a < b. Also legt F das W-Maf} P fest.
|

Bemerkung 10. Jede monoton wachsende, linksseitig stetige Funktion G : R — [0, 1]
mit limy_,_oo G(x) = 0 und limy o, G(x) = 1 heifit Verteilungsfunktion und definiert
vermoge P ([a,b)) = F(b) —F(a) eine eindeutige W-Verteilung auf (R, B). (Die Existenz
von PP ist nichttrivial und wird hier nicht bewiesen.)

Fin wichtiger Spezialfall sind Verteilungen mit Dichten: Sei f : R — R(J{ eine nichtnegative
Funktion mit

Joo f(x)dx =T. (8)

—00

Dabei soll das Integral definiert sein, etwa f|;q,) Regelfunktion sein fiir alle a,b € R mit
a < b. Fiir derartige Funktionen f definiert

Y
F(y) :== J f(x)dx
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eine Verteilungsfunktion. Fiir die zugehorige W-Verteilung P gilt

b
Pumbn—J'Hde (9)

Definition 8.11. Sei P eine W-Verteilung auf (R,8) und f: R — ]Rar, so dass (8) und
(9) fiir alle a,b € R mit a < b gelten. Dann heifit f Dichte oder W-Dichte von P.

Beispiel 8.12. 1) Gleichverteilung auf dem Intervall [c, d]: Fiir ¢,d € R mit ¢ < d ist

f(x) = —— 1 g(x)

d—c
eine Funktion mit (8). Die zugehorige Verteilung heifit Gleichverteilung auf [c, d]. Es
ist f also die Dichte der Gleichverteilung auf [c, d].

2) Fiir A > 0 ist durch
fa(x) = ]l[o’oo)(x)Ae’}‘X, x € R,

eine Funktion mit (8) definiert. Die zugehorige Verteilung heifit Exponentialverteilung
zum Parameter A > 0. Es wird spéter klar werden, dass die Exponentialverteilung ein
stetiges Analogon zur geometrischen Verteilung ist. Sie wird etwa verwendet, um die
Wartezeit auf den ersten radioaktiven Zerfall zu modellieren, oder allgemeiner fiir das
erste Auftreten unter zufilligen Phénomenen mit , konstanter Rate pro Zeiteinheit*.

3) Fiir p € R und o > 0 ist durch

2
P p— exp(—“‘”)>

2702 207

eine Funktion mit (8) gegeben. Die zugehorige Verteilung heifit Normalverteilung mit
Parameter u und o?. Diese bezeichnen wir auch mit A (y, 0%). Speziell heifit A/(0, 1)
Standardnormalverteilung. Sie wird zur Modellierung von Messfehlern verwendet und
zur Approximation von Verteilungen. Dies wird spéter durch den ,,Zentralen Grenz-
wertsatz“ begriindet.

Verallgemeinerung auf R9: Sei f: R4 — Ra' eine nichtnegative Funktion mit

J f(x)dx =1, (10)
Rd
und fiir a = (aj,...,aq), b= (by,...,bq) € RY gelte
b ba
P([a,b))—J J f(x1y...,%q) dxq - -+ dxq. (11)
a aq

Definition 8.13. Sei P eine Verteilung auf (R4, 84) und f: R¢ — R, so dass (10) und
(11) fiir alle a,b € R gelten. Dann heifit f Dichte von P.
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9 Messbare Abbildungen und ZVe

Im Fall diskreter W-Réume (Q, 2, P) ist jede Abbildung X : Q — Q' eine ZVe. Wir wol-
len nun auch im allgemeinen Fall (Q, 2, P), wobei 2 eine o0-Algebra, nicht notwendiger-
weise die Potenzmenge von Q ist, (reelle) Zufallsvariable X einfithren und insbesondere
wieder Ereignissen der Form {X < 7} oder {X gerade} Wahrscheinlichkeiten zuordnen.
Dabei tritt das Problem auf, dass fiir eine allgemeine o-Algebra 2l iiber Q) nicht jedem
A C Q eine W-keit zugeordnet wird.

Definition 9.1. Seien (Q,2l) und (Q’,2') messbare Riume. Eine Abbildung f: Q — Q'
heifit messbar, falls fiir alle B € A’ gilt:

f~1(B) € 2.

Ist zudem P ein W-Maf auf (Q, %) (also (Q,2(,P) ein W-Raum), so heifit jede messbare
Abbildung X : Q — Q' Zufallsvariable. Dann definiert Py : 2’ — [0,1], B — Px(B) :=
P (X_] (B)) eine W-Verteilung auf (Q’,2l’). Sie heiit W-Verteilung der ZVe X.

Lemma 9.2. Seien (Q,2), (Q’,2l') messbare Rdume und £ C 2’ ein Erzeuger von 2’
(d.h. (&) =2"). Dann gilt:

f:Q — Q' messbar & f'(E) € A fiir alle E € £.

Bewets.

.= klar, da & C A" =A(E).

. Seien C =2 ({f*1 (E):Ee E}), D ={B e :f1(B) € C}. Nach Voraussetzung gilt
C C 2. Wir zeigen unten, dass D eine o-Algebra ist. Wegen £ C D folgt A’ = A(E) C D.
Fiir B € 2’ beliebig gilt damit B € D, also f~'(B) € C und wegen C C 2 dann f~'(B) € .
Es bleibt damit zu zeigen, dass D eine o-Algebra iiber Q' ist:

(i) f1(Q')=Q e, also Q' € D.
(i) Sei B € D. Dann gilt f~'(B¢) = (f7'(B))" € C, also B¢ € D.

(iii) Sei (Bi)i>1 eine Folge in D. Dann ist

f_] UBi = Uf_1(Bi) S C,

i>1 i>1
also ;> Bi € D.
I

Lemma 9.3. Seien (Q,2l) ein messbarer Raum und f; : Q — R messbare Funktionen
(bez. B) fiir i = 1,...,d. Dann ist f: Q — R4, f(x) = (fi(x),...,fa(x)) messbar (bez.
B9,
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Beweis.

Fiir a = (a1,...,a4), b = (by,...,ba) € R4 gilt £ ([a,b)) = NL; ;' ([ai, bi)) € 2,
da fi,...,fq messbar sind. Da die halboffenen Intervalle einen Erzeuger von B¢ bilden,
folgt die Behauptung aus Lemma 9.2. |

Lemma 9.4. Seien (Q,2), (Q',20"), (Q",;A”) messbare Rdume, f: Q — Q'/g: Q" —
Q" messbare Abbildungen. Dann ist g o f messbar.

Beweis.
Fiir B e 2" ist (gof)~"(B) =f (g7 "(B)) € A, da f, g messbar sind. |
A
e /

Von besonderem Interesse sind messbare Funktionen mit Wertebereich R oder RY. Wenn
nicht anders angegeben, seien R und R¢ stets mit der Borelschen o-Algebra B bzw. B4
versehen.

Bemerkung 11. Es ist leicht zu sehen (hier ohne Beweis), dass die Borelsche o-Algebra
neben den halboffenen Intervallen auch von den offenen Mengen des R¢ erzeugt wird.

Lemma 9.5. Sei f: R4 — RY stetig. Dann ist f messbar (jeweils bez. der Borelschen
o-Algebren B¢ und B4").

Beweis.
Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen sind offen. Das System offener Men-
gen des RY bildet einen Erzeuger von B4’. Aus Lemma 9.2 folgt die Behauptung. 1

Lemma 9.6. Seien (Q,2() ein messbarer Raum und f; : Q — R messbare Funktionen
fiir i € N sowie (o)i>1 eine Folge in R. Dann sind

oofy + -+ onfn, fy1---fh, supfi, jnlg fi, limsupfi, liminff;

ieN i€ i—00 i—o0
messbare Funktionen mit Wertebereich R := [—o0, 00].

Beweis.

Sei f:= (f1,...,fn) : Q = R™ und g : R™ — R die Abbildung g(x1,...,Xn) = x1x1 +
- -+ onXn. Nach Lemma 9.3 ist f messbar, nach Lemma 9.5 ist g messbar, nach Lemma

9.41ist gof = o1 f1 4 - -+ on fy messbar. Ebenso folgt die Messbarkeit des Produkts. Das

System {(—oo, x) : x € R} bildet einen Erzeuger von B, denn [a,b) = (—oo, b) \ (—o0, a).

Wir haben

{supf1<x}:{supf€ } ﬂ{fe —00,x)} €A

i>1 i>1

fiir alle x € R. Nach Lemma 9.2 ist sup f; messbar. Die restlichen Behauptungen folgen
ghnlich. 1
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Definition 9.7. Seien Pq,...,Pq W-Verteilungen auf (R,®B). Eine Verteilung P auf
(R4, B9) heiBt das Produkt der Verteilungen Pi,...,Pq, falls fiir alle a = (aj,...,aq),
b = (by,...,bq) € RY gilt:

Bezeichnung: P=P; ® - -- Q Pg.

Fiir reellwertige ZVe X : QO — R oder Zufallsvektoren X : Q — R¢ wird im Folgenden
stets (R,B) bzw. (RY,B9) als messbarer Bildraum zugrunde gelegt.

Definition 9.8. Seien Xj,..., X4 reellwertige ZVe auf (Q,2(,P) und (Xq,...,Xq) : Q —
RY. Dann heiit Px = P(x,,..x,) die gemeinsame Verteilung von X, ..., Xq.

Definition 9.9. Sei (Q, 2, P) ein W-Raum, (Q4,2(;) messbare Rdume und X; : Q — Q;
ZVe fiir 1 € I # (). Die Familie von ZVen {X; : i € I} heiit unabhéngig, falls fiir jede Wahl
Bi € 2 die Familie {{X; € Bi}: 1 € I} unabhéngig ist (vgl. Definition 3.8).

Fiir reellwertige ZVe gilt folgende Charakterisierung der Unabhéngigkeit.

Satz 9.10. Sei (Q,2(,P) ein W-Raum und Xj, ..., Xq4 reellwertige ZVe auf Q. Dann gilt:
X1y ...y Xq unabhéngig < Px, ® --- @ Px, = Px,,..x,)-

Beweis.

“=“: Fiir die Gleichheit von Verteilungen auf (R4, B9) geniigt, die Gleichheit auf F =
{la,b) : a,b € R4} zu zeigen, vgl. den Beweis von Lemma 8.10 (d). Fiir a = (a1,...,aq),
b = (by,...,bq) € RY gilt

d d
Px, @ -+ ® Px, (la,b)) = [ [ Px, ([ai, b)) = [ [P ({Xi € [as, b))
i=1 i=1
(*) <
=P (ﬂ{xi € [ai,bi)}> =P((X3,...,Xq) € [a,b)) =Px,,..x, ([a,b)),
i=1

wobei fiir (x) die Voraussetzung der Unabhéngigkeit verwendet wird.
»,<=": Seien By,...,Bq € B beliebig. Dann gilt

d
P(ﬂ{xieBi}) =P((X,...,Xq) € By x --- x By)

i=1
) d d
= TIPx(B) =] ]P{X:i € B,
i=1 i=1
wobei fiir (xx) die Voraussetzung verwendet wird. Also sind Xj, ..., X4q unabhéingig. 1
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Lemma 9.11. Seien Xj,...,X3q unabhéngige reellwertige ZVe, Px, habe Dichte f; fiir
i=1,...,d und es sei X = (Xj,...,Xq). Dann hat Px die Dichte

d

f:0xa,...,xa) = [ ] filx).

i=1

Beweis.
Fir a = (ay,...,aq),b = (by,...,bq) € R? gilt

d  b;

d
Px (la, b)) (Q)pri (lay, bi)) = HJ f(xi) dx
[

i=1 73

by ba
:J J fi(x1) - falxa) dxq - - - dx,
aj aqg

wobei fiir (#) Satz 9.10 verwendet wurde. Nach Definition 8.13 ergibt diese Darstellung
gerade die Behauptung. |

Satz 9.12. Seien Xj, X; unabhéngige, reelle ZVe auf (Q,%2,P) mit Dichten f; und f;.
Dann hat X; + X; die Dichte

(e.o]

f]*fz(u)zj filu—v)fa(v)dv, ueR.

—0o0
f1 % fy heiflt Faltung von f; und f;.

Beweis.
Seis € Rund B = {(x1,xz) ERZ:x1 +x < s}. Dann gilt mit der Substitution u =
X1+ X2:

P (X + Xz < s) = Py, x,)(B) = JB 1061 Fa(x2) d(x1, x2)

f1(x1)f2(x2) d(x1,%2) = Joo JS_XZ f2(x2)f1(x1) dxq dx;

—00 J—00

J{(X1»X2) Ix14+x2<s}

:J'oo fz(Xz)Js f1(u—xz)dudxzzr JOO f](U.—Xz)fz(Xz)ddeu.

—00 —0Q o9}

Damit folgt fiir alle s < t

t poo
P(X;+X; €ls,t)) :J J fi(u—v)fy(v)dvdu.

§ J—00

Nach Definition 8.11 ist damit der innere Integrand u +— fiooo f1(u —v)f(v) dv Dichte
von Xj + Xj. |
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10 Erwartungswerte und hohere Momente

Sei X eine diskrete ZVe mit Werten {x1, X2, ...} und existierendem Erwartungswert. Dann
gilt E[X] = > 2, %P ({X =xi}). In allgemeinen W-Réumen kann der EW durch einen
Grenziibergang aus dem EW fiir den diskreten Fall gewonnen werden: Sei X : Q — R
eine ZVe mit (allgemeinem) W-Raum (Q, 2, P) und Bildraum (R,®). Dann setze man
etwa fiir alle n > 1

k K+ 1
Ank::{§X<+} fiir k € Z
n n

und approximieren X durch die diskrete ZVe
— k
XT'L = Z E]}.Ank) n Z ].
k=—00
Es gilt dann X, < X < X+ % Falls die EWe der X;, existieren, so gilt |E [Xp] —E [X]| <
Tll—i— lm, d.h. (E [Xn])n>1 ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent in R. In diesem Fall
setzt man

E[X] = lim E[Xy]. (12)

n—oo
Andere Schreibweisen sind E p[X] oder IX dP.

Bemerkung 12. Man beachte, dass sich die Vorgehensweise von der Definition von
Riemann-Integralen oder Integralen von Regelfunktionen dahingehend prinzipiell unter-
scheidet, dass nicht der Urbildraum, sondern der Bildraum (dquidistant) unterteilt wird.
Dies entspricht dem Vorgehen zur Definition des Lebesgue-Integrals.

Da sich Grenzwerte der Form (12) nur selten explizit berechnen lassen, ist fiir praktische
Zwecke folgender Zusammenhang zentral, den man auch als Definition des Erwartungs-
werts direkt verwenden konnte.

Satz 10.1. Sei X eine reellwertige ZVe, deren Verteilung Px eine Dichte f besitze, die
bis auf endlich viele Stellen stetig sei. Sei g : R — R stetig. Dann existiert der EW von
g(X) genau dann, wenn fiooo lg(x)|f(x) dx < oo, und in diesem Fall gilt

Beweisskizze.

Zu & > 0 existiert eine Folge (Xn)nez mit x, — oo fiir n — oo, X, — —oo fiir n — —oo
und [g(x) — g(xn)| < 8 fiir alle x,, < x < xpaq. Sei gs(x) := g(xn) fiir alle x € [xn, Xni1)-
Damit ist eine Treppenfunktion gs definiert mit |gs(x) — g(x)| < & fiir alle x € R. Da
gs(X) eine diskrete ZVe ist gilt

Elgs(X)] = > g(xn)P (X € KnyXni1))

=3 bl [ e [T gt as

n=—oo Xn
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falls dieses Integral existiert, d.h. falls fiooo lg(x)|f(x) dx < oo. |

Bemerkung 13. Es handelt sich hierbei nur um eine Beweisskizze, da in der Definition
(12) die Unabhéngigkeit des Grenzwerts von der verwendeten approximierenden Folge
gezeigt werden miisste.

Korollar 10.2. Fiir eine reellwertige ZVe X, deren Verteilung eine Dichte f besitzt mit
fiooo [x|f(x) dx < oo, existiert der EW und es gilt

o0
EX] = J xf(x) dx.
—0o0
Beispiel 10.3. Sei X gleichverteilt auf [c, d], d.h. Px habe Dichte x — ﬁ]l[cyd](x) dx.

Dann folgt mit Korollar 10.2
] 1 1 d*—c¢ d+c

1 dx = dx = = .
wad—c e (x) dx d—cLX *Ta-c¢ 2 2
Definition 10.4. Sei X eine reellwertige ZVe mit Dichte f und fiooo [x|™f(x) dx < oo fiir
ein m € N. Dann heif3t

E[X] =

E[X™ = J x™f(x) dx m-tes Moment der ZVe X,

—0Q

E[X™ = J [x|™f(x) dx m-tes absolutes Moment der ZVe X.

—00

Hat X ein endliches zweites Moment (d.h. existiert der EW von X?), so heifit

Var(X) =E[(X—E[X])?] = r, (x — E [X])*f(x) dx

—00

Varianz von X.

Lemma 10.5. Die Rechenregeln fiir den Erwartungswert aus den Sétzen 6.3 und 6.6

und fiir die Varianz aus den Sétzen 6.8 und 6.9 gelten auch fiir allgemeine reellwertige
ZVe.

Satz 10.6 (Jensensche Ungleichung). Seien X eine reellwertige ZVe und f: R — R ein
konvexe Funktion, so dass die EWe von X und f o X existieren. Dann gilt

E[foX] > f(E[X]).

Bewets.
Sei f konvex, d.h. es gilt

Vx,y € RyA € [0,1]: f(Ax+ (T —A)y) < Af(x) + (1 —A)f(y).

An jeder Stelle xg € R existiert eine Stiitzgerade x — ax + b, d.h. a,b € R mit f(xq) =
axo + b und f(x) > ax + b fiir alle x € R. Wir wihlen xo = E [X]. Dann folgt

f(EX]) = aE [X] + b = E [aX + b] < E [f(X]].
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Beispiel 10.7. e x — |x| ist konvex, also gilt |[E [X]| < E [|X]], falls E [[X]] existiert.
e x — [x[P ist fiir p > 1 konvex, also gilt |E [X]|P < E [[X|P].
Lemma 10.8 (Eigenschaften von Momenten). Seien X,Y reellwertige ZVe.

a) X" habe EW fiir ein r > 0. Dann hat |X|* EW fiir alle 0 < s <.

b) Es gilt
TV EIXI+ENYF)  fiir v > 1,

EIX+ Y[ < {
E[IXI"T+ E[|Y["] firo<r<T.
Insbesondere ist
L(Q,20,P):={X:Q —=RZV : X" hat EW}
fiir r > 0 ein Vektorraum.
¢) Es gilt (E[XIN"S < (E[XDV" fiir alle 0 < s <, falls [X|" einen EW hat.
Beweis.

a) Es gilt [XF <14+ X["= E[XF] <1T+E[X]] < oco.

Also E[X+ YT <2 (E[IXT+E[]Y["]). Falls 0 < r < 1, so gilt (a +b)" < a"+b"
fir alle a,b > 0. Dies liefert die Behauptung im Fall 0 < r < 1.

b) Falls 1 > 1, so ist x — [x|” konvex. Damit ist ‘%r < (X" + [yl fiir alle x,y € R.

¢) x — |x|"/% ist konvex. Die Jensensche Ungleichung angewandt auf [X|* liefert

E (X)) = (& IXF)™*, also (BIXIDY" > (EIXF)"*.

Satz 10.9 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Fiir beliebige X,Y € £,(Q,2(,P) gilt
(EXY])? <E [XZ} E [YZ] :
Bewess.
Fiir A € Rist 0 < E [(AX—Y)Z] = A2E [X2]—2AE [XY]+E [Y2]. Speziell fiir A = E [XY]/E [X?]
ergibt sich
E 2 E 2
0 < EXYD)T L (EXY])

2 2 2 2
< mod ena TEI = [EXY) <ENCIEN.

Bemerkung 14. a) Fiir 0 < s <r gilt £,(Q,2P) C £;(Q,2A,P).

b) Fiir ¥ > 1 und X € £,(Q,2,P) definiert [|X|; := (E[X[)"/" eine Semi-Norm auf
L£.(Q,2,P). Es gilt | X]||s < [|X|; fiir 1 <s <.

c) Fir X,Y € £,(Q,2,P) und (X,Y) := E[XY] liest sich die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung (X, Y) < [[X]|2[[Y]]2-
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3 Summen unabhangiger Zufallsvariablen

In einem fairen Spiel zwischen zwei Spielern werde vielfach unabhéngig eine Miinze
geworfen. Bei Kopf erhilt jeweils Spieler A einen vorgegebenen Einsatz E > 0 von Spieler
B, bei Zahl erhélt Spieler B den Einsatz E von Spieler A. Was kann man iiber den Gewinn
von Spieler A asymptotisch sagen, wenn das Spiel sehr lange dauert?

Wir modellieren dies wie folgt: Es sei (Xi)i>1 eine Folge unabhéngiger ZVen mit P(X; =
1) = % = P(X; = —1). Das Ereignis {X; = 1} bedeute, dass Spieler A im i-ten Spiel
gewinnt. Dann ist der Gewinn von Spieler A gegeben durch

falls n Spiele gespielt werden. Es ist Sy also eine Summe unabhéngiger ZVe. Summen
unabhéngiger Zufallsvariablen treten bei der stochastischen Modellierung in zahlreichen
Situationen auf. Deshalb untersuchen wir das asymptotische Verhalten solcher Summen.
Es zeigt sich dabei, dass der Zufall nichts vollig Willkiirliches ist, sondern Gesetzen folgt,
die wir im Rahmen mathematischer Modellierungen beweisen kénnen.

11 Die Gesetze groBer Zahlen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten von S;,/n, wobei S;, eine Summe von
n unabhéngigen Zufallsvariablen ist.

Satz 11.1 (Markovsche Ungleichung). Sei ¢ : [0,00) — [0, 00) monoton wachsend und
¢ > 0 mit @(e) > 0. Dann gilt fiir jede reellwertige ZVe Z

Ele(12D]

P(lZ] =€) < ole)

Beweis.
Fir w € Q sei

Y(w) {cp(s), falls |Z(a)| > ¢,

0, falls |Z(w)| < e.
Dann gilt Y < @(]Z|) punktweise. Die Monotonie des EW liefert E[@(|Z])] > E[Y] =
@(e)P(|Z] > ¢€). Dies ist die Behauptung. |

Bemerkung 15. Falls der EW von ¢(|Z]) nicht existiert, wird E [¢@(|Z])] = oo gesetzt,
die Behauptung gilt dann trivialerweise.

Korollar 11.2 (Chebyshevsche Ungleichung). Sei X eine reellwertige ZVe mit Var(X) <
0o. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

< Var(X).

PIX-E[X]| > ¢)

€2
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Beweis.
Sei Z:= X —E[X] und @(x) :=x*. Dann liefert die Markovsche Ungleichung

Elp(Z) E[(X—EX) _ Var(X)
ole) €2 e

P(IX-EX]>¢)=P(|Z] > ¢) <

Dies ist die Behauptung. |

Satz 11.3 (Schwaches Gesetz grofler Zahlen). Seien (Xj);>1 eine Folge unabhéngiger ZVe
mit E [X;] = n und Var(X;) < M fiir alle i € N mit einer Schranke M < oo. Bezeichne
Sn =Y i ; Xi. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

1
P(‘Snu’2£> gzﬂeo, (n — o).
n en

Bewezs.
Bezeichne X := %Sn. Dann gilt E [X] = %Z?:] E[X;] = u und

M
Var(X) —Var (Z Xi ) Z Var(X;) < e

wobei Satz 6.8 und der Satz von Bienaymé 6.9 verwendet werden. Die Chebyshevsche
Ungleichung liefert
Var(X) M

<
e2 T en

P(‘lsn_u'zf':):P“X_E[X”ZE)S — 0.

Dies ist die Behauptung. 1

Bemerkung 16. Sei (X;)i>1 eine Folge von Bernoulli- Experimenten die unabhangig mit
Erfolgswahrschinlichkeit p € [0, 1] ausgefiihrt werden. Bezeichne Hp (w) := L 37 | X;(

fiir w € Q die relative Anzahl von Erfolgen, siche Abbildung 1. Das schwache Gesetz
grofler Zahlen liefert

P(Hn—pl>¢) < dein

Fiir groe n ist die W-keit, dass sich die relative Haufigkeit von der Erfolgswahrschein-
lichkeit um mehr als ¢ unterscheidet, also klein.

Definition 11.4. Sei (Xy)n>1 eine Folge von ZVen und X eine ZVe auf (Q, %, P). Die
Folge (Xn)n>1 konvergiert stochastisch gegen X, falls gilt

Ve>0: lim P(|Xn—X|>¢) =0.
n—oo

Stochastische Konvergenz bezeichnen wir mit X, 5 x

Bemerkung 17. Die Aussage des schwachen Gesetzes grofler Zahlen ist also %Sn L L.
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p=0.5 p=0.95
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Abbildung 1: Gezeigt sind jeweils Simulationen (Hj(w;i))j=1,...10000 fiir i = 1,2,3, vgl.

Bemerkung 16. Im linken Bild ist p = %, rechts p = 0.95. Zur Simulation
wurde folgender R-Code verwendet:

n <- 10000
p <- 0.5 # Hier entsprechend 0.95 ersetzen.
m <- 3

plot(0, 0, type="n", xlab="j", ylab=expression(paste(H[j]l)),
xlim=c(0,n), ylim=c(0,1))
abline (h=p, 1lty=2)
for (i in 1:m){
X <- sample(c(1,0), prob=c(p,1-p), replace=TRUE, n)
S <~ cumsum(X)/(1:n)
lines(S, col=rainbow(m, start=0.6, end=0.8)[i])

}
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Definition 11.5. Seien (Xy)n>1 eine Folge von ZVen und X eine ZVe auf (Q,2(,P). Die
Folge (Xn)n>1 konvergiert fast sicher gegen X, falls

P({ lim X, :x}) :P({w €0 lim Xy (w) :xm)}) —1.

n—oo n—oo

Fast sichere Konvergenz bezeichnen wir mit X;; — X f.s.

Satz 11.6. Seien (Xn)n>1 eine Folge von ZVen und X eine ZVe auf (Q, 2, P). Dann gilt
mit n — oo:
Xn = X £5. = Xy 5 X.

Bewets.
Sei € > 0 beliebig und bezeichne

By :i={Xn—X|<efirallen>N}={w e Q:|Xn(w)— X(w)| < ¢ fiir alle n > N}.

(Bn)n>1 bildet eine aufsteigende Folge von Mengen mit
A:={lim X, =X} | ] Bn.
n—oo
N>1
Wegen P(A) = 1 folgt, dass IF’(UN21 Bn) = 1, mit der Stetigkeit von unten gilt also
P(Bn) — 1 fiir N — oo. Damit gilt P([Xn — X| > ¢) < P(B§) — 0 fiir N — oo. |

Definition 11.7. Sei (An)n>1 eine Folge von Ereignissen. Dann heifit

o0 (o]
limsup Ay, := m U Ay Limessuperior von (An)n>1,

n—oo n=1k=n

o o
liminf Ay := U m Ay Limesinferior von (An)n>1.
n=1 k=

Bemerkung 18. Es gilt

limsup A, ={w € Q: w € A, fiir unendlich viele n € N},

n—oo
liminf A, ={w € Q: w € A, fiir fast alle n € N}.

n—oo

Satz 11.8 (Lemma von Borel-Cantelli). Sei (Ay)x>1 eine Folge von Ereignissen.

a) Falls ) 27, P(Ay) < oo, so gilt

P <lim sup Ak) =0.

k—oo

b) Sind (Ag)k>1 eine unabhéingige Familie und ) 2, P(Ay) = oo, so gilt

P <lim sup Ak> =1.

k—oo

44



3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Beweis.
Ad a): Es ist limsupy_,o Ax = g Uren Ak, also fiir n > 1

IP’(hmsupAk> <IP’<U Ak> <ZIP’ Ax) =% 0,

k—o0 k=n k=n

da die Reihe ) 2, P(Ax) konvergiert.

Ad b): Die Unabhéngigkeit der Ereignisse liefert fiir festes n € N und N > n:

N
(ﬂ A°> - H (1 —P(Ay)) < Hexp(—IF’(Ak = exp ( ZIP Ay ) Noee g
k=n k=n

da die Reihe ) ;2 P(Ax) divergiert. Hierbei wurde die fiir alle x € R giiltige Ungleichung
1+ x < e* verwendet. Die Stetigkeit von oben liefert also ]P’(ﬂan Ay) = 0. Die Sub-o-
Additivitat liefert nun

P ((1msupas)) = (U ﬂm) <Zp<ﬂ AC> “o

k00 n=1k=n
Es folgt die Behauptung. |

Satz 11.9 (Starkes Gesetz grofier Zahlen). Sei (Xn)n>1 eine Folge unabhingiger ZVe
mit E [Xf'] < M < oo fiir alle i € N. Dann gilt

.] n

EZ (Xi —E[X{]) = 0 f.s. fiir n — oo.

i=1

Bemerkung 19. Die Voraussetzung endlicher vierter Momente in Satz 11.9 kann zu
endlichen ersten absoluten Momenten abgeschwiicht werden. Dies erfordert einen auf-
wendigeren Beweis.

Beweis von Satz 11.9.
Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass E [X;] = 0 fiir alle 1 € N. Damit ist zu
zeigen, dass %Z?:] X;i — 0 f.s., d.h.

(i)

Wir haben fiir alle w € Q, dass

JLH;OHZX
] n
(:)V£>OEIN€NVn2N:|ZXi(w) <ce
ni:1
1 & 1
& VYmeNINeNVn>N: —ZXi(w) < —.
Tli:] m
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3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Damit lédsst sich das Ereignis in (13) umformulieren in

{T}:H;onZX —0} N U ﬁ{

m=1N=1n=N

3=

Z w)

i=1

> 111} (14)

Wegen der Subadditivitdt des W-Mafles reicht es fiir alle m € N zu zeigen, dass

P(hmsup{\ 5 il > 1) <o

n—oo
Wegen der Unabhingigkeit der X; und E[X;] = 0 fiir alle i € N gilt E [X;X;X,Xi] = 0,
aufler 1,j,k,l € N sind paarweise gleich. Damit folgt

E (i Xi>4 - i i i i E [X;Xj XXl

Fiir das Komplement dieses Ereignisses erhalten wir

00wl e

m=1 N=1 n=N o

] n

EZXi(

i=1

)) 1 1»]:1

wobei fiir (x) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, Satz 10.9, verwendet wurde. Dies

liefert
1 LI
_ _ 4
P(nZXiZE)—P EZXI > €
i=1 i=1
Satz 11.1 1 3IiM
< E{(X1+"'+Xn)4]§ﬂ'
(en) en
Es folgt
o0
3 4M
> p ( Zx > ) < Z m
n=1
also nach dem Lemma von Borel-Cantelli 11.8 a)
, 1 & 1
P | lim sup —ZX;L > — =0.
n—oo n i m
Es folgt die Behauptung. 1
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12 Approximation der Binomialverteilung

Wir betrachten nochmals den Kontostand S, = > ' ; X; von Spieler A (mit Einsatz
E = 1) in Abschnitt 11, wobei Xj,..., X, unabhéngig sind und wir hier P(X; = 1) = p,
P(X; = —1) = 1—p =: q annehmen mit p € (0,1). Mit B; := %(Xi+1) sind By,..., B, die
Ausginge von n unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Wir erhalten

n
Sp=-Tn+ zZ B;.
i=1

Wir wissen, dass ) ;,, Bi binomial by, p-verteilt ist. Damit gilt fiir a < b, dass

i<n

P (Sy € [a,b]) = bn ({“;“,b;“]).

Die Verteilung Ps, von Sy, ist also vollsténdig beschrieben. Das schwache Gesetz grofler
Zahlen (auf By,...,B, angewandt) liefert dann

-] n
n;Bi_p

oder dquivalent, dass fiir alle ¢ > 0 gilt

Va>O:IP’<

Za)—>0, (n — o0)

P (Z Bic (n(p—e),n(p+ e))) =1, (n— o).
i=1

Die Summe Zogign B; liegt also ,,mit hoher Wahrscheinlichkeit“ (genauer: mit gegen 1
konvergierender Wahrscheinlichkeit) im Intervall (n(p — ¢),n(p + ¢)). Fiir die Binomi-
alverteilung bedeutet dies fiir alle ¢ > 0:

bn,p((n(p_e))n(p"i_s))) _>1) (TL—)OO)

In diesem Abschnitt soll nun die Binomialverteilung by, in diesem Intervall genauer
untersucht werden. Wir haben fiir k € {0,...,n}

n _
by (0 = ()1 —p0 -
Zur Approximation eignet sich die Stirlingsche Formel:

n! = v2nn (E>ne‘9(“) ~V2mm (E)n,
e e

wobei (12n + 1)7! < 9(n) < (12n)~'. Fiir Folgen (an)n>1, (bn)n>1 werden folgende
Bezeichnungen verwendet:

an

an ~ by = B — 1fiirn — oo (asymptotische Aquivalenz),
n
an = o(b,) (&= % — 0 fiir n = oo (klein-o-Notation).
n
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Wir betrachten ein von n abhéngendes k = k,, mit %‘ — p fiir n — oo, d.h. insbesondere
gilt k € (n(p —¢),n(p + ¢)) fiir alle n hinreichend grof. Die Stirlingsche Formel liefert
dann

B n! " n—k n 12 n" k n—k
bp (k) = o1 =) ~<2ﬂk(n_k)) e )

o n 1/2 npyk [ ng n—k
_Vﬁn<un—k0 (17 (n—k) ’

wobei ¢ = 1 —p verwendet wird. Aus k ~np und n — k ~ nq folgt

n \7? 1 1
k(n —k) Jpq  on’
wobei 02 die Varianz einer by p-verteilten ZVe bezeichne (vgl. Beispiel 6.10). Wir haben
also

1 npy\k [/ ng \"° 1
bn’p({k})w\/ﬁ(k> <n—k> = ﬁ)((&k)- (15)

Um x(n, k) asymptotisch zu beschreiben, kiirzen wir t = t, = kﬁ = % ab. Dann gilt

—Iny(n,k) :n{tln; +(1—1t)In ] qt} =:ng(t). (16)

Die Funktion g spielt auch in anderen Untersuchungen der Binomialverteilung eine we-
sentliche Rolle, sie heifit Ratenfunktion der Binomialverteilung by p. Wir betrachten die

Taylorentwicklung von g um p: Es ist g(p) =0, ¢'(p) =0, g”(p) = p]—q, also

g(t) (t—p)? +¥(t—p),

 2pq

wobei der Restterm 1 die Abschitzung [ (t—p)| < Clt—p]? fiir eine passende Konstante
C > 0 in einer Umgebung von p erfiillt. Nehmen wir nun fiir t = t,, die stérkere Annahme

n(t —p)® — 0 fir n — oo (17)

an, so folgt np(t —p) — 0 und damit in (16):

(t—p)?
| _
nx(n,k)—n g
Mit der Abkiirzung
k —
x(n, k) :== np (18)
On
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folgt also

x(n, k)?

— 0 fiir n — oo. (19)

Die Bedingung (17) bedeutet fiir x(n, k):
x(n, k)3
Vyn
1

\/ﬁ exp(—x?/2) die Dichte der Standardnormalverteilung,

so liefert Einsetzen von (19) in (15):

— 0. (20)

Bezeichnen wir mit ¢(x) :

Satz 12.1 (Lokaler Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung). Sei 0 < p < 1 und
(kn)n>1 eine Folge mit (20), wobei x(n, k) gegeben ist durch (18) mit o, = \/npq. Dann
gilt

bap () ~ @ (x(n, k). (1)

Sind (&tn)n>1, (Bn)n>1 Folgen mit (20), so ist die Konvergenz (21) gleichméfig fiir alle
(kn)n>1 mit oy < kpy < By fiir allen > 1.

Eine typische Situation, in der Satz 12.1 angewandt wird, ist

kn =np +xy/npq + O(1)

mit x € R, wobei O(1) (groB-O-Notation) einen von n anhéngenden Term bezeichnet
(also eine Folge), der beschrinkt in n ist. Genauer: Eine Folge (rn)n>1 ist O(1), falls
SUpp>1 [Tl < 00

Bemerkung 20 (Veranschaulichung von Satz 12.1). Wir betrachten das Histogramm
der Binomialverteilung, d.h. wir tragen iiber dem Intervall [k — %,k + %] ein Rechteck
der Fliche by p({k}) ein. Fiir groBe n wird das Histogramm sehr flach (da sich die Fliche
aller Rechtecke stets zu 1 summiert). Man reskaliert deshalb wie folgt: Betrachte statt
k nun x(n, k) = k;“’; und trage auf [x(n,k) — Zx/fﬁ’ x(n, k) + 2\/]7“%] ein Rechteck der
Flache bynp({k}) ein. Fiir k wie in Satz 12.1, d.h. mit (20), konvergiert die Hohe des
Rechtecks gegen @(x(n, k)) nach Satz 12.1. Das reskalierte Histogramm konvergiert also
in diesem Sinne gegen die Dichte der Standardnormalverteilung. Um Satz 12.1 fiir ZVen
umzuschreiben, bezeichne S;, eine by ,-verteilte ZVe, also etwa die Summe der Erfolge
bei n unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1). Es
ist dann

o Snnp_knp>_ <S —np _ > .
P(Sy=k) =P = =P k S* =x(n,k
s =P (e = e ypg M) ZEE =)

im Sinne der folgenden Definition.
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Definition 12.2. Sei X eine ZVe in £,(Q, 2, P). Dann heifit

~ X—-E[X]
B Var(X)

X*

die standardisierte Form (oder ZVe) zu X.

Bemerkung 21. Es gilt stets E [X*] = 0 und Var(X*) = 1. Fiir die standardisierte ZVe
S; zu Sy gilt dann
. 1
P (S, =x(n,k)) ~ —¢ (x(n, k))

On
fiir (kn)n>1 mit (20).
Im né#chsten Schritt sollen nicht nur die Wahrscheinlichkeiten der ,lokalen“ Ereignisse
{S;, = x(n, k)} approximiert werden, sondern auch Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse
der Form {a < S} < b} fiir a < b. Wir bezeichnen dazu mit

O(x) = J_ o) du = ¢]zTT J_ 2 4y

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Satz 12.3 (Satz von de Moivre-Laplace). Sei 0 < p < 1 und Sy, eine by p-verteilte ZVe.
Dann gilt fiir alle a < b:

lim P(a<S*<b)=0(b)—d(a).

n—oo

Beweis.
Seien a < b und, wie zuvor, o = \/npq. Es seien an := [aon +np], fn := [bon +np].
Da S, eine ganzzahlige ZVe ist, gilt dann

{a < S}, <b}={aon +np < Sy <bon +np}={axn < Sn < Pk

Ferner gilt nach Konstruktion

1 1
|X(Tl, o‘n) - C1| S ) |X(Tl, Bn) - bl § — -

O—n O-Tl

Nach Satz 12.1 existieren eine Folge (&n)n>1 mit €5 | 0 und

b p ({k}) .
g, < — WP fiir all <k< By
S Glxin k) gy — e e om S s B
Mit Ry = 3 P, L (x(n,k)) gilt also
(1 —En)RnSP(QSSﬁSb) < (1 +£n)Rn- (22)

Andererseits ist aber R,, die Riemann-Summe zu
x(n,Bn+3) 1 1
J (p(x)dx@(x(n,[ﬁn—l—))—@(x(n,an—)). (23)
K(nan—1) 2 2
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Mit n — oo folgt aus (22) und x(n, Bn + %) — b sowie x(n, oy — %) — a, dass

lim P(a < S:<b)=(b)— d(a).

n—oo
Dies ist die Behauptung. 1

Beispiel 12.4. Es werden 600 faire Wiirfel geworfen. Die Wahrscheinlichkeit, mindestens
90 Sechsen und hochstens 100 Sechsen zu werfen, wird gesucht. Exakt erhélt man

bnp({90,...,100}) = 04024 ...

fir n = 600 und p = . Damit gilt np = 100, 0, = \/Apq = 9,13. Die Approximation
aus dem Satz von de Moivre-Laplace liefert

10
913

n

P(90§sn§100):p<90—100§5* §M>
On o

%(D(O)(D( > ~ 0,36,
wobei Sy die bggg 1/6-Verteilung hat.

Genauer kann mit den Korrekturtermen :I:% in (23) im Beweis von Satz 12.3 approxi-
miert werden: Statt des Integrals iiber [(90 — 100)/0n, (100 — 100)/0] nehme man das
Integral iiber [(90 — 3100)/0n, (100 4+ § —100)/0y). Wegen o, — oo fiir n — oo macht
dies asymptotisch im Grenzwert keinen Unterschied, fiir festes n liefert dies jedoch eine
bessere Approximation:

0,5 10,5
< < ~ ) — === ~ .
P (90 < S, <100) ®<9)]3> < 9)]3> 0,397

13 Poissonapproximation

In diesem Abschnitt werden Summen unabhéngiger Indikatorvariablen (die also die
Ausgiinge unabhéngiger Bernoulli Experimente beschreiben) approximiert, deren Er-
folgswahrscheinlichkeiten nicht gleich zu sein brauchen. Die hier dargestellte Approxi-
mation durch die Poissonverteilung ist niitzlich, falls die Erfolge vieler unabhingiger
Bernoulli-Experimente mit kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten gezéhlt werden. Insbe-
sondere kann die Binomialverteilung by, fiir grofie n und kleine p approximiert werden.
Die Poissonverteilung TT) zum Parameter A > 0 war definiert durch

)\k
T ({k}) = e*kg fiir k € Np.
In Beispiel 7.8 zu Satz 7.7 iiber erzeugende Funktionen erhielten wir
X,Y unabhéngig mit Px =TT\ und Py =TI, = Pxyy =Ty, fir A,p>0. (24)

Zur Approximation von Verteilungen auf Z verwenden wir folgenden Abstandsbegriff.
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Definition 13.1. Seien Q; und Q; W-Verteilungen auf (Z,P(Z)). Dann heifit

W (Q1,Q2) =) 1Qi({k}) — Qa2({k})

keZ
der Totalvariationsabstand von Q1 und Q;.
Bemerkung 22. Wir haben folgende offensichtliche Eigenschaften:

o Es gilt stets dnv/(Q1,Q2) < 2, denn

D IQi{kD — QKNI < D (Qi({k}) + Qa({k}) <2

keZ keZ

e Seien Qn, Q W-Verteilungen auf Z fiir n > 1. Falls drv(Qn, Q) — 0, so Qn({k}) —
Q{k}) fiir n — oo fiir alle k € Z. Die Konvergenz gilt gleichméfig in k € Z.

Satz 13.2 (Koppelungslemma). Seien Qi, Q,; W-Verteilungen auf Z und X,Y ZVe auf
einem W-Raum (Q, 2, P) mit Px = Qq und Py = Q;. Dann gilt

v(Q1,Q2) < 2P(X #Y).

Beweis.
Fir k € Z ist

IP(X=k)—P(Y =k
—P(X=Kk Y=k +P(X=kY#£k) —P(Y=kX=k) +P(Y=kX k)]
<PX=kY#Kk +P(Y=kX#k).

Andererseits ist

XY= (X#VIn{X=x) =] {X=Kn{Y £k}

kEZ kEZ

eine paarweise disjunkte Vereinigung. Es folgt also

D P(X=kY#k) =P(X#Y).

KEZ

Insgesamt folgt

w(Q1,Q2) =D 1Qi({kh) — Qal{k)l = ) IP(X =k) —P(Y = k)|

keZ KEZ
<Z: X=KY#K +P(Y=kX#k)) =2P(X £Y).
keZ
Dies ist die Behauptung. 1
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Satz 13.3. Seien Xj,..., X, unabhingige ZVe mit P(X; = 1) =pi, P(Xy =0) =1 —p;
und pr,...,pn € [0,1]. Seien S, = Y 1 X{ und Ay = p1 + - - + pn. Dann gilt

drv (Ps,,Th,) <2 ph.

i=1

Bewets.

Um Satz 13.2 anwenden zu konnen, miissen Sy und ZVe T,, mit Py =TT, auf einem W-
Raum konstruiert werden, sodass Sy und T,, mit moéglichst groflier W-keit gleiche Werte
annehmen. Dazu wéhlen wir Q; = {—1,0,1,2,...} und je eine W-Verteilung auf Q; wie
folgt fir allei=1,...,n:

PU({O) =1—p,

. P¥
Pi{k)) = ey

Pi(-1) = e~ (1-py).
(Wegen 1+x < e* fiir x € R ist P;({—1}) > 0 und damit durch die Werte oben tatéchlich
eine W-Verteilung P; definiert.) Ferner seien Q := Q7 x - - - x Q,, und P das Produktmafl

der Pq,..., Py auf Q (vgl. Definition 4.3), d.h. fiir w = (wy,...,ws) € Q gilt P{w}) =
ngign P;({wi}). Wir definieren ZVe auf Q durch

Xl((l.)) _ O) falls w; = O, Yl((l)) _ k, falls w; =k > 1
1, sonst, 0, sonst,

fir k > 1,

fir i = 1,...,mn. Nach Satz 4.2 bilden {Xi,...,Xn} und {Y7,...,Yn} jeweils eine un-
abhéngige Familie von ZVen. (Die Projektionen auf die einzelnen Komponenten sind
unter einem Produktmafl unabhingig, die X; sind Funktionen der Projektionen, es
greift deshalb Satz 5.7. Fiir die Y; ebenso.) Nach Konstruktion sind Xi,..., Xy ver-
teilt wie im Satz vorgegeben, Y7,..., Yy, sind poissonverteilt, Py, = TIp,. Nach (24) ist
also T, := Y7 + --- + Yy, poissonverteilt zum Parameter A, > 0, d.h. Pr, = TI,,. Das
Koppelungslemma (Satz 13.2) impliziert

drv (Ps,, 1Ty, ) < 2P (Sn # Tn) . (25)
Wegen {S;, # T} C U1§i§n{Xi # Y.} schitzen wir P(X; #Y;) ab: Es ist
P(Xi =Yi) = Pi({0}) + Pi({1}) =1 —pi + e Pipy,

also P(X; # Yi) =pi(1 —e™Pi) < piz, wobei wieder die Ungleichung e* > 1+ x fiir x € R
verwendet wird. Mit (25) folgt deshalb

n n

drv (Ps,,Th,) <2P(Sp #To) <2) P(Xi #Y:) <2 pi.
i=1 i=1

Dies ist die Behauptung. |
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Korollar 13.4. Sei p = p(n) eine Folge in [0,1] mit n-p — A > 0 fiir n — oco. Dann
gilt fiir die Binomialverteilung by p:

bnp({k}) =3 T ({k}) fiir alle k € No.

Beweis.

Fiir festes n € N setzen wir py := -+ := pn := p(n). Es seien Xj,..., X, unabhingige
ZVe mit P(X; = 1) = p; = P(X; = 0). Dann ist S, = Y i'; X; binomial by, ) verteilt.
Nach Satz 13.3 gilt also

2\?
drv (bn,p(n))”np(n)) < ZTLPZ(TI) ~ T — 0 fiir n — oo.

Andererseits gilt fiir die Poissonverteilung
”n‘p(n) ({k}) nﬂo ”?\({k}))
da np(n) — A. Zusammen folgt die Behauptung. |

Man verwendet Korollar 13.4 héufig, um by, fiir grofie n und kleine p durch die Pois-
sonverteilung TT,,, zu approximieren.

Beispiel 13.5. Es gebe 30 Selbstmorde pro 100000 Einwohner pro Jahr. Wie ist die
Anzahl der Selbstmorde pro Jahr in einer Stadt mit 120000 Einwohnern approxima-
tiv verteilt? Nehmen wir an, jeder der Einwohner begehe unabhéingig von den anderen
Selbstmord mit W-keit p = 3/10000 = 0,0003. Bei 120000 Einwohnern wire die Vertei-
lung der Anzahl der Selbstmorde also binomial

b120000,0.0003 = TT36.

Nach Satz 13.3 kann man die gefragte zufillige Anzahl also durch die Poissonverteilung
T3¢ approximieren.

14 Der Zentrale Grenzwertsatz

Sind Bj,...,By unabhingige ZVe mit P(B; = 1) =p =1—P(B; =0) und p € (0,1),
so lieferte (in Abschnitt 11) der Satz von de Moivre-Laplace 12.3, dass fiir die Summe
Spi= Z1Si§n B; fiir alle a < b gilt

lim P(a <S:<b)=(b)— d(a), (26)

n—oo

wobei S} die standardisierte ZVe zu S, bezeichnet (vgl. Definition 12.2). Die Verallge-
meinerung dieses Resultats auf Summen unabhéngiger ZVe, die alle dieselbe Verteilung
haben (mit endlicher Varianz), bezeichnet man als ,, Zentralen Grenzwertsatz* (wie auch
weiterreichende Verallgemeinerungen, die hier nicht besprochen werden).

Definition 14.1. Zufallsvariablen Xy,..., Xy heiflen identisch verteilt, falls gilt:

Px, =Px, =--- = Px,,.

o4



3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Definition 14.2. Sei (Xy)n>1 eine Folge reeller Zufallsvariable und X eine reelle Zufalls-
variable mit Verteilungsfunktionen F,, bzw. F. Die Folge (Xy)nen konvergiert in Vertei-
lung gegen X, falls fiir alle x € R, in denen F stetig ist, gilt

Fn(x) = F(x), (n— o0).
Bezeichnungen: X, £, X oder Xn — X fiir n — o0. (Dabei stehen £ und d fiir engl. law
bzw. distribution, was beides englische Begiffe fiir die Verteilung einer ZVe sind.

Bemerkung 23. Ist gezeigt, dass (S}, )n>1 in Verteilung gegen eine standardnormalver-
teilte Zufallsvariable konvergiert, so folgt insbesondere (26), da

n—oo

P(a <S; <b)=Fs:(b) —Fs:(a) — ®(b) — D(a),
da @ stetig auf ganz R ist.

Satz 14.3 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (Xn)nen eine Folge unabhéngiger, identisch
verteilter reeller ZVe mit Var(X;) € (0, 00). Bezeichne S, = Z]gign Xi, sowie

*

n

Sn—E[Sn]  Sp—nE[Xy]
Var(S,) ~ oyn

mit 02 := Var(X;). Sei Z eine standardnormalverteilte ZVe. Dann konvergiert (S%)nen
in Verteilung gegen Z.

Der hier gegebene Beweis stiitzt sich auf folgendes Lemma.

Lemma 14.4. Sei h : R — R eine dreimal stetig differenzierbare Funktion mit be-
schréankter erster, zweiter und dritter Ableitung. Seien X,,Z wie in Satz 14.3. Dann
gilt

E [h(S3)] = E[h(Z)].

Bevor wir Lemma 14.4 beweisen, zeigen wir, wie daraus der Zentrale Grenzwertsatz 14.3
folgt.

Beweis von 14.3.
Sei x € R beliebig gegeben. Dann existieren zwei Funktionen hy, h; wie in Lemma 14.4
mit

Wir konnen etwa

1, falls t < x,
VAR
ha(t) = (1—(%) > , fallsx <t<x+eg,
0, fallst > x+ ¢

wihlen, hy entsprechend. Die Monotonie des Erwartungswertes liefert

E [ (S3)] < PS5 <x) < E[ha(S)]
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sowie

P(Z<x—¢) <E[h(Z2)], Eh(Z)] <P(Z<x+e¢).

Mit Lemma 14.4 und n — oo erhalten wir

P(Z<x—¢) glinnggf]P’(Sf1 < x) (27)
< limsupP(S};, < x) < P(Z < x + ¢).
n—oo
Es ist fiir ¢ | 0 jeweils
xte 1 y? £
P(X<Z<X+€):L Ee_Tdy < Tﬂ—>0,

Px—e<Z<x)—0.
Mit ¢ | 0 in (27) folgt

lim P(S;, <x) =P(Z < x) = D(x).

n—oo
Dax € R beliebig war, ist dies gerade die Konvergenz in Verteilung von S}, gegen Z. |

Bewets von Lemma 14.4.

Wir nehmen an, dass E [X;] = 0 und Var(X;) = 1 ist. (Andernfalls kann X; durch seine
standardisierte Version ersetzt werden.) Wir ergénzen Xy, ..., Xy durch standardnormal-
verteilte ZVe Z1,...,Z,, sodass die 2n ZVen X;,..., Xn, Z1,...,Zy unabhéingig sind. Wir
erzeugen kiinstlich eine Teleskopsumme durch schrittweises Ersetzen der X; durch Z;:

(I (g Ea) -5 (» (e 25) -n (w2)),

wobei Uy := (Xy + -+ Xi_1 + Zis1 + - + Z,)/v/1. Man beachte, dass (nach einer
Ubungsaufgabe) (1/y/n) ) ; <i<n Zi wieder standardnormalverteilt ist. Taylorentwick-
lung von h um Uj liefert

Xi Zi
h{U+-—)—-h(U+ —=
( 1+ﬁ> ( 1+¢ﬁ>
— (U™ Zl+h”<ui+oc 1>1_h”<ui+oc/zl>l

Vn yn) 2n yn) 2n
Xi — Z; X¢ — 72
=h'(W) Iﬁ = 4+ 1 (Uy) o T Riny

| 2 | 2
Rin = <h” <L[1L + O(j/(%) —h”(ui)) ;(7;1 — <h” (Ul + o’ Zi ) — h”(ui)) é

o6



3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

und «, «’ zufiillig in [0, 1] sind. Bezeichne ¢ := |[h"||sc = supyeg [N (x)| < co. Nach
dem Mittelwertsatz gilt stets [h”(x) —h”(y)| < ¢”’|x — y|. Damit folgt

S X? Z;?
" 1 " 1
Rin| < Lx<ige™ 577 + Loxi=n2e " -+ 757,

wobei ¢’ := ||h”||oo und k > 0 beliebig ist. Da Uy, Xi, Z; unabhéngig sind, folgt
E ' (U)(X; — Z)] = E M (W)IE [X; — Z;] =0,
E[h"(UW)(X} — Z0)] = E[R"(W)E X} — Z{] =o.

Also folgt

Xi Z; _ _ _
’]E [h <ui N ﬁ) h (ui + ﬁﬂ ‘ B[Rl < E [Ren]

K+E[ZP] 2"
< e n37/2 + T]E |:X%]l{|X1|>k}}

und mit Summation iiberi=1,...,n
C
B (h(S3)) B (2] < =+ 2" X310
mit einer von k abhéngenden Konstanten C > 0, also

limsup [E [h(S:)] —E [h(Z2)]| < 2¢"E {X%R{IXHN@} :

n—oo

Hieraus folgt die Behauptung, da E [X%]l{|X1\>k}] — 0 fiir k = oo, was aus E [X%] < 0
folgt. Z.B. gilt im diskreten Fall ist

E [X%]l{lx1\>k}] = Z az]P)(X1 = (1)
alal>k
und die Konvergenz dieser Reihen liefert die gewiinschte Konvergenz. |

Bemerkung 24. Man kann (recht leicht) zeigen, dass die Konvergenz der Verteilungs-
funktion in Satz 14.3 nicht nur punktweise, sondern sogar gleichméBig gilt.

Definition 14.5. Seien X,Y reelle ZVe mit Verteilungsfunktionen F und G. Dann ist
durch

P(X,Y) :=p(FG) = Stelﬂg\F(X) — G(x)| = [[F = Glloo

eine Metrik auf der Menge der Verteilungsfunktionen definiert. Sie heifit Kolmogorov-
Metrik (oder auch uniforme Metrik).

Bemerkung 25. In der Situation von Satz 14.3 gilt also sogar

p(Sh,Z) — 0 fiir n — oo.

o7



4 Mathematische Statistik

4 Mathematische Statistik

Die Stochastik teilt sich in zwei Teilgebiete ein:

Wahrscheinlichkeitstheorie (Kap. 1-3,5,6)

Stochastik
Statistik

In der W-Theorie nimmt man an, W-Mafe, die einfache Zufallsexperimente ,,steuern®, zu
kennen, und moéchte daraus Eigenschaften komplizierterer Groflen herleiten, z.B. Gesetze
grofler Zahlen, Grenzwertséitze, Poissonapproximation. Die Statistik wiederum l&sst sich
in zwei Gebiete unterteilen:

deskriptive Statistik (Darstellung von Daten: Tabellen, Graphiken)

Statistik . . o : -
schlieflende Statistik (Inferenzstatistik, induktive Statistik) (Kap. 4)

Man kennt das W-Maf3 P, das ein Zufallsexperiment steuert, nicht und moéchte aus Beob-
achtungen (Realisierungen) von Versuchsausgingen auf P oder zumindest Eigenschaften
von P schlieflen. Drei typische Beispiele sind:

1. Miinzwurf (Bernoulliexperiment mit Erfolgsw-keit p € [0, 1]): Der Parameter p
sei unbekannt. Das Experiment werde n-mal unabhingig ausgefiihrt. Dies liefert
Daten xi,...,x, € {0, 1}.

Problem: Riickschliisse auf p.

a) Gebe Schétzwert fiir p an — Schétzproblem.
b) Gebe Intervall fiir p an — Konfidenzintervall.
c) Entscheide etwa, ob die Miinze fair ist, d.h. ob p = % oder p # % — Test.

2. Karpfen im Teich: In einem Teich befindet sich eine unbekannte Anzahl N von
Fischen. Es werden s Fische gefangen, markiert und wieder ausgesetzt. Nachdem
sich die Fische gut durchmischt haben, werden in einem zweiten Fang n Fische
gefangen und die darunter Markierten gezéhlt. Wie schliefit man auf N7
Betrachte Verthiltnisse: Sei x die Anzahl der markierten Fische unter den neu
Gefangenen. Naheliegend ist x/n = S/N, also N =~ 57“

3. Physikalische Messung: Eine Messung setze sich aus dem zu messenden Wert (de-
terministisch) und einem zufélligen Messfehler, der sich als Uberlagerung vieler
kleiner Einfliisse zusammensetze, zusammen. Der Zentrale Grenzwertsatz legt na-
he, die Messungen als Realisierungen unabhéngiger A (p, 0)-verteilter ZVen mit
unbekanntem (i1, 0%) € R x (0,00) zu modellieren. Das statistische Problem ist,
aus den Daten auf (1, 02) riickzuschliefen.

Annahme: Der Fehler sei im Mittel 0. Messungen werden als Realisierungen einer
N (u, 0%)-verteilter ZVe X = p+ Z aufgefasst, wobei Z normalverteilt und zentriert
ist.
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4 Mathematische Statistik

15 Schéatzen
Es wird folgender allgemeine Rahmen fiir Schiatzprobleme verwendet.
Definition 15.1. Ein Schdtzproblem besteht aus

a) Stichprobenraum (S,C): messbarer Raum.
(S beschreibt die Menge der moglichen Beobachtungsergebnisse.)

b) Familie {Py : 9 € O} von W-Maflen auf (S,C), © eine beliebige Parametermenge.
(Menge der moglichen Verteilungen aufgrund theoretischer Voriiberlegungen.)

c) g:0 — T CRY zu schitzende Funktion.
(Haufig '=0 C R und g(9) =9.)

Beispiel 15.2. Miinze mit unbekannter Erfolgw-keit p € [0, 1] werde n-mal geworfen:
(S,€) = ({0,1}*,P({0,1}")), ©=10,1]
und fiir ® € © und x = (x7,...,Xn) € S sei
Py ({x}) =925 (1 —9)n 2
sowie g(9) = 9.
Beispiel 15.3 (Karpfen im Teich). N sei die Anzahl der Fische im Teich (unbekannt),
s Anzahl markierter Fische, n Anzahl Fische im zweiten Fang.

(S)C) = ({0,],,1’1},73(5)) .

Voriiberlegung: Angenommen, es seien N Fische im See. Dann gilt fiir die Anzahl x der
markierten Fische im zweiten Fang

N—
() ()
N
(w)
Die Anzahl der markierten Fische im zweiten Fang ist hypergeometrisch verteilt zu
Parametern n, N, s, d.h. Py = h(-;n,N,s) mit h wie in Satz 2.13. Wir wihlen deshalb

Pn({x}) = , X €S.

O={PeN:9>sVnlundzud € ®:Py =h(-;n,d,s).
Die zu schétzende Funktion ist g(d) = 9.

Beispiel 15.4. Messungen Xi,..., Xy seien unabhingige N (i, 0?)-verteilte ZVe mit
unbekannten ¥ = (u,0?) € R x [0,00) =@ ©. Man beobachtet also Daten im Raum
(S5,C) = (R™,B™). Zu ¥ € O sei Py = Px,,..x,)- Dann hat Py nach Lemma 9.11 die
Dichte

n L 2 n n
fo(x) =] [ 1 5 €xp <(x1202u)> = ( 1 ) exp (2102 D (- H)2>
i1 i

2no 2mo?

fiir x = (x1,...,xn) € S. Die zu schitzende Funktion ist g(9) = 9.
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Definition 15.5. Fiir ein Schitzproblem gegeben durch Stichprobenraum (S,C), Ver-
teilungen {Py : © € O} und zu schitzender Funktion g: ©® — ' C R heifit jede messbare
Abbildung T : S — T Schitzer fiir g. (T ist dabei mit der Spur von B¢ in T versehen,
vgl. Beispiele 8.3).

Bemerkung 26. Statt Schétzer wird auch Punktschétzer oder Schétzfunktion gesagt.

Wir betrachten im Folgenden Methoden, um Schétzer zu konstruieren, anschlieBend
Giitekriterien fiir Schétzer.

(A) Wir betrachten zunéchst hochstens abzéhlbares S, d.h. {Py : 9 € O} ist eine Familie
diskreter W-Mafe, C = P(S).

Definition 15.6. Sei S hochstens abzihlbar und {Py : ¥ € ©} eine Familie von Vertei-
lungen auf S. Zu x € S heifit

Ly:© = [0,1], ¥ — Py({x}) Likelihood-Funktion.

Falls Ly ein globales Maximum §(x) annimmt, so heift §(x) Mazimum-Likelihood-Schitzer
(ML-Schétzer) von 9, und g(@(x)) heifft ML-Schéatzer von g(d).

Der ML-Schétzer schétzt also zu gegebener Beobachtung x € S denjenigen Parameter
§(x), fiir den die beobachteten Daten die groffte W-keit haben.

Beispiel 15.7 (ML-Schiitzer fiir Beispiel 15.2). Zu x € {0, 1" ist L (9) = 9% (1 —
N2 X und Ly (9) := log Ly(9) = (> xi)logd+(n—>_x;)log(1—9). Da der Logarithmus

monoton wachsend ist, ist Ly maximal genau dann, wenn £, maximal ist.

dLy 1 1 !
a9 (ﬁ):§zxi—m<n—ZXi)=0. (28)

In der Nullstelle §(x) = %Z x; hat Ly ein globales Maximum. Es ist also

3(x) :% Z Xi

1<i<n

ML-Schétzer fiir 9.

Bemerkung 27. Die Gleichung (28),

9 =0

dd
heifit ML-Gleichung.

Beispiel 15.8 (ML-Schitzer fiir Beispiel 15.3). Im Setting von Beispiel 15.3 gilt

Py ({x}) (D —s)(®—mn)

Po1({(x})  d®—s—n+x)
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und damit
Py(ix)) > Py 1((x) & (D —s)®—n) >0 —s—n+x) 9 < %

Es ist zu x € S also Py({x}) maximal fiir

x 4

dx) = |n3] falls 2 ¢ N,
B(x) =28 oder Y(x) =1 — 1, falls 2 € N.

Bei beliebiger Wahl der beiden Werte im Fall %% € N ist 9 ML-Schétzer fiir 9. Der
ML-Schétzer braucht also im Allgemeinen nicht eindeutig zu sein.

(B) Wir betrachten nun S C R™ und nehmen an, dass alle Verteilungen Py eine Dichte
haben, die wir mit fy bezeichnen. Man beachte, dass dann fiir alle x € S und ¥ € O gilt:
P({x}) = 0. Das Konzept der ML-Schétzer muss deshalb modifiziert werden.

Definition 15.9. Sei S C R™ und Py habe die Dichte fy fiir alle ® € ©. Fiir x € S heift
dann Ly : © — R{, ¥ — fy(x) Likelihood-Funktion. Falls L ein globales Maximum in
9(x) annimmt, so heiBt 3(x) ML-Schitzer von 9, und g({}( )) heifit ML-Schétzer von

g(d).

Beispiel 15.10 (ML-Schiitzer fiir Beispiel 15.4). Es sei § = (u,0%) € R x [0,00) =: ©
unbekannt. Wir haben

T \" T
fy(x) = <27[02> exp <—262 ;(Xi - I»l)2> .

Lx(9) == log Ly(9) = —nlog(V2n Lz Z

Damit

Wir 16sen

n 2
leundcr ]Z<xl—lZXi> .

An dieser Stelle liegt auch tatséchlich ein Maximum vor. Damit ist

2
A 1 ¢
9= (12 wr 3 (woa x)

i=1

ML-Schétzer fiir ¥ = (u, 0?).
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Wir kommen nun zu Giitekriterien fiir Schéitzer. Im Folgenden betrachten wir Schétz-
probleme mit zu schitzender Funktion g : ® — I' mit ' C R. Fiir Zufallsvariablen
X :S — R werden Erwartungswerte beziiglich Py mit E 3[X] bezeichnet.

Definition 15.11. Sei T : S — T ein Schétzer fiir eine zu schitzende Funktion g(9d). Der
Schétzer T heifit erwartungstreu, falls

E[T] = g(9) fiir alle € O.

Erwartungstreue bedeutet also, dass der Schétzer im Mittel (d.h. im Erwartungswert)
die zu schéitzende Funktion korrekt schétzt; unabhéngig davon, welches Py das Wahre
ist.

Bemerkung 28. Man bezeichnet auch Biasy(T) := E y[T]—g(9) den Bias des Schdtzers
T. Es ist T also erwartungstreu (,,unbiased“), falls Biasy(T) = 0 fiir alle & € © gilt.

Beispiel 15.12 (ML-Schétzer in Beispiel 15.2). In Beispiel 15.2 waren S = {0, 1}",
O =1[0,1], Py({x}) = 9% (1 —9)" 2% fiir 9 € ©, x = (X1,...,xn) € S und g(d) = 9.
Wir hatten den ML-Schétzer bestimmt zu

T(x) :§ le,

Damit gilt fiir alle & € ©:

n

Eo[T] = Z % (2)8]‘(1 —)k= %E X] = %(nﬁ) =,
k=0

wobei X eine by g-verteilte ZVe bezeichne. Der ML-Schétzer fiir Beispiel 15.2 ist also
erwartungstreu.

Beispiel 15.13 (ML-Schétzer in Beispiel 15.4). Beispiel 15.4 waren (S,C) = (R™,8"),
© = R x [0,00), Py = Px,,. x,) mit Xi,...,Xn unabhingig und identisch N (u, 0?)
verteilt, wobei & = (u, 0?). Wir wollen nun g(9) = o7 schitzen und hatten bereits den
ML-Schétzer bestimmt zu

T(X):1z< Zm), (1, %) €55,

i=1

Mit Py = P(x,,..x,) und dem Transformationssatz (Lemma 10.5 bzw. Satz 6.6) gilt

2
1 « 1 «
EsT =E n;<xi—n;xi) . (29)

FEine einfache Rechnung liefert

.I n ] n 2 1 n ] n 2
n;<xi_n;Xi) :n;x§—<nZXi) ) (30)
i= i= i=
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Zwischeniiberlegung: Fiir unabhiingige X,Y mit Px = N (w,0?), Py = N (up, 03) gilt
Pyx.y = N(u + pz,(r% + O'%) (vel. Ubungsaufgaben). Damit hat D 1<i<n Xi die Ver-
teilung N (ny,no?) und % Y 1<i<n Xi die Verteilung N (u, %62). Ferner éﬂt nach einer
Ubungsaufgabe, dass fiir X mit IP?X = N(w, cr%) gilt: E [X] = wy, Var(X) = 0']2. Insbeson-
dere gilt also

1 & ? 1 &
E (n;Xi> :Var<n;Xi>~l—E
1= 1=

Wir erhalten aus (29) und (30), dass

2

=242

1 « 02
RN =

i=1

n

EG[T}:]ZE[X%]—C+uz>:62+u2—<6+u2):n 2,
nio n n

Der ML-Schitzer fiir g(9) = o2 ist also nicht erwartungstreu. Erwartungstreu ist der

Schétzer
~ n 1 o 1 &)
T(x) = mT(X) “h_1 Z] (Xi n ;M) )
i= i=

denn es gilt
- —1
Eolf] = ——Ey[T = —— " ¢? = o2
n—1 n—1 n

Der ML-Schéitzer T unterschétzt g also im Mittel.

Bemerkung 29. Erwartungstreue ist eine wiinschenswerte Eigenschaft, allerdings exis-
tieren erwartungstreue Schétzer nicht immer und falls sie existieren, sind sie nicht unbe-
dingt gute Schiitzer (vgl. Ubungsaufgaben). Ein anderes MaS fiir die Giite von Schétzern
ist der mittlere quadratische Fehler.

Definition 15.14. Sei T: S — I' C R ein Schétzer fiir eine zu schitzende Funktion g.
Dann heifit
MSE(9) := E[(T — g(9))?]

mittlerer quadratischer Fehler (MSE=mean squared error).
Bemerkung 30. Es gilt
MSE(9) = E[(T — E[T] + Eo[T] — g(9))?]
= Eo[(T—E[T)] + (Es[T] — ()’
= Vary(T) + ( Biasy(T))?.

Man méchte also MSE($) klein halten, damit die W-keit dass Schéiitzwerte nahe an der zu
schitzenden Grofie liegen, grof ist. Allerdings existieren im Allgemeinen keine Schitzer
T, der MSE gleichméfig in & minimiert.

63



4 Mathematische Statistik

Beispiel 15.15. Gegeben seien Realisierungen x1, ..., X, unabhéngiger ZVe Xi,..., Xy,
die identisch gleichverteilt auf [0,9] seien mit unbekanntem ¥ > 0. Wir haben also
S = [0,00)™ und Py ist die Gleichverteilung auf [0,9]™. Wir wollen g(9) = ¥ schiitzen.
Dazu betrachten wir My (x1,...,Xn) = max{xi,...,Xn} sowie die Schitzer

N _n+1 A _TL—I—Z

D (x) TMn(X)’ D7 (x) My (x), X =(X1y...,Xn) €8S. (31)

a1
Wir benétigen zunéchst ein technisches Hilfsmittel:

Lemma 15.16. Unter Py hat M,, die Dichte

n -
fy(x) = Lpp g (X)gxn ', x€eR,
und es gilt
n n
EsMpl = ——9, EgM2]= ——9%
o[Mal n+1"’ o[y n+2
Beweis.

Bezeichne Fx,; die Verteilungsfunktion der ZVe X;. Dann gilt

~

_r,
B
z
I
=
>
>
A
ka3
I
— oz O

x <0
0<x<d
x >,

IV IA A

Damit folgt fiir die Verteilungsfunktion Fpm,, von My:

n O, X 0
Fam,, (%) :]P’<ﬂ{X-1§x}> =<, 0<x<9

i=1

Fir 0 <a<b <9 gilt also

b b b
Py, ([a, b)) = Far, (b) — Fu (@) = | Fl () dx = | —ox™Tdx = | fo(x) dx.

n n n Mn ﬁn

a a a

Damit folgt
D 9
n o on-1 n T o n
EsM,]| = — dx = — -
oMn Joxﬁnx T {n+1x L n+1"’

In Beispiel 15.15 gilt damit:
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Satz 15.17. Fiir die Schiitzer in (31) gilt: Der Schiitzer 9; fiir 9 ist erwartungstreu, 9,
ist nicht erwartungstreu. Der Schétzer 9, hat gleichméfig kleineren mittlerene quadra-
tischen Fehler als @1.

Bewets.
Es gilt mit Lemma 15.16:

d.h. 9 ist erwartungstreu. Ebenso folgt

A~ (n+2) 1
Bolf) = 0 = (1 - (n+1)2> %

d.h. der Schitzer 9, unterschitzt g(9) im Mittel.
Fiir den mittleren quadratischen Fehler MSE; von G gilt

MSE; (9) = Ey | (8 —9)’]

2
_E, <“:{1Mn> ] —29E, [“:[]Mn} + 92
192
T2 -1

Analog folgt fiir den mittleren quadratischen Fehler MSE; von 9,:

‘82

MSE; (8) = m)

also MSE;(9) < MSE;(9) fiir alle & > 0. |

16 Testen

Wie bei Schétzproblemen haben wir einen Stichprobenraum (S,C) der moglichen Be-
obachtungsergebnisse sowie eine Familie von Verteilungen {Py : & € 0}, die aufgrund
theoretischer Voriiberlegungen die fiir das Experiment in Frage kommt. Wir wollen nun
nicht mehr ¥ oder eine Funktion g(d) schétzen, sondern nur feststellen, ob der wahre
Parameter 9 zu einer Mengen ©y C © oder zu @7 = © \ Oy gehort. In den drei Beispie-
len aus Abschnitt 15 wollen wir also etwa testen, ob die Miinze fair ist oder nicht, ob
im Teich eine gewisse Anzahl von Fischen iiberschritten wird oder nicht, oder, ob der
Messwert aufgrund der Messungen zu einem Intervall geh6rt oder nicht.

Im Folgenden sei stets (S,C) ein Stichprobenraum und {Py : & € ©} eine Familie von
Verteilungen auf (S,C). Dies wird auch als parametrisches Modell bezeichnet. Folgende
Bezeichnungen sind {iblich.
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Bezeichnung 2. e Nullhypothese (Hp): ,Der wahre Wert 9 gehort zu ©y“, wobei
Q C O.

o Alternative (Hy): ,,Der wahre Wert & gehort zu ©1%, wobei ©1 = © \ ©.

Definition 16.1. Ein Test ist eine messbare Abbildung T :S — {0, 1}, wobei T(x) =1
die Annahme von H; und T(x) = 0 die Annahme von Hy bedeutet. Die Menge K = {x €
S : T(x) = 1} heifit kritischer Bereich von T.

Bemerkung 31. Man spricht von einem Fehler 1. Art, falls man die Hypothese filschlich
ablehnt, von einem Fehler 2. Art, falls man die Hypothese filschlich annimmt.

Definition 16.2. Ein Test hat (Signifikanz-)Niveau o € [0, 1], falls
VI € By:Py(K) < .

Bemerkung 32. Bei einem Test mit Niveau « ist die W-keit fiir einen Fehler 1. Art also
durch « beschriinkt. Haufig liegt eine Asymmetrie beziiglich der Fehler 1. und 2. Art vor,
z.B. soll getestet werden, ob eine gewisse Krankheit vorliegt (Ho) oder nicht (H;), um
gegebenenfalls eine Behandlung durchzufithren. Fiithrt nun die Nichtbehandlung eines
Kranken zu irreparablem Schaden, die Behandlung eines Gesunden nur zu materiellem
Schaden, so muss der Fehler 1. Art kontrolliert werden. Typische Vorgehensweise: Man
fixiert ein & € [0, 1] und sucht unter den Tests zum Niveau «, d.h. mit Py(K) < « fiir
¥ € Oy denjenigen Test, der die W-keit fiir Fehler 2. Art minimiert.

Definition 16.3. Die Funktion : © — [0, 1],
B(D) = Py(K)

heifit Giitefunktion des Tests. Fiir & € ©; heifit (V) die Macht des Tests an der Stelle
d € 0.

Bemerkung 33. Fiir & € Qg ist f(d) die W-keit fiir einen Fehler 1. Art, fiir 9 € Oy ist
1 — B(¥) die W-keit fiir den Fehler 2. Art.

Beispiel 16.4. Wir betrachten Beispiel 15.2: (S,C) = ({0, 1/, P({0,1/™)), ® = [0, 1],
Py ({x}) = 92X (1 —9)" 2 *i. Wir wihlen als Hypothese Ho, dass die Miinze fair ist, und
testen gegen die Alternative H;, dass & # 1/2 ist, d.h. @9 ={1/2} und ©7 = [0, 1]\ {1/2}.
Wir legen das Niveau zu o = 0,05 fest.

Es ist plausibel, die Hypothese abzulehnen, falls |} ;;-,, xi —n/2| > c fiir einen kriti-
schen Wert ¢ > 0. Wir wihlen also ¢ > 0 minimal mit

P, ( > >c) = (L‘) (;)n < & = 0,05,

i n

2 Xi—3

i=1 k:lk—n/2|>c
wobei Xj,..., X, unabhingig sind mit P(X; = 1) = 1/2 = P(X; = 0). Z.B. fiir n = 100
erhilt man ¢ = 10. Damit ist der kritische Bereich K ={x € S : |Zig1oo x;i — 50/ > 10}.
Was passiert mit dem Fehler 2. Art? Falls etwa ¥ = 0,6, so ist 3(d) = 0,462, d.h. der
Fehler 2. Art hat W-keit 0,538 fiir & = 0,6. Die Daten reichen nicht aus fiir eine bessere
Trennschérfe. Mochte man etwa Py ,(K) < 0,05 und Pog(K) > 0,2, so muss n erhoht
werden.
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Bezeichnung 3. Falls |©y| = 1, so heifit die Hypothese einfach, falls |©;] = 1, so heifit die
Alternative einfach. Im Falle |©g| > 1 bzw. |©¢| > 1 heiflen Hypothese bzw. Alternative
zusammengesetzt.

Der Fall einer einfachen Alternative, d.h. @; = {8}, fithrt auf ein Optimierungsproblem:
Suche K C S, so dass Py, (K) maximal unter der Nebenbedingung Py(K) < « fiir & € ©g
wird. Der Fall einer zusammengesetzten Alternative, d.h. |©7] > 1: Falls eine Menge
K C S existiert, die fiir alle &; € ©7 optimal ist unter der Nebenbedingung Pg(K) < o
fir & € By, so spricht man von einem gleichméfiig méchtigsten Test zum Niveau o.
(UMP-Test, uniformly most powerful)

Konstruktion von Tests: Likelihood-Quotienten-Tests. Wir betrachten — wie bei ML-
Schéitzern — wieder zwei Fiille.

e S abzihlbar, d.h. {Py : & € B} ist eine Familie diskreter W-Verteilungen.

e S C R™ und alle Py haben Dichten fy.

Im Fall einfacher Hypothese und Alternative sei © = {8y, 91}, die Hypothese Hy sei durch
By = {Jo} gegeben. Wir betrachten fiir jedes feste x € S wieder die Likelihood-Funktion

L(5) — {Pﬁ({x}), falls Py,, Py, diskret, .

fa(x), falls Py,, Py, mit Dichten,
Definition 16.5. Der Quotient
Ly (81 )
Lx(ﬂo)

heifit Likelihood-Quotient. Ein Likelihood-Quotienten-Test (LQT) von ©y = {dy} gegen
©7 = {91} ist ein Test T: S — {0, 1} der Form

]> falls ]—x(191 )/LX({)O) > c,
T(x) =
0, sonst,

(32)

mit ¢ > 0.

Bemerkung 34. Die Idee eines LQT ist, dass hohe Werte des Likelihood-Quotienten
fiir 81, d.h. fiir Ablehnung der Hypothese, sprechen. Der kritische Bereich des LQT ist
gegeben durch

| (81 )
x(80)

Man sagt auch, der LQT habe Signifikanzniveau o = Py (K).

K= {x €S: > c} und das Signifikanzniveau a > Py, (K).

—

Satz 16.6 (Lemma von Neyman-Pearson). Jeder LQT T ist im folgenden Sinne optimal:
Ist T ein weiterer Test mit Py, (K) < Py, (K), wobei K, K die kritischen Bereiche von T
und T bezeichnen, so hat T eine mindestens ebenso grofie Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
wie T:

Py, (K) <Py, (K) = Py, (K) <Py, (K).
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Beweis.

Wir betrachten den Fall diskreter Réume S. Fiir den Fall mit Dichten kann man analog
schlieBen. Wir haben Py, (K) < Py (K). Sei A == {x € S : T(x) > T(x)}. Fiir x € A ist
T(x) = 1, geméB (32) also Py, ({x}) > cPy,({x}). Auf B :={x € S: T(x) < T(x)} ist
T(x) =0, also Py, ({x}) < cPy, ({x}). Damit folgt

Py, (K) — Py, (K) = Ey, [1x] — Ep, (1] = By, [T] — Ey, [T]

=3 (T00=T(x)) By, (ix)
X€S

= > (T =T)) Po, (i) + Y (T00) = T(x)) P, (x)
XEA x€B

>3 (T =T(x)) ePo, ((3)) + Y (T0x) = T(x)) cPo, ()
XEA x€B

=c (T(x) — f(x)) Pyo({x}) = ¢ (an [T] —Es, [ﬁ)

x€S

= ¢ (Po, (K) = Py, (K) ) > 0.

Im Fall zusammengesetzter Hypothesen bzw. Alternativen, also |®] > 2, kann man analog
vorgehen: Fiir x € S sei
Alx) = supye Lx (D) _
SUPse@, L (D)
Dann gilt A(x) > 1 fiir alle x € S. Grofle Werte von A(x) legen wieder nahe, dass 4 € ©;
gilt. Man wihlt dann den Test mit kritischem Bereich K = {x € S : A(x) > ¢} mit einem
c>1.

Bemerkung 35. Falls © = {8y,%} und ¢ > 1, so gilt

—

_ max(L(®), L@}, Ls(®)

Ax) L (Do) =€ L« (Do)

> cC.

Die Vorgehensweise fiir zusammengesetzte Hypothesen bzw. Alternativen ist also tat-
séchlich eine Verallgemeinerung des LQT.
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In diesem Kapitel wird die Entropie definiert und der Quellenkodierungssatz erldutert.

17 Entropie

Definition 17.1. Eine (Informations-)Quelle ist ein Paar (S,P), bestehend aus einer
hochstens abzidhlbaren Menge S # () von Symbolen (oder Signalen) und einem diskreten
Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (S, P(S)).

Es soll der ,,Informationsgehalt” von Quelle gemessen werden. Die Quelle (S,P) liefert
Symbole, die zun#chst unbekannt sind und von der Quelle generiert werden. Die Sym-
bole sind zufillig und geméafl P verteilt. An den Informationsgehalt von Quellen stellen
wir axiomatisch einige Anforderungen. Zunichst entwickeln wir eine Mafizahl I fiir den
Informationsgehalt eines einzelnen generierten Symbols: Sei s € S und ps := P({s}) die
W-keit, dass die Quelle s generiert.

e ps = 1: In diesem Fall liefert die Quelle (fast sicher) das Symbol s. Dies interpre-

tieren wir als keine Unsicherheit/Uberraschung bzw. keine Information: I(ps) =
I(1):=0.

e ps > 0 sehr klein: Generiert die Quelle trotz kleinem ps dennoch das Symbol s, so
ist die Unsicherheit/Uberraschung grof}, I(ps) soll deshalb grof sein.

Wir fordern:
(a) I(1) =0,
(b

)
(c) 1ist stetig,
)

(d

Eigenschaft (d) bedeutet: Werden zwei Symbole unabhéngig voneinander empfangen, so
addieren sich deren Informationen. Insbesondere folgt aus ¢) und d), dass I(p") = rI(p)
fiir alle r > 0 und p € [0, 1].

In der Analysis zeigt man, dass eine Funktion I mit (a)—(d) von der Form I(p) = K-logy, p
ist, mit b > 0,K < 0.

p — I(p) ist monoton fallend,

I(p1-p2) = Lip1) + 1(p2).

Definition 17.2. Fiir eine Quelle (S,P) ist die Information (Unsicherheit) eines gene-
rierten Symbols s € S mit ps = P({s}) definiert als:

I(ps) :=—log, ps, 1(0):=0.

Mit der Information eines generierten Symbols kann nun die Information der Quelle
definiert werden: Die Information einer Quelle soll nun die mittlere Information eines
durch die Quelle generierten Symbols sein, d.h. der Erwartungswert der Information
eines zufilligen von der Quelle gesendeten Signals.

69



5 Informationstheorie

Definition 17.3. Die Entropie einer Quelle (S,P) mit S = {s1,s2,...} und p; := P({si})
ist gegeben durch

Hy(P):= ) pil(pi) =—) pilog, pi.
i i

Dabei wird xlog, x := 0 fiir x = 0 gesetzt. (Dies setzt die Funktion x — xlog, x stetig
nach 0 fort.)

Bemerkung 36. Fiir endliches S ={sy,...,sn} und p; = P({si}) wird auch

H(Pl yooe )pn) = H(P)

geschrieben. Fiir jedes n € N ist H dann eine Funktion H : A,; — [0, 00) mit dem Simplex
Ay ={(p1y.--,pn) €[0,1]™: Y, pi = 1}. Damit kann H auch als Funktion auf |5 ; An
definiert werden, ist aber zudem fiir abzahlbar unendliche Vektoren (p;)i>1 in [0, 1] mit
Y 2, pi =1 definiert.

Fiir ZVe X mit Werten in einer héchstens abzéhlbaren Menge S wird die Entropie von
X durch

H(X) := H(Px)

definiert. Wir untersuchen nun zunéchst den Wertebereich von H(P) fiir W-Verteilungen
P mit endlichem S.

Lemma 17.4. Fiir (p1,...,pn), (q1y.-.,qn) € (0,1, 1=3"11pi > > 114 i gilt:
n n
_Zpi log; pi < —Zpi log; gi.
i=1 i=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn (p1,...,pn) = (q1,-..,qn).

Beweis.
Es gilt logy x < c¢(x — 1) fiir alle x > 0 mit passendem ¢ > 0, z.B. ¢ = 1/1In2. Dabei gilt
Gleichheit genau fiir x = 1. Seien pj, q; > 0. Dann folgt

qi i
log, — <c¢c|— —
gzpi_ <Pi )

mit Gleichheit genau fiir p; = g3, also p; log, % < cqi — cpi und damit

1 1
pilog; — < pilog; —+cqi —cps (33)
Pi qi

1
mit Gleichheit genau fiir p; = gi. Ungleichung (33) ist ebenfalls wahr fiir p; =0 (wegen
0 < gi) und fiir p; # 0 und q; = 0 (rechte Seite ist dann co). Die Ungleichung (33) gilt
also fiir beliebige pi, qi > 0 mit Gleichheit genau fiir p; = qi. Summation in (33) tiber i
liefert nun

n 1 n 1 n n n 1
Zpil(’gl ; < Zpilogz q— + CZ qi — CZPi < ZPilng qi
im1 L v i=1 i=1 i=1 t

<0

Dies ist die Behauptung. Gleichheit gilt genau fiir p; = q; firi=1,...,n. |
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Satz 17.5. Sei P eine W-Verteilung auf S = {sy,...,sy}. Dann gilt
0 < Hy(P) < log, n.

Zudem gilt Hy(P) = log, n genau fiir die Gleichverteilung P auf S und H;(P) = 0 genau,
falls P({si}) =1 fiir ein i € {1,...,n}

Beweis.
Seien p; = P({si}) und q; := ]ﬁ fir i =1,...,n. Dann folgt mit Lemma 17.4

n n n
1 1
Hy(P) = ) pilog, - <> pilog, Tn = logyn ) pi =log;m.
i=1 o=

i=1
Gleichheit gilt genau dann, wenn p; = q; = 1/n fir i = 1,...,n gilt, d.h. wenn P die
Gleichverteilung auf S ist. Falls Hy(P) = 0 ist, so gilt p;log Pii =0firallei=1,...,n
also pi € {0, 1} fir i=1,...,n. |

18 Codierung von Quellen

Ziel dieses Abschnitts ist es, Symbole einer Informationsquelle moglichst effizient zu
codieren.

Definition 18.1. Sei (S,P) eine Quelle. Ein bindrer Code ist eine injektive Abbildung

k:S— [ J{o,1m

n>1

Fiir s € S wird k(s) als Codewort von s bezeichnet. Ferner sei £ : S — N, s —“Anzahl
der Komponenten von k(s)*. Die Zahl £(s) heifit Codewortlinge von s.

Bemerkung 37. Um effizient zu codieren, sind kurze Codewortldngen von Vorteil, al-
lerdings muss dabei gewihrleistet sein, dass Codewdrter eindeutig zu entziffern sind.
Wir fordern deshalb fiir Codes die Prdfiz-Figenschaft: Kein Codewort ist Prifix eines
anderen Codeworts. Man sagt auch, der Code sei prdfizfrei. Im Weiteren werden wir
nur préfixfreie bindre Codes betrachten. Wir kénnen diese veranschaulichen, indem die
Codewdérter mit Blittern eines (gewurzelten) Bindrbaums identifiziert werden, vgl. Ab-
bildung 2.

Satz 18.2 (Fano-Kraft Ungleichung). Sei k ein préifixfreier bindrer Code fiir S und
€:S — N die Funktion der Codewortldngen. Dann gilt

Zﬂ(s) <1.

seS

Gleichheit gilt genau dann, wenn der Code einem vollstéindigen Bindrbaum entspricht.
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Abbildung 2: Beispiel eines bindren Baumes zum Code k fiir S = {a,b,c,d, e} mit
k(a) = (O)O)O)a k(b) = (O)O)])O)a k(c) = (1)])a k(d) = (0,0,1,1),
k(a) = (1,0). Der gezeigte Baum ist nicht vollstindig, der Code kann
etwa um das Codewort (0, 1) erweitert werden.

Beweis.

Wir betrachten einen bindren Baum, dessen Bléitter die Codewdrter von k enthalten
und konstruieren in diesem Baum einen zufélligen Pfad. Dazu starten wir an der Wurzel
und werfen eine faire Miinze, um festzulegen, ob der zufillige Pfad der 0-Kante oder
der 1-Kante folgt. Falls die entsprechende Kante im Baum nicht existiert, terminiert das
Verfahren. Andernfalls fiihrt die Kante zu einem weiteren Knoten. Ist dieser ein Blatt,
so stoppen wir, andernfalls werfen wir unabhéngig eine faire Miinze und iterieren das
Verfahren, um den Pfad fortzusetzen. Es bezeichne A das Ereignis, dass das Verfahren in
einem Blatt mit Codewort k(s) stoppt. Nach Konstruktion folgt, dass P(Ag) = (1/2)4s)
gilt fiir alle s € S. Zudem sind die Ereignisse A; fiir s € S paarweise disjunkt. Es folgt
also

1>P (U AS> =Y PA)=) 27
seS seS seS

Dies ist die Fano-Kraft Ungleichung. Das Argument zeigt zudem, dass Gleichheit ge-
nau dann gilt, wenn jeder innere Knoten zwei Kinder besitzt, der bindre Baum also

vollsténdig ist. |
Korollar 18.3. Sei S ={s1,...,spjund l;,...,l; € Nmit Z;L 274 < 1. Dann existiert
ein bindrer préfixfreier Code fiir S mit Codewortléngen {(s;) = ; fiir j = 1,..., m.
Beweis.

Wir nehmen ohne Einschrinkung 1; < --- < 1;;; an und fithren Induktion iiber m. Fiir
m =1 ist die Behauptung trivial. Sei nun die Behauptung fiir je m — 1 Codewortléngen
bewiesen. Fiir das Teilalphabet {s1,..., sm_1} existiert dann nach Induktionsvorrausset-

zung ein bindrer préfixfreier Code. Fiir seine Codewortlangen gilt dann echte Unglei-
chung in Satz 18.2. Damit lédsst sich dieser Code fortsetzen. Da fiir s, ein Codewort mit
maximaler Linge l,, benotigt wird, kann der Code fiir {sy,...,sm_1} passend zu einem
Code fiir S fortgesetzt werden. 1
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Definition 18.4. Seien (S,PP) eine Quelle, k: S — (J,,{0, 1} ein prifixfreier Code sowie
€:S — N die Funktion der Codewortldngen. Sei ferner X eine ZVe in S mit Verteilung
Px =P und fiir alle s € S sei ps = P(X = s). Als mittlere Codewortlinge bezeichnen wir
dann
E (X)) =D pslls).
seS

Satz 18.5 (Quellencodierungssatz). Sei (S,PP) eine Quelle und X eine ZVe in S mit
Verteilung Px = P. Fiir jeden préfixfreien bindren Code gilt

E [£(X)] > Hz(X) = Hy(Px).

Beweis.
Es existert eine Konstante ¢ > 0 mit log, x < ¢(x — 1) fiir alle x > 0, z.B. ¢ = 1/1n(2).
Fiir jeden préfixfreien bindren Code gilt

1 274
Ha(X) ~ E1tX)) = Y ps (1og2 -~ €65)) = X_pelows
sES Ps s€S Ps
2—((5) —t(s)
SZpsc —1 :cZZ —chs
seS Ps seS sES
<1 =c-1
<0.
Es folgt die Behauptung. 1

Beispiel 18.6 (Shannon-Code). Sei (S,P) eine Quelle. Es bezeichne ps = P({s}) und
ls = [—log, ps] fiir s € S. Es gilt also

_logzps < es < _10g2p5+1-

Nach Korollar 18.3 existiert ein zugehoriger Code mit Codewortlangen £(s) = {5, denn es
gilt > (s 276 < > scsPs = 1. Solch einen Code bezeichnet man als Shannon-Code. Er
benétigt zur Codierung im Mittel hochstens ein Bit pro Symbol mehr als jeder andere
préfixfreie binédre Code, denn

ELX)] =) pls <—> pslogyps+ Y ps=H(P)+1,

seS seS seS

und H(P) ist nach dem Quellencodierungssatz eine untere Schranke fiir die mittlere
Codewortlédnge fiir jeden préfixfreien bindren Code.

Beispiel 18.7 (Huffman-Code). Sei (S,P) eine Quelle mit endlichem S und ps = P({s}).
Ein (beziiglich der mittleren Codewortldnge) optimaler préfixfreier bindrer Code fiir
(S,P) muss die folgenden Eigenschaften haben, denn andernfalls kénnte man ihn jeweils
direkt verbessern:
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(i) Ein Knoten, der kein Blatt ist, hat genau zwei Kinder.

(ii) Falls ps, < ps, fiir s1,s2 € S, so gilt £(sy) > £(s2). Andernfalls tausche man die
Codewdorter fiir s; und sy und vermindert damit die mittlere Codewortlange.

(iii) Haben s1,s; € S die kleinsten Wahrscheinlichkeiten, d.h. ps, < ps, < ps fiir alle
s € S\ {s1,s2}, dann gilt: £(s7) = £(s2) > £(s) fiir alle s € S\ {s1, s2}.

(iv) O.E. sind sq,s2 € S mit minimalen W-keiten also ps, < ps, < ps fiir alle s €
S\ {s1, 82} Geschwister (haben einen gemeinsamen direkten Vorfahren im Baum).
Mit S muss dann auch

S =(S\{s1,s2)) U{(s152)}

betrachtet werden, Wobgi $1,82 zu einem neuen Buchstaben (sys;) verschmelzen.
Die neue W-Verteilung P auf S ist dann gegeben durch

B({s}) = P({s}), falls s € S\ {s1,s2} und P({(s152)}) = P({s1}) + P({s2}). (34)

Dies liefert umgekehrt die Konstruktion der Huffman-Codes: Man verschmilzt geméfl
(iv) zwei Symbole kleinster Wahrscheinlichkeit zu einem neuen Symbol mit entsprechend
aktualisierten Wahrscheinlichkeiten gemé$ (34) und wiederholt die Prozedur iterativ bis
ein Symbol mit W-keit 1 verbleibt. Dann liest man den so entstandenen Baum von
der Wurzel (dem Symbol mit Gewicht 1) zu den Bléttern, um den Code zu erhalten,
vgl. Abbildung 2.
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16/50 21/50
29/50

50/50

Abbildung 3: Beispiel zur Konstruktion elnes Huffman- Codes flir (S P) mit S =
{a,b,c,d, e f} mit P({a}) = 507 P({b}) = 507 P({c}) = 507 P({d}) = 507
P({e}) = =5 und P({f}) = 2. Die mittlere Codewortlinge des Huffman-
Codes erglbt sich zu 2,48. Der Shannon—Code fiir diese Quelle hat eine mitt-
lere Codewortlange von 3,02. Die Entropie der Quelle ist H,(IP) = 2,443.
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6 Markov-Ketten

Es werden nun am Beispiel der Markov-Ketten stochastische Modelle betrachtet, die
zusétzlich eine zeitliche Dynamik enthalten.

19 Die Markovsche Eigenschaft

An einem Skilift starten zu den Zeitpunkten n € Ny Tellerbiigel, die je eine Person
beférdern konnen. Zwischen den Zeitpunkten n und n 4+ 1 kommen Y, neue Skifahrer
am Lift an. Es sei (Yn)n>o eine Folge unabhéngiger Zufallsvariable. Sei X, die Lange
der Warteschlange unmittelbar vor der Abfahrt des Tellerbiigels zur Zeit n. In diesem
Warteschlangenmodell gilt offenbar fiir all n > 1, dass

Xn =max{0, Xn_1 — 1} 4+ Yu_1.

Es sei Xo = 1ip eine bekannte Zahl zu Beobachtungsbeginn. Da Y,, unabhéngig von
Yoy - ..y Yn_q ist, ist Y;, auch unabhéngig von (Xo,...,Xn), da (Xo,...,Xn) eine Funktion
von (Yo, ..., Yn_1) ist, vgl. Satz 5.7. Damit gilt fiir 1, 11,...,1ine1 € No,

P(Xn+1 :iTLJr])Xn:in)-")XO :10)
:P(Yn:in+1 _max{in_ho})xn =1, Xn1 =1in1y..., X0 =1p)
=P (Yn =inp —max{i, — 1,0} - P (X = in,..., Xo = 10),

und es folgt
P(Xnﬂ =it |Xn:in)--->X0:i0) :P(Yn:inﬂ _in_”-

Die bedingte W-keit hiangt also gar nicht von den Groéflen der Warteschlange zu den
Zeitpunkten 0,1,...,n — 1 ab. Dies ist eine wesentliche, hidufig auftretende Eigenschaft
eines sich ,,zeitlich entwickelnden zufilligen Systems*.

Definition 19.1. Sei (Q,2l,P) ein W-Raum, T # @) beliebige Indexmenge und (S, S) ein
messbarer Raum. Eine Familie {X; : t € T} von ZVen mit Werten in S heif3t stochastischer
Prozess mit Parameterbereich T und Zustandsraum S.

Bemerkung 38. Im Folgenden wird S stets héchstens abzihlbar sein, S = P(S) und
T = Np. Statt {X¢ :t € T} schreibt man auch (Xt)¢er.

Definition 19.2. Eine Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess (Xn)nen, mit hoch-
stens abzéhlbarem Zustandsraum S, der die Markovsche FEigenschaft besitzt: Fiir alle
n e Nund sgy...,8n41 € S mit P(Xy = s0,...,Xn = sn) >0 gilt

P (Xn1 = Sns11Xo =80y . o, X = 5n) =P (Xpp1 = sn1 [ X = sn) -

Bemerkung 39. Folgende Interpretation ist niitzlich: X;; beschreibt den Zustand eines
Systems zur Zeit n. Die Markovsche Eigenschaft bedeutet, dass die W-keit, zur Zeit n+1
in einen beliebigen Zustand s,11 zu gelangen, nur vom Zustand s, zur Zeit n (und n)
abhéngt, nicht aber von den Zusténden, in welchen sich das System frither befand.
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Lemma 19.3. Sei (Xn)n>0 eine Markov-Kette. Fiir alle n € N und sg,...,sn € S gilt:
P (Xo =50y...,Xn =sn) =P (Xo = s0) P (X5 = $1|1Xo = s0) - - - P (X = sn[Xp1 = 8n1) .

Beweis.
Es ist

P(Xo=50y...yXn = Sn)

=P (Xn =5snlXo =50y---yXn-1 =5n-1) - P(Xo =50y, Xn—1 = Sn—1)

PP Xy = snlXn1 = $n1) - P (Xo = 50y ++ Xn1 = $n_1)

2P (X = 80) - P (X1 = $p1Xn2 = sn2) - P (Xg = 51X0 = 50).

Dies ist die Behauptung. |

Satz 19.4. Sei (Xn)n>o eine Markov-Kette und 0 < n < N. Dann gilt fiir alle s, € S
und E C S*, Fc SN™

P ((Xngty.- oy XN) € FI Xy = 50y (Xoy .y Xn1) € B) =P ((Xng1y .-y XN) € FI[ Xy =50
Zum Beweis von Satz 19.4 zeigen wir zunéchst:

Lemma 19.5. Seien A, B, Cq, Cy, ... Ereignisse, wobei Cq, Cy,... paarweise disjunkt sind
mit P(B N Ci) > 0 fiir alle i € N. Die W-keiten P(A |B N C;) seien fiir i € N alle gleich.
Dann gilt
P(A|BNC) :P<A’Bm Uci).
i>1

Beweis.
Es ist mit C:= ;> Ci

P(AIBNCy)-P(BNC)=) P(AIBNC)-P(BNC) =) P(ANBNC)

i>1 i>1

=P(ANBNC)=PA|BNC)-P(BNC).
Kiirzen von P(B N C) liefert die Behauptung. |

Beweis von Satz 19.4.

Wir betrachten zunichst den Spezialfall F = {(sni1,...,5N)} mit (Speq,...,5n) € SN
und bezeichnen py (jli) := P (Xi1 = sj|Xi = s¢). Fiir (so,...,Sn—1) € S™ beliebig gilt nach
Lemma 19.3

P ((Xng1y-eey XN) € FIXn = 5n, (Xoy -+ oy Xno1) = (S0y -+ +y Sn1))
P (Xo =50y, Xn = sn) _ P(Xo = s0)po(110) - - - pn—1 (NN —1T)

P(Xo =s0y...sXn =5n)  P(Xo=50)po(110) - pr1(nn—1)
=pnn+1In)pppam+2n+1) - pno1(NIN=T1) = p.
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Damit ist p insbesondere unabhéingig von sg, ..., sy_1. Nach Lemma 19.5 gilt dann fiir be-
liebige disjunkte Vereinigungen C von Mengen der Form {(Xg, ..., Xn_1) = (S0y-++,Sn_1)},
dass

P ((Xng1y-- -y XN) € FI{Xq =351} N C) =p.

Mit C ={(Xgy...,Xn_1) € E} und C = Q erhilt man die Behauptung fiir den Fall F =
{(Sns1y.-.,5N)}. Nun kann man fiir allgemeines F € SN aber iiber (spi1,...,sn) € F
summieren und erhilt mit der o-Additivitdt die Behauptung. |

Satz 19.6 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung). Sei (Xn)n>o eine Markov-Kette. Dann
gilt fiir alle 0 <k < m < n und alle u,v € S:

P(Xn=v[Xg=1u)=) P(Xpn=s|Xe =) P(Xp =v|Xpn =5s).

seS

Beweis.
Es ist

P(Xp=uXn=V) =) P(Xp=1uXn=v,Xp =5)

seS
=Y PXe=1,Xpn=5)PXp=v|Xg =1,Xp =5)
seS
PN P (X =4, Xm = 8) P (Xn = V[ Xm = ).
seS

Dividieren durch P(Xyx = u) auf beiden Seiten liefert die Behauptung. |

Bisher hingen die W-keiten P(X, 1 = v|X;, = u) formal auch von n ab. In vielen An-
wendungen trifft man auf Markov-Ketten, bei denen diese Ubergangswahrscheinlichkeit
unabhéingig von n sind.

Definition 19.7. Eine Markov-Kette heiit homogen (oder Kette mit stationdren Uber-
gangswahrscheinlichkeiten), falls fiir alle u,v € S

P(Xni1 =v|Xn =u) = Puv
unabhéngig von n ist.

Bemerkung 40. Mit py, wie in der vorigen Definition ist P := (puy)uves eine sto-
chastische Matrix, d.h. es gilt fiir alle u,v € S, dass pyy > 0 und fiir alle u € S gilt

ZvES Puw = 1.

Definition 19.8. Sei (Xy)n>0 eine homogene Markov-Kette. Dann heiit P = (puy)uves
Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Verteilung 7t = Px, Startverteilung.
Ferner bezeichnet 7, := w({u}) fiir u € S.
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Bemerkung 41. Durch Startverteilung und Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind die gemeinsamen Verteilungen der X, festgelegt: Fiir alle (sq,...,sn) € S™! gilt

P ((XO> ceey Xn) = (50> ey sn)) = TlsoPso,s1Ps1,52 * " " Psn_1,5n° (35)

Beispiel 19.9. Im vorigen Beispiel der Warteschlange am Tellerlift ist fiir unabhéngige
(Yn)n>o die Lénge der Warteschlange zu den einzelnen Zeitpunkten gegeben durch

Xn = max{0, X1 — 1} 4+ Yn_1.
Wir haben
P (Xnt1 = ing1 [ Xn =1n,..., Xo = o) =P (Yo = iny1 — max{i, —1,0})
=P (XnH = inH |Xn = in) .

(Xn)n>1 ist also eine Markov-Kette. Sie ist homogen, falls Yy, Y7,... identisch verteilt
sind. Es ist dann
py =P (Yn =] —max{i—1,0})

unabhéngig von n.

Héufig wird die Verteilung einer homogenen Markov-Kette direkt durch Angabe der
Startverteilung und Ubergangsmatrix (Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten) defi-
niert:

Beispiel 19.10 (Einfache symmetrische Irrfahrt auf Z4). Ein Teilchen bewege sich in
jedem Zeitabschnitt n — n + 1 von seinem Ort x € Z% auf dem Gitter Z¢ mit gleicher
Wahrscheinlichkeit zu einem der 2d benachbarten Punkte. Der Zustandsraum ist S = Z4,
und fiir x,y € Z9 ist

D = Ay falls [x —y| =1,
b 0, sonst.

(Hier bezeichnet || - || die euklidische Norm.) Gibt man zudem eine Startverteilung 7t vor,
so ist die Verteilung der Irrfahrt nach (35) festgelegt. Man nennt diese Markov-Kette die
einfache symmetrische Irrfahrt auf Z9.

Definition 19.11. Fiir eine homogene Markov-Kette (X;)n>o heiflen
p&r\r}) =P (Xngm =vIXn=1u)
die m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten von u nach v.

Bemerkung 42. Die m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten hiingen nicht von n ab.
Fiir m = 1 ist dies gerade die Definition, fiir m > 2 folgt dies induktiv aus der Chapman-
Kolmogorov-Gleichung. Dies lautet im homogenen Fall gerade

4 4
i ™ =D plipi.
s€S
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Bezeichnet P die Ubergangsmatrix und P™ die entsprechende Matrix der m-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten, so folgt mit Induktion, dass

pim) — pm

)

wobei rechts die m-te Potenz der Matrix P steht (im Sinne des Matrizenprodukts).

20 Absorptionswahrscheinlichkeiten

Es werde eine faire Miinze solange geworfen, bis entweder dreimal Kopf oder ,,Zahl, Kopf,
Zahl“ in Serie gefallen ist. Spieler A gewinnt im ersten Fall KKK, Spieler B im zweiten
Fall ZKZ. Offenbar muss man sich, wihrend das Spiel noch lduft, stets nur den letzten
oder die beiden letzten Wiirfe merken, um zu entscheiden, wer das Spiel gewinnt. Es
interessieren die Wahrscheinlichkeiten, dass Spieler A bzw. Spieler B gewinnt. Da fiir
den Spielverlauf stets nur die letzten beiden Wiirfe (bzw. der letzte Wurf) relevant sind,
kann man wie folgt modellieren:
(©)—f5}—() 3 @
()

L
S

60
95

(25— 5(2%)

Wir nehmen als Zustandsraum S = {A, K, Z, KK, ZK, KKK, ZKZ} und Ubergangswahr-
scheinlichkeit 1/2 in Richtung der Pfeile und zudem Wahrscheinlichkeit 1 vom Zustand
KKK und ZKZ jeweils zu sich selbst. Starten wir eine Markov-Kette (Xn)n>o mit Zu-
standsraum S, diesen Ubergangswahrscheinlichkeiten und Xy = A (d.h., Startverteilung
ma = 1 und tg = O fiir s € S\ {A}), so gewinnt offenbar Spieler A gerade, falls die
Kette den Zustand KKK erreicht (und dort dann bleibt), Spieler B, falls die Kette im
Zustand ZKZ ,terminiert“. Dieses Fragestellung fiihrt auf die allgemeine Problematik
der Trefferwahrscheinlichkeiten von Markov-Ketten.

Wir betrachten im Folgenden homogene Markov-Ketten (Xy)n>o mit Ubergangsmatrix
(Puv)uves. Die Kette kann in verschiedenen Zustdnden gestartet werden, d.h. wir be-
trachten verschiedene Startverteilungen 7t fiir eine Kette mit derselben Ubergangsmatrix
(Puv)uves- Man schreibt dann Py (- ) und E«[-] falls die Kette im Zustand x € S gestartet
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wird und allgemeiner P,(-) und E ;[-], falls die Kette mit Startverteilung 7t gestartet
wird.

Definition 20.1. Sei (X;)n>0 eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix (Puv)uves-
Sei ) # B C S eine Teilmenge des Zustandsraumes S. Dann heifit

M = min{n > 0: X,, € B}
der Zeitpunkt des ersten Fintritts in B. Die Wahrscheinlichkeiten
w(x) =Px (M < 00,Xm = z),

von Startpunkt x aus bei Eintritt in B den Zustand z € B zu erreichen, heiflen Treffer-
wahrscheinlichkeiten.

Beispiel 20.2. Im vorigen Beispiel lassen sich die Wahrscheinlichkeiten, dass Spieler A
bzw. Spieler B gewinnt, wie folgt in diesem Rahmen einordnen: Wir starten die Markov-
Kette im Zustand x = A, wihlen B = {KKK, ZKZ} und betrachten dann z = KKK bzw.
z = ZKZ. Die Trefferwahrscheinlichkeiten sind dann gerade die gesuchten Wahrschein-
lichkeiten.

Lemma 20.3. Sei (Xy)n>0 eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix (Puv)uves-
Seien () # B C S und z € B. Dann gilt fiir die Trefferwahrscheinlichkeiten

]) faHS X=Zz
w(x) = 0, falls x € B\ {z} (36)
Y yesPaw(y), falls x € S\ B.

Beweis.
Fiir x € B ist die Behauptung klar. Fiir x ¢ B fiithren wir eine ,,Zerlegung nach dem
ersten Schritt* durch: Es gilt

wx) =Py (M <00, Xy =2) = ) Py(X; =y)P (M < oo, Xm=zlX; =y) (37
yes

nach dem Satz von der totalen W-keit, und es ist Px(X; = y) = pyy. Wir unterscheiden
nun die Félley € B und y € S\ B. Im Falle y € B ist wegen x € S\ B

Py(M < 00, Xm =z X7 =y) = 1»(y) =w(y) fiir alle y € B.

Sei nun y € S\ B. Wegen x,y € S\ B gilt dann M > 2. Den zweiten Faktor in (37)
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schreiben wir mit der o-Additivitit, angewandt auf {M < oo} = Uezo{M = {}, um:

M8

Py(M <00, Xm =2zIX1 =y) =) Py(M=1{Xu=1zIX; =Yy)

T
N

Py (Xoy X1, ..y X1 € B, Xg = z[X1 =)

IS

Me L@

Py (Xoy+vy Xe—2 & B, X1 = 2)

I
N

M

Py (Xoy .+« .y Xe—1 & By X = 2)

o~
Il
LR

Py (M =, Xy = 2) (38)

M

o~
I

0
=Py (M < 00, Xm = z) =wl(y),

wobei in (38) verwendet wurde, dass unter Xo =y ¢ B dann M > 1 gilt. Zusammen
folgt also w(x) = 3 cs Pryw(y). |

Bemerkung 43. Gezeigt ist mit Lemma 20.3, dass die Trefferwahrscheinlichkeiten w(x),
die Bedingungen (36) erfiillen. Sie werden durch (36) i.A. allerdings nicht eindeutig
bestimmt. Die Trefferwahrscheinlichkeiten sind charakterisiert dadurch, dass sie minimal
unter allen nichtnegativen Losungen von (36) sind.

Satz 20.4. Sei f : S — Ry eine nichtnegative Funktion mit f(z) = 1, f(x) = 0 fiir
x € B\ {z} und
D puyfly) <f(x)

yes
fiir alle x ¢ B. Dann gilt w(x) < f(x) fiir alle x € S.

Bewets.

Fiir x € B ist die Behauptung klar. Fiir x ¢ B zeigen wir zunéchst Py(Xm = z,M <
€) < f(x) durch Induktion nach {. Der Induktionsanfang { = 0 ist wahr, da Pyx(Xpm =
z,M < 0) =0 gilt fiir x ¢ B. Fiir den Induktionsschrit £ — £ + 1 fithren wir wieder eine
Zerlegung nach dem ersten Schritt durch: Es ist

Py (Xm=2,M <l+1) =) Pu(Xi =y)Px (Xm =2z,M < L+ 1]X; =)

yes

= prypy (Xm =2z,M < ()
yes

v

<) pufly) < f(x).
yes
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Mit der Stetigkeit von unten folgt
]P)X(XM =z,M < e) TPX(XM =z,M < OO) :W(X))
also w(x) < f(x). |

Bemerkung 44. Die eingangs gestellte Frage kann nun gelost werden. Es ist leicht zu
finden, dass

7
P (Spieler A gewinnt) = %, P (Spieler B gewinnt) = 17

Beispiel 20.5 (Gambler’s ruin). Eine Spielerin habe Kapital K € N mit 1 < K < a
und a € N. Sie spiele ein Spiel in Runden. In jeder Runde gewinnt die Spielerin mit
Wahrscheinlichkeit p € (0,1) den Einsatz 1, mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p verliert
sie den Einsatz. Sie hort auf, falls sie ihr Kapital verspielt hat oder Kapital a erreicht
hat. Gesucht ist die Ruinwahrscheinlichkeit.

Wir modellieren dies mit einer Markov-Kette: Der Zustandsraum ist S = {0, 1,..., a}.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind fiir x € {1,...,a — 1}

p, fallsy=x+1,
Pxy =149, fallsy=x-—1,
0, sonst.
Ferner wird poo = pPaa = 1 gesetzt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich als
Trefferwahrscheinlichkeit wie folgt: Wir wéhlen B = {0, a}, z = 0. Dann ist die Treffer-

wahrscheinlichkeit w(K) die gesuchte Ruinwahrscheinlichkeit. Nach Lemma 20.3 gilt fiir
1<x<a-1

wkx)=p-wx+1)+qg-wkx—1) (39)
sowie w(0) =1, w(a) = 0. Das Gleichungssystem (39) ldsst sich 16sen:
a X
ROEC)
1

1 — 1
fﬁrp;«éi, w(x):¥fﬁrp:§.

21 Rekurrenz und Transienz

Die Zusténde einer Markov-Kette unterscheidet man danach, ob sie im Verlauf der Zeit
immer wieder besucht werden, oder, ob es einen letzten Zeitpunkt gibt, nach dem die
Kette nicht mehr zum Zustand zuriickkehrt. Im Folgenden sei stets (Xn)n>0 eine homo-
gene Markov-Kette mit Zustandsraum S. Bei Start in x € S bezeichne

Ty :=min{n > 1|X,, = x}

den Zeitpunkt der ersten Riickkehr nach x. Wie iiblich wird min () := oo vereinbart.
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Definition 21.1. Ein Zustand x € S heifit rekurrent, falls Py (T, < oco) = 1. Ein Zu-
stand x € S heifit transient, falls Py(Ty < oo) < 1. Eine Markov-Kette heifit rekurrent
(bzw. transient), falls alle ihre Zusténde rekurrent (bzw. transient) sind.

Satz 21.2. Fiir einen transienten Zustand x € S gilt bei beliebiger Startverteilung T,
dass

P, (X, = x fiir unendlich viele n) = 0.

Fiir einen rekurrenten Zustand x € S gilt
P, (X = x fiir unendlich viele n) = 1.

Beweis.

Sei Cx = {n > 1: X, = x}| die Anzahl der Besuche in x. Mit der Markov-Eigenschaft
gilt fiir m > 1

M

P, (Cx > m) Pr(Xyy...y Xe1 # %, Xg = X, X =x noch > m — 1 mal fiir n > {)
=1
=2 PalXi,. X £ %, Xe =)
(=1
X Pr (Xn =x noch > m — 1 mal fiir n > €| Xq,..., X1 #x,X¢ =x)
ME

P (Ce> 1P (Cy>m—1).

Iteration des Arguments liefert

2 (T < 00) - (P (T < 00))™ . (40)

Falls nun x transient ist, so folgt mit m — oo, dass P;(Cy = co) = 0. Falls andererseits
x rekurrent ist, so folgt aus (40) mit 7T = &y, dem Dirac-Ma8$ in x, (d.h. es werde in x
gestartet), dass

Py(Cx>m)=Py(Ty<oco)™ =1, m>1.

Es gilt {Cx > m} | {Cx = oo}. Die Stetigkeit von oben liefert dann
Py (X;, = x fiir unendlich viele n) =Py (Cy = 00) = 1.
Dies ist die Behauptung. |

Satz 21.3. Ein Zustand x € S ist transient genau dann, wenn

Z Py (X = x) < o0.

n>1
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Bewets.
w1 Es ist {Xy = x fiir unendlich viele n} = lim sup,,_,..{Xn = x}. Die Endlichkeit der
Reihe liefert mit dem Lemma von Borel-Cantelli 11.8 a), dass

P, (X = x fiir unendlich viele n) = 0.

Nach Satz 21.2 ist x nicht rekurrent. Nach Definition 21.1 ist x somit transient.

»,=: Zunichst muss beachtet werden, dass Satz 11.8 b) nicht auf {X;, = x} angewandt
werden kann, da diese Ereignisse im Allgemeinen nicht unabhingig sind. Nach dem
Beweis von Satz 21.2 gilt

Px(cx:m) :PX(CX > m)_PX(Cx Zm+]) = qm—qu = qm“ _q)

mit q ;= Py(Tx < 00) < 1, da x transient ist. Bei Start in x ist Cy also geometrisch

verteilt zum Parameter 1 — q > 0. Andererseits ist Y > ; Lix, —x} = Cx. Damit folgt nun

ad 1

< 00.

:q

Dies ist die Behauptung.
Als Anwendung betrachten wir die einfache symmetrische Irrfahrt aus Abschnitt 19.

Satz 21.4. Die einfache symmetrische Irrfahrt ist rekurrent fiir Dimensionen d = 1,2
und transient fiir d > 3.

Bewets.

Wir bestimmen die W-keiten Py (X, = x). Offenbar kann man nur in einer geraden An-
zahl von Schritten vom Zustand x € Z% zuriick nach x kommen. Geht man n; Schritte
in positive Richtung der i-ten Koordinate, so muss man auch n; Schritte in die entge-
gengesetzte Richtung gehen. Damit folgt

2
P(Xan=x)= Y " (24)
nip, ni, N2, N2,...,Ng,Ng

ny+--+ng=n
2
_ <2”> ) < n ) (2d)~2". (41)
N g \THy ey
1 d

Fiir d = 1 liefert dies mit der Stirlingschen Formel asymptotisch fiir n — oo

2n\ . _ 1
Py(Xon =x) = <n>2 m *\/T—n-

Da die Reihe Zn21 1/4/n divergiert, folgt aus Satz 21.3 die Rekurrenz der Irrfahrt.
Fiir d = 2 folgt aus (41)

n 2
Py(Xon = %) = <2T:.l> ZO <T)l> <nTl j>4_2n = <2T1:') 4= 7'[]71’1
]:
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Die zugehorige Reihe in Satz 21.3 ist wieder divergent, die Irrfahrt also rekurrent. (Fiir
Z}LO (;‘) (nle) = (2;1) vgl. hypergeometrische Verteilung.)

Fir d > 3 betrachten wir zunéchst die Multinomialkoeflizienten (n1 .T.Tnd)‘ Es ist leicht
zu sehen, dass fiir m:= [n/d] gilt

(rana) = (o)

< .
ny,...,Ng m,..., M
Damit folgt aus (41)

2
Px(xm:x)s<“>2‘z“< o >d‘“ 2 ( N )d‘“
n m,...,m Ny, ...,Ng

ni+---+ng=n

=1

1/2
:<2n> zZn( dm ) i <2dm> / (2rem) 2 gémn,
n my...,m n

Wegen dm < n + d liefert dies Py(Xon = x) = O(n~%2) fiir n — co. Damit konvergiert
die Reihe in Satz 21.3 fiir jedes d > 3. Die Irrfahrt ist also transient fiir alle d > 3. |
22 Stationare Verteilungen von Markov-Ketten

In diesem Abschnitt betrachten wir homogene Markov-Ketten (Xn)n>¢ mit endlichem
Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P = (puy)uves. Wir studieren die Verteilung Py,
fiir grofle n.

Definition 22.1. Sei (X,)n>0 eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P =
(Puv)uves. Eine Verteilung 7 auf S heifit stationdre Verteilung (oder auch Gleichge-
wichtsverteilung) fiir (Xn)n>o, falls gilt

Ty = Z Typyx  fiir alle x € S.
yes

Bemerkung 45. Wihlt man als Startverteilung eine Gleichgewichtsverteilung 7, so gilt
Py, = = fiir alle n € Np.

Beweis.
Fiir x € S folgt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Pr(Xy =x) = Z]Pﬂ(xl =x[Xo = U)PN(XO =y) = Zpyxﬂy = Tlx,
yes yes

also Px, = 7. Mit Induktion nach n folgt die Behauptung. 1

Eine Gleichgewichtsverteilung braucht i.A. nicht zu existieren. Wir schrinken uns des-
halb spéter auf eine wichtige spezielle Klasse von Markov-Ketten ein.

Definition 22.2. Sei (Xn)n>0 eine homogene Markov-Kette.
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a) Wir schreiben x ~» y, falls ein m € N existiert mit Py (X, =y) > 0. Der Zustand x
kommuniziert mit y (Bez. x e+~ y), falls x ~» y und y ~ x.

b) (Xn)n>o heiBt irreduzibel, falls x «~ y fiir alle x,y € S, andernfalls reduzibel.

¢) Fiir x € S heifit d(x) = ggT{n > 1: P, (X = x) > 0} Periode von x.

) (Xn)
)

d) (Xn)n>o heiBt aperiodisch, falls d(x) =1 fiir alle x € S.
) (Xn)

e) (Xn)n>o heiit ergodisch, falls (X )n>o irreduzibel und aperiodisch ist.

Satz 22.3. Sei (Xn)n>0 eine ergodische Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum S.
Dann existiert ein M € N, sodass fiir alle x,y € S und n > M gilt:

Py (Xn =x) > 0.
Der Beweis benutzt das folgende zahlentheoretische Lemma.

Lemma 22.4. Sei A = {aj,az,...} € N mit ggT(aj,az,...) = 1 und abgeschlossen
bez. Addition, d.h. fiir a,a’ € A gilt a + a’ € A. Dann existiert ein N < co mit n € A
fiir alle n > N. (ohne Beweis)

Beweis von Satz 22.3.

Zux € Ssei Ay ={n > T1|Py (X = x) > 0}. Die Menge A, erfiillt die Voraussetzungen
von Lemma 22.4: ggT(Ay) =1, da (Xn)n>o aperiodisch ist, und fiir a,a’ € Ay gilt mit
der Chapman-Kolmogorov Gleichung

Py(Xarar =%) = ) P(Xa =ylXo = x)P(Xqrar = X[Xa =)
yes

> P(Xa =xXo = X)IP(XcHa’ =x[Xq =x)
= Px(xa = X)Px(xa/ = X) >0,

also a + a’ € Ayx. Nach Lemma 22.4 existiert ein Ny € N mit Py (X, = x) > 0 fiir alle
n > Ny. Seien nun x,y € S beliebig. Wegen der Irreduzibilitit existiert ein m,, € N mit
Py (X, =y) > 0. Fiir m > M := max{Ny + myy |x,y € S} gilt dann

Py (Xm =x) = Z ]P)(memxy =s[Xo= U)P(Xm =x| memxy =s)

sEeS
> P (Xm-my, =Y Xo =1) - P (X;n = x| Xinem,y, =Yy) >0.
>0, da m—myy >Ny =Py (Xmyyy =x)>0
Es ist M < oo, da S endlich ist. |

Satz 22.5. Jede ergodische Markov-Kette (Xn)n>o mit endlichem Zustandsraum hat
eine stationdre Verteilung.

Beweis.
Kann elementar gefithrt werden, wird hier aber ausgelassen. |
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Satz 22.6 (Ergodensatz fiir Markov-Ketten). Sei (Xn)n>o eine ergodische Markov-Kette
mit endlichem Zustandsraum S und Startverteilung p. Sei 7t eine stationére Verteilung
fiir (Xn)n>o. Fiir n — oo gilt dann

dTVUP)Xn) 7'[) — 0.

Beweis.

Wir wéhlen Xy mit Px, = p und konstruieren die Markov-Kette X1, X3, ... dann explizit
wie in einer Ubungsaufgabe: Sei (Uy)n>7 eine Folge unabhingiger, auf [0, 1] gleichver-
teilter ZVe. Dann kann X;, = f(X,,_1, U,,) gewihlt werden mit einer deterministischen
Funktion f (vgl. Ubungsaufgabe 40). Zudem konstruieren wir eine Markov-Kette (X! )n>0
mit Startverteilung Px; =m und X, = f(X]_;,U/) mit einer zweiten Folge (U} )n>1 un-
abhéngiger, auf [0, 1] gleichverteilter ZVe ebenfalls unabhéngig von (Un)n>1. Zudem sei
Xy unabhéingig von Xo. Nach Bemerkung 45 gilt nun Px; = 7 fiir alle n € No. Wir

betrachten den Zeitpunkt, zu dem sich die Ketten erstmals treffen:
T =min{n > 0| X, = X/}.

Nach Satz 22.3 existiert ein M € N, sodass fiir alle x,y € S gilt Px(Xm =y) > 0. Zu
festem y € S sei
o = minPy(Xm =y) > 0.
xXES
Damit folgt

P(T<M)>P(Xm =Xpy) > P(Xm =y, Xy =y) =P(Xm =y) - P(Xpy =y)

( P(Xm =y, Xo = X)) ' (Z P(Xpm =Y, Xg = X))
X€ES

x€S
= ( P(Xo = x)Px(Xm = U)) : (Z P(Xy = x)Px(Xpy = U))
X€ES x€S
> P(Xo =x) - oc) (Z P(Xy =x) - oc) = o’
xXE€S xX€S

Es folgt also P(T> M) < 1 — «?. Mit demselben Argument folgt nun

P(T>2M) =P(T> M)P(T>2M|T> M) < (1 — a®)P(Xom # Xjm | T> M)
< (1—o)
Mit Induktion folgt
P(T>EM) < (1—o2)t 2% 0, also lim P(T>n) =0. (42)
n—oo

Wir definieren nun eine dritte Markov-Kette durch X{ = Xo und

y o HOX ), falls XY # X,
TR UL ), falls XY = XU
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Die Folge (X}/)n>0 ist also identisch mit (Xyn)n>o bis sich X;, und X/, treffen. Danach ist
(X/)n>0 identisch mit (X} )n>o. Nach Konstruktion ist (X/)n>o ebenfalls eine Markov-
Kette mit Ubergangsmatrix wie (Xn)n>o und (X} )n>o und Startverteilung IP’X(/)/ =Px, =

. (Begriindung: Die Uberginge fiir X/ werden mit einer Folge unabhingiger, uniform
auf [0, 1] verteilter ZVen, die as (Uy,) und (U],) ausgewiihlt werden, mittels der Funktion
f konstruiert.) Insgesamt haben wir nun

° PXT’( = Pxn fiir alle n € Ny,
° ]P)X'I{l = fiir alle n € N,
« X! AXL}C{T>n),

Lemma 13.2 liefert nun mit (42)

n—oo

drv(Px,,, ) = drv(Pxs, Px; ) < 2P(X) # X)) < 2P(T>n) — 0.
Dies ist die Behauptung. |

Bemerkung 46. Die Idee des vorigen Beweises, die von Wolfgang D&blin stammt, be-
steht darin, X!/ mit Verteilung von X;, zu konstruieren und gleichzeitig an X}, zu koppeln,
d.h. Gleichheit mit hoher W-keit zu erreichen. Man spricht bei derartigen Argumenten
von ,,Coupling*.
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