Vorlesung 2b

Diskrete Zufallsvariable

und ihre Verteilungen

mit den Beispielen
Anzahl der Erfolge beim n-fachen p-Munzwurf
und
Besetzungen beim n-fachen (pq, ..., pg)-Wirfeln
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1. Die Grundbegriffe

(Buch S. 20-21)



Bisher hatten wir uns mit Zufallsvariablen beschaftigt, deren
Wertebereich S endlich war.

Die (schon in Vorlesung 1b formulierten)
zwei Grundregeln
for Wahrscheinlichkeiten lauteten fur diesen Fall:

Normiertheit auf Eins:
P(XesS)=1.

Additivitat:

P(XcA) =Y P(X=a), ACS
acA



Diese beiden Regeln behalten ihren Sinn, wenn der

Wertebereich nicht endlich, sondern abzahlbar unendlich ist.

Beispiel: S = N

PX=1)=—-, P(X=2)=



Auch wenn der Wertebereich von X

eine Uberabzahlbare Menge ist
(wie z.B. die Menge der reellen Zahlen R

oder das “Einheitsintervall” [0, 1]
oder das “Einheitsquadrat” [0, 1] x [0, 1]),

behalten beide Regeln ihren Sinn, wenn man fordert,
dass der Wertebereich
eine endliche oder abzahlbar unendliche Menge S enthalt
mit
P(X eS)=1.



Beispiel: Wertebereich R

S C R endlich oder abzahlbar unendlich mit P(X € S) =1



Warum ist das interessant?

Wie wir sehen werden (und wie jetzt schon intuitiv klar ist),

kann man mit reellwertigen Zufallsvariablen rechnen.

Man kann z.B. eine reelwertige Zufallsvariable X halbieren,
und wenn die Zufallsvariable X diskret ist,
ist auch die Zufallvariable X /2 diskret.



Definition:

Eine Zufallsvariable X heif3t diskret,
falls ihr Wertebereich
eine diskrete (d.h. endliche oder abzahlbar unendliche)
Menge S enthalt mit
P(X eS)=1.



FOr diskrete Zufallsvariable X und
P(XesS =1
mit einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Menge S gilt:
P(XeA)= > P(X =a), AcCS
a€A

(Additivitat)
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Die Zahlen p(a) := P(X = a),

a€cs,

sind die Verteilungsgewichte.

Die Abbildung A — p(A) :=P(X € A),

heil3t die Verteilung von X.

ACS,
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2. Zufallige Paare und ihre Komponenten

(Buch S. 21)
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X = (X1, X») sei eine Zufallsvariable
mitP(X; € S;) =1, S, diskret, i =1, 2.

Dann ist auch X diskret, mit P(X € S1 x Ss) = 1.

Die Ereignisse {(X1, X2) = (a1, as)} notieren wir auch als

{X1 =a1, X5 =as}.
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Die Verteilungsgewichte von X schreiben wir als

p(a1,a2) = P((X1,X2) = (a1,a2))
= P(X1 =a1,X2=ap),

Sei pq die Verteilung von X .

Man erhalt deren Gewichte als

p1(a1) = > plag,an).
a>€So
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(X1,X2) ﬁ

h((a1,a2)) :=ay
Ist die

Projektion des Paares (a1, as) auf seine erste Komponente
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3. Weiterverarbeitung von Zufallsvariablen
und

Transport von Verteilungen

(Buch S. 21-22)
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Der Ubergang von X = (X1, X>5)
zur Komponente X4
ist ein Beispiel einer
Vergroberung (Weiterverarbeitung) einer Zufallsvariablen:

X1 = h(X)

mit h((a1,a2)) := aq
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Sind S und S’ zwei Mengen,
X eine Zufallsvariable mit Zielbereich S,
h eine Abbildung von S nach S,
und nimmt man X als zufallige Eingabe von h,

dann bekommt man eine Zufallsvariable Y mit Zielbereich S’:

X N
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Fir jedes b € S’ gilt:
{h(X) =b} = {X € h1(b)}
Flr die Verteilungsgewichte von Y = h(X) ergibt sich:

P(Y=b=PXechl1b)= Y PX=oa).
ach—1(b)
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Bezeichnet p die Verteilung von X und p’ dievonY,
dann ist

pP)= > pla).

ach—1(b)

Man sagt: Die Verteilung p wird durch die Abbildung h

in die Verteilung p’ transportiert.
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Diese Situation haben wir schon mehrmals angetroffen:

in Vorlesung 1b:
X :=rein zufallige 1, ..., g-Folge der Lange n
T = h(X):= Zeitpunkt der ersten Kollision

(mit T' := oo falls keine Kollision eintritt)

iIn Vorlesung 2a:
X :=rein zufallige Permutationvon 1,...,n

h(X) := Lange des Zyklus von X, der die Eins enthalt.
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Heutiges Programm:
Weitere Beispiele far

“Vergroberungen von zufalligen Folgen”

— wichtige Beispiele

diskreter Zufallsvariabler und diskreter Verteilungen.
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4. Die Anzahl der Erfolge beim fairen Manzwurf

(vgl. Buch S. 22)
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S:={0,1}"
die Menge der 01-Folgen der Lange n
X sei uniform verteilt auf S,

jeder Ausgang hat somit das Gewicht
1 11 1

on 2 2 2
Man sagt dann auch:
X ist ein n-facher “fairer MUnzwurf”.

Y := die Anzahl der Einsen in X.
Was ergibt sich fur die Verteilungsgewichte von Y ?



Jede einzelne 01-Folge a der Lange n mit genau k Einsen

hat Gewicht
1

on

Wieviele derartige a gibt es?
n
(&)

Also:
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5. Die Anzahl der Sechsen beim fairen Wurfeln

(vgl. S. 28)
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Beispiel

n-faches Wurfeln:

Wie ist die Anzahl der Sechsen verteilt?
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W = (W1,...,Wy) uniform verteilt auf
S:={1,...,6}™.

7= (Z4.....%n), mit
Zi = 1761 (W;)

Z ist also eine zufallige 01-Folge, mit
Z; = 1 falls der i-te Wurf eine Sechs ergibt
und Z; = 0O sonst.

Wie ist Z verteilt?
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P(lel,...,Zk:]., Zk_|_1=O,...,Zn=O)

:P(W1:6,...,Wk:6, Wk+1#6,...,Wn#6)
1k.5n—k

pu— 6n

= pig" ",

mitp := zund q 1= ¢.

Auch flr jede andere Platzierung von genau k “Sechsen”

iIn den n Warfen ergibt sich diese W'keit.
29



Fazit zur
Verteilung der Anzahl der Sechsen beim n-fachen Whurfeln:
Sel
W = (W1q,...,Wy) uniform verteilt auf S := {1,...,6}",
Z = (Z1,...,%n), mitZ; =1 (W;)

Die Verteilung von
Y =Zi4+ -+ 2y
ist dann gegeben durch die Gewichte

P(Y =k) = (Z)pkqn_k (warum?)
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6. Vom p-Munzwurf zur Binomialverteilung

(“Was 1/6 recht ist, soll p billig sein...”)

(Buch S. 22)
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Definition (p-MUnzwurf):
Seipe[0,1],g =1 —p.
Eine Zufallsvariable Z mit Zielbereich
S={0,1}"={a= (a1,...,an) :a; € {0,1}}
heil3t n-facher p-MUnzwurf,

wenn far alle a € S mit kK Einsen und n — k£ Nullen gilt:
P(Z = a) = pfq"*.
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Ein Paradebeispiel flr die
Weiterverarbeitung einer Zufallsvariablen ist die

Anzahl der Erfolge beim n-fachen p-Mdnzwurf.
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Sei Z = (44, ..., Zn) ein n-facher p-Minzwurf
undY =71+ ---+ Z,, =: h(Z) die Anzahl der Erfolge
(die Anzahl der Einsen in der zufalligen 0-1 Folge Z7)

Verteilungvon Y = 7

h(at,...,an) = a1+ -+ an
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Jedesa € Smith(a) =k
(d.h. mit £ Einsen und n — k& Nullen)
hat Gewicht p* (1 — p)»—F.

Wieviele solche a gibt es?

Y = htZ
hL1(k
. kL S">{0,...,n}

h(ai,...,an) =a1+---+an
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Jedesa € Smith(a) =k
(d.h. mit £ Einsen und n — k& Nullen)
hat Gewicht p* (1 — p)»—F.
. n
Es gibt (k) solche a.
n _
P(Y=k)=(, )o@ —p)""
Z Y = R(3
hL1(k
. kL S">{0,...,n}

h(ai,...,an) =a1+---+an
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Definition:

Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich {0,1,...,n}
heil3t binomialverteilt mit Parametern n und p,
Kurz
Bin(n, p)-verteilt,

wenn
P(X =k) = (:)pkqn_k, k=0,1,...,n,

mitg=1—p.
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Gewichte

005 0.10 0.15 0.20 0.25

0.00

Gewichte der Bin(10, 1/2) Verteilung




Gewichte

0.04 0.08 0.12

0.00

Gewichte der Bin(40, 1/3) Verteilung



/. Vom Ziehen mit Zurlcklegen zum p-MUnzwurf

(vgl. Buch S. 33)
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n-maliges Ziehen mit Zurticklegen

aus einer ideal durchmischten Urne.

Ein Anteil p der Kugeln ist rot,

der restliche Anteil ¢ = 1 — p ist blau.
Zufallige 0-1 Folge Z = (Z4, ..., Zy):

Z; = 1 wenn beim z-ten Zug eine rote Kugel kommit,

und Z; = O wenn beim i-ten Zug eine blaue Kugel kommt.
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Sei a eine vorgegebene 0-1 Folge der Lange n mit k£ Einsen,
z.B.: a:=(,...,1,0,...,0)

4 \

k-mal (n—kv)-mal

P(Z=a)="7
Sei g die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.
Die Anzahl der roten Kogeln ist pg,

die der blauen Kugeln ist gg. FUr obiges a qilt:
k n—k
P(Z = q) = P9 ;fig) — phgn—h

Das ist so fur jede 0-1 Folge a mit k& Einsen und n — k Nullen.
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Zur Erinnerung:
Definition (p-MUnzwurf):
Seipe[0,1],g =1 —p.
Eine Zufallsvariable Z mit Zielbereich
S={0,1}"={a=(a1,...,an) :a; € {0,1}}
heil3t n-facher p-MUnzwurf,

wenn fir alle a € S mit £ Einsen und n — k& Nullen gilt:
P(Z = a) = pfq"*.
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8. Vom p-MUnzwurf
zum (p1, ..., pg)-Wiarfeln

Oder: Was 2 recht ist, soll g billig sein!

(vgl. Buch S. 28)
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Definition (“n-faches (p1,...,pq)-Wirfeln”):
Seieng e Nund py,...,pg > 0mitp; +... +pg = 1.
Wir definieren Verteilungsgewichte auf
S:={a="(a1,...,an) : a; €{1,...,9}}
durch

,0((1,1, SR 7a’n) L= Paq * Pap * " Pap-

Eine Zufallsvariable W mit diesem Zielbereich S
und diesen Verteilungsgewichten p nennen wir
n-faches (p1, ..., pg)-Wirfeln.
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FOr jedes a € S mit
k1 Komponenten gleich 1,

k> Komponenten gleich 2,

kg Komponenten gleich g

Ist dann

ko

k k
P(W =a) = pi'p5® - pg’
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9. Vom (p1, ..., pg)-Wirfeln
zur Multinomialverteilung
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W = (Wq,...,Wy) sei ein n-faches (p1, ..., pq)-Wirfeln

Y = #{1 . W; = j}
(die Anzahl der Wrfe mit Ergebnis 7).

Y = (Y1,...,Yy) hat dann den Zielbereich

VerteilungvonyY =7
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g ko Sny

h(al,...,an):(kl,...,kg) = k
mitkj :#{’LCLZ:]}), 17 =1,...,9

Jedes a € S mit h(a) = (k1,...,kg)
hat Gewicht p’fl . .p’;g
Wieviele solche a gibt es?

Dazu Uberlegen wir:
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Auf wieviele Arten kann man
n Objekte so auf g Facher verteilen,
dass das j-te Fach genau k; Objekte enthalt?
Dabeiist k1 + --- + kg = n.
Die Antwort ist:

(0)- (") (T e

!
- kllk;---kg! — <k1nkg>

Multinomialkoeffizient, lies: n Gber k1, ..., kg
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Y p— A
hL1(k
g ko Sny

h(al,...,an) — (k‘l,,k‘g) = k
Jedes a € S mit h(a) = (k1,...,kg)
hat Gewicht p]fl . .p’;g

Wieviele solche a gibt es?
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(Wla' 7Wn) (Y]_,...,
hL1(k
g ko Sny

h(al,...,an) — (kfl,,k‘g)
Jedes a € S mit h(a) = (k1,...,kq)
hat Gewicht plfl . .pfgg

Es gibt ( " ) solche a.

1,...,kg

n k k
, L] L] L] 7 g
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mitkj I:#{’iiaizj}, 173=1,...,g

, L] L] L] 7 g
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Definition:

Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich Sy 4

heil3t multinomialverteilt mit Parametern n; p1, ..., pg,
wenn
n k k
P(X = (k1,...,kg)) = Lo pd,
(X = (krk)) = (7 )Py
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(10,0,0)

383—3R6
638638340

709851 567
506—7Q9 567 284

3Z6—3A5

(0,10,0) (0,0, 10)

Gewichte der Multinomialverteilung, notiert in Vielfachen von ﬁ,
forn =10, g =3, p1 = 0.3, po = 0.5, p3 = 0.2
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Resume
gc N

Wirfeln

Besetzung der Ausgange

Multinomialverteilung

g =2

MUnzwurf

Anzahl der Erfolge

Binomialverteilung
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Zweil wichtige Beispiele aus der heutigen Vorlesung

Stichprobenziehen — Minzwurf — Binomialverteilung

(9 =2)
Stichprobenziehen — “Wurfeln” — Multinomialverteilung
(9 = 3)

werden illustriert durch die

Wandtner'schen R-Programme zu VL 2b.
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