Vorlesung 14b

Relative Entropie



Zur Wiederholung:

Sei S eine endliche oder abzahlbare Menge
und p eine Verteilung auf S.

Die binare Entropie von p ist

Hs[p] := — > p(a) 1093 p(a)
a€eS

(die bis auf maximal ein Bit kleinstmogliche erwartete Lange
eines binaren Prafixcodes unter der Verteilung p)



Anstatt an binare Prafixcodes kann man auch an trinare, oder

allgemeiner (fir b € R4) an b-are Prafixcodes denken.

Die Entropie zur Basis b der Verteilung p ist
Hylp] :=— >_ p(a)logyp(a).
acS
Die prominentesten Wahlen sind b = 2 und b = e.
Im Folgenden denken wir uns ein b > O fest gewahlt

und lassen das Subskript b weg.



1. Definition und Interpretation
der relativen Entropie



Definition: Seien p und = Wahrscheinlichkeitsverteilungen
mit Gewichten p(a) und 7(a), a € S. Dann ist die relative

Entropie von p bzgl. 7 definiert als

D(pllm) := > p(a)log )
acsS m(a)
= — ) p(a)logn(a) —H|p],

acS

wobei die Summanden mit p(a) = O

gleich O gesetzt werden.



Interpretation der relativen Entropie:

Man denke sich einen zufalligen Buchstaben mit Verteilung p
mit einem Shannon-Code codiert, der nicht der Verteilung p,
sondern der Verteilung w angepasst ist,
also mit Codewortlangen
—logn(a) <¥l(a) < —logn(a) + 1.

Dann andert sich die erwarteten Codelange
im Vergleich zu dem an p angepassten Shannon-Code
(bis auf hochstens 1) um

~ Y p(a)logn(a) — (~ X p(a) log p(a) ) = D(pl|).
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2. Die Informationsungleichung



Satz: (“Informationsungleichung™) D(p||w) > O.

Beweis: Wieder verwenden wir die Abschatzung
logzx <c-(z—1) mitc :=1log’(1):

Dl =— ¥ pla)log™
a:p(a)>0 p(a)

> % playe (T 1)

a:p(a)>0 p(a)

_ _C( S 7(a) — gajp(a)) >0. O

a:p(a)>0



Bemerkung: Aus D(p||w) = 0 folgt p = .
In der Tat: In der Ungleichung logx < c¢(x — 1)
besteht (abgesehen flir x = 1) strikte Ungleichung.
Also folgt aus

w(a) m(a)
— a) l = —c a — 1),
a;p@%m”( Jlog S a;p%m”( >(p(a) )

dass w(a) = p(a) fir alle a mit p(a) > 0.
Daraus folgt » #w(a) =1,also Y  «(a) =0,
a:p(a)>0 a:p(a)=0

somitauch 7(a) = p(a) firalle a mit p(a) = 0. O
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Zusammenfassend ergibt sich der

Satz (von der relativen Entropie):

Die relative Entropie D(p||7) ist nichtnegativ,

und verschwindet genau fir p = .
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3. Entropieschranken
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In den folgenden Beispielen

benutzen wir den eben bewiesenen Satz in der Gestalt
(x) —> pla)logp(a) < —> p(a)logn(a)
a a
mit Gleichheit genau fur p = .
Wir sehen:

Jede Wahl von = liefert in (%) eine Schranke fir H|[p],

mit Gleichheit genau fur p = 7.

FUr jede Wahl von 7 wird die rechte Seite von ()
zum Erwartungswert der Zufallsvariablen g(X) := — log n(X).
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(x) — Z pla)logp(a) < — Z p(a)log 7(a) mit Gleichheit genau fir p = .

Beispiel 1: Vergleich mit der uniformen Verteilung:
Sei S endlich mit n Elementen
und sei w(a) = 1/nflrallea € S.

Dann folgt aus (x) flr jede Verteilung p auf S-
1
Hip] < - p(a) log ( ) — logn .
a

n

H[p] < logn.

Gleichheit gilt genau im Fall der uniformen Verteilung,
sie maximiert auf S die Entropie. O

13



(x) — Z pla)logp(a) < — Z p(a)log 7(a) mit Gleichheit genau fir p = .

Beispiel 2: Vergleich mit verschobener geometr. Verteilung:
Seinun S = {0,1,2,...},und n(k) :=27+"1
Dann folgt aus (x) fur alle Verteilungen p mit EW u(p):
Ho[p] < —ijp(k) logo(27F71)

= 3 p(B)(k+ 1) = ulp)
k=0

1.

Gleichheit qilt fir p = 7, dann ist Ho[p] = 2. Also:
Unter allen Verteilungen auf Ng mit EW < 1

hat die Verteilung 7 die grof3te binare Entropie, namlich 2.0
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Im nachsten Beispiel betrachten wir
(fGr eine Abbildung v : S — R)
die Frage:
Wie sieht unter allen Verteilungen von X
mit vorgegebenem Wert n fir E[u(X)]

diejenige mit der grof3ten Entropie aus?
(Das obige Beispiel 2 passt in diesem Rahmen mit u(k) := k)

Wieder verwenden wir die Informationsungleichung
in der Form
(x)  —>_pla)logp(a) < —>_ p(a)logm(a)

mit Gleichheit genau fU?p = 7.
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Beispiel 3: Vergleich mit einer “Boltzmann-Gibbs-Verteilung”:
Gegebensei u: S — R, 8> 0.
Wir definieren die Gewichte w(a) := 6_5“(a>/z mit

zi= ) e Bula) ( Annahme: z < c0.)
acsS
Sein:=)> u(a)n(a).

a
Die Abschatzung (x) ergibt fur alle p mit > p(a)u(a) =7

Help] < =% pla)Inm(a) = B> pla)u(a) +Inz
= 0Bn—+Inz
mit Gleichheit genau fur p = 7.
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Anders gewendet:

Unter allen Zufallsvariablen X mit
vorgegebenem Erwartungswert n = E[u(X)]
hat diejenige die grof3te Entropie,
die die Verteilungsgewichte e—#u(a) /- hat

wobei 5 so eingerichtet ist, dass ) u(a)e_ﬁu(a)/z = 7 qilt.
a

Die Verteilung mit den Gewichten e—Au(a) /
heil3t Boltzmann-Gibbsverteilung

zum Potenzial « mit Parameter 5.
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4. Relative Entropie und grof3e Abweichungen
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Beim n-fachen Wurfeln mit Gewichten p := (p1,...,pg)
sind die relativen Haufigkeiten K1 /n,..., Kq4/n
far groBBes n mit grof3er W'keit nahe bei py, ..., pg.
Wie wahrscheinlich ist ein “atypischer Ausgang” (a1, ..., aq)
mit a; ~ntj, ti= (t1,... ,t%) #*= p?

a
Pp(Klzal,...,ngag)=< )pg‘l---pgg
a’l,'..,ag

Aus der Stirling-Formel folgt: Bis auf einen Faktor f = f(n), der (nur)

) = L . Also:

wie eine Potenz in n wachst, ist ( ar
Tty

al,...,ag

P(K; = K=oy = (PR, (Pt
= (2
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Nach dem Logarithmieren fallt der Faktor f(n) nicht mehr ins Gewicht:

g .
Ian(Kl p— CL]_,...,Kg — CLg) ~ M Z tjln&
j=1" 1
= —nD(t||p))
aufgefasst als W-Verteilungen auf {1,...,g}

Fazit: Unter der Annahme a; ~ nt; mit n — oo gilt:

Pp(Kl — a, .. ,Kg — ag)
fallt exponentiell in n mit Rate D(t||p).
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5. Eine Beziehung zur Chernoff-Ungleichung
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In V 7b hatten wir fir Binomial(n, p)-verteiltes X,
(und o« > p) die Chernoff-Ungleichung bewiesen:

P(X,>an) < e~ Hp(a)

mit Hp(«) _aln( )—I—(l—a)lﬂ( p) > 0.

InG;)
n (L) Hp(a)

1—p \\. o

0 D 1
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In V 7b hatten wir fir Binomial(n, p)-verteiltes X,

(und o > p) die Chernoff-Ungleichung bewiesen:

P(X, > an) < e npla)

mit Hp(a) := «ln (%)

(1_awn(

i%g)>o.

Ist = die Verteilung auf {1, 0} mit Gewichten pund 1 — p

und p die Verteilung auf {1, 0} mit Gewichten cvund 1 — «

(also: m = Bernoulli(p), p = Bernoulli ()),

so hat man
Hp(a) = D(p||7).
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