Vorlesung 13b

Bayes'sche Anteilschatzung
und die Pdlya-Urne

“Mit welcher Wahrscheinlichkeit

geht morgen die Sonne auf?”

Buch S. 113/114, S. 127



Wohl mit einem Augenzwinkern stellte

Pierre-Simon Laplace (1729-1847) die folgende Frage:

Stellen wir uns vor, es wird jeden Morgen
mit einer uns unbekannten, konstanten
Erfolgswahrscheinlichkeit p eine Munze geworfen.
Bei Erfolg geht die Sonne auf,
bei Misserfolg ist der jingste Tag gekommen.
Angenommen es ist bisher die Sonne 1 Million mal
aufgegangen. Wie wahrscheinlich ist es,

dass sie auch morgen wieder aufgeht?



Unser Lieblingsschatzer fiir pistp = H = £
(Anzahl Erfolge geteilt durch Anzahl Versuche).
Der ergabe hier den Schatzwert 1,

auch schon fiir n = 10 anstelle von n = 10°,

und auch schon sogar fir n = 1.

Hmmm. ..

Das gibt Anlass zum Nachdenken!



Laplace schlug vor,
an ein zweistufiges Zufallsexperiment zu denken.

In der ersten Stufe wird die Erfolgswahrscheinlichkeit P
uniform aus [0, 1] gewahlt.

In der zweiten Stufe wird, gegeben {P = p},
ein wiederholter p-MUnzwurf (Z1, Z», . ..) durchgeflihrt.

Sei K, =721+ ---+ Z,
die Anzahl der Erfoge in den ersten n Versuchen.



Fragen:

la.  P(Zpy1=1|Kn=k) =7

Was ist
1b. der bedingte Erwartungswert
und
2. die bedingte Verteilung
der zufalligen Erfolgswahrscheinlichkeit P,
gegeben {K,, =k} ?



Die Antwort auf 1a und 1b ist dieselbe:

Anschaulich ist diese Gleichheit Klar.
Formal folgt sie aus der Zerlegung des (unter K, bedingten)

Erwartungswertes vo Z,, 4 ; nach P:



Erinnerung an eine Ubungsaufgabe:

(Frei nach dem Eingangsbeispiel im 2. Vortrag der Ringvorlesung
Algorithmen, Maschinelles Lernen, Quantencomputing im WS 18/19:)
Jemand flhrt einen Minzwurf vor. Aus gewissen Griinden kommt nur

in Frage, dass er entweder die ganze Zeit eine faire 01-Minze verwendet
(d.h. p = 1/2) oder eine mit p = 8/10.

Bevor er zu werfen beginnt, beginnt, schatzen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass er eine faire Mlnze verwendet, mit 0.9 ein.

Wie aktualisieren Sie lhre Einschatzung der Wahrscheinlichkeit,

dass es sich um eine faire Minze handelt, nachdem

(i) beim ersten Wurf eine Eins
(ii) bei den beiden ersten Wurfen jeweils eine Eins

geworfen wurde?



Ubergangsgewichte:

O 1
0.5 | 0.5 0.5
0.8 | 0.2 0.8

Gemeinsame Verteilungsgewichte:

0 1

0.9 05| 09-05 09-0.5
0.1 08 ] 0.1-02 0.1-0.8




Gemeinsame Verteilungsgewichte:

O 1

05 05-09 05-0.9
0.8 | 0.2-0.1 0.8-0.1

.5:0.9 ~ 0.85

P(P=05|K;=1)= 0.5-099+0.8-0.1




Ubergangsgewichte:

0 1 2
0.5 | 0.25 0.5 0.25
0.8 | (0.2)2 2.0.8-0.2 (0.8)2

Gemeinsame Verteilungsgewichte:

0 1 D
0.9 05| 0.9.0.25 0.9-0.5 0.9-0.25
0.1 0.8 0.1-(0.2)2 0.1-2-0.8-0.2 0.1-(0.8)2
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Gemeinsame Verteilungsgewichte:

O 1 2

0.5 0.25.0.9 0.5-0.9 0.25-0.9
0.8 | (0.2)2-0.1 2-0.8-0.2-0.1 (0.8)2.0.1

~ 0.78

P(P = 0.5/K>=2) = 55592599,
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In der eben diskutierten Ubungsaufgabe
hatte die a-priori Verteilung von P
die Gewichte
0.9inp=1/2 und 0.1 in p=38/10.

Jetzt nehmen wir - auf den Spuren von Laplace -

die a-priori Verteilung von P

als uniform auf [0, 1] an.
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Unsere Fragen waren:

la.  P(Zpy1=1|Kn=k) =7

1b. E[P| K, =k] =7

2. Was ist die bedingte Verteilung von P,
gegeben {Ky,, =k} ?

12



Beginnen wir mit Frage 2:
Was ist die bedingte Verteilung von P,
gegeben {Ky,, =k} ?

13



Dazu ein Simulationsexperiment fir n = 2:

FGr 3000 uniform aus [0, 1] gewahlte p

wird jewells ein 2-maliger p-MUnzwurf durchgefihrt.

Jeder der 3000 Punkte
gibt eine gemeinsame Realisierung
von P (vertikal) und P := K5 /2 (horizontal).
Der Wertebereich von P ist [0, 1], der von P ist {0, 1, 2}.
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Gemeinsame Verteilung von (P, K5/2):

n =2 Versuche
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Anzahl Wiederholungen

A-Priori Verteilung von P

Empirische Verteilung von P

300
|

100 150 200 250
| | | |

50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0

16



Bedingte Verteilung von P gegeben { K> = 2}

Anzahl Wiederholungen

100 150 200 250

50

Empirische Verteilung von P, gegeben 6 =1

n=2
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Jetzt fir n = 10:

FOr 11000 uniform aus [0, 1] gewahlte p
wird jeweils ein 10-maliger p-MUnzwurf durchgefthrt.
Jeder der 11000 Punkte
gibt eine gemeinsame Realisierung
von P (vertikal) und P := %10 (horizontal).

10
Der Wertebereich von P ist jetzt {0,0.1,...,0.9,1}.
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Gemeinsame Verteilung von (P, [&)0)

n =10 Versuche
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Anzahl Wiederholungen

A-Priori Verteilung von P

Empirische Verteilung von P

200 300 400 500 600
| | | | |
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Bedingte Verteilung von P gegeben { K19 = 10}

Empirische Verteilung von P, gegeben 6 =1

400
|

n=10

Anzahl Wiederholungen
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Wie kann man das elegant verstehen und “nachrechnen”?
Betrachten wir den Fall n = 2:
Stellen wir (P, Z1, Z>) dar
mittlels dreier
unabhangiger, uniform auf [0, 1] verteilter Zufallsvariabler
Uo,U1,U>:

Pi=Uo, 21:=IlLiy<vgys 42 = l{y,<vy)
Bis auf ein Ereignis von Wahrscheinlichkeit Null gilt:
{K2 =2} = {Ug = max(Up,U1,U2)}.
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Wie ist das Maximum von 3 unabhangigen
Unif([O, 1])-verteilten ZV’en verteilt?

Die Verteilungsfunktion ist
P(max(Ug,U1,Uz) <b) =b3, 0<b< 1.

Die Dichte ist 3b2db, 0 <b < 1.

Das ist auch die bedingte Dichte von P, gegeben { Ko = 2}.

23



Was n = 2 recht ist, soll einem allgemeinen n billig sein:

Die Verteilungsfunktion von max(Ug, U1, ..., Uy) ist
P(max(Uy,Uq,...,Un) <b) =bp"T1

0<b< 1.

Die Dichteist (n 4+ 1)b"db, 0 <b < 1.
Das ist auch die bedingte Dichte von P, gegeben { K;,, = n}.

Der bedingte Erwartungswert von P gegeben { K, = n} ist

A;b(n-+])b”db::

n_

-1

n-

- 2
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Was n = 2 recht ist, soll einem allgemeinen n billig sein:

Die Verteilungsfunktion von max(Ug, U1, ..., Uy) ist
P(max(Ug,Uy,...,Un) <b)=b"T1 0<b<1.

Die Dichteist (n 4+ 1)b"db, 0 <b < 1.
Das ist auch die bedingte Dichte von P, gegeben { K, = n}.
Der bedingte Erwartungswert von P gegeben {K,, = n} ist

E[P|Kn =n] = "£3.

Dies gibt auch die Antwort auf die Frage von Laplace:

1
P[Z,41 = 1|Ky = n] = 25,

25



Bedingte Dichten von P, gegeben {K3 =k}, Kk =0,1,2,3:

f(plp)

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Bedingte Dichten von P entlang zufalligem (71, Z», .. .):

Bedingte Verteilung von p gegeben 6 (n=0,1,4,9,...,400)

n =400
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Unsere Frage 1b war:

Emprischer Befund flur n = 3:
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E[P|[K3=k], k=0,1,2,3

n =3 Beobachtungstage

1.0
o el

]
<,

S
,\:s-_‘«zi.“: ¢
ARSI
3% Y 1
e A

0.8
v

e

oy o

0.4

0.2

Anzahl Treffer (verwackelt)



Vermutung:
E[P|K, = k] = T3.

Eleganter Beweis uber die U;:

Gegeben dass U das k£ + 1-t grof3te der Ug, U1, ..., Uy ist,
gibt es fur Uy, 4 1
k + 1 Slots links von Up
und

n + 2 — (k + 1) Slots rechts von Uj.
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Weil Frage 1a dieselbe Antwort hat wie Frage 1b, gilt:
P(Z,4+1 = 1|Kn = k] = 533,

Das lasst Erinnerungen wach werden ....

Das obige Argument betrachten wir dazu

nochmal etwas ausflhrlicher an einem Beispiel:
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Wie ist Z3 verteilt, gegeben { Ko = 2}7?
Das Ubersetzen wir

In die Darstellung durch Uy, U1, Uy, Us.

Wie wahrscheinlich ist es, dass Uz < Up,

gegeben Uy ist groBer als U7 und als Uy ?
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Der (Gro3en-)Rang von Uz in Uy, Uy, Us, Us ist uniform
verteilt, also fugt sich U3 je mit Wkeit 1 /4 in einen der 4 von
Up, U1, Uy aufgemachten Slots
(einer links, zwei in der Mitte, einer rechts) ein.

Gegeben Ug = max(Ug, U1, U>)
(gleichbedeutend damit: gegeben {Z, = 2}),
fhren 3 dieser Slots auf U3z < Ugp (und damit auf Z3 = 1)
und einer auf Uz > Up (und damit auf Z3 = 0).
Fazit:
P(Z3=1K,=2)=3/4, P(Z3=1|Ky,=2)=1/4.
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Folgende einfache Frage zu rein zufalligen Permutationen ist
dasselbe in Grin:

Gegeben in einer rein zufalligen Permutation Il von 0,1,2,3
ist M1(0) groBer als MN(1) und als M(2).
Was ist dann die W’keit von {I1(3) < M(0)}?

Antwort: 3 der 4 gleich wahrscheinlichen Slots fur IM(3)
fihren auf {M(3) < M(0)}, einer auf {IM(3) > M(0)}.
Also:

P(MN(3) < N(0)|N(1) < M), n(2) < n()) = 3/4.
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Wir erinnern hier an eine weitere unserer Ubungsaufgaben:

Zusatzaufgabe auf Blatt 10:
Up, U1, Us, Uz seien unabhangig und uniform auf [0, 1] verteilt.

(a) Firi =0, 1, 2, 3 setzen wir R(i) = 6{0,1,2 3}\{2} I{U <U;}-
Begriinden Sie, warum (R(0), R(1), R(2), R(3)) eine rein zufalllge
Permutation von 0,1,2,3 ist.

b) Bestimmen Sie P(U; < Up, Us < Up) und
P(U1 < Up,Us < Up, Uz > Up).

¢) Wir definieren Z1 = Ity <o), 42 = Ly, <ugys 23 2= Lfys<ug)-

(i) Berechnen Sie P(Z> = 1|71 = 1)und P(Z3 =0|Z1 =1,Z, = 1).

(i) Tragen Sie die Gewichte der Ubergangsverteilungen des durch (Z1, Zo, Z3)
beschriebenen 3-stufigen Experiments in einen Baum der Tiefe 3 ein.
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Fazit:

(Z1, Z»>,...) ist so verteilt wie die Zuwachse eines
zufalligen Pdélya-Pfades,
d.h. wie die Farbfolge der Zlge aus (bzw Zugange in)
eine(r) Pdlya-Urne

mit anfanglich einer roten und einer blauen Kugel.
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5 Realisierungen von Pélya-Pfaden bis n = 100

Anzahl roter Kugeln
60 80 100
| | |
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0 20 40 60 80 100

Anzahl blauer Kugeln
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2(Z1 4+ -+ + Zy) scheint zu konvergieren -
allerdings gegen einen zufalligen Grenzwert!

Tatsachlich gilt: Bedingt unter Uy ist

Loy <vod Hvp<upds -+
Munzwurffoge zum Parameter Uy.

Nach dem Gesetz der gro3en Zahlen konvergiert

% (I{U1<Uo} T T I{Un<Uo})
gegen Up.
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5 Realisierungen von Pédlya-Pfaden bis n = 1000
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