Vorlesung 7c

Mittelwerte

Tell 2

Chernoff-Schranken



1. Die Chernoff-Ungleichung flr Binom(n, p)

Zur Wahrscheinlichkeit grof3er Abweichungen
der (relativen) Anzahl der Erfolge

vom Erwartungswert



Sei X Binomial(n, p)-verteilt, und o« > p.
Wir wissen schon aus dem Gesetz der grof3en Zahlen:
P(3n > o) — 0 flir n — oo.

Wie schnell ist diese Konvergenz?
Die Chebyshev-Ungleichung liefert nur die Ordnung O(1/n).

Gibt es eine “scharfe” Abschatzung fiir P(30 > «)?



Es stellt sich heraus:
Die Konvergenz (gegen Null) ist exponentiell schnell.
Genauer: Man hat die Chernoff-Schranke
P(Xn/n > a) < e MHpla)

mith(oc)::ocln(p> (1—cx)1n(1 )>o

—p

.. die relative Entropie von Bernoulli(ex) bzgl. Bernoulli(p)






Ein Zahlenbeispiel:

n = 10000, p =0.5, o« =0.6

Ho.5(0.6) = 0.0201

Die Wahrscheinlichkelt,
bei einem 10000-maligen fairen Mianzwurf
mindestens 6000 Erfolge zu erzielen, ist nicht grof3er als

e—an(oc) — 201 u5.1088



2. Exponentielle Markov-Ungleichung



Das Werkzeug fur die Herleitung der Chernoff-Schranke
Ist die
exponentielle Markov-Ungleichung:

X sei eine rellwertige ZV'e. Dann gilt fir alle b € Rund t > 0:

P(X > b) = P(etX > et?) < —_E[etX]

also

R
P(X>Db) < tlgg EE[G ]



3. Herleitung der Chernoff-Ungleichung

aus der exponentiellen Markov-Ungleichung:



R
P(X>Db) < tlgg eﬁE[e ]
Wir berechnen die rechte Seite fir X = Xn :=Z1 + - - - 4+ Zn,
mit einem p-Munzwurf (Z;). Es gilt:
Elet4] =1— p + pet.

Aus der Produktformel fr Erwartungswerte folgt:
EletX] = (1 —p + peY)™
Mit b := an folgt:
e%E[etX] — ((1 _p)e—toc+pet(1—oc))n



wEe™] = (1 —ple t* 4 petli—a)n

Fir welches t wird g(t) := (1 — p)et* 4+ petl!=%) minimal?
g konvergiert fir t — oo nach oo;
g'(t) = —a(T —ple ™+ p(1 — a)e!! ™
— e X (—oc(1 —p)+p(l— oc)et)

Ist negativ bei t = 0 und verschwindet genau bei
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4. Die Chernoff-Ungleichung fur Gamma(k)

Ubungsaufgabe extra
far die stillste Zeit im Jahr:

X sei Gamma(k)-verteilt, o« > 1.
(i) Zeigen Sie mit dem Ergebnis aus Ubung 41 ¢):

P(X > ak) < e Kla—T-InaJ,
(if) Finden Sie fur k = 1000 die Chernoff-Schranke far
P(X > 1100).



