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1. Die Chernoff-Ungleichung für Binom(n, p)

Zur Wahrscheinlichkeit großer Abweichungen

der (relativen) Anzahl der Erfolge

vom Erwartungswert



Sei Xn Binomial(n, p)-verteilt, und α > p.

Wir wissen schon aus dem Gesetz der großen Zahlen:

P(Xn
n > α) → 0 für n → ∞.

Wie schnell ist diese Konvergenz?

Die Chebyshev-Ungleichung liefert nur die Ordnung O(1/n).

Gibt es eine “scharfe” Abschätzung für P(Xn
n > α)?



Es stellt sich heraus:

Die Konvergenz (gegen Null) ist exponentiell schnell.

Genauer: Man hat die Chernoff-Schranke

P(Xn/n > α) ≤ e−nHp(α)

mit Hp(α) := α ln
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α
p

)

+ (1 − α) ln
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1−α
1−p

)

> 0

... die relative Entropie von Bernoulli(α) bzgl. Bernoulli(p)
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Ein Zahlenbeispiel:

n = 10000, p = 0.5, α = 0.6

H0.5(0.6) = 0.0201

Die Wahrscheinlichkeit,

bei einem 10000-maligen fairen Münzwurf

mindestens 6000 Erfolge zu erzielen, ist nicht größer als

e−nHp(α) = e−201 ≈ 5 · 10−88



2. Exponentielle Markov-Ungleichung



Das Werkzeug für die Herleitung der Chernoff-Schranke

ist die

exponentielle Markov-Ungleichung:

X sei eine rellwertige ZV’e. Dann gilt für alle b ∈ R und t > 0:

P(X ≥ b) = P(etX ≥ etb) ≤
1

etb
E[etX]

also

P(X ≥ b) ≤ inf
t≥0

1

etb
E[etX]



3. Herleitung der Chernoff-Ungleichung

aus der exponentiellen Markov-Ungleichung:



P(X ≥ b) ≤ inf
t≥0

1

etb
E[etX]

Wir berechnen die rechte Seite für X = Xn := Z1 + · · · + Zn,

mit einem p-Münzwurf (Zi). Es gilt:

E[etZi] = 1 − p + pet.

Aus der Produktformel für Erwartungswerte folgt:

E[etX] = (1 − p + pet)n.

Mit b := αn folgt:

1
etb

E[etX] = ((1 − p)e−tα + pet(1−α))n



1
etb

E[etX] = ((1 − p)e−tα + pet(1−α))n

Für welches t wird g(t) := (1 − p)e−tα + pet(1−α) minimal?

g konvergiert für t → ∞ nach ∞;

g ′(t) = −α(1 − p)e−tα + p(1 − α)et(1−α)

= e−tα
(

−α(1 − p) + p(1 − α)et
)

ist negativ bei t = 0 und verschwindet genau bei

et = α
1−α

1−p
p .
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1−p
p eingesetzt in

(1 − p + pet)n

etαn

ergibt

(
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)n
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)αn =
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= e−nHp(α). �



4. Die Chernoff-Ungleichung für Gamma(k)

Übungsaufgabe extra

für die stillste Zeit im Jahr:

X sei Gamma(k)-verteilt, α > 1.

(i) Zeigen Sie mit dem Ergebnis aus Übung 41 c):

P(X > αk) ≤ e−k(α−1−lnα).

(ii) Finden Sie für k = 1000 die Chernoff-Schranke für

P(X > 1100).


