Vorlesung 5a

Unabhangigkeit

Teil 1



1. Unabhangigkeit von zwei Zufallsvariablen



Unabhangigkeit von zwei Zufallsvariablen

Zufallsvariable X1, X5 heil3en (stochastisch) unabhangig,
wenn fur alle Ereignisse { X1 € A1}, {Xp € Ay} qgilt:

P(X1€A1,X0€ A2) =P(X1 € A1) P(Xo € Ap)

(“Produktformel fir Wahrscheinlichkeiten”)



Beispiel: Zweimaliges (gewohnliches) Wurfeln (X1, X»):
X1 und X5 sind unabhangig. In der Tat:
Seien A1,A> C {1,...,6} mit # A1 =: m1, #A> =: mo.
Dann ist # A1 X Ao = m1 - mo,
also
P(X1 € Ay, Xo € A>)
= P((Xq1,X2) € A1 x Ap)
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=P(X1 € A))P(Xs € As)



2. Produktformel fir Erwartungswerte



Sind X1, X» unabhangig mit Werten in S1 bzw. S5,
dann qilt fur Mengen Ay C S1, Ap C So:

P(X1 €A1, X0€ A2) =P(X1 € A1) P(X2 € Ar)

Anders geschrieben:
E[14,(X1)14,(X2)] = E[14,(X1)]E[1 4,(X5)]
In Worten:
Der Erwartungswert des Produktes von 14 (X;), i =1,2

Ist das Produkt der Erwartungswerte.



Wir werden gleich sehen, dass allgemeiner gilt:

Sind X1, X5 unabhangig,

und h1, ho reellwertige “Verarbeitungen”, dann qilt:

Der Erwartungwert des Produktes h1(X7) - ho(X5)

Ist gleich dem Produkt der Erwartungswerte.

Genauer:



Satz:
X1, X> unabhangige ZV'e mit Zielbereichen Sq, So,

h1, ho Abbildungen von S bzw. S5 in die reellen Zahlen.
Haben hq(X1) und ho(X5) endlichen Erwartungswert,
so folgt

E h1(X1)ho(X2)| = E|h1(X1)| E[ho(X2)] .

(“Produktformel fur Erwartungswerte”)



Beweis fur diskrete ZV'e:
E|h1(X1)ho(X2)]

= Y hi(a1)ho(a2) P(X1 = a1, X = an)

ajl,a

= Y hi1(a1)P(X1 =a1) ho(a)P(Xo2 = a2)

aji,an

- %hl(al)P(Xl = aj) %hz(az)P(Xz = ap)

= E|h1(X1)|Elha(X2)| O



3. Unabhangigkeit von mehreren Zufallsvariablen:

10



Zufallsvariable X+, ..., X, mit Zielbereichen S1,...,Sn
heil3en
(stochastisch) unabhéangig, falls fur alle Ereignisse { X; € A;}
folgende Produktformel qilt:
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Unabhangigkeit von abzahlbar unendlich vielen

Zufallsvariablen:

Sei X1, X5, ... eine Folge von Zufallsvariaben.
Definition:
Die Zufallsvariablen X1, X5, ... sind unabhangig

<— flr jedes n sind X7y,..., X, unabhangig.

Beispiele:

Fortgesetzter MUnzwurf, fortgesetztes Warfeln
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FUr diskrete Zufallsvariable X1, ..., X,
ist die Unabhangigkeit geichbedeutend mit der

Produktform der Verteilungsgewichte:

P(X1=a1,...,Xn=2an) = p1(a1) - pnan)

Die p;(a;) sind dann die Verteilungsgewichte von X,.
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4. Unabhangigkeit von Ereignissen
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Ereignisse Eq, ..., E, heiBen unabhangig

<= Ig,,..., g, sind unabhangig.

Satz:
Dafiur reicht aus, dass
P(E;, N---NEk; ) =P(E;,) - P(E;,)
faralle 1 <i1 < --- <4 < n.

Einen eleganten Bewelis fihrt man tber eine Rechnung
mit Indikatorvariablen (ahnlich wie bei der

Einschluss-Ausschlussformel), vgl. Buch Seite 67.
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Korollar zum vorigen Satz:

Die Unahangigkeit zweier Ereignisse F1, E>

Ist aquivalent zur Produktformel

P(E1NEy) =P(E1) P(E>)
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Und die Unabhangigkeit dreier Ereignisse E1, E», E3 ist
aquivalent dazu,

dass beide der folgenden Bedingungen a) und b) erfullt sind:

a) P(EiNEy) =P(E)P(E2),
P(E1NE3) =P(E1)P(E3),
P(E> N E3) = P(E2)P(E3).

b) P(E1 N ExN E3) = P(E1)P(E2)P(E3)

a) oder b) allein reichen i.a. nicht far die Unabhangigkeit:
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Beispiel:
(Z1, Z>) sei ein zweifacher 5-Munzwurf,

Eq = {Zl — 1}, I — {ZQ — 1},
E3:= {21 = Z2}

F4, E>, E3 sind paarweise unabhangig,

aber nicht unabhangig.
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5-EURO-Preisaufgabe von vor 5 Jahren:

Finden Sie ein moglichst einfaches Beispiel mit 3 Ereignissen F4, E>, E3,
die trotz der Gleichheit P(E1 N E> N E3) = P(E1)P(E>)P(E3)
nicht unabhangig sind.

Losung (nach dem Vorschlag von Lena Walter):

(X1, X, X3) sei uniform verteilt auf
S = {(Oa 07 1)7 (Oa 17 0)7 (17 Oa O)) (17 O) 1)7 (17 17 O)) (17 17 1)}

Eq = {Xl = 1}, Eo = {XQ = 1}, Eg = {X3 = 1}
Dafur gilt
P(E1NEyNE3) =%=3% 5 -3=P(E) P(E) P(E3)

aber P(Ey N E3) = ¢ # 7 = P(E) - P(E3).
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5. Unabhangigkeit von Teilbeobachtungen
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Sind X und Y unabhangig,

dann auch g(X) und A(Y).

Durch den Ubergang zu “Teilbeobachtungen” ¢g(X) und A(Y)
konnen aber auch aus abhangigen Zufallsvariablen X, Y
voneinander unabhangige Zufallsvariable
g(X), h(Y) entstehen:
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Gewisse Teilaspekte von abhangigen Zufallsvariablen
konnen unabhangig sein:

Beispiel: (X, Y) sei ein rein zufalliges Paar
verschiedener Zahlen aus {1,2,...,10}.
Offenbar sind X und Y nicht unabhangig.

Aber: die Ereignisse
F1:={X e{1,6}}, Er,={1<Y <5}
sind unabhangig.
Denn
P(E1) =3 ,P(Ey) =3 ,P(E1NEy) =782 =15

10°
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6. Positiv korrelierte Ereignisse
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Was bedeutet die Beziehung
(x) P(E1NE>) >P(E) P(E)?
Offenbar sind dann E; und E5 nicht unabhangig.
Schreiben wir P(E1) =: p1, P(E>) =: p>. Dann ist
(%) < Ellg,Ig, — p1p2] >0
< Ellg,Ip, —p1lg, — p2lg, + p1p2] >0

F1 und E» haben dann also die Tendenz,

gemeinsam einzutreten oder gemeinsam nicht einzutreten.

Man nennt solche Ereignisse E1 und E5 positiv korreliert.
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/. Indirekte Abhangigkeiten
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Ein Beispiel fur “indirekte Abhangigkeiten”:
Wir haben zwei gezinkte Minzen, mit P(Kopf = 1) = 0.9,
und eine faire Minze (mit P(Kopf = 1) = 0.5).
Jede der drei Minzen wird einmal geworfen; die Ausgange

sind GG, H fur die gezinkten und F' fur die faire Minze.

Lernt man aus der Information, ob F' so wie G ausfallt, etwas
fur die Prognose, ob F' so wie H ausfallt?
Vielleicht doch, denn:

Wenn F' wie G ausfallt, fallt I’ eher als Kopf aus, und dann

fallt wohl H auch eher so aus wie F'....
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Hier ist eine mathematische Analyse:

(G, H) sei ein p-MUnzwurf, F' sei uniform verteilt auf {0, 1},
(G, H, F' seien unabhangig.
1 1 1 1
P(G=F)=p- — = —, analog:. P(H=F) = —
( ) pstas =3 g: P( ) 5

P(G=FH=F)=0"+d),

P+ ?=3((r+a)?°+ @-9?) =30+ (p—-9?) >3,

mit “=” genau dann wenn p = 3.

Fir p # 5 sind {G = F} und {Y = F} positiv korreliert!
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