Vorlesung 3a

Der Erwartungswert

von diskreten reellwertigen Zufallsvariablen



0. Diskrete reellwertige Zufallsvariable



X sel eine Zufallsvariable, deren Zielbereich
R (die Menge der reellen Zahlen)
oder eine Teilmenge von R

ISt.

X




Aul3erdem existiere eine abzéhlbar Menge S C R mit
P(XeS)=1.

*d.h. endliche oder abzahlbar unendliche



Wir sagen dann:

X ist eine diskrete reellwertige Zufallsvariable



1. Der Erwartungswert als gewichtetes Mittel



Eine einpragsame Kenngrof3e

far die Lage der Verteilung von X

Ist das mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtete Mittel

der moglichen Werte von X:

E[X] := Z aP(X=a).

acs

Man spricht vom Erwartungswert von X.

(Wir bezeichnen ihn auch mit p oder piy.)



Gewichte
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0.00




Das elementarste Beispiel:

~ ) 1. mit Wahrscheinlichkeit p
] 0 mit Wahrscheinlichkeit q = 1 — p

Man erinnere sich an die Situation der ersten Stunde:
Rein zufallige Wahl eines Punktes aus dem Quadrat,
die Teilmenge A hat den Flachenanteil p;

gezahlt wird, wenn der Punkt in A fallt.



Das elementarste Beispiel:

7 _ 1 mit Wahrscheinlichkeit p
] 0 mit Wahrscheinlichkeit q = 1 — p



Dieses Beispiel entspricht dem einfachen Munzwurf:

BN

opf 1
Zahl > 0

/

{Y = Kopf} ={Z =1}
Man sagt auch:
Z ist die Indikatorvariable des Ereignisses {Y = Kopf}
Z=lry_goprpy ElZ] =P(Y = Kopf).



Oder in unserem Logo der ersten Stunde:

IR

CADS 1A>o

S
{(YeA}={Z=1}
Man sagt auch:

yA

Z ist die Indikatorvariable des Ereignisses {Y € A}



FUr allgemeines diskretes, reellwertiges X hatten wir

EXl =) aPX=ad}

acS

=Y ap(a)

mit p(a):= Verteilungsgewichte von X

Wohlgemerkt:
Der Erwartungswert der Zufallvariablen X
hangt nur von deren Verteilung p ab.
Synonym sprechen wir daher auch manchmal vom

Erwartungswert der Verteilung o .



eine Zufallsgrof3e;

E[X]

eine Zahl.



2. Die Anzahl der Erfolge beim Minzwurf



Beispiel:

Eine faire Minze wird dreimal geworfen.

X := Anzahl der geworfenen Kopfe.



P(X = a)
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Eine faire Minze wird dreimal geworfen.
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a = Anzahl Kopf




P(X = x)
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P(X = a)
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P(X = a)
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a = Anzahl Kopf
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P(X = a)
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Die Zahl E[X] gehort hier gar nicht

zum Wertebereich von X
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P(X = a)
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und kann in dem Sinn
kein “erwarteter Wert” von X sein
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P(X = a)
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Was denn dann?
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P(X = a)
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Wie erlebt man den Erwartungswert?
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P(X = a)
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Durch wiederholtes Werfen

der drei MUnzen
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3. Der Erwartungswert als Langzeitmittel



P(X = a)
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Wiederholtes Werfen

der drei MUnzen
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80 Wiederholungen: Xy, X», ..., Xgg
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Mn = (X1 + X5 + o. + Xn) /1
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Mp=(X1+Xo+...+Xn)/n

200

400
n

600

800



Mp=(X1+Xo+...+Xn)/n
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Mp=(X1+Xo+...+Xn)/n
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n



Mp=(X1+Xo+...+Xn)/n

0 2000 4000 6000 8000
n



Mn — E[X]

0 2000 4000 6000 8000
n



Warum?

0 2000 4000 6000 8000
n



Mn = ) a #{Wiirfe mit Ergebis a}/n
— > aP(X=a)

0 2000 4000 6000 8000
n



Dazu spater mehr.

FUr den Moment nur als kurzer Ausblick:



DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Sei X eine ZufallsgroBe mit Erwartungswert E[X].
Seien Xy, X», ... unabhangige Kopien von X.

Dann gilt

n

y E[X]

Zu klaren
1. Was heif3t , unabhangig “?
2. Was heif3t, — “?



Diese Klarung wird in der Vorlesung

iIn wenigen Wochen erfolgen.

Jetzt halten wir erst einmal fest:



Zwei Vorstellungen von E[X]

1. Gewichtetes Mittel

der moglichen Werte:

EX]:=) aP(X=a)

2. Langzeitmittelwert

bei unabhangigen Wiederholungen:

n

y K[X]




4. Die Additivitat des Erwartungswertes -
anschaulich



Die wichtigste Eigenschaft des Erwartungswerts ist die

Additivitat

EX + Y] = E[X] + E[Y]



Die Additivitat des Erwartungswerts wird
intuitiv sofort klar aus der Vorstellung als Langzeitmittelwert

bei “unabhangigen Wiederholungen”:

L 4 Y7) 4 e+ (X + Vo))
= LX) 4 oo+ Xn) + L(Y] + oo + Vi)

— E[X] + El[Y]



Ein prominenter Fall ist
X=2Z14+- -+ Ln,

wobei die Z1,...,Zn nur die Werte 0 oder 1 annehmen.
Dann gilt
E(Z;] =P(Z;, =1)
und somit

EX|=P(Z1=1)+---+P(Zn=1).



5. Der Erwartungswert der Binomialverteilung



BEISPIEL 1

Erwartungswert der Binomialverteilung

X sei Bin(n, p) verteilt.

E[X] = ?
n n n .
kZ:OkP(X —K) = ];)k(k)pkq k_

Es GEHT so (vgl Buch Seite 23-24 )

Aber es geht auch einfacher:



Sei Z = (Z4,...,4Zn) ein n-facher p-Munzwurf.

Dann ist (Z1 + - - - + Zn) Bin(n, p)-verteilt.

ElZ1+ - -4+ Zn] = E[Z1] + - - - + E[Zy]

Fazit:

Der Erwartungswert einer Bin(n, p) verteilten ZV ist

np.



6. Der Erwartungswert der
hypergeometrischen Verteilung



BEISPIEL 2

Ziehen ohne Zurlcklegen

Eine Urne enthalt r rote und b blaue Kugeln.

0000000000000 r=8 b=5
Aus der Urne werden ohne Zurucklegen n Kugeln gezogen.
000000000 n=29

R := Anzahl der gezogenen roten Kugeln

E[R] = ?



Verteilung von R ?

P(R=k) =7
N s b T+ b
k== () (2 (3°)
Eine ZV mit diesen Verteilungsgewichten (k = 0,...,n)
heil3t

hypergeometrisch verteilt zu den Parametern (n, r + b, r).

(vg. Buch Seite 28)



Es GEHT so (vgl. Buch Seite 32)

Aber es geht auch einfacher.



R=Z41+24+...4+ Ln
. = 1 falls i-te gezogogene Kugel rot
Z; = 0 falls i-te gezogene Kugel blau
0000000000000 r=8 b=>5

Man stelle sich vor, die Nummern der Zlge werden

als rein zufallige Permutation an die r + b Kugeln vergeben.
Wie wahrscheinlich ist es,

dass Nummer 1 auf eine rote Kugel fallt?



R=Z41+24+...4+ Ln
. = 1 falls i-te gezogogene Kugel rot
Z; = 0 falls i-te gezogene Kugel blau
0000000000000 r=8 b=>5

Man stelle sich vor, die Nummern der Zlge werden

als rein zufallige Permutation an die r + b Kugeln vergeben.
Wie wahrscheinlich ist es,

dass Nummer 1 auf eine rote Kugel fallt?



R=Z41+24+...4+ Ln
Z; =1 falls i-te gezogogene Kugel rot

Z; = 0 falls i-te gezogene Kugel blau

0000000000000 r=8 b=>5
T
PlZ;=1) =
(Z; = 1) ——
Bz = .1y

ER] = E[Z{] + E|Z,] + ... + E[Zn]
T
T+ Db

ER] =n




/. Der Erwartungswert einer Anzahl von Runs



BEISPIEL 3

Runs beim fairen Munzwurf

L= (21,25, ..., Ln) n-facher fairer MUnzwurf
PlZi=1}=; PZi=0}=;

Run: ein Block von Nullen (Einsen),
der nicht echt in einem grof3eren Block enthalten ist

R := Anzahl Runs in Z
00000000 R=1
11100011 R=3
10101010 R=38



E[R] =7

Dazu schreiben wir R als Summe von Zahlern.

Bei jedem Wurf zahlen wir eins dazu,

wenn bei diesem Wurf ein Run beginnt:



Y; := 1 falls bei i ein Run beginnt, Y; := 0 sonst
R=Y{+Yy+ ..+ Yn
Y] =1
i =1y =1£i—1,4;) = (0,1) oder (1,0)}  (i>1)
PYi=1) =1+ =

Elvi =5  (i>1)
E[R] = E[Y1] + E[Y;] + E[Y3] + ... + E[Yn]

i>1)

N —

ER =1+ 3(n—1)




