Vorlesung 13a

Statistische Tests

Zusammenfassung und weitere Beispiele



1. Die Grundidee

Die Daten werden aufgefasst als Realisierung einer

(mehrdimensionalen) Zufallsvariablen

Man unterstellt eine Hypothese Uber deren Verteilung
und fragt:
Passen die Daten zur Hypothese

oder fallen sie aus dem Rahmen?



Wie wahrscheinlich ist unter der Hypothese ein Ergebnis,

das “mindestens so exotisch ist” wie das beobachtete?

Diese W’keit ist der p-Wert,

zu dem die Hypothese abgelehnt werden kann.



Die Weite des Rahmens, in dem die Daten «x
iIn Bezug auf die Hypothese
(gerade noch bzw. gerade nicht mehr) liegen
wird gemessen durch eine Teststatistik
d:D— Ry

Dabel ist D der Datenraum.



2. Beispiele



Beispiel 1
h := Anteil eines Typs in der Stichprobe
p .= Anteil dieses Typs in der Gesamtpopulation

Zwei Szenarien:
() p = pg ist bekannt. Hypothese: “rein zufalliges Ziehen”
(i) Die reine Zufalligkeit des Ziehens ist unstrittig.
Hypothese: p = pg

Beidemale eignet sich die Teststatistik
d(H) := [H — po|



Beispiel 2
xr= (x1,...,2n) eine Stichprobe reellwertiger Daten
Modellannahme: Die z; sind Realisierungen von
unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X;

mit Erwartungswert 1 (und Standardabweichung o)

Hypothese: u = ug
Teststatistik:

X — - X —
= | Ho oder auch 7T .= | Hol (falls o bekannt)

= s um NG




Beobachter Wert der Teststatistik:

t = @ mit f :=s/y/n “Standardfehler”

Zu welchem p-Wert kann man Hypothese u = ug ablehnen?

Ist n grof3, dann nimmt man P(|Z| > t)

far ein standardnormalverteiltes Z (z-Test)

Ist n nicht gro3 (und die Verteilung von X; annahernd normal)
dann nimmt man P(|7T,,_1| > t)

far T,,_ 1 student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (t-Test)
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Der theoretische Unterbau ist der

Satz (W. Gosset (alias “Student”, 1908), R. Fisher (1924))
Sind X1, ..., X, unabhangig und N(u, o2)-verteilt,

. — L
dannist T = so verteilt wie
S/\/n

No
Th—1 =

1
Vi (N2 4+ N2
mit unabhangigen und N(O, 1) verteilten Ng, ..., N,,_1.

Die Verteilung von T;,_1 heil3t
t-Verteilung (oder Student-Verteilung) mit n — 1 Freiheitsgraden.
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10



3. Der t-Test fUr ungepaarte Stichproben.

“Unterscheiden sich zwei Mittelwerte signifikant?”
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Die Mittelwerte mg und my,
von zwei Stichproben des Umfangs n,; und ny
unterscheiden sich um 0.5 Einheiten: |my — my| = 0.5.

Ist dieser Unterschied signifikant?

Nach bewahrtem Rezept vergleichen wir |[my, — my|
mit “seinem Standardfehler” f.
Weil wir an unahangige Stichproben denken,

addieren sich die Varianzen:

fo= 1R+
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Eine Mafl3zahl fUr den “relativen Unterschied” ist also
my — Moy

f

Interpretiert man die x; und die y;
als Realisierungen von
unabhangigen Zufallsvariablen X;, Y7,
(mit (X;) identisch verteilt, (Y}) identisch verteilt)
dann stellt sich die Frage nach der Verteilung von

Y — X Y — X
T = —
F \/sgf | 52

ng | Ny
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Y — X Y — X
- F \/s%,s%,

Ny ! ny

FUr groB3e ng, ny ist T'annahernd N(O, 1)-verteilt
(wegen des Zentralen Grenzwertsatzes und des Gesetzes

der grof3en Zahlen).

Was aber ist fur kleine ny, ny?
Hier kommt man zumindest unter der zusatzlichen Annahme

weiter, dass die X; und Y; normalverteilt sind.
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Man kann zeigen, dass 1" dann annahernd t-verteilt ist

mit einer i.a. nicht ganzzahligen Anzahl von Freiheitsgraden.

Die Formel daflr (die man sich nicht merken muss) findet man auf
http://en.wikipedia.org/wiki/Student’s_t-test
im Abschnitt “Unequal sample sizes, unequal variance”

Wichitger ist der praktische Umgang damit in R,

zu dem man dort auf die Frage ?t.test Auskunft bekommt.
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Nimmt man uberdies an (was nicht immer gerechtfertigt ist]) ,
dass die beiden Varianzen gleich sind (0% = o0& =: 02),
dann gibt es eine effizientere Art flr die Schatzung von o

SX)y ‘= \/nx_l_]ﬁy_z ((X1=X)2 4+ (Yo, - V)?)

(g — 1)3%- + (ny — 1)23%
- Ny + Ny — 2

Der Charme davon ist, dass die entsprechende t-Statistik nicht nur
approximativ, sondern exakt t-verteilt ist. Mit einem “Projektionsargument
a la Fisher” zeigt man wie im Satz von Gosset und Fisher:

(Xpx)=(V=py) gt t(ny + ny — 2)-verteil.

1 1
\/@‘Fn—y SX)Y

16



4. Der t-Test fur gepaarte Stichproben.

“Ist der Mittelwert (von Differenzen)

signifikant von Null verschieden?”
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Welches Schuhsohlenmaterial nutzt sich weniger ab?

*nach einem Bsp. im Buch “Statistics for experimenters” von G.E.P. Box, W.G.Hunter, J.S.
Hunter, Wiley 1978, 2005
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Welches Schuhsohlenmaterial nutzt sich weniger ab?
10 Jungen, 10 Paar Schuhsolen (je 5 vom Material A bzw. B)

2 Varianten der Versuchsplanung (eine schlechte, eine gute):

1) Wahle zufallig 5 der 10 Jungen und gebe ihnen Material A,

die anderen bekommen Material B.

2) Jeder Junge erhalt Material A fir den einen

und Material B fur den anderen Fuf3.

*nach einem Bsp. im Buch “Statistics for experimenters” von G.E.P. Box, W.G.Hunter, J.S.
Hunter, Wiley 1978, 2005
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Welches Schuhsohlenmaterial nutzt sich weniger ab?

Material \ Junge 1 2 4 6 / 9 10
A 13.2 | 8.2 14.3 /16.6]9.5 8 (8.8 |13.3
B 14.2 | 8.8 14.2 6.4 9.8 9.3 13.6

gemalf3 Variante 2 durchgefuhrten Versuch.

Dieses Datenmaterial kommt aus einem




Welches Schuhsohlenmaterial nutzt sich weniger ab?

Material \ Junge 1 2 3 4 5 6 / 8 9 1 O

A 13.2182109 /143 |10.7|6.6 | 9.5|10.8 8.8 | 13.3

B 142188112142 11.8/6.4|/9.8|11.3 /9.3 |13.6
Betrachte die Differenzen D; := A; — B;
als unabhangig und N(u, o2)-verteilt.
Der t-Test mit der Hypothese © = 0O
ergibt einen p-Wert von 0.008,
also einen hochsignifikanten Unterschied.

(Die Variabilitat zwischen den Individuen
geht hier nicht in die t-Statistik ein - und das ist gut so!).
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Welches Schuhsohle (A oder B) nutzt sich weniger ab?

Material/Junge | 1 2 4 6 / 9 10
A 13.2 | 8.2 9114.3 ./ 16.695 8188 13.1
B 142188112142 11.86.4 9.8 |11.3|9.3 | 13.¢

Eine unpassende Analyse ware es, hier auf die Paarung zu vergessen.

Dann geht auch die Variabilitat zwischen den Individuen

in die Schatzung der Varianz ein,

was den Wert von f ungebuhrlich grof3
und den Wert der ¢-Statistik klein macht.
Der t-Test flr ungepaarte Stichproben ergibt einen
p-Wert von 0.72 - damit kann man nichts anfangen.
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5. Der Wilcoxon-Test.

Wie untypisch ist die Lage der Range?
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Wie eben zuvor geht es um einen Test der Hypothese,
dass zwei Stichproben
aus derselben Verteilung (auf R) kommen,
gegen die Alternative, dass sich die beiden Verteilungen

durch eine Verschiebung unterscheiden.
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Die folgende |ldee kommt ganz
ohne spezielle Verteilungsannahme aus:
Man ordnet die n, + n, Werte der Grof3e nach
und ersetzt sie durch ihre Range R(z;), R(y;).

(der kleinste Wert bekommt den Rang 1, der zweitkleinste den Rang 2,...).

Ny
Dann beobachtet man die Rangsumme w := > R(x;)
i=1

und fragt: Wie wahrscheinlich ist eine
mindestens so “randstandige” Rangsumme
bei rein zufalliger Auswahl von n, Elementen
aus der Menge {1,...,ny + ny}?
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Die Raenge der x_i und dery_j

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Rangsumme der x_i = 104

Eine zufaellige Permutation

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Rangsumme der x_i in der Permutation = 158
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Die “beobachtete” Rangsumme war 104.
Die minimale mogliche Rangsumme
einer “roten Teilstichprobe”ist1 + ... + 10 = 55.
Ihre maximale mogliche Rangsumme ist
21 4+ ... 4+ 30 = 255.

Wir ziehen 10000 mal eine Stichprobe der Grof3e 10 (aus 30)
und notieren deren Rangsumme.
Der stochastische p-Wert ist die relative Haufigkeit
der Ergebnisse, fUr die sich eine Rangsumme
< 104 oder > 255 — (104 — 55) ergibt.
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Haufigkeit
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Rangsummen aus 10000 Permutationen

Stochastischer p—Wert= 0.0237

urspringliche Rangsumme: 104
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