Vorlesung 10b

Mehrstufige Zufallsexperimente

und

Markovketten (Teil 1)



1. Mehrstufigkeit und Multiplikationsregel



bisher Zweistufigkeit: von “heute” zu “morgen”

jetzt: von “heute und morgen” zu “Ubermorgen”, etc.

FUrjedesi=1,...,n — 1 hat man
Ubergangswahrscheinlichkeiten
P(ay...a40;41) = Pay..a;(Xjp1 = a;41)
die angeben,
mit welcher Wahrscheinlichkeit in der (7 + 1)-ten Stufe
das Ereignis { X;4+1 = a;4 1} eintritt,
gegeben das Eintreten von { X1 = a1,...,X; = a;}.
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Die gemeinsame Verteilung von X1, ..., Xy
ergibt sich rekursiv als

Multiplikationsregel

P(Xl :al,...,Xn:an)
=P(X1=a1,...,Xp1=ap_1)P(a1...ap_1,an)

= p(a1)P(ai,a2) - P(ay...ap_1,an) .



2. Die Polya-Urne
Oder

Wo Tauben sind, fliegen Tauben zu ....



In einer Urne befinden sich anfangs
eine weil3e und eine blaue Kugel.

In jedem Schritt wird eine Kugel rein zufallig gezogen und
gemeinsam mit einer zusatizlichen Kugel derselben Farbe
zuruckgelegt.

Die Zufallsvariable Z; mit Werten in {0, 1} bezeichne die

im 2-ten Zug vorgefundene Farbe (O fur blau, 1 flr weil3).



P(Zy;=0)=P(Z1=1)=3

Po(Z;=0) =3
(das ist die W'keit, beim zweiten Zug blau zu ziehen,

wenn beim ersten Zug blau gezogen wurde)
Po(Z2 =1) =3

Poo(Z3 =0
Pp1(Z3 =0
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

14+ k
Poi..ai(Zixr1 = aj41) = > (1)
mitaq,...,a;,a;4.1 = 0,1,

k:k(al,...,aH_l) = #{j: 1 Sjgiaaj:ai—l—l};

1 + £ ist also die Zahl der Kugeln in der Urne,

die nach 7 Zlgen die Farbe a; 4 haben.



Z. B. ist

12132345
P((Z1,...,%Zg) = (1,1,0,1,0,0,1,1)) =2 34tc7305

51 3
o9l

Fir O < k < n hat jede 01-Zugfolge (a1,...,an)
mit ay + - - - + an, = k dieselbe Wahrscheinlichkeit, namlich

kKl(n —k)! 1 n\ —1
P«%wwzw=0m~wwﬂ=(£+D3:n+1()-
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Fir 0 < k£ < n hat jede 01-Zugfolge (aq,...,an)

mit a1 + - - - 4+ an, = k dieselbe Wahrscheinlichkeit, namlich

1 n\ —1
P((Zl7°°°7Zn)_(a'].a"'aa'n))_n_l_l(k) ‘
Es gibt (}) derartige Zugfolgen. Also ist

1
P(Zi+-+Zn=k="~, k=0..,n.
n

Fazit: Die Anzahl der
nach n Zlgen hinzugekommenen weif3en Kugeln

ist uniform verteilt in {0, 1,...,n}.
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Polya-Urne mit » Farben:

Wieder wird in jedem Zug die gezogene Kugel

zusammen mit einer gleichfarbigen Kugel zurlickgelegt.

Die Anfangsbesetzung sei (1,...,1),

also je eine Kugel von jeder Farbe.

Xjn = # Neuzugange der Farbe j in n Schritten.
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Sel (kl, . .,kr) E Snjfr,
d.h. kj ENOmitkl—l—---—I—kr:n.

Man sieht wie im Fall »r = 2:

Alle moglichen Zugfolgen
von(1,...,1)nach (1 + kq1,...,1 4+ k)
haben dieselbe Wahrscheinlichkeit, namlich

I kil - k!

r-(r—l—l)---(n—l—r—l):(n—l—r—l)!

(r—1)!.
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Alle moglichen Zugfolgen
von(1,...,1)nach (1 4+ kq,...,1 4+ k)
haben dieselbe Wahrscheinlichkeit, namlich

. (r —1)!

...
o1 "4 -1

Es gibt (klnkr) solche Zugfolgen. Also ist

—1)!
P(Xln:kla-“aX?“n:kr) — nl (T )

1 (n4+r—1)!

(")

n
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1
(n—l—r—l) ’

n

P(X]_n — kl,...,Xrn — kfr) —

d.h. (X1,,..., Xrn) ist uniform verteilt auf Sy, .

Fazit:
Die Polya-Urne mit Anfangsbesetzung (1,...,1)
liefert

uniform verteilte Besetzungen!
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3. Veranschaulichung von
mehrstufigen Zufallsexperimenten durch Baume
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Wir erinnern uns an die

Veranschaulichung von zweistufigen Experimenten

durch Baume:

16



P(X1 = a1, X0 = ap) = p(a1)P(a1,a2).
(Produkt der Kantengewichte von * zum Knoten «5)

K1 — aq

R = G142
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Was 2 recht ist, ist : 4 1 billig:
k; = aq...a; IStein Knoten der Tiefe 1
Die Nachfolger von k; sind von der Form «; a;4 1
Die Kanten des Baums erhalten die Gewichte
g(*,k1) :=pla1) , 9g(ksKi41) ‘= Plar...a;a;41)
Mitky = a1, kK, =aj...a; Kit1 =aj...a;47.
Die Wahrscheinlichkeit, in einem bestimmten Blatt zu enden,
ergibt sich als Produkt der Kantengewichte

entlang des Weges von der Wurzel zum Blatt.
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4. Markovketten

Oder:

Wenn Du das Heute kennst,

kannst Du das Gestern vergessen ...
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Eine wichtige Beispielklasse mehrstufiger Zufallsexperimente:

alle X; haben ein-und denselben Wertebereich S

und die Ubergangswahrscheinlichkeiten der nachsten Stufe
hangen nur von der aktuellen Stufe ab
(und nicht von den vorhergehenden):

P(...a;_2a;_1,a;) = P(a;—1,a;)

In dem Fall spricht man von einer Markovkette
auf dem Zustandsraum S mit Ubergangsmatrix P.
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Die Stufen sind jetzt mit: = 0, 1, 2, ... indiziert.
Man denkt sich die Ubergangsmatrix P als fest
und notiert die Verteilung p von X (die “Startverteilung”)
als Subskript bei der Wahrscheinlichkeit P.
Die Multiplikationsregel erqibt:

Pp(XO — apy - . - ,Xn — an)
= p(ag)P(ag,a1)--- P(anp—1,an)
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Startet die Kette ina € S,
dann ist p die auf a konzentrierte Verteilung

(notiert als p = dq).

Statt Ps_ schreibt man auch Pg,

und erhalt

Pa(XO — CL) — 1,

Pu(X1 =a1,...,Xn=an) = P(a,a1) - P(ap_1,an) .
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5. Beispiele fur Markovketten
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Beispiel 1:
Muster der Lange 2 beim fairen Minzwurf
Zo, 21, ... unabhangig und uniform veteilt auf { K, W'},
Xn = (Zn, Zp41), n=0,1,2,...

Graph der Ubergangswahrscheinlichkeiten:

1 1
= R
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Beispiel 2:

(p, q)-Irrfahrt auf Z:

P(k,k+ 1) = p,

S =7

Vary[Xn] = 4npg (Warum qilt das?)
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Beispiel 3:
Einfache Irrfahrt

auf einem (ungerichteten oder gerichteten) Graphen

@ /N,

S = die Menge der Knoten.

Der nachste Schritt erfolgt jeweils

zu einem rein zufallig ausgewahlten Nachbarn.
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Beispiel 4:
Polya-Urne

S = {(w,b) : w,be N} =N

P((w,b), (w+1,b)) = ——

w—+ b

P((w.6). (b 4+ 1)) 1= 2

P(l’l)(an(l—l—k,l—l—(n—k))):#_1, k=0,...,n

(Warum gilt Letzteres?)
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