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25. Ergodische Zerlegung. X sei eine Markovkette auf S mit Übergangsmatrix P , und S besitze
zumindest einen positiv rekurrenten Zustand. (Cj)j∈K seien die positiv rekurrenten Klassen und
für j ∈ K sei π(j) die eindeutig bestimmte Gleichgewichtsverteilung mit π(j)(Cj) = 1.
Zeigen Sie: Jede Gleichgewichtsverteilung besitzt eine eindeutige Darstellung als Konvexkombina-
tion

π =
∑

j∈K

αjπ
(j).

26. Per Metropolis zur uniformen Verteilung. Wie muss man die Übergangswahrscheinlich-
keiten bei einer gewöhnlichen Irrfahrt auf einem endlichen ungerichteten Graphen im Sinne des
Metropolis-Algorithmus verändern, sodass sich als Gleichgewichtsverteilung die uniforme ergibt?

27. Ein Modell aus der Biologie. Jede Zelle eines Organismus enthalte r Partikel, ei-
nige vom Typ A, die anderen vom Typ B. Bei Zellteilung verdoppelt sich zunächst die Anzahl
der Typ A- und Typ B-Partikel, eine Tochterzelle entsteht dann durch rein zufällige Auswahl von
r dieser 2r Partikel. Wir betrachten eine Iteration dieses Vorgangs, und eine Nachkommenslinie
von Zellen entlang der Generationen.

Zeigen Sie: Sind in einer Mutterzelle a Partikel vom Typ A, so ist die Wahrscheinlichkeit,
dass in der betrachteten Nachkommenslinie schließlich alle Partikel vom Typ A sind, gleich a/r.

28. Der Skilift. Sei Y eine (nicht f.s. konstante) Zufallsvariable mit Werten in N0 und
Y1, Y2, . . . unabhängige Kopien von Y . Wir betrachten die Markovkette X = (X0, X1, . . .) mit X0

unabhängig von den Yi und rekursiv gegeben durch

Xn+1 = max(Xn − 1, 0) + Yn+1 .

Interpretation: An einen Skilift gelangen zwischen den Zeitpunkten, zu denen die n-te und (n+1)-
te Person abtransportiert werden, Yn+1 neue Skifahrer. Dann ist Xn die Länge der Warteschlange,

nachdem n Personen befördert worden sind.

(i) Geben Sie die Übergangsmatrix P mithilfe der Gewichte pa = P(Y = a), a ∈ N0, an.

(ii) Zeigen Sie: 0 ist rekurrent, falls E[Y ] ≤ 1.
Hinweis: Benutzen Sie ein geeignetes Supermartingal.

(iii) Zeigen Sie: 0 ist transient, falls E[Y ] > 1.
Hinweis: Es gilt Xn ≥ Y1 + · · ·+ Yn − n.


