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17. Riickwdrtsmartingale. Sei Gy D G D Gy D - - eine (absteigende!) Folge von Teilfeldern,
und sei X eine integrierbare Zufallsvariable. Beweisen Sie, dass E[X | G,,] f.s. und in £; gegen
E[X | Go] konvergiert, mit G :=(),,>1 In-

Hinweis: Wenden Sie fiir jedes 7 > 1 das Upcrossing Lemma auf das Martingal M,, := E[X | G,_,],
n=20,...,r, an, und benutzen Sie die Lemmata 1.12 und 1.13.

18. Ein Beweis des Starken Gesetzes der Grofien Zahlen via Martingale.

a) X1, X, ... seien unabhéngige Zufallsvariable, und 7 := (", 0(Xy, Xp41,...) deren sogenann-
tes terminales Ereignisfeld. Zeigen Sie: Jedes Ereignis aus 7 hat Wahrscheinlichkeit 0 oder 1. (Sie
diirfen dabei die folgende Tatsache verwenden: Ist ein Ereignis von je endlich vielen aus einer
Familie von Zufallsvariablen unabhingig, dann auch von dem von der gesamten Familie erzeugten
Teilfeld. Und wenn ein Ereignis von sich selbst unabhéngig ist, welche W’keit kann es dann nur
haben?)

b) Es seien Xi, Xo,... unabhiingige, identisch verteilte, integrierbare Zufallsvariable, und
Sn = X1 + -+ + X,,. Zeigen Sie: %Sn konvergiert fiir n — oo fast sicher gegen E[Xj].
(Dabei sind Aufgabe 11, Aufgabe 17 und Teil a) hilfreich. Begriinden Sie zuerst, dass
E[X1|S,] = E[X1|Sn, Xnt1, Xni2-..] = E[X1]Sn, Snt1,-..] £s. gilt. Uberlegen Sie dann auch
noch, warum lim inf,, .o %Sn messbar ist bzgl. des in Teil a) definierten Teilfeldes 7.)

19. Charakterisierung von Markovketten durch Martingale. S sei eine endliche
oder abzéhlbar unendliche Menge und P = (Pyp)qpes sel eine stochastische Matrix. Fiir ein
beschrinktes f : S — R setzen wir Pf(a) := >, s Papf(b), a € S (und denken dabei an die
Multiplikation der Matrix P mit f aufgefasst als Spaltenvektor).

X := (Xo,X1,...) sei eine Folge von S-wertigen Zufallsvariablen. Fiir n € Ny setzen wir F,
:=0(Xo,...,Xn). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) X ist Markovkette mit Ubergangsmatrix P.

(ii) Fiir alle n € N, alle b € S und alle beschrinkten ¢ : " — R gilt

E[I{Xn:b}@(XOa ‘e ;anl)] = E[PXn,lb QD(X(), NN 7Xn71)]-

(iii) Fiir jedes beschrinkte f : S — R ist
n—1
M = f(Xn) = > (PF(X:) = f(X0), n=0,1,...
i=0

ein (F,)-Martingal.

20. Eine Charakterisierung der gewdhnlichen Irrfahrt auf 7Z durch zwei Mar-
tingale.

Sei (X,,) ein Z-wertiges Martingal, fiir das auch X2 —n, n = 0,1,..., ein Martingal ist. Auflerdem
gelte (x) P(X,, = X,,—1) =0 fiir alle n € N.

(i) Zeigen Sie, dass dann (X,,) eine gewohnliche Irrfahrt ist.

(ii) Gilt diese Aussage auch ohne die Voraussetzung ()7



