Pror. Dr. A. WAKOLBINGER Ubung 3 SoSe 2016

Ubungen zur Vorlesung ,, Stochastische Prozesse

Tutoren: Tim Jahn, Anna Kremer, Elisabeth Stenschke, Jasmin Straub.
Ubungskoordinatorin: Noela Miiller

Abgabe der Losungen: Freitag, 6. Mai 2016, zu Beginn der Vorlesung
9. Reziprokes Vorhersagen. X, Y seien integrierbare Zufallsvariable mit
E[X|Y]=Y fs, E[Y|X]=X fs.

a) Zeigen Sie, dass dann gilt: (x) X =Y fs.

Beweisen Sie dazu Schritt fiir Schritt:

i) Fir jedesc e Rist E[IX = Y;X > ¢, Y <]+ EX-Y;X <¢,Y <] =0.

ii) Fiir jedes c e Rist E[X —Y; X <¢,Y < ¢] <0.

iii) Fiir jedes ce Rist E[X —Y; X <¢,Y <¢] =0.

v)EX-Y;X>Y]=0.

b) Nehmen wir iiberdies an, dass X und Y quadratintegrierbar sind. Dann lisst sich der Beweis
von (x) gewaltig abkiirzen - wie ?

10. Welche Strategie bringt das grifite erwartete Wachstum?

Wir betrachten ein Wetten auf einen Miinzwurf wie in Aufgabe 1. Allerdings sei diesmal Z kein
fairer Miinzwurf, sondern ein p-Miinzwurf mit p € (%, 1). Die von Z erzeugte Filtration nennen
wir F. Wieder sei das Vermogen X,, zur Zeit n von der Form X,, = X,,_1 + H,Z,, mit determi-
nistischem X, > 0. Speziell betrachten wollen wir die Familie der Strategien H,, := 3, X,—1 mit
Brn € (0,1). Es sei Ly, :=log(X,,/Xo) die Zinsrate (bezogen auf die Zeit zwischen 0 und m).

a) Zeigen Sie:  (x¥) E[L, — Lp—1|Fn—1] < afs., mit a :=plogp+ (1 —p)log(l — p) + log2.
b) Bestimmen Sie dasjenige [, fiir welches in () Gleichheit herrscht.

¢) Fassen Sie zusammen: Welche Strategie maximiert die erwartete Zinsrate?

11. Austauschbarkeit. Zur Erinnerung: X1, ..., X,, heilen austauschbar verteilt (oder kurz aus-
tauschbar) wenn fiir jede Permutation 7 von 1,...,n die Zufallsvariable X := (Xa1)s -+ Xa(n))
dieselbe Verteilung hat wie X := (X1,...,Xp).

Wir betrachten austauschbare, integrierbare X, ..., X, und setzen S,, :== X3 +--- + X,,.

(i) Zeigen Sie, dass fiir integrierbares g(X) gilt:

E[g(X)[Sa] = Elg(X)|S,] £s.
(ii) Bestimmen Sie E[X1|S,].

12. Eine Zerlegung der Varianz. Fiir ein n € N betrachten wir Teilfelder 7o C F; C ... C Fp.
Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X und k =0, ..., n setzen wir M}, := E[X|Fy].

(i) Zeigen Sie: E[My11 — My|Fx] =0, k=0,...,n—1.

(ii) Fiir quadratintegirerbares X sind die Zuwiéchse von (M},) unkorreliert.

(iii) Sei Fy das triviale Teilfeld {Q,0} = {Es,E,}, und sei X F,-messbar. Wie in (ii) gelte
E[X?] < co. Zeigen Sie, dass dann gilt:

Var[X] = E[(M; — My)?| +--- + E[(M,, — M,,_1)?].

Die Aufgaben 9 und 10 sind adaptiert aus dem “kleinen Klassiker” Probability with Martingales von D. Williams,
CUP 1991.



