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5. Da bleibt doch nichts iibrig! Sei X eine quadratintegrierbare Zufallsvariable und sei G ein
Teilfeld mit der Eigenschaft, dass X und Y := E[X | G] identisch verteilt sind. Zeigen Sie, dass
dann beide Zufallsvariablen f.s. gleich sind.

Hinweis: Rekapitulieren Sie mit Blick auf die Aufgabe 4, dass Y und X —Y orthogonal sind, und
genieflen Sie die Benefizien von Pythagoras.

6. Zur Messbarkeit. a) Es seien (S,.4) und (S’,A") zwei messbare Rdume, wobei A’ von
einer Kollektion £ von Teilmengen von S’ erzeugt wird. Zeigen Sie: Eine Abbildung h : S — S’
ist genau dann A-A’-messbar, wenn h=!(B) € A fiir alle B € £’. (Hinweis: Betrachten Sie die
Kollektion {B: B € A',h~!(B) € A}.)

b) Wir hatten B als die von der Kollektion aller Intervalle erzeugte o-Algebra auf R definiert.
Ublicherweise definiert man die Borelsche o-Algebra als die von der Kollektion der offenen
Mengen erzeugte o-Algebra. Zeigen Sie, dass die beiden Definitionen dquivalent sind.

¢) Zeigen Sie: Der Limes einer punktweise konvergenten Folge von B-B-messbaren Abbildungen
ist messbar.

7. Beweis des Faktorisierungslemmas. Das Teilfeld G sei von der Gestalt G = o(V)
mit einer S-wertigen Zufallsvariablen V. Sei weiter X eine reellwertige, G-messbare Zufallsvaria-
ble. Zeigen Sie, dass es eine messbare Funktion h : S — R gibt, sodass X = h(V) gilt. Betrachten
Sie dazu die folgenden Teilschritte:

(i) Die Aussage gilt im Fall, dass X nur endlich oder abzéhlbar unendlich viele Werte annimt.
(ii) Mit X sind auch Y,, = 27" X2"| G-messbare Zufallsvariable.
(iii) Es gibt messbare Funktionen h,, mit A, (V) =Y, und hy < hy < ---.

8. Kontinuierlich verteilt, und doch ohne Dichte! (Z1,Z,,...) sei ein fairer 01-Miinzwurf,
U:i=3072 52, V=Y, 27,

a) Finden Sie die Verteilungsfunktion von U.

b) Finden Sie eine Menge D C [0,1], D € B, mit P(U € D) =0, P(V € D) = 1.

¢) Zeigen Sie: Fiir alle a € [0,1] ist P(U =a) = P(V =a) = 0.



