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37. 01-Gesetz von Blumenthal. W sei eine sBB und F die von ihr erzeugte Filtration.

(i) Zeigen Sie fiir E € Fo, dass P(E) = 0 oder P(E) = 1. Hinweis: Starke Markoveigenschaft fiir
die Stoppzeit T = 0.

(ii) Bestimmen Sie damit und mit Hilfe der Aufgaben 35 ind 36

P(W;, > /t, fiir eine Folge t,, | 0) .

38. Brownsche Briicke. W sei eine sBB und Wy 1; = (W;)o<¢<1 ihre Einschrankung auf das
Zeitintervall [0, 1]. Zeigen Sie, dass fiir messbares, beschrinktes g : C[0, 1] — R gilt:

Elg(Wp) [Wi] = e(W1) mit ¢(z) :=E[g(B+t-z)] fs.
wobei B eine Brownsche Briicke ist und t die identische Funktion von [0, 1] nach [0, 1] bezeichnet.

39. Ornstein-Uhlenbeck-Prozess. Es sei X = (X;) ein stationdrer Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess (wie in Bsp. 3 auf S. 78 des Buches), und s > 0.

a) Warum ist (X, X;) so verteilt wie (Zp,e *Zy + V1 —e~257y), mit Zy, Z; unabhingig und
standard-normalverteilt?

b) Zeigen Sie: Fiir messbares, beschrinktes h : R — R ist E[h(X;)[Xo] = ¢(Xo) fs., mit
o(z) == E[h(e %z + V1 — e~25Z)] und Z standard-normalverteilt.?

c) Zeigen Sie: Fiir alle n und k& € N ist der Zuwachs AXi1 ., so verteilt wie

(=" — DXi1 + V1—e2/7Z, mit standard-normalverteiltem, von (X0, X1y, Xk1)
unabhéngigem Z.

Angesichts der Asymptotik 1 — e™% ~ —§ fir § — 0 legt dies nahe, dass X die “stochasti-
sche Differentialgleichung” dX; = —X,dt + V2dB; erfillt, mit einer standard Brownschen
Bewegung B. Wie wir bald sehen werden, ist dies tatsdchlich der Fall.

40. Die Randverteilungen reichen nicht. Konstruieren Sie eine R?-wertige Zufallsvariable
(X1, X2), sodass X7 und X, standard-normalverteilt sind, jedoch (X7, X5) nicht gaufiverteilt ist.

n diesem Sinn ist die bedingte Verteilung von Wio,1] gegeben {W1 = z} f.s. gleich der Verteilung von B+t - z.
2In diesem Sinn ist die bedingte Verteilung von X, gegeben {Xo = 2} f.s. gleich N(e ™%z, 1 — e~2%).



