Intermezzo:

o-Algebren und messbare Abbildungen



Ein Logo aus der Elementaren Stochastik:

X

A e P(S)

Wenn S Uberabzahlbar ist, ist die Potenzmenge P(.S) fir

eine nichttriviale (abzahlbar-additive) Maf3theorie zu grof3
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Definition. A C P(S) hei3t o-Algebra auf S
=

(i) S € A,

(i Aec A=— A= S\ Aec A,

(i) A1, Ap,... e A=— UA, € A.

(S, .A) heiBt dann ein messbarer Raum.

A C S heil3t A-messbar : — A € A.

Der Schnitt von o-Algebren auf S ist eine o-Algebra auf S.
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Beispiel: S =R

B := Schnitt aller o-Algebren auf R,

die jewells alle Intervalle enthalten.

Auch B enthalt dann alle Intervalle

und ist die kleinste o-Algebra mit dieser Eigenschatt.

B heif3t die o-Algebra der Borel-Mengen auf R.



Gleiches Prinzip auch abstrakt:

ECP(S)

A(E), die von & erzeugte o-Algebra auf S,
ist die kleinste o-Algebra auf S, die £ enthalt.



XN

(5, A)

o(X) ={{XeA}: Ac A}
heil3t das von X erzeugte Ereignisfeld



3 Eigenschaften der Kollektion o (X): Sie enthalt

(1) das sichere Ereignis Es (und das unmogliche Ereignis Ey)
(2) mit jedem Ereignis E auch dessen Gegenereignis E°

(3) mit jeder abzahlbaren Familie E1, Eo, ...

auch deren “Vereinigung” (“Oder-Ereignis”) Uy E}

Sei ab jetzt F irgendeine Kollektion von Ereignissen
mit den Eigenschaften (1)-(3).
Wir nennen F das (zugrundeliegende) Ereignisfeld

und betrachten dazu Zufallsvariable X mit o(X) C F.



=




/ @ >B (S/,A/)

Definition: h : S — S’ ist A- A’ messbar :<—
h~1(B) € Afiralle B € A'.



{h(X) € B} :={X € h1(B)}
FUr messbares hund Z := h(X) ist o(Z) C o(X).
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Definition. Eine Teilmenge G des Ereignisfeldes F heifl3t

Teilfeld (von Ereignissen), falls gilt:

(1) G enthalt das sichere Ereignis Es
(2) mit £ € G gilt auch E€ € G
(3) mit E1, E», ... € G qilt U B € G
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Sei G ein Teilfeld. Eine Zufallsvariable X heif3t G-messbar,

wenn o(X) C g qilt.

Beispiel: FUr jede Zufallsvariable V' und messbares h gilt:
Y := h(V) ist o(V')-messbar.

Die Umkehrung

gilt zumindest far reellwertige Zufallsvariable Y':
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Lemma (Darstellung als Funktion mit Input X):
Jede rellwertige, o (V')-messbare Zufallsvariable Y

ist von der Form Y = hA(V) flr ein A-B-messbares h.

o(V)
V YV —

(R, B)
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Im Mengenmodell der Wahrscheinlichkeitstheorie
betrachtet man das zugrundeliegende Ereignisfeld F

als eine o-Algebra auf einer Menge (2.

Die S-wertigen Zufallsvariablen X werden dann modelliert durch

F-A-messbare Abbildungen von €2 nach S.

(=)
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Die Theorie von Messbarkeit, Maf3 und Integral

ist ein Ruckgrat der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Eine freundliche EinflUhrung bietet das Buch:

M. Brokate, G. Kersting, Maf3 und Integral, Birkhauser 2011
(EUR 18,90), auch in der Lehrbuch- und e-book Sammlung
der UB sowie in der Mathe-Bibliothek erhaltlich )
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