Vorlesung 8b

Bedingte Erwartung und
bedingte Varianz

Tell 4:
Zerlegung der Varianz

(Buch S. 90)



Wieder verwenden wir die Formel (x) aus Teil 3:

(*)  E[(X2—h(X1))?]

= E[Varx, [X2]] + E[(Ex, [X2] — h(X1))?].

Jetzt setzen wir
h(al) L= E[XQ]s a1 < Sl-

Dann wird (x) zu



E[(X, — E[X3])?]

= E[Varx, [X5]] + E[(Ex, [X2] — E[X5])?]

= E[Varx, [X5]] + E[(Ey, [X2] — E[Ex, [X2]])?]
= E[Vary, [X5]] + Var|Ex, [X5]].

Insgesamt wird dann die Formel (x) zu
Var[X»s]| = E[Vaer [XQ]] + Var[Exl [XQ]]

Das ist die Zerlegung der Varianz von X-> nach X;.



Var[X,] = E|Vary, [X5]| + Var[Ex, [X5]]

Zum Merken:
Die Varianz von X»
ist die Summe aus dem
Erwartungswert der bedingten Varianzen
und der Varianz der bedingten Erwartungswerte

(Variabilitat innerhalb der Zeilen
plus Variabilitat zwischen den Zeilen).

Wir illustrieren dies mit einem kleinen Besipiel:



1 2 3 5 7

Die Ubergangsmatrix Psei b | 0.4 0.2 0.4 0 O
C O O 0.2 0.6 0.2

1 2 3 5 7
b — - -
C ® O ®

Dann gilt:
Ey[Xo] =2, E.[X2] =5,
Var,[X5] = 0.8-12 = 0.8, Var.[X5] = 0.4-22 = 1.6.
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Ey[X2] = 2, E[X2] =5,
Var,[X>] = 0.8, Var.[X»] = 1.6.
1 2 3 5 7

Die Startgewichte seien p(b) = 0.3, p(c) = 0.7. Damit:

- Erwartungswert der bedingten Varianzen: 0.3-0.8+4+0.7-1.6

- Varianz der bedingten Erwartung: 0.3 - 0.7 - (5 — 2)2
(siehe dazu die nachste Folie)

Deren Summe ist Var[X»] = 3.25.



Wir erklaren noch das Ergebnis

Var[e(X1)] = 0.3-0.7- (5 — 2)2
far e(Xl) L= EXl [XQ]

aus der vorigen Folie.
e(X1) ist hier eine binare Zufallsvariable

und hat dieselbe Verteilung wie 2 + Z(5 — 2),

wobei Z ein Minzwurf mit p = 0.7 ist ...



Beispiel: Summe aus einer zufalligen Anzahl

unabhangiger Summanden.
N
Y (= Z Z’i
i=1
mit Z1, Z», ... unabhangig, identisch verteilt

und unabhangig von N.

u = E[Z1], 0 := Var[Zq]

Aufgabe: Berechne E[Y] und Var[Y] aus
E[N], Var[N], x und o2



Y= Z, p:=E[Z], o2 := Var[Z4].

Wir nehmen [V als erste und Y als zweite Stufe:
E,[Y] =nu, Vary[Y] = no?.

ElY] = E[EN[Y]] = E[Nu] = E[N] - p.

Var[Y] = E[Var N [Y]] + Var [E N[Y]}
= E[N] - 02 + Var[N] - u°.



