Vorlesung 6a

Varianz und Kovarianz

Teil 1
Varianz und Standardabweichung:
Elementare Eigenschaften

(Buch S. 24)



X sei reellwertige Zufallsvariable

mit endlichem Erwartungswert .

Die Varianz von X ist definiert als
Var[X] := E[(X — u)?],

die erwartete quadratische Abweichung

der Zufallsvariablen X von ihrem Erwartungswert L.



Statt Var|[X] schreiben wir auch

VarX

oder

2
Ox

oder (wenn klar ist, welche Zufallsvariable gemeint ist)

o2,



Wie andert sich die Varianz,

wenn man X um eine Konstante verschiebt?

Var[X + d] = E[((X +d) — (u + d))?] = VarX

Dann bleibt die Varianz gleich!

Und wenn man X mit einer Konstanten multipliziert

(“skaliert”)?

Var[cX] = E[(cX — cu)?] = c®VarX

Der Faktor tritt quadratisch heraus!



Die Standardabweichung (Streuung) von X

Ist die Wurzel aus der Varianz:

o . =0y .= VVarX

= /E[(X - w)?].

Sie gibt an, mit welcher ,typischen Abweichung*
der Zufallsvariablen X von ihrem Erwartungswert

man rechnen sollte.



Es qilt:

OX+4+d — 90X

O-X — CO‘X.

Man sagt: o ist ein Skalenparameter.



FOr Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert gilt:

Var[X] =0 < PX =E[X])=1.

Die Aquivalenz sieht man aus der Gleichheit
Var[X] = E[(X — E[X])?]
zusammen mit dem
Satz Uber die Positivitat des Erwartungswertes.

Wenn es einen Ausgang (in diesem Fall eine Zahl) a gibt mit
P(X=a)=1
sagt man auch:

X ist fast sicher konstant.



Wie der Erwartungswert ist auch die Varianz von X
durch die Verteilung von X bestimmt:

Hat X Erwartungswert u, so gilt

Im diskteten Fall
(mit den Verteilungsgewichten p(a), a € S C R)

VarX = Y (a — p)? p(a)
a€S

und falls X Dichte f(a)da,a € R, besitzt:
Var X = /R(a — 1)? f(a)da .



Einfache Beispiele



Beispiel 1:
Eine faire Minze wird dreimal geworfen.

X = Zl -+ ZQ -+ Z3 ... Anzahl Kopfe
Var [X]

_ 1o 3231 32,305 32,1, 30
—8(0 2) —I—8(1 2) —I—8(2 2) —I—8(3 2)

O+ 3+

349
4

1
3

10



Beispiel 2:

Eine p-Minze wird einmal geworfen.
P(Z=1)=p, P(Z=0)=gq

Var|Z]
= q(0 —p)? 4+ p(1 —p)? = qp? + p?

= pq(p + q) = pq.
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Beispiel 3:

Anzahl der Erfolge beim zweimaligen p Munzwurf.

E[(Z4

Var[Zl + ZQ] =7

Z>—2p)?] =E[(Z1 —p

Wir rechnen mit Zufallsvariablen:

Z> — p)?]

= E[(Z1 - p)* + (Z2 — p)* + 2(Z1 — p)(Z2 — p)]
= E[(Z1 — p)?] + E[(Z2 — p)?] + 2E[(Z1 — p)(Z2 — p)]
Der letzte Term verschwindet wegen der Produktformel
(V5b2), denn Z; und Z» sind unabhangig. Also:
Var[Z1 + Z5] = Var[Z1] + Var[Z5] = 2pq.
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