Vorlesung 4b

Versuche, Erfolge, Wartezeiten:

Teil 2
Der Zeitpunkt des ersten Erfolgs
und die geometrische Verteilung

(Buch S. 34-35)



T:=min{: : e N, Z;, =1}

Ist der Zeitpunkt des ersten Erfolges.

Wie sieht die Verteilung von T aus?



P(T =n) =7

(T=n)={Z2,=0,...,Z,1=0, Zn =1}

Also:

P(T=n)=P(Z,=0,...,2, 1=0, Zn=1)



P(T =n) =7

(T=n}={21=0,...Z,1=0, Zn =1}

Also:

P(T'=n)=P(Z1=0,...Z,_1=0,Z,=1)



Alternativ:

Also

P(T >n) =q".



P(T'=n)=q"'p
P(T >n) =q"

Das passt zusammen.
Denn das Ereignis {T" > n — 1} ist die disjunkte Vereinigung
der beiden Ereignisse {T'= n} und {T > n}.

Dementsprechend:

" rt=q""p+ "



Definition

Sei p € (0, 1). Eine Zufallsvariable T' mit Zielbereich N heif3t
geometrisch verteilt mit Parameter p,
kurz Geom(p)-verteilt,

wenn
P(T >a)=¢q¢% a=0,1,2...,

mitg .= 1 — p.



E[T] =7
Anschaulich ist klar:
Beim gewohnlichen Wurfeln kommt im Mittel

jedes 6-te Mal eine Sechs.

Beim Munzwurf mit Erfolgswahrscheinlichkeit p

kommt im Mittel jedes (1/p)-te Mal ein Erfolg.

Also wird gelten:

B[] = .
p



Das beweist man auch schnell
mit dem folgenden

Fubini-Lemma zum Erwartungswert N-wertiger ZV'er:
(Buch S. 34)

Ist X eine Zufallsvariable mit Zielbereich N oder Np, dann ist

E[X] = Y P(X > )
1>0



Folgerung aus dem Lemma:

FUr eine Geom(p)-verteilte Zufallsvariable T ist

, : 1 1
ElTl= Y P(T>)=Yq¢d=—="
i>0 i>0 —q p

E[T] = =
p




Lemma
Ist X eine Zufallsvariable mit Zielbereich N oder Np, dann ist

E[X] =) P(X >1i)
i>0
Beweis.
p(4) seien die Verteilungsgewichte von X.

E[X]= > Jjp(j)

g>1
SPX>)=Y Y p0)
1>0 120 5j=141

Warum sind die beiden rechten Seiten gleich?
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Beweis.

p(7) seien die Verteilungsgewichte von X.

E[X]= > jp(j)

j=>1
SPX>)=Y Y p0)
1>0 120 j=1+1

Warum sind die beiden rechten Seiten gleich?
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Beweis.

p(7) seien die Verteilungsgewichte von X.

—1
EX]= Y o) = 5 p(j)

j>1 j>1i=0

. CX) .

Y P(X>i)=3 > p@)
1>0 120 j=1+1

Warum sind die beiden rechten Seiten gleich?
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Beweis.

p(7) seien die Verteilungsgewichte von X.

—1
EX]= Y o) = 5 p(j)

721 7J=>1:=0

. w .

> P(X>d) =% > p0)
i>0 i>0 j=it1

Warum sind die beiden rechten Seiten gleich?
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Beweis.

p(7) seien die Verteilungsgewichte von X.

—1
EX]= Y o) = 5 p(j)

721 7J=>1:=0

. m .

> P(X>d) =% > p0)
i>0 i>0 j=it1

Warum ist das gleich?
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Wie sieht man die Gleichheit

» )
SN = S ()

7>1:4=0 1>0 j=i+41

?
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j—1
> 2> r()

i>14i=0
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Es kommt nicht auf die Reihenfolge
der Summation an
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i>14=0
i>0j=i+1
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