Vorlesung 3a

Diskrete Zufallsvariable

und ihre Verteilungen

mit den Beispielen
Anzahl der Erfolge beim n-fachen p-Munzwurf
und
Besetzungen beim n-fachen (pq, ..., pg)-Wirfeln



Teil 1: Grundbegriffe
(Buch S. 20-21)

Abzahlbare Additivitat von Wahrscheinlichkeiten
Verteilung und Verteilungsgewichte
Zufallige Paare: gemeinsame Verteilung und Projektion

Weiterverarbeitung von Zufallsvariablen und

Transport von Verteilungen



Bisher hatten wir uns mit Zufallsvariablen beschaftigt, deren
Wertebereich S endlich war.

Die (schon in Vorlesung 1b formulierten)
zwei Grundregeln
for Wahrscheinlichkeiten lauteten fur diesen Fall:

Normiertheit auf Eins:
P(XesS)=1.

Additivitat:

P(XcA) =Y P(X=a), ACS
acA



Diese beiden Regeln behalten ihren Sinn, wenn der

Wertebereich nicht endlich, sondern abzahlbar unendlich ist.

Beispiel: S = N

PX=1)=—-, P(X=2)=



Auch wenn der Wertebereich von X

eine Uberabzahlbare Menge ist
(wie z.B. die Menge der reellen Zahlen R

oder das “Einheitsintervall” [0, 1]
oder das “Einheitsquadrat” [0, 1] x [0, 1]),

behalten beide Regeln ihren Sinn, wenn man fordert,
dass der Wertebereich
eine endliche oder abzahlbar unendliche Menge S enthalt
mit
P(X eS)=1.



Beispiel: Wertebereich R

S C R endlich oder abzahlbar unendlich mit P(X € S) =1



Warum ist das interessant?

Wie wir sehen werden (und wie jetzt schon intuitiv klar ist),

kann man mit reellwertigen Zufallsvariablen rechnen.

Man kann z.B. eine reellwertige Zufallsvariable X halbieren,
und wenn die Zufallsvariable X diskret ist,
ist auch die Zufallvariable X /2 diskret.



Definition:

Eine Zufallsvariable X heif3t diskret,
falls inr Wertebereich (nennen wir ihn W)
eine diskrete (d.h. endliche oder abzahlbar unendliche)
Menge S enthalt mit
P(X eS)=1.



FOr solche X, W, S folgt aus der

abzahlbaren Additivitat der Wahrscheinlichkeiten:

P(XcA)= Y P(X=a), ACS
acA

P(XeW\S)=PXeW)—-P(XeS)=1-1=0.



Die Abbildung A — p(A) :=P(X € A), ACS,

hei3t die Verteilung von X.

Die Zahlen p(a) := P(X = a), acS,

sind die (atomaren) Gewichte der Verteilung p

bzw. die Verteilungsgewichte von X.
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Zufallige Paare und ihre Komponenten

(Buch S. 21)
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X = (X1, X») sei eine Zufallsvariable

(ein “zufalliges Paar”) mit diskreten Komponenten X1, Xo.

Dann ist auch X diskret, denn die Diskretheit von S1 und S5
vererbt sich auf S1 x So,und P(X, € S;)) =1,i=1,2,
impliziert P(X € S1 x S») = 1.

Die Ereignisse {(X1, X2) = (a1, a2)} notieren wir auch als

{X1 =a1,Xo =uas}.
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Die Verteilungsgewichte von X (man sagt auch:
die gemeinsamen Verteilungsgewichte von X1 und X>»)
schreiben wir als

p(a1,a2) = P((X1,X2) = (a1,a2))
= P(X1 =a1,X2=ap),

Sei pq die Verteilung von X .
Man erhalt deren Gewichte als

p1(a1) = > plag,an).
a>ESo
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3. Weiterverarbeitung von Zufallsvariablen
und

Transport von Verteilungen

(Buch S. 21-22)
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Der Ubergang von X = (X1, X>5)
zur Komponente X4
ist ein Beispiel einer
Vergroberung (Weiterverarbeitung) einer Zufallsvariablen:

X1 = h(X)

mit h((a1,a2)) ‘= a1,

also die Projektion des Paares (a1, a>)

auf seine erste Komponente.
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(X1,X2)
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Sind S und S’ zwei Mengen,
X eine Zufallsvariable mit Zielbereich S,
h eine Abbildung von S nach S,
und nimmt man X als zufallige Eingabe von h,

dann bekommt man eine Zufallsvariable Y mit Zielbereich S’:

X N
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Fir jedes b € S’ gilt:
{h(X) =b} = {X € h1(b)}
Flr die Verteilungsgewichte von Y = h(X) ergibt sich:

P(Y=b=PXechl1b)= Y PX=oa).
ach—1(b)
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Bezeichnet p die Verteilung von X und p’ dievonY,
dann ist

pP)= > pla).

ach—1(b)

Man sagt: Die Verteilung p wird durch die Abbildung h

in die Verteilung p’ transportiert.
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Diese Situation haben wir schon mehrmals angetroffen:

in Vorlesung 1b:
X :=rein zufallige 1, ..., g-Folge der Lange n
T = h(X):= Zeitpunkt der ersten Kollision.

in Vorlesung 2a:

X :=rein zufallige Permutationvon 1,...,n
h(X) := Lange des Zyklus von X, der die Eins enthalt.
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Heutiges Programm:
Weitere Beispiele far

“Vergroberungen von zufalligen Folgen”

— wichtige Beispiele

diskreter Zufallsvariabler und diskreter Verteilungen.
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