Vorlesung 1b

Wiederholte rein zufallige Wahl (us

endlich vielen moglichen Ausgangen) mit dem Beispiel

“Wahrscheinlichkeit von Kollisionen”

(Buch S. 1-5)



Teil 2

Approximationen der Kollisionswahrscheinlichkeit
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1. Approximation Uber
die Linearisierung von exp



1.00

0.98

0.96

0.94

0.92

0.90

far 0 < ¢ < 0.1:

0.00

0.02 0.04 0.06

0.08




Lokale lineare Approximation von t — e~ bei t = O:

e t=1—t+o(t) firt— 0.

Dabei ist der Term o(t) von kleinerer Ordnung als t, d.h. tlirr(l) O(tt) = 0.
%

Salopp geschrieben:
e t~1—t firkleine t.

Damit bekommen wir flir kleines % die Approximation

n—1 i n—1 i
11 (1 — ) ~ .H exp (—)

1=1 g 1=1 g

oo (_ nz—:l Z) — o (_(n — 1)n)

i—=19 2g




Also fUr kleines %, d.h. fir n < g:

P(X € A) ~ exp <—(” — ””’) |

2g



Also fUr kleines %, d.h. fir n < g:

P(X € A) ~ exp <—(” — 1)”> |

2g

Gibt es auch eine Naherungsformel,

die brauchbar ist fur alle n < ¢?

Wohlan!



2. Die Stirling-Approximation

(Buch S. 4-5)
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g"(g —n)!

mitk! :=1-2..-k, lies: k-Fakultat
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Die Stirling-Formel:

k! =~ V2mk (Ey{

e
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g! 1 n{_" nd
~ e — —
g"(g —n)! 1 —g

Wir formen jetzt den Ausdruck

=g

weiter um. Ein Trick dabei ist es,

1 — g als exp (In (1 — g))

ZU schreiben

und dann die Beziehung e%? = ¢*1° zu verwenden.



mit

)

n(t) :=t+ (1 —1)In(1—1),

14



-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

~0.4

(1—t)In(1 —¢)

0.0

0.2

0.4 0.6 0.8

1.0

15



-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

~0.4

(1—t)In(1 —¢)

n(t)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

16



n(t) =t+(1—t)In(1—1¢), 0<t<1.

o n(t)
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Stirling-Approximation

der Wahrscheinlichkeit fur Kollisionsfreiheit
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n(t) =t+(1—t)In(1—1¢), 0<t<1.

o n(t)

0 0.5 1

1 n
g
Firn < g, alsot := % < 1,

kdnnen wir n(¢) quadratisch approximieren:
18



n(t) =t+(1—t)In(1—1¢), 0<t<1.

T n(t)
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n(t) :§+o(t2) flrt — O
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n(t) =t+(1—t)In(1—1¢), 0<t<1.

n(t)
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(1—t)In(1—t) = —t+L 4 o(t2) fiirt — 0
n(t) :§+o(t2) flrt — O
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n(t)

t2/2
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12 ist die quadratische Approximation von n(t) um ¢ = 0.

Firn < g (wie z.B. fir n = 25, g = 365) ist also
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Fazit:
1

mitn(t) =t+ (1 —¢t)In(1 — 1),

Fir n<gist P(X € A) =~

n
g

0<t<1

(Stirling-Approximation).

)
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Fazit:

1 n
Fir n<g ist P(X €A exp (—g ())
- "\g

mitn(t) =t+ (1 —¢t)In(1 —1), 0<t<1
(Stirling-Approximation).

Flirn < g ist P(X € A) = exp (2%) eXP (‘3_2)

— exp (_n(nQ; 1))

(Stirling+Taylor-Approximation)



Fazit:

1 n
Fir n<g ist P(X €A exp (—gn ())
‘/1—% g

mitn(t) =t+ (1 —¢t)In(1 —1), 0<t<1
(Stirling-Approximation).

Flirn < g ist P(X € A) = exp (2%) eXP (‘3_2)

— exp (_n(nQ; 1))

(Stirling+Taylor-Approximation)

Firn? < g ist P(X € A) ~ 1.



Man beachte:

Die Stirling+Taylor Approximation

P(X € A) ~ exp (—n(nQ; 1))

Ist identisch mit der

Approximation tber die Linearisierung von exp.
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Man beachte:

Die Stirling+Taylor Approximation

P(X € A) ~ exp (—n(nQ; 1)>

Ist identisch mit der

Approximation tber die Linearisierung von exp.

Im Buch haben wir hier den Faktor \/1 —n/g
in der Stirling-Approximation vernachlassigt, d.h. gleich 1 gesetzt.
Dadurch erhielten wir dort die etwas weniger genaue Naherung

n2

P(XEA)zexp<—2—g).



Beispiel: n = 25, g = 365:

= 0.431300

g(g—1)---(g—n+1)
g’I’L

1
exp (—gn (”)) — 0.431308

exp (—n(n _ 1)) — 0.4396

P(X e A) =
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