Vorlesung 12b

Relative Entropie

Tell 3:
Entropieschranken



In den folgenden Beispielen

benutzen wir den eben bewiesenen Satz in der Gestalt
(x) Hip] < —> p(a)logn(a)
a

mit Gleichheit genau fur p = .

Wir sehen:
Jede Wahl von = liefert in (%) eine Schranke fir H|[p],

mit Gleichheit genau fur p = 7.

FUr jede Wahl von 7 wird die rechte Seite von ()
zum Erwartungswert der Zufallsvariablen g(X) := — log n(X).



(x) Hlp] < =) p(a)logr(a) mit Gleichheit genau fir p = .
a

Beispiel 1: Vergleich mit der uniformen Verteilung:
Sei S endlich mit n Elementen
und sei w(a) = 1/nflrallea € S.

Dann folgt aus (x) flr jede Verteilung p auf S-
1
Hip] < - p(a) log ( ) — logn .
a

n

H[p] < logn.

Gleichheit gilt genau im Fall der uniformen Verteilung,

sie maximiert auf S die Entropie. O



(x) Hlp] < =) p(a)logr(a) mit Gleichheit genau fir p = .
a

Beispiel 2: Vergleich mit der um -1 verschobenen
geometrischen Verteilung:
Seinun S = {0,1,2,...},und n(k) :=27%"1
Dann folgt aus (x) fUr alle Verteilungen p mit EW u(p):
Hj[p] < —%p(k) logo(27 %7 1)

= ;_%O p(k)(k+1) =pn(p) +1.

Gleichheit gilt fir p = 7, dann ist H,[p] = 2. Also:
Unter allen Verteilungen auf Ng mit EW < 1

hat die Verteilung 7 die grof3te binare Entropie, namlich 2.0
4



Im nachsten Beispiel betrachten wir
(fGr eine Abbildung v : S — R)
die Frage:
Wie sieht unter allen Verteilungen von X
mit vorgegebenem Wert v fir E[u(X)]

diejenige mit der groBten Entropie aus?
(Das obige Beispiel 2 passt in diesem Rahmen mit u(k) := k)

Wieder verwenden wir die Informationsungleichung
in der Form

(+) Hlp] < =3 p(a) log 7 (a)
mit Gleichheit genau fur p = .



Beispiel 3: Vergleich mit einer
“Boltzmann-Gibbs-Verteilung™:
Gegebensei u: S — R, 8> 0.

Wir definieren die Gewichte 7 (a) := e~ #4(a) /> mit

z =Y e~ Pula) ( Annahme: z < ~0.)
acsS
Die Abschatzung (x) ergibt fur alle Verteilungen p auf S:

Hel[p] < — > p(a)In7m(a) = — > p(a)(—Bul(a) —Inz)
acsS acsS
= ZS p(a)u(a) + Inz
mit Gleigﬁheit genau fur p = .



Anders gewendet:

Sei 7 wie auf der vorigen Folie, und v := ) wu(a)n(a).
acS

Unter allen Zufallsvariablen X mit
vorgegebenem Erwartungswert E[u(X)] = v
hat diejenige die grof3te Entropie,
die die Verteilungsgewichte w(a), a € S, hat.

Die Verteilung mit den Gewichten e—fu(a) /
heil3t Boltzmann-Gibbsverteilung
zum Potenzial « mit Parameter 5.



