Vorlesung 12a

Quellencodieren und Entropie
Tell 4:

Der Quellencodierungssatz von Shannon



Satz

(Quellencodierungssatz von Shannon)

a) Fur binare Shannon-Codes gilt
E[4(X)] < Ha[X] + 1.

b) FUr jeden binaren Prafixcode gilt
E[¢(X)] = Ho[X].



Bewels:
FUr Shannon-Codes gilt

l(a) < —logzp(a) +1

und folglich

E[/(X)] < Ea:p(a)(— logo p(a) + 1) = Ho[X] + 1.

Dies beweist erst einmal Teil a) des Satzes.

Jetzt zu Teil b):



FUr beliebige Codes qilt

Ho[X] - E[(X)] = >  pla)logs
a:p(a)>0 p(a)

Nun ist die Logarithmusfunktion konkav

>—¥(a)

und liegt unterhalb inrer Tangente im Punkt 1.
Folglich gilt logs x < ¢- (x — 1) mit geeignetem ¢ > 0, und

2—@(&)
Ho[X] - E[(X)] <c ¥ pa)(“~ — 1)
a:p(a)>0 p(a)
<e-o(y27HW 1),
Nach Fano-Kraft ist die rechte Seite < 0, also
Ho[X] - E[((X)] <0. D




Die im Quellencodierungssatz auftretende Grof3e

Ho[X] = — ¥ p(a)logsp(a)
a€S

hei3t die (binare) Entropie von X
(die Entropie zur Basis 2).

Es ist sinnvoll, auch andere Basen zu erlauben:

Hy[X] := = > p(a)logyp(a).
acS



Die Entropie ist der fundamentale Begriff
der Informationstheorie.

Nach dem Quellenkodierungssatz gibt die binare Entropie

fast genau die mittlere Anzahl von Ja-Nein Fragen an,
die notwendig und

- bei guter Wahl des Codes - auch hinreichend ist,

um den unbekannten Wert von X von jemandem zu erfragen,
der X beobachten kann.

Dies ist gemeint, wenn man die Entropie beschreibt als den
Grad von Unbestimmtheit oder Ungewissheit

uber den Wert, den X annimmt.



