Vorlesung 11a

Bayes'sche Antellschatzung
und die Pdlya-Urne

Teil 4
Die Aktualisierung des Bayes-Schatzers
aufgefasst als ein Pdlya-Schritt

(Buch S. 113-114)



Wir erinnern hier an den direkten Beweis von

k+ 1
(n—l—l | n ) N - D

in unserer Ubungsaufgabe 36:

Das Kernargument war:

Gegeben dass Ug das (k + 1)-t kleinste der U, ..., Uy, ist,
gibt es flr das Einfligen von U,, 4 1
k 4 1 Slots links von U
und
n + 2 — (k + 1) Slots rechts von Uj.



Hier noch einmal langsamer an einem Beispiel:

Wie ist Z3 verteilt, gegeben { Ko = 21}7?

Wir Ubersetzen das in die Darstellung durch Ug, U4, Us, Us.

Wie wahrscheinlich ist es, dass Uz < Up,

gegeben Uy ist groBer als U7 und als U>?



Der (Gro3en-)Rang von Uz in Uy, Uy, Us, Us ist uniform
verteilt, also fugt sich U3 je mit Wkeit 1 /4 in einen der 4 von
Up, U1, Us aufgemachten Slots (einer links vom Minimum,
zwel in der Mitte, einer rechts vom Maximum) ein.

Gegeben Ug = max(Ug, U1, U>)
(gleichbedeutend damit: gegeben { Ko, = 2}),
fhren 3 dieser Slots auf U3z < Ugp (und damit auf Z3 = 1)
und einer auf Uz > Up (und damit auf Z3 = 0).
Fazit:
P(Z3=1|K,=2)=3/4, P(Z3=0|Ko,=2)=1/4.
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Folgende Frage zu rein zufalligen Permutationen ist
dasselbe in Grin:

Gegeben in einer rein zufalligen Permutation I von 0,1,2,3
ist M1(0) groBer als MN(1) und als M(2).
Was ist dann die W’keit von {I1(3) < M(0)}?

Antwort: 3 der 4 gleich wahrscheinlichen Slots fur IM(3)
fihren auf {M(3) < M(0)}, einer auf {IM(3) > M(0)}.
Also:

P(N(3) < n(0)|N(1) < n(), n(2) < n()) = 3/4.
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Fazit
(vgl. Buch S. 113-114):

(Z1,Z»>,...) ist so verteilt wie eine zufallige Pdlya-Folge ,
d.h. wie die Farbfolge (F;) der Zige aus einer Polya-Urne
(bzw. die Farbfolge der Zugange in einer Polya-Urne)
mit anfanglich

einer Kugel von Farbe 1 und einer Kugel von Farbe 2

und F; := I{z’—te gezogene Kugel hat Farbe 1}



Diese Einsicht konnen Sie an der folgenden mit unserer A36 verwandten
Ubungsaufgabe rekapitulieren:

Zusatzaufgabe auf Blatt 10 der “Stochastik fur die Informatik”, WiSe 19/20:
Up, Uy, Us, Uz seien unabhangig und uniform auf [0, 1] verteilt.

( )FUI”L—O 1,2 3S€tZGﬂWiI’R(i) = 6{0123}\{Z}I{U<U}
Begriinden Sie, warum (R(0), R(1), R(2), R(3)) eine rein zufalllge
Permutation von 0,1,2,3 ist.

b) Bestimmen Sie P(U1 < Up, U> < Up) und
P(Uy < U, Uz < Ug, Uz > Up).

c) Wir definieren 71 = I{U <Up}s , Lo 1= I{U <Up} , 43 = I{U3<UO}
(i) Berechnen Sie P(Z, = 1|21 = 1) und P€Z3 =0|Z1 =1,Z, =1).
(i) Tragen Sie die Gewichte der Ubergangsverteilungen des durch (Z1, Zo, Z3)
beschriebenen 3-stufigen Experiments in einen Baum der Tiefe 3 ein.
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Die Asymptotik der Farbanteile in der Polya-Urne.
Wegen der von uns schon erkannten Verteilungsgleichheit
einer Munzwurffolge mit uniform verteiltem Erfolgsparameter
und einer Polya-Folge (F4q, F>,...)
ist das folgende Simulationsergebnis
nicht mehr ganz so erstaunlich.

Dort werden 5 Pdlya-Pfade (X,,) = (X7§1),X7§2)), n=12,...
simuliert,
mit X$ =14+ 4+ -+ Fy
die Anzahl der Kugeln von Farbe 1 nach n Zlgen

und X2 =14+ Q)+ +(1—F)
die Anzahl der Kugeln von Farbe 2 nach n Zigen.



5 Realisierungen von Polya-Pfaden (X;);=1...100

60 80 100
| | |

Anzahl roter Kugeln

40
l

I I I I I I
0 20 40 60 80 100

Anzahl blauer Kugeln



L(Fy + -+ + Fyp) scheint zu konvergieren -
allerdings gegen einen zufalligen Grenzwert!

Tatsachlich gilt: Bedingt unter Uy ist

Loy <vod Hvp<upds -+
Munzwurffoge zum Parameter Up.

Nach dem Gesetz der gro3en Zahlen konvergiert

% (I{U1<Uo} T T I{Un<Uo})
gegen Up.
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5 Realisierungen von Polya-Pfaden (X;);=1.
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