Vorlesung 10b

Markovketten I

Tell 1:

Transport von Erwartungswerten und Verteilungen

(Buch S. 100 und S. 107-108)



Zweischritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten
PQ(CL,C) ::Pa(XQZC)a n>0,aces

Zerlegungen nach dem Zwischenschritt:

Pu(Xo =c) = ) Pu(X1 =0)Py(X1 =c)
beS

P?(a,c) := Y P(a,b) P(b,c)
beS

P2 = (P?%(a,c))q.ccs lasstsich also auffassen als
Produkt der Matrix P mit sich selbst.



Mehrschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pn(a,c) ::Pa(Xn:C)a TLZO,(I,CES

Zerlegung nach dem ersten Schritt:

P"(a,c) = 3 P(a,b) P" (b, c)
beS

Zerlegung nach dem letzten Schritt:
P™(a,c) = Y. P" (a,b) P(b,c)
beS
P" = (P"(a,c))q.ccs lasstsich also auffassen als

n-te Matrixpotenz von P.



Zerlegung der Verteilung von X, 1, nach Xy,

Pu(Ximgn =0¢) = >, Pa(Xm =b)Pp(Xn = ¢)
beS
oder

P (g, c) = Y P™(a,b) P*(b,c)
besS

In feinen algebraischen Termen: Die Matrixpotenzen {P" : n =0, 1,...

ausgestattet mit der Matrixmultiplikation
sind homomorp zur Halbgruppe (Ng, +).
Das neutrale Element ist auf der einen Seite die Einheitsmatrix
I:= (5ab)a,b€S =: PY
und auf der anderen Seite das Element 0 € Np.



Transport von Erwartungswerten:

Wir betrachten eine Funktion h : S — R4
und interessierten uns fur

ceS
un(a) lasst sich als Mittelung Uber die u,,_1(b) ausdriicken,
Uber eine Zerlegung nach dem ersten Schritt:

> h(e)Pa(Xn =1¢c) = > h(c) 3 P(a,b)Py(Xp—1 =¢)
ceS ceS beS

Eq [h(Xn)} — bZSP(aa b) Eb[h(Xn—l)}a a€sS
<



Eq h(Xpn)| = bZSP(a, b) Ep|h(Xp—1)|, a€S
=

Ist gleichbedeutend mit

up(a) = > P(a,b)u,_1(b), a€S.
beS

oder in Vektor-Matrixschreibweise, mit u,, als Spaltenvektor
und der Anfangsbedingung E4[h(Xg)] = h(a)

un =Pup,_1, n>1
ug = h .



Transport von Verteilungen:

P,(Xn =c¢) zerlegt nach X,,_; ergibt die Rekursion

Py(Xn=1c)= ) Pp(Xp_1=10)P(b,c)
beS

Mit
,On() L= PP(XTZE ) ) n=0,1,...
lautet diese Rekursion

pn(c) = > pn-1(b)P(b,c), n=>1
beS
mit der Anfangsbedingung pg(a) = p(a)



pu(©) = 3 pn-1(®IPG,) s n2 1
be
mit der Anfangsbedingung pg(a) = p(a)

oder in Vektor-Matrix-Schreibweise, mit p,, als Zeilenvektor:



