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17. S Fiir g € N sei (wy,...w,) eine Liste reeller Werte. (Man denke an eine Population beste-
hend aus g Individuen, die man mit den Zahlen 1,...,g identifiziert; w; ist dann der Wert des
Individuums j.) Es sei J uniform verteilt auf {1,...,g}. Wir setzten X := w; und definieren die
Populationsvarianz als o2 := Var[X]. Weiter sei (Ji,...,J,) eine rein zufillige Permutation von
1,...,g; fir jedes n < g ist damit also (Jp,..., J,) eine rein zufiillige Stichprobe ohne Zuriicklegen
aus {1,...,g}. Schlieich setzen wir noch X; := wy,.

a) Bestimmen Sie den numerischen Wert von Var[X; + - -+ + X ]

b) Driicken Sie den Term in a) mittels 0% und den Kovarianzen Cov|[X;, X;/] aus, und bestimmen
Sie daraus Cov[Xy, X3].

¢) Bestimmen Sie in Abhiingigkeit von o
LXi4+-+ Xn).

18. S Es sei R der Abstand eines uniform in der Einheitskugel des R? verteilten zufiilligen
Punktes vom Ursprung. (Formaler ausgedriickt geht es um die euklidische Norm einer auf der
Menge {(a1,as,a3) € R3: a? + a2 + a3 < 1} uniform verteilten Zufallsvariablen.) Bestimmen Sie
(i) die Verteilungsfunktion (i) die Dichte (iii) den Erwartungswert (iv) die Varianz

von R.

2 nund g die Varianz des Stichprobenmittelwertes X,, :=

19. a) X = (X31,Xs,...) sel ein fortgesetzter fairer Miinzwurf, d.h. eine Bernoulli-Folge zum
Parameter 1/2. Wieist Y := > 77, X;27" verteilt? (Hinweis: Berechnen Sie die Verteilungsfunktion
von Y an dyadisch rationalen Argumenten.)

b) U sei uniform verteilt auf [0,1]. Geben Sie eine Abbildung h = (hq,hz,...) von [0,1] nach
{0,1}" an, sodass h(U) einen fortgesetzten fairen Miinzwurf ergibt.

20. In den folgenden drei Beispielen ist (X7, X3) jeweils uniform verteilt auf der skizzierten (4
bzw. 6 bzw. 3)-elementigen Menge. In welchen der drei Beispiele sind X; und X»

(i) unkorreliert (ii) unabhéngig?
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Zusatzaufgabe zu Ehren von Pythagoras. (i) Zeigen Sie: Firr z := (x1,...,2,) € R™ und
T:=L130" @ ist 21 := (Z,...,Z) die Orthogonalprojektion von x auf D := {(a,...,a) : a € R}
in dem Sinn, dass das euklidische Skalarprodukt (x — z1,y) fiir alle y € D verschwindet.

(ii) Folgern Sie aus (i), dass fiir jedes ¢ € R gilt: (%) Z(zz —c)? = Z(xZ —2)2 +n(x o)
i=1 i=1
(iii) Seien Xi,...,X, paarweise unkorreliert und identisch verteilt mit Erwartungswert p und

Varianz 02 < oo, und sei X := 1(X; 4 --- 4+ X,,) ihr Stichprobenmittel. Zeigen Sie: Die
Zufallsvariable

1

n—1

(X1 = X)*+ -+ (Xn — X)?) hat Erwartungswert o°.

Hinweis: Benutzen Sie die Zerlegung (%) mit ¢ := p.



