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1 Einfiihrung

Sei (Q, F, (Fi)tepo,m, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der die ,,iiblichen Vor-
aussetzungen” erfiille. T € R, ist der endliche Zeithorizont des Modells. Sei W =

(WL, .., W/™)seo,r) eine Standard m-dimensionale Brownsche Bewegung auf (2, F, (F)iejo.17, P)
(dies bedeutet insbesondere, dass W1, ... W™ stochastisch unabhiingig sind).

Definition 1.1. Sei k € N, U C R*. Mit U, bezeichnen wir die Menge der vorhersehbaren
Prozesse mit Werten in U. v € Uy wird Kontrollprozess oder Kontrolle genannt.

Seien
b: [0,T]xR"xU—=R" (t,z,u)— b(t,z,u)
und
o: [0,T|xR"xU—=R" (t,z,u)— o(t,z,u)

B([0,T] x R* x U) — B(R™)-messbare bzw. B([0,7] x R" x U) — B(R™"™)-messbare Funk-
tionen, die folgende Lipschitz-Bedingung erfiillen: es existiert ein K € R, s.d.

||b<t7 xz, U) - b(t7 Y, u)|| + HO'(t, xz, U) - 0<t7 Y, U)H

< Kllx =y, V(t,z,y,u) €[0,T] x R* x R" x U, (1.1)

wobei ||A]| :== /Spur (AAT) = \/Z?:l > oy A, die Hilbert-Schmidt Norm von A € R™™

bezeichnet.
Ein Kontrollprozess v € Uy heiflit zuléssig, wenn

E (/OT ([|o(t, z, ) [)* + |l (t, z,1)|?) dt) < oo, VreR"™ (1.2)

Die Menge der zuldssigen Kontrollprozesse wird mit U bezeichnet.

1.1 Starke Losungen von stochastischen Differentialgleichungen

Theorem 1.2. Fiir jeden zuldssigen Kontrollprozess v € U besitzt die stochastische Dif-
ferentialgleichung (SDE)

dX} =b'(t, X;, v,) dt + Zaij(t, Xo,v)dWi, i=1,...,n, X,=uz. (1.3)
j=1

zu gegebenem Startwert x € R™ eine eindeutige starke Liosung, d.h. es existiert ein (bis
auf Ununterscheidbarkeit) eindeutiger adaptierter, stetiger Prozess X = (X',..., X™), so
dass

XZ:I’L‘F/ bz(t,Xt,Vt)dt—’_Z/ O-Z](t,Xt,Vt)thj7 1= ].,,TZ (14)
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Fiir die eindeutige Losung X gilt

E ( sup HXtH2> < 00. (1.5)

te[0,7)

Bemerkung 1.3. Grob gesprochen bedeutet ,,starke Losung”, dass wir X als einen (ste-
tigen) adaptierten Prozess auf dem ex ante gegebenen filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum finden, wdhrend man bei einer ,,schwachen Losung” den Wahrscheinlichkeitsraum
maoglicherweise noch vergréfiern muss und dieser damit Teil der Losung wird.

Betrachte dazu als Beispiel die SDE

dX; = sign(X;) dW, mit Xy =0, (1.6)

wobei sign(y) = 1 fir y > 0 und sign(y) = —1 fir y < 0. Die Funktion sign ist offenbar
nicht Lipschitz, Theorem 1st also nicht anwendbar. Bzgl. der Filtration (EW)te[QT], die
nur von der Brownschen Bewegqung W erzeugt wird, besitzt die SDE auch keine Lédsung
(ohne Beweis, aber siehe Erklirung unten). Gibt man sich aber statt W, den Prozess X
als Brownsche Bewegung vor und definiert

W :=sign(X) * X,
dann gilt
sign(X) « W= sign(X) « (sign(X) « X) = (sign®(X)) * X = X. (1.7)

Bzgl. der von X erzeugten Filtration (F;*)iejor ist der Integrand sign(X) vorhersehbar
und W damit ein lokales Martingal. Da zudem [W,W] = (sign*(X)) * [X, X] = [X, X]
gilt, folgt mit dem Theorem von Lévy, dass 1% (wie W) eine Standard Brownsche Be-
wegung ist. Daher kann man wegen sagen, dass @ trotzdem eine Lésung hat
(schwache Lisung). W ist an die von X erzeugte Filtration adaptiert, aber nicht umge-
kehrt.

Wire X eine starke Ldosung von auf der Filtration (ftW)te[ng], dann golte auch
sign(X) « X = sign(X) * (sign(X) « W) = sign*(X) « W = W. W wire somit an
die von |X| erzeugte Filtration (Ft'XI)te[oﬂ adaptiert (ohne Beweis, aber plausible, die
Vorzeichenfunktion ist i.W. symmetrisch, da die Menge {X = 0} nicht in das Integral
eingeht, damit kann man aus sign(X) « X das Vorzeichen von X nicht beobachten). Da
die von |X| erzeugte Filtration echt kleiner als die von X erzeugte Filtration ist, ist X
nicht an (F¥ )0y adaptiert, ein Widerspruch. Also kann es keine starke Lisung auf
der Filtration (ftw)te[o,T] geben. Fiir einen formalen Beweis siehe z.B. Karatzas, Shreve
[Brownian Motion and Stochastic Calculus].

Bemerkung 1.4. Man beachte, dass die Integrale auf der rechten Seite von unter
den Voraussetzungen und fiir alle stetigen, adaptierten Prozesse X existieren.

Bemerkung 1.5. Die dynamische Kontrolle besteht also in der Beeinflussung der lokalen
Driftrate und der lokalen Volatilitit des Prozesses X, wobei dies i.A. nicht unabhdngig
voneinander geschehen kann. V¢, i = 1,...,k nennt man auch die Kontrollvariablen
und X, i =1,...,n die Zustandsvariablen.
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Beispiel 1.6 (Dynamischer Handel). Seien die Preisprozesse der verfiigharen Wertpapiere
gegeben durch

S? = exp(rt) und ~ dS} = S!

uidt+25ivjdwg] L i=1,...,d
j=1
Spezifiziere wie tiblich durch den vorhersehbaren Prozess o' die Anzahl an Wertpapieren

vom Typ i, die eine Investorin in ihrem Portfolio hdlt. Wenn (¢°, 01, ..., o) selbstfinan-
zierend ist, dann gilt fir den dazugehdrigen Vermdogensprozess X :

d. d o o , (Xt - Z?:l @islo 0
dX, = Y ¢idS;=> " |aSiutdt +> S dWi | + 5 SO dt
i=0 i=1 j=1 t
d m ‘
= rX;dt+ Z viX,(p' —r)dt + Z vi X o dW | (1.8)
i=1 j=1
wobei
i ©iS;
vl = )t(tt (1.9)

der Anteil des Gesamtvermdgens ist, das zum Zeitpunkt t im i-ten Wertpapier investiert
ist. Die Substitution macht deutlich, dass fiir die Beschreibung der Vermdgensdy-
namik die Zustinde der Wertpapierpreise nicht zwingend bendtigt werden. @ passt in
den Rahmen von mit n = 1 und k = d: Der Vermégensprozess ist die eindimen-
sionale Zustandsvariable, die Anzahl der Kontrollvariablen ist um 1 kleiner als die An-
zahl der verfiigharen Wertpapiere. Die stochastischen Gewinnmdoglichkeiten um den
Zeitpunkt t sind ndmlich unabhdingig von den Wertpapierpreisen zum Zeit t, da aktuelle
Wertpapierpreise die Drift und die Volatilitit gleichermafen beinflussen. Dies war eine
wichtige Beobachtung von Robert C. Merton und fiihrt bei der grofien Anzahl verfiigbarer
Wertpapiere zu einer enormen Reduktion der bendtigten Zustandsvariablen (die Anzahl der
Kontrollvariablen wird zwar nicht reduziert, aber wir werden sehen, dass fiir die Hand-
habbarkeit eines Nutzen-Optimierungsproblems die Anzahl der Zustandvariablen kritischer
ist).

Statt dem ,,Anteil des Gesamtvermdogens investiert im i-ten Wertpapier” wird oft auch
der ,,Furobetrag investiert im i-ten Wertpapier” als Kontrollvariable gewdhlt, also

U= LS} (1.10)

(was zweckmdfig ist, hangt von der Nutzenfuktion ab, in die man das kontrollierte Vermdgen
einsetzen machte). Entscheidend ist, dass auch bei der Substitution die Wertpapier-
preise eliminiert und somit als Zustandsvariablen nicht bendtigt werden.

Die Lipschitz-Stetigkeit (|1.1)) erscheint eine natiirliche Bedingung zu sein, um Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung zu gewéhrleisten. Betrachte dazu folgende deterministi-
sche Beispiele (d.h. o = 0)



Beispiel 1.7. Offenbar besitzt die Differentialgleichung

dX,
d—tt - XE, XO - ].
auf [0,1) die (eindeutige) Lisung
X = ! tel0,1)
t — 1 — t7 ) ’

die jedoch bei 1 explodiert. Man beachte, dass die Lipschitz-Bedingung nicht erfillt
ist. Fir jedes M € (1,00) kann man Theorem jedoch auf die abgewandelte Differen-
tialgleichung dX; = (X2 A M) dt anwenden. Solange die Losung XM der abgewandelten
Differentialgleichung dem Betrag nach kleiner als /M bleibt, ist sie auch die eindeutige
Losung der ursprindlichen Differentialgleichung. Dies st firt < 1 — 1/\/M der Fuall.
Lisst man nun M gegen oo laufen, ergibt dies Eristenz und Findeutigkeit firt € [0, 1).

Beispiel 1.8. Die Differentialgleichung

dX; 2/3
— =3X Xy =0.
dt t Y 0

besitzt mehrere Lisungen und zwar ist fir jedes a € Ry U {400} der Prozess

0 : firt<a,
Xt =
(t—a)® firt>a
eine Losung. Man beachte, dass die Lipschitz-Bedingung nicht erfillt ist.

Lemma 1.9 (Gronwall). Seien f,g : [0,T] — R integrierbare Funktionen und C' € Ry,
s.d.

ft) <g(t)+ C/tf(s) ds, Vtel0,T]. (1.11)
Dann gilt
f(t) <g(t)+ C/t e“g(s)ds, Vtelo,T].

Ist g konstant G € R, dann folgt f(t) < Ge®t, Vt € [0,T).

Beweis. Setze F(t) := fot f(s)ds und h(t) := F(t)e~ . Dann gilt unter (1.11)
R (t) = f(t)e " — CF(t)e %" < g(t)e "

h(0) = 0 und Integration liefern

¢ ¢
F(t) = e“n(t) = eCt/ h'(s)ds < / ec(t_s)g(s) ds, Vtel0,T].
0 0
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Eingesetzt in (1.11]) ergibt dies

f) <glt)+ CF(t) < ()+O/Ot t=9¢(s)ds, Ytel[0,T].

]

Bemerkung 1.10. Um die Notationen zu vereinfachen, nehmen wir im folgenden an,
dass n =m = 1. Der allgemeine Fall gilt natiirlich analog.

Beweis von Satz[1.2. Eindeutigkeit: Seien X und X Losungen von 1’ also nach Defi-
nition insbesondere adaptiert und stetig. Es gilt

X, — X, = / <b(s,XS, vs) — b(s, X, 1/5)) ds +/ (a(s,Xs, Vs) — U(S,XS,VS)> dW.
0 0

Wir koénnen 0.B.d.A. annehmen, dass X und X beschrinkt sind. Andernfalls lokalisiert
man die lokal beschrinkten Prozesse und zeigt Gleichheit zunéchst nur auf den stocha-
stischen Intervallen [0, 7,,] mit T,, := inf{t > 0 | |X¢| V |X:| > n} AT. Fiir festes n € N
miissen b und o auf |7,,, T'] gleich Null gesetzt werden (dies sei durch den Kontrollprozess
moghch) Die abgestoppten, dem Betrage nach durch n beschrinkten Prozsse X und

X sind dann Losungen der modifizierten SDE . die die Bedmgungen ) und .
nach wie vor erfiillt. Wenn fiir alle n € N Gleichheit bis auf Ununterscheldbarkelt gilt,
miissen auch die gesamten Prozesse bis auf Ununterscheidbarkeit gleich sein.

Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung, der Jensenschen Ungleichung und der
Ito-Isometrie folgt

N2
E (Xt . Xt>
t o~ ~
<2F (/ <b(s,Xs,1/8) — b(s, X, s) ds) +2F (/ o(s, Xs,vs) — O'(S,Xs,l/s)> dWS)
0 0

< 9TE (/Ot (b(s,Xs, v,) — b(s, Xs, 1) ,,8 ) 2R (/0 (5, X, v5) — o(s, Xs, ,,8)>2 ds)

< 2T + 1)K? /OtE (%, - 5(8)2 ds,

2

wobei in die letzte Ungleichung die Llpschltz Bedingung (1.1) und Fubini eingeht. Nun
wenden wir fir f(t) == F (Xt Xt) g=0und C := 2(T+ 1)K2 das Lemma von Gron-

wall an. Wegen der angenommenen. Beschrénktheit von X und X gilt f(t) < oo fiir alle
t € 10,T). Es gilt zudem f(t) < C f s) ds, was mit dem Lemma f = 0 nach sich zieht.

Da X und X als Losungen von stetlge Pfade besitzen, folgt Ununterscheidbarkeit.



Existenz: Wir werden eine Losung durch eine Variation des Picard’schen Iterations-
verfahren (fiir gewohnliche Differentialgleichungen) konstruieren. Setze X© := z und

t t
Xt(n+1) = :L’+/ b(S7Xs(n)7Vs) d8+/ O-(SaXSZ),VS) dWs; n= 071727"’ (112>
0 0

(Beispiel: b(t, z,u) = az und o (t, x,u) = 0~ XV = ptaxt, XP = :L‘—i—f; a(z+azs)ds =

z + axt + fra?t? und allgemein XM=z (%)k — zexp(at) fiir n — oo)

Durch Induktion nach n zeigt man, dass die Integrale auf der rechten Seite von ([1.12))
wohldefiniert sind. Hierfiir braucht man Voraussetzung , die Lipschitzstetigkeit von
b und o im Argument X ™ und die Tatsache, dass X als stetiger adaptierter Prozess
lokal beschrankt ist.

Schritt 1: Man zeige zunéchst, dass

E ( sup (Xs(”))2> <oo VneN. (1.13)

0<s<t

Man fithre wieder eine Induktion nach n durch. Es gilt

E ( sup (X§”+1) — x)Q)
0<s<t

s 2 s 2
<2F (sup (/ b(u, X! 1) du) ) +2F <sup (/ o(u, X 1) qu) )
o<s<t \Jo o<s<t \Jo
t t
< 2tE (/ v (s, X", vy) ds) +8E </ 0’2(8,X8(n),1/5)d8)
0 0

t t t
§2@+®A¢/PE@qudy+mE(/zﬂaamgm)+8E(/ﬂ#@ﬁJ@dg
0 0 0

t t
< 2t(t + 4)K2E < sup (Xs("))z) + 2tE (/ b2<$,0,l/5)d8) + 8E (/ 02(3,0, us)ds> )
0 0

0<s<t

In die zweite Ungleichung gehen die Ito-Isometrie und die Doobschen-Ungleichung fiir qua-
dratintegrierbare Martingale ein. In die dritte Ungleichung geht die Lipschitz-Stetigkeit

von b und o ein. Die Erwartungswerte F <f0t b*(s,0,vs) ds) und F (fg 02(s,0,v) ds) sind

wegen Voraussetzung ((1.2)) endlich (man beachte, dass es wegen der Lipschitz-Stetigkeit
bei dieser Voraussetzung egal ist, ob man sie fiir ein x oder fiir alle x macht).
Schritt 2: Wir wollen die Differenz

X+ XMW — M4 B

abschétzen, wobei
t
M, = / (o5, X0, 1) = (s, X", ) dW,
0
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t
B, ;_/ (b(s, X, ) — b(s, XD 1)) ds.
0
M ist ein lokales Martingal. Wegen

t t
E (/ (0(s, X", 1) — o (s, X" 1)) ds) < KQ/ E ((X§"> — X(-D)? ds>
0 0

Schritt 1
< 0

(mit der Lipschitz-Bedingung (|1.1)) und Fubini) ist M ein quadratintegrierbares Martingal
und mit der Doobschen Ungleichung fiir quadratintegrierbare Martingale folgt

Doob
E (Sup Mf) < AE (M?)

s€[0,¢]

~ . t
lio-lsometrie ( / (0(s, X 1) — (5, XD 1)) ds>
0
t
< 4K2/ E ((X@ — x(-1)? ds) . (1.14)
0

Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der Jensenschen Ungleichung folgt fiir
den Anteil von endlicher Variation

t
B? < t/ (b(s, X, 1) — (s, XD, 1)) " ds (1.15)
0

und da die rechte Seite von ([1.15) monoton steigend ist

t
E ( sup Bg) S (/ (b(su Xegn)u VS) - b(87 Xs(n_l)’ VS))Q ds)
0

s€[0,¢]
t
< tK2/ E (X" — x"1)? ds. (1.16)
0
Setze

s€[0,t]

A"(t):=FE (sup (XD X(”))Z) , n=0,1,2,...

Aus (1.14)) und (1.16]) folgt

t
A™Mt) < C/ A" Ys)ds, n=1,2,3,...,t€[0,T] (1.17)
0

fiir eine geeignete Konstante C. Es folgt aus ((1.2)
t t
A'(t) < CE </ b2 (s, 7, vs) ds+/ o (s, 2, vs)|)? ds) =:C < 0.
0 0
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Iteriert man ((1.17) und nutzt schlieBlich die Monotonie von A%(u) in u aus, so erhélt man

A()<C/OA” 1()ds<C'2//A”2 w) duds < . < e

n!
(da fo t" ER s 2ty dbaoy dt, = = 7). Mit der Markovschen Ungleichung folgt

ZP <Sup | X _ x| > 2—“> = ZP (sup (X — x (M2 > 4—“>

n—1 s€0,t] n—1 s€[0,t]

i 4" A" (1)
Wy 5

n=1

— 2 A%t)  (1.18)

IA

Ct

IN

| /\

< Q.

Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt

P(sup [ XY — x| > 27" fiir unendlich viele n € N) =0
t€[0,T)

Demnach ist fiir P-fast alle w € Q (X ™ (w)),en eine Cauchy-Folge bzgl. der Supremums-
norm. Wegen der Vollstéandigkeit der Supremumsnorm existiert ein Prozess X € D mit
P(sup;eor ]Xt(n) —Xi| >0, n — oo0)=1.Da Konvergenz ,,gleichméBig in Wahrschein-
lichkeit” der Integranden, Konvergenz ,,gleichméflig in Wahrscheinlichkeit” der Integrale
impliziert, folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen b und ¢ im zweiten Argument,
dass

¢ t
t— x4+ / b(s, X, v,) ds + / o(s, X™ v,) dW, (1.19)
0 0
fiir n — oo gegen
t ¢
t—az+ / b(s, Xs,vs)ds + / o(s, Xs,vs) dWy
0 0

konvergiert. Da aber der Prozess X! ist, der fiir n — oo auch ,,gleichmifig
in Wahrscheinlichkeit” gegen X konvergiert, miissen die beiden Grenzprozesse bis auf
Ununterscheidbarkeit iibereinstimmen, d.h. X ist starke Losung der SDE ([1.3)).

Schritt 3: Bleibt zu zeigen, dass die eindeutige Losung die Integrierbarkeitseigen-
schaft erfiillt. Hierzu mache man sich zunéchst klar, dass fiir zwei Prozesse Y und
Z die Dreiecksungleichung

\/ E ( sup (Vs + ZS)Q)
0<s<t
< \/E(sup YSQ) —|—2E(sup |Ys| sup |Zs]) +FE < sup Z§>
0<s<t 0<s<t  0<s<t 0<s<t
< \/E ( sup YSQ) + \/E ( sup Zf) (1.20)
0<s<t 0<s<t
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gilt (in die zweite Ungleichung gehen die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und (sup0<s<t Y |)

SUPg<o<y Yo, (SUPo<acy ]Zs\)z = SUPg< <, Z2 €in). Aus der iterativen Anwendung von ([1.20

und ([1.18]) folgt
2 n 2
E( sup (X" > < x4+ E < sup (X — xH )
\/ <0<312t < > o ; ogsgt < )

n k

< a:—I—Z\/%AO(t)
k=1 ’

< a:—i—Z\/%Ao(t) <oo, VneN.
k=1 ’

E ( sup (XS)Q) <liminf £ < sup (Xég”))2) < 00

Mit Fatou folgt

0<s<t n—0o0 0<s<t

und somit ([1.5]). ]

Beispiel 1.11 (Ornstein-Uhlenbeck Prozess). Betrachte fir o > 0 den Mean-Reverting
Prozess

t
Xt:XO—Oé/ Xst+Wt. (121)
0
Die Lésung von ist offenbar gegeben durch
t
X, = Xoe ™ + / eV aw,, vt e [0,T]. (1.22)
0
Man rechnet dies nach durch (beachte, dass e®*™) —1 = —a fst e~ du). Fiir X aus
gilt:
t t
X, = Xee ™+ / (et — 1) dW, + / AW,
0 0
t
= XOeiat - CY/v / 1(0<s<u<t)ea(57U) du dWS =+ / dWs
RJR 0
Fubini

t
Xoe_at — OZ/ / ].(ogsgugt)ea(s_u) dWS du + / dWs
RJR 0

t t u t
= Xy <1 - a/ e du) - a/ (/ els—w) dWS) du +/ dW,
0 0 0 0
t t t
= Xo <1 — a/ e du) — a/ (Xu — Xge_a“) du +/ dW,
0 0 0

t
= Xo—a/ XudU‘i‘Wt
0

Die dritte Gleichheit folgt aus dem Satz von Fubini fiir stochastische Integrale. Fiir die
fiinfte Gleichheit benutzt man die Definition von X in an der Stelle u.

11

2_



2 Stochastisches Kontrollproblem und Hamilton-Jacobi-
Bellmann Gleichung

Seien
f0,TIxR"xU =R, (tz,u)— f(t,z,u)
und
g:R" >R, z g(x)

stetige Funktionen (Stetigkeit ist eigentlich eine unnétig harte Voraussetzung und kann
durch Messbarkeit ersetzt werden, wir machen sie hier aber, um die Liicken in den folgen-
den Beweisen so klein wie moglich zu halten).

Sei z € R™. Wir wollen eine zuléssige Kontrolle v finden, so dass v zusammen mit dem
zum Zeitpunkt 0 in x gestarteten und mit v kontrollierten Prozess X den Ausdruck

E (/OT £(s, X0, v) ds +g(XT)) | (2.1)

maximiert.

Beispiel 2.1. Betrachte das optimale Konsum- und Investitionsproblem in einem frik-
tionslosen Finanzmarkt mit den Preisprozessen aus Beispiel [1.0. Der Vermdgensprozess
ist dann der eindimensionale Kontrollprozess und x € R das vorgegebene Startkapital der
Investorin. v, i =1,...,d, soll den Anteil des Gesamtvermdgens, das zum Zeitpunkt t im
i-ten Wertpapier investiert ist, spezifizieren. Zudem konsumiert die Investorin. Der akku-
mulierte Konsum muss absolutstetig bzgl. der verstrichenen Zeit sein, also Cy = fot cs ds,
wobet (Ct)te[o,T] die Konsumrate ist. ¢ = v@tt ist eine zusdtzliche Kontrollvariable. Der
Vermogensprozess ist dann formal als Lésung der SDE

dX ngtdS’ ctdt—rXtdt—IrZ VX, (1 — 1) dt+z X, AW | — ¢ dt
=0 i=1 7=1

mit Xog = x definiert. Zudem setzen wir
ft,z,v) = exp(=ot)(v"™™)  und g(x) = exp(—6T)x"

u(y) =y, v € (0,1) ist die Powernutzenfunktion und 0 die Zeitpraferenz der Investorin.
0 fallt oft mit dem risikolosen Zins r zusammen, was aber nicht zwingend ist.

Um das Optimierungsproblem ([2.1)) 16sen zu konnen, fithren wir nun zunéchst eine
dynamische Version von (22.1)) ein. Fiir festes ¢ € [0,7] konnen wir X = X**" auch als
Losung der SDE

dXs = b(s, Xs,vs)ds + o(s, Xs,vs) dWs, se[t,T], X;=x.

12



definieren, d.h. der Prozess startet erst bei ¢t. Die “eingeschrinkte” SDE besitzt mit
Satz auch eine eindeutige starke Losung. Der Prozess X = X»* hingt also for-
mal von seinem Startzeitpunkt, -wert und der Kontrolle ab.

Die Gewinnfunktion 7 (u.a. in Abhéngigkeit von der gewihlten Kontrolle) ist de-
finiert als

T
Tav) —F ( [ 56Xt ds g3 ft) .
t

Man beachte, dass J(t,z,v) auch gegeben den Wert von z in ¢ i.A. eine F;-messbare
Zufallsvariable ist und keine Konstante (wieso?)

Die Wertfunktion V' ist definiert als
V(t,z) := esssup,J(t, z,v)

T
= ess sup, F (/ fs, X5 v)ds + g(Xa™") | E) : (2.2)
t

Das essentielle Supremum in ({2.2) Wird offenbar iiber eine maximumsstabile Menge
von Zufallsvariablen gebildet. Seien v, 1(?) € Uf. Setze

3= V(l)l(t,T]XA + ’/(2)1(t,T}X(Q\f‘U7
wobei
tzu() (1) ta:zz()
( Fls, Xm0 D) ds + g(X7 >|E>
> B (/f P (2))ds+g(X”””>|ﬂ)}eﬂ'
Es gilt

T
B ([ s s s g | 7)
¢
T
¢
T (2) (2)
+1Q\AE (/ f(S,X;Z:B,u 7y£2)) ds + g(X;;z,u ) ’ ft)
t
r (1) (1)
=F (/ f(s, Xb™v ,1/1 Yds+g (Xt“m' )| .7:t>
¢
r (2) t (2)
v ([ s s s g(xi ) | 7). (23)
¢
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Bemerkung 2.2. Unter den gemachten Voraussetzungen existieren Versionen der be-
dingten FErwartungswerte und essentiellen Suprema, so dass die Ausnahmenullmengen
{TJ(t,x,v) > V(t,x)} zwar von v nicht aber von t und x abhdingen. Beweisidee: Kon-
struierte die Grofien zundchst nur fiir alle rationalen t,x. Die abzihlbare Vereinigung der
Ausnahemnullmengen bleibt eine Ausnahmenullmenge (abhingig von der Kontrolle v).
Wegen Stetigkeit von X"%" in (t,x) und von f und g kann nun alles auf die Versionen
fiir rationale t, x zuriickgefiihrt werden.

Wir setzen voraus, dass f,g > 0 und V(0,z) < oo fiir alle x € R™.

Bemerkung 2.3. Im Prinzip ist man nur an der Zahl V (0, x) fiir ein festes x € R™ inter-
essiert — also an dem Wert des Optimierungsproblems zum Startzeitpunkt mit Startwert
Xo = x. Zur Bestimmung dieses Wertes erweist es sich allerdings als niitzlich, Aussagen
tiber den ,,Zwischenwert” des Optimierungsproblems zum Zeitpunkt t € (0,T) unter der
Bedingung X; = x’ zu machen (wobei x’ alle maoglichen Werte durchliuft, die Xy anneh-
men kann). Dazu dient die etwas allgemeinere Definition der Wertfunktion . V(t,x)
kann interpretiert werden als die erwartete Auszahlung (wenn die laufenden Auszahlun-
gen erst bei t beginnen) unter der Bedingung X, = x und unter der Annahme, dass man
sich zwischen t und T optimal verhdlt. Die Kontrolle vor t spielt offenbar keine Rolle fiir
V(t,x) (sie beeinflusst aber i.A. den Zustand x, in dem man zum Zeitpunkt t den Pro-
zess X neu startet)

Theorem 2.4 (Dynamisches Programmierprinzip). Seit € [0,T] und 0 eine [t, T|-wertige
Stoppzeit. Es gilt

9
V(t,z) = ess sup,, F (/ f(s, X5 v)ds + VI(0, Xp™") | ft> . (2.4)
t

Zudem ezistieren deterministische Versionen von V (t,x) (d.h. fir die optimale Kontrolle
hingt die Gewinnfunktion von der Information F; nur iiber den Wert des Prozesses X in

t ab).

Beweisskizze. Sei v € U und 6 eine [t, T]-wertige Stoppzeit. Es lassen sich Versionen von
Losungsfamilien (X*™"),cp0.1), zer finden, so dass auBerhalb einer ,,globalen” P-Nullmenge
gilt

Xt = X85 g s g (2.5)
(die P-Nullmenge kann von v abhéngen, nicht aber von s, ¢, x und 6). Anschaulich er-
scheint klar: die Zuwichse des Prozesses X»** um die Zeitpunkte s mit s > 6 hingen
nur von v, s, dW, und dem aktuellen Wert X" des Prozesses ab. Also kann man auch
statt X" eine erst bei 6 gestartete SDE nehmen, wobei man unter Nutzung der Infor-
mation Fy die SDE mit dem Startwert 7 = X;*" wihlt, d.h. in die Losungsfamilie X%
fiir (¢,7) den zufilligen Wert (6, X;™") einsetzt (streng mathematisch werden wir (2.5)
hier aber nicht beweisen).
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Bezeichne mit V (¢, z) die rechte Seite von (2.4)). Fiir alle v € U gilt
9

gtaw) = B( [ fexen)as| 7)
t

T
*E (/ £(s, X5, ,) ds + g(XE2) | ft)
0

)
FE (/ f(s,X;’”"’”,ys) ds | ]-"t)
¢

T t,x,v t,z,l/y
v ([ 26XV s g0 | )
0

9
= F (/ f(s,Xﬁ’x’”,us) ds | .7-})
¢

T t,:c,uy t,x,yy
+E E(/ Fls, X050 1wy ds + g(X0™ ’)|.7-“9> | F,
0

5]

J/

:j(evxéﬂxw’l’)

= F (/te f(s, XY v.)ds | }}) +E(J0, X" v) | F). (2.6)
Da fiir alle (s,y,v) gilt V(s,y) > J(s,y,v) folgt aus (2.6), dass
J(t,z,v) < FE (/0 f(s, XE"Y v)ds | ]-"t> +FE (V(Q,Xg’$’”,u) | F) (2.7)
t
und damit
P(V(t,x) <V(t,x)) =1. (2.8)

Die umgekehrte Richtung werden wir nur skizzieren: Sei (S, Ym )men eine dichte Folge
in [t,T] x R™. Wegen der in (2.3) gezeigten Maximumsstabilitéit folgt die Existens einer
(von m abhiingigen) Folge (7%)gen mit

T (Sms Yms V) TV (SmyYm), P —fs,, k1 oo

Somit existiert zu jedem (S, ¥,) und jedem &,, > 0 eine ¢,,-optimale (,,fast” optimale)
Strategie ¥™ im folgenden Sinne:

P (j(STmym? Vm) > V(Smaym> - €m> > 1— Em

(Da J (Sm, Ym, V%) und V(8 Y ) Zufallsvariablen sind, kommt J (S, ¥m, ) i.A. nicht
gleichméfig in w an V' (sy,, ) ran). Da man €, so wihlen kann, dass auch ) _ &, klein
ist, lassen sich zu jedem e > 0 Strategien finden, so dass

P (T (Sms Ym, V™) > V(SmyYm) —€ Vm eN) >1—¢. (2.9)
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Neben € > 0 werde nun auch p € U fixiert. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit der Ko-
effizienten b und o ist die Losung der SDE stetig im Startwert (s,y) bzgl. der Norm

\/E(supue[tﬂ [| X.]|?) (gleichméBig in der Kontrolle v). Da zudem f und g als stetig vor-

ausgesetzt wurden, kann gezeigt werden, dass die Wertfunktion V (s, y) stetig in s und y
ist. Damit kann aus den Strategien in ([2.9)) eine zuléssige Kontrolle v | zusammengeklebt”
werden, die

P(T0, X5, v°) > V(0, Xg™") —2¢) > 1—2¢ (2.10)
erfiillt. v¢ kann von der Form
V" = pulpe +v"1jer) mit m = argmin {ﬁ@ =1,....,mqo | |0 —sm| + |X§’z’“ — ym|}

gewdhlt werden, d.h. v* stimmt vor # mit der Kontrolle p iiberein. Diese Wahl ist méglich,
da nur die Werte von v* auf dem Intervall [, 7] in J (0, X;*",1°) eingehen. Da ande-
rerseits v mit p auf dem stochastischen Intervall ¢, 0] mit p iibereinstimmt, folgt aus

(2.6)

E(V(t,x)) > E(T(t @, v))
E (/ 5 X, :>d8) + 8 (700,557 07)
= auf Joo] ( 9f (s ng’“,us)dS) +E(TJ(0,X5"", 1))
B und 720 ( 9f Xt ds) +E (V(0,X;7") — he),
wobei

h(g) :=2e + sup B (LaV (0, X57M).
A€F, P(A)<2e

Zunéchst ldsst man zu festem p € U € gegen 0 laufen. Integrierbarkeit von V(@,X;’I’“ )
vorausgesetzt, folgt h(e) — 0 fiir ¢ — (| und damit

E(V(t.2)) > E ( / " s, X0 ) ds) +E(V(0,X5™))

Nun kann man auf der rechten Seite das Supremum iiber alle 1 € U bilden und schlieflen

E(V(t,x)) > sup (E (/te fs, XEm1 1) ds) + E (V(6, X;@’“))) = BE(V(t,z))

peu

und mit P(V(t,z) =V(tz)) =1. O

*Fiir eine integrierbare Zufallsvariable Y gilt:

Ve>030>0VAeF P(A)<§ = E((Y1a)<e
(siehe z.B. Satz 7.37 in []).
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Bemerkung 2.5. Nicht fiir alle Optimierungsprobleme gibt es ein dynamisches Program-
mierprinzip. Betrachte z.B.

V(t,x) := sup (E (X3™") — AVarianz(X3™")) . (2.11)

vel

fir ein X > 0 (auch hier wirden Erwartungswert und Varianz des optimal kontrollier-
ten Prozesses durch die Information F; nicht verindert, d.h. E(... | Ft) = E(...) und
Varianz(... | F;) = Varianz(...) und wir kénnen direkt ohne Bedingen auf die Informa-
tion F; mit dem gewdohnlichen Supremum arbeite. konnte z.B. ein Portfolio-
optimierungsproblem fiir einen Erwartungswert/Varianz-Optimierer in einem Markt mit
einer risitkobehafteten Aktie mit Preisprozess (Si)icjo.r) und risikolosem Zins v = 0 sein,

also
T T
sup <E <x + / Vg dSs) — AVarianz (x +/ Vg dSs>) ) (2.12)
veu 0 0

Das Problem ist zeitinkonsistent im folgenden Sinne: Nimmt man die fir den
Zeitpunkt 0 und den Startwert x optimale dynamische Kontrolle V = (Us)sejo,r) und be-
trachtet zum spiteren Zeitpunkt t > 0 das erneuerte Optimierungsproblem mit zuféilligem
Startwert Xf””’”, dann stellt man fest, dass die Kontrolle v (eingeschrinkt auf das Inter-
vall [t,T]) i.A. nicht mehr optimal fiir das erneuerte Problem ist.

Besitzt die Aktie eine nicht-verschwindene Drift, dann besteht in ndmlich die
Maglichkeit, Gewinne oder Verluste aus der Vergangenheit “tendenziell” auszugleichen,
was fiir den Optimierer interessant ist, da es die Gesamtvarianz reduziert. Bei einem neu
gestarteten Problem entfillt dieser Anreiz. Beispiel ¢

Grundlage fiir das Dynamische Programmierprinzip ist, dass die Zielfunktion das sog.
Unabhingigkeitsaxiom erfillt. Sei > eine Prdferenzordnung auf der Menge der eindi-
mensionalen Wahrschemlichkeitsverteilungwﬂ. = erfillt das Unabhdingigkeitsaxiom (in-
dependence axiom ), wenn fiir alle Verteilungsfunktionen F', F? F3 und \ € (0,1] die

*Zur Erinnerung: Varianz(Y | G) := E((Y — E(Y | G))? | G). Es gilt die Zerlegung
Varianz(Y') = E (Varianz(Y | G)) + Varianz(E(Y | G)).
> ist also eine biniire Relation auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen, d.h. sie ordnet
jedem Paar den Wert ,,wahr” oder ,,falsch” zu. Die Interpretation von ,,F! = F?” ist, dass der Agent

eine zufillige Auszahlung mit Verteilung F'! einer zufilligen Auszahlung mit Verteilung F? (im strikten
Sinne) vorziehen wiirde. Eine Priferenzordnung = muss die folgenden Eigenschaften erfiillen:

e Asymmetrie: Fiir alle F'!, F? gilt
F'-F? — F?y4F.
e Negative Transitivitéit: Fiir alle F', F2, 3 gilt

F'-F* = (F'-=F® oder F®»> F?).
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Implikation
F'-=F = AF' '+ (1 - ANF? = AF?+ (1 -\ F? (2.13)
qgilt.

Fir A € Fy kann dann, gegeben eine Kontrolle vor 1, die optimale Kontrolle nach 1
separat auf den Mengen A und QL \ A gefunden werden. Die Teilprobleme sind lediglich
iber die Kontrolle vor 1 miteinander gekoppelt, da diese beide Teilprobleme beinflusst (vor
1 weifl man noch nicht, ob A oder Q\ A eintritt). Dazu werden F' und F? aus auf
bedingte Verteilungen der Endauszahlung gegeben, dass das Ereignis A eintritt, angewandt
und F?3 auf bedingte Verteilungen gegeben L\ A. Das Unabhingigkeitsaziom besagt, dass
eine Verbesserung der bedingten Verteilung gegeben A stets eine Verbesserung der abso-

luten Verteilung nach sich zieht — unabhdingig davon was die bedingte Verteilung gegeben
0\ A st

Beim Mittelwert- Varianzproblem ist offenbar nicht erfillt, da sich die Varianz
als mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert bestimmt, der tiber den Ge-
samtraum gebildet wird. Dazu betrachte man fiir die Prdferenzordnung

F'-= F* & Varianz(X;) < Varianz(X,), wobei X; ~ F', Xy ~ F?

das Beispiel: F'(z) = 11y, F2(@) = 31as0) + 51@s1) und F3(x) = 1) (die erste
und dritte ZV ist also deterministisch mit Erwartungswert 1 bzw. 0 und die zweite ist
Bernoulli-verteilt mit Parameter 1/2). Es gilt also F' = F?. Wihle nun A = 1/2. %Fl +
1F3 ist Bernoulli-verteilt mit Parameter 1/2 und $F* + LF3 ist Bernoulli-verteilt mit
Paramter 1/4. Da letztere Verteilung die kleinere Varianz hat (Varianz der Bernoulli-

Verteilung = p(1 — p)), gilt $F* + 3 F = LF" + $F* und damit (2.15) offenbar nicht.

2.1 Die Hamilton-Jacobi-Bellmann (HJB) Gleichung
Sei H :[0,7] x R* x R* x R*™ — R

H(t,z,p, A) :== sup {b(t,x,u)Tp + %Spur[a(t, z,u)o(t,z,u) A+ f(t, z, u)} (2.14)

uelU

Definiere den Operator zweiter Ordnung £"
1
LUt 2) 1= blt, 2,w) Diplt, ) + 5 Spwrlo(t, v, wort, 2, ) Dl ),

wobei D und D? den Gradienten bzw. die Hesse-Matrix der Abbildung x + ¢(t,z) be-
zeichnet.

Die Wertfunktion V' (¢, z) ist in unserem Modellrahmen immer deterministisch (héngt
also nur von z und nicht noch zusétzlich von w ab). Setzt man zusétzlich eine gewisse
Glattheit der Funktion V' : [0,7] x R" — R voraus (die aber nicht in jeder Anwendung
gegeben sein muss !), dann 16st V' eine gewisse PDE. Dies soll nun in zwei Schritten gezeigt
werden.
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Proposition 2.6. Nehme an, die Wertfunktion V aus sei in CY2([0,T),R"™) und
f(, - u) sei fir alleuw € U C R¥ stetig. Dann gilt fiir alle (t,x) € [0,T) x R

ov 5

W(t’ x)+ H(t,z, DV (t,x), DV (t,z)) <0

Beweis. Seien (t,x) € [0,T) x R" und u € U fest. Betrachte den mit der konstanten
Kontrolle v = u bei t in x gestarteten Prozess X = X%®% Fiir h > 0 definiere die
Stoppzeit

0p, :=inf{s >t | s—t > hoder || X, —z|| > 1}.

Fiir jedes w € Q gibt es natiirlich ein h(w) > 0, s.d. 6, = ¢ + h fiir b < E(w) Aus dem
dynamischen Programmierprinzip (2.4 folgt

On
0 < V(tz)—F ( f(s, XE"% ) ds + V(Qh,Xéf’u)>

t

o _p (/te @—Z(S,XS)H,CW)(S,XS,U) —i—f(s,Xs,u)> ds)

On
—-E ( DV (s, X,) o (s, Xy, u) dWs> :
t
Da DV auf dem stochastischen Intervall ]¢, 8] beschriankt ist, gilt
On
E ( DV (s, X,) "o (s, X, 1) dWs) =0
t

und wir erhalten

E (% /tah (%—‘;(S,XSHWV)(S,XS) +f(s,X5,u)) ds) <0.

Aus V e CP%([0,7),R™) und der Stetigkeit von X folgt zunichst, dass obige Zufallsva-
riable fiir A — 0 punktweise gegen

oV u
E(t,x) + (LV)(t,x) + f(t 2, u)

konvergiert. Da die Zufallsvariablen gleichméfig in h beschréinkt sind, folgt Konvergenz
der Erwartungswerte und damit

oV
E(t’ x)+ (LV)(t,z) + f(t,z,u) <O.
O
Proposition 2.7. Nehme an, die Wertfunktion erfillt V€ C**([0,T),R™) und die Funk-
tion H sei stetig. Dann gilt auch die ,,Umkehrung” von Proposition also

%—‘;(t,x) + H(t,z, DV (t,z), DV (t,z)) > 0 (2.15)
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Beweis. Sei (ty,zo) € [0,7) x R™. Nehme an, dass

oV
E(to, {L'[)) + H(to, Zo, DV(to, 1’0), D2V(t0, ZL’())) < 0. (216)

Dies wollen wir zu einem Widerspruch fiihren. Insbesondere wollen wir zeigen, dass unter
der Annahme (2.16)) das Supremum auf der rechten Seite von (2.4) fiir eine geeignete
Stoppzeit 0 strikt kleiner als V (¢, x) wére, also V (to, o) < V (o, xo).

Ein Problem ist, dass wir noch nicht wissen, dass das Supremum V' (¢o, x¢) durch eine
dynamische Kontrolle v angenommen wird. Wir wissen nur, dass es beliebig gut approxi-
miert wird, so dass wir uns etwas Luft verschaffen miissen.

Definiere dazu die C*%([0, T), R™)-Funktion

p(t,x) =V(t,z)+ > |a' — zh* + (t — t9)*.

i=1
Der Korrekturterm ist so gewihlt, dass er im Punkt (¢o, 2¢) die Funktion und alle in (2.15)
vorkommenden Ableitungen nicht verdndert, d.h.

O -V)

(o = V)(to,z0) =0, (Dp — DV)(ty,x0) =0, 5

(to, zo) = 0 (2.17)
und
(D*p — D*V)(ty, ) = 0. (2.18)

Wegen ([2.17))/(2.18) und der (geforderten) Stetigkeit von H existiert ein n > 0 mit to +
V1 < T und

0
ht@) = So(ta)+ H(t,z, Dy(t,2), Dp(t,))
< 0, VE>to,x € R mit (t—t)*+ Y |o' —ah* <. (2.19)

i=1
Sei nun fiir € :=7/2 > 0 v € U eine e-optimale Strategie in dem Sinne, dass
E (J(to, zo,v)) > V(tg, o) — €.
Zu X = X' definiere die Stoppzeit
0 :=inf{s >ty | (s,Xs) € N;}}

mit
n

Ny =A{(t2) | (t—to)*+ ) o' — gl < n}.

i=1
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¢ nimmt Werte im Intervall (Zo, to+,/7] an. Wegen der Stetigkeit von X gilt P((6, Xy) €
ON) =1 und damit

(o = V)0, Xp) =n = 2. (2.20)

Es gilt
0
/ f(s, Xs,v5)ds +V (0, Xg) — V(to, x0)
to

0
/ f(s, X, Vs) ds + 90(07 XH) - So(t()?'ro) — 2
to

N 0 7] 1 0 22
lie %—f(s,Xs)ds+ %(S,Xs)b(S,XS,VS)dS—F - 8—SD(S,XS)O'2(S,XS) ds
to

o O 2 J;, 0x?
[ 0 a(p
+/ f(s,Xs,Vs)ds+/ —— (s, Xs)o(s, X, vg) dW, — 2¢
to o O

0

< g—f(s,Xs)—i—H(s,Xs,D(p(s,XS),D2<p(3,XS))ds
to
0
+ a—Sp(s,Xs)a(s,XS, vs) dWs — 2¢
o 0T

o
< / g—i(s, X)o(s, X, vs) dW,s — 2e. (2.21)
t,

0

Die vorletzte Ungleichung folgt aus dem Supremum iiber u € U in der Definition von H.
Die letzte Ungleichung folgt aus 1’ Da g—“p(s, Xs)o(s, X, vs) auf Jto, 0] beschrankt ist,

T

fallt bei der Erwartungswertbildung der dW;-Term weg und es folgt

221 0
E(J(to,zo,v)) > V(tg,z9) —¢ > FE (/ f(s, Xs,vs)ds + V(Q,Xg)) +e
to
27

Z E(j(t07$0,y))+€,
was natiirlich ein Widerspruch ist. O
Wir haben damit gezeigt:

Theorem 2.8. Unter den Voraussetzungen der Propositionen |2.6 und erfullt die
Wertfunktion die Hamilton-Jacobi-Bellmann (HJB-) Gleichung

ov

E(t,x)—|—H(t,x,DV(t,x),D2V(z€,x)) =0, Vte(0,7), ze€R"

2.2 Verifikationssatz

Um die Optimalitédt einer Strategie zu beweisen, braucht man natiirlich gerade die Um-
kehrung von Satz[2.8} jede Losung der HIB-Gleichung ist die Wertfunktion. Diese Aussage
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nennt man Verifikationssatz. Hat man erstmal die Wertfunktion gefunden, lésst sich die
optimale Strategie einfach aus (2.14) gewinnen, indem man fiir jedes Paar (t,z) das k-
dimensionale Maximierungsproblem

sup {b(t,x, u)' DV (t,x) + %Spur[a(t,x,u)a(t, z,u) D*V (t,x)] + f(t, x,u)}

uelU

lost.

Theorem 2.9. Sei v € CY2([0,T),R™) N C([0,T] x R™). Erfiillen v und f quadratische
Wachstumsbedingungen, d.h.

lo(t, )| + | f(t,z,u)| < C(1+ |z?), VY(t,z,u) €[0,T] x R" x U.

Nehme an v(T,z) = g(z), Vo € R"™ und es existiert fir alle (t,z) € [0,T) x R™ ein
Mazimierer u(t,x) der Funktion uw— L"(t,x) + f(t,z,u), so dass

ov

0 = a(t,:v) + H(t,z, Dv(t,z), D*v(t,z))
= %(t,x) + L8yt x) + f(t,z,u(t, T))
und die SDE
dXs = b(s, Xs, u(s, Xs))ds + o(s, X, u(s, Xs))dWs, X, ==x. (2.22)

zu jedem Startzeitpunkt t € [0, T] und Startwert x € R™ eine eindeutige starke Losung X =
Xt besz’tzﬂ Nehme zudem an, dass vV mit Us := u(s, X;) eine zuldssige Kontrolle definiert.
Dann gilt v ="V und v ist eine optimale Kontrolle.

Beweis. Seien (t,z) € [0,T) x R® und v € U ein beliebiger Kontrollprozess. Zu dem
zugehorigen Prozess X = X%%" definiere die Stoppzeiten

s 2
0,, = inf{s>t | / (?(U,XU)G(U,XU,VU)) du:m}/\T, m € N.
. x

Da v € C**([0,T),R") ist ¢ auf kompakten Mengen der Gestalt [0,7 — €] x [~ K, K]"
beschrinkt. Damit ist sichergestellt, dass P(,, — T, m — oc0) = 1. Achtung: Es ist
nicht klar, ob (6,,)meen lokalisierend ist, also ob ftT (g—g(u, Xu)o(u, Xy, l/u))2 du eine P-f.s.

endliche Zufallsvariable ist, da g—z bei T" explodieren konnte. Es folgt (siehe [6])

om O 2 Om ( Ov 2
E / — (s, Xs)o(s, Xs,v5)dWs | =FE / — (s, Xs)o(s, Xs,v5) | ds] <m < o0
,  Ox ‘ ox

tFormal kann man ([2.22)) als eine SDE auffassen, die nicht kontrolliert wird, d.h. bei der die Koeffizien-
ten in ([1.3)) nur von ¢ und x abhiingen. Die Koeffizienten sind durch die Abbildungen (¢, x) — b(¢, x, u(t, z))
und (¢, z) — o(t, z,u(t, z)) gegeben.
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und

E< "0V X o5, Xa va) AW, | ft) — 0. (2.23)
. Oz
Mit der Ito-Formel und
%+£“v+f(~,-,u) < %—l—H(-,',Dv,D%):O Vue U (2.24)
gilt
v(t, x)
A Hm 9"”
U o Xo) — [ P s X ds— [ O s, X5, Ko i) s
0% ov
_§/t - CY (s, Xy)o (s,Xs,yS)ds—/t 63:(8 XJ)o(s, Xy, vs) AW,
ov ™ Qv
_U(em,xgm)—/ b ) (s X ds — [ 20, Xo)o(s, Xa, 1) dVV,
’ ot . Ox
ov 9
W Xo) [ (G0 H Do.D) ) 5, X,) ds
t
bm bm O
+ f(s, X, vs)ds — e — (s, Xs)o(s, Xs, vs) dW;
t t

9771
:v(em,Xgm)+/ f(s,Xs,ys)ds—/ gZ(s X,)o (s, Xy, vy) dW.
t t

Zusammen mit (2.23)) folgt

Om
v(t,z) > E (v(&m,Xgm) +/ f(s, X, vs)ds | .E) , VmeN. (2.25)
t

Nun wollen wir zum Limes m — oo iibergehen. Wegen der Stetigkeit von X gilt (6,,, Xy, ) —
(T, Xr) punktweise. Zusammen mit der Stetigkeit von v auf ganz [0, 7] x R" folgt, dass
die Zufallsvariable auf der rechten Seite von ([2.25) punktweise gegen

T T
U(TaXT)+/ f(saXs>Vs) ds:g(XT)+/ f(S,Xs,I/S) ds
t t

konvergiert. Zudem diirfen unter den gemachten Voraussetzungen bedingte Erwartungs-
wertbildung und Limesbildung vertauscht werden, da

HmaXO / f S Xsays
§C<1+X§M+T+/ \X§|d5>
t

<CO1+T) <1 + sup \Xf\) € L'(Q,F,P)

s€(t,T)
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wegen (1.5)). Somit gilt

v(t,z) > FE (g(XT) ~|—/T f(s, Xs,vs)ds | ]-"t) , Ywrel.

Wir miissen noch zeigen, dass es eine zuléssige Kontrolle gibt, fiir die Gleichheit gilt. Unter
den gemachten Voraussetzungen funktioniert dies vollig analog, indem wir ausnutzen, dass

die Strategie 7 (2.24) mit Gleichheit erfiillt. O

Bemerkung 2.10. Der Beweis von Theorem [2.9 baut nicht auf Theorem[2.4 auf. In ver-
gleichbaren Situationen muss das dynamische Programmierprinzip, das in seiner gréferen
Allgemeinheit (keine Glattheitannahme an die Wertfunktion) oft schwieriger zu zeigen ist,
also nicht vorab bewiesen werden.

Als Nebenprodukt von Theorem erhdlt man, dass die optimale Kontrolle Markov
1st, also nur von der Zeit und den aktuellen Werten der Zustandsvariablen abhdngt.

3 Anwendungen

3.1 Portfoliooptimierung

Betrachte den Black-Scholes Markt, der aus zwei Wertpapieren, einem risikolosen Bond
und einer risikobehafteten Aktie, besteht.

1
S? =exp(rt) und S} =exp <ut + oW, — 50275)

Der vorhersehbare Prozess m = (Wt)te[o,T] soll hier den Anteil des Vermogens, den
der Investor in die Aktie investiert bezeichnen. Der verbleibende Anteil 1 — 7, des
Vermogens wird dann in den risikolosen Bond investiert (man beachte, dass der Wer-
tebereich von 7 nicht auf [0, 1] beschrénkt ist). Zudem kann der Investor wéhrend der
Laufzeit [0, T] konsumieren. Der vorhersehbare stochastische Prozess (c;):cpo,m) bezeichne
die Lebesgue-Rate mit der der Investor konsumieren mochte. Unter der Strategie (,c)
besitzt der Vermogensprozess X = X5%(™9 die Dynamik

ds} ds?
dXt = TtXtilt + (]. — Wt)Xti; — Ct dt
Si Si

= WtXt(ILL dt + Uth) + (1 — 7Tt)XtT‘ dt — Ct dt
= [Xt(r + (M - 7")77'15) - Ct] dt + O'Xt'ﬂ't th

Wir betrachten folgendes Optimierungsproblem

T
V(t,z) =sup E (/ e U (¢cs) ds + e_ETUQ(XT)>
t

,C
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wobei U;, Uy Nutzenfunktionen sind. Der Paramter 0 modelliert die Zeitpéferenz der
Investorin. Sie kann sich vom riskolosen Zins r unterscheiden. 7 soll die Bedingung

T
0
erfiillen.

Man sieht, dass dieses Problem in den Rahmen des stochastisches Kontrollproblems
aus Kapitel [2] fallt, wobei der Kontrollprozess (7, ¢) offenbar zweidimensional ist.
Die HJB Gleichung zu diesem Problem lautet

ov(t, )
0 ot
w(t,z) 1 5, ,0%(t,z) s
— o)) — - UL} 1
+ 7TE]Rs7ucltéR+{[x(r—l—(u r)m) — | o +2a T + e Uy (c) ¢(3.1)
und

o(T,z) = e *TUy().

Bemerkung 3.1. In unserer Formulierung des Problems ist V (t,x) in Nutzeneinheiten
,,zum Zeitpunkt 07 zu verstehen (der optimale erwartete Nutzen wird also durch exp(—dt)
auf den Zeitpunkt 0 diskontiert). Alternativ kann man ein dhnliches Problem formulieren,
bei dem V(t,x) als Nutzeneinheiten zum Zeitpunkt t zu verstehen ist (Ubung).

Schritt 1: Das optimale Aktieninvestment und die optimale Konsumrate zum Zeit-
punkt ¢ lassen sich nun ,,gegeben die noch unbekannte Wertfunktion v” bestimmen. Unter
der Bedingung, dass = — v(t, z) konkav ist, lauten die hinreichenden “first order conditi-
ons” fiir das Optimum in ((3.1))

o Av(t,x)
~ -
== o2 82vx(t,ac) (32)
l‘—
Ox?

und

e=u)” (‘5%) ~ 33

Schritt 2: Setzt man (3.2]) und (3.3)) in (3.1) ein, so ergibt dies die PDE

" % +[m—(“;”2 i -y (eétavg;x))] %éZ:c)
Lol (25 282”@:@ st n-1 (st 0v(t, )
5T (x%> 5z T € Ui ((Ul) (e T)) (3.4)
ov(t, x)

. 1(p— r)? 8”5238) _ @y €5tﬁv(t,m) ov(t, )
ot 2 o2 % ! ox oz

+e %, <(U{)1 (e‘;t%)) . (3.5)

Diese PDE muss nun gelost werden.
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Bemerkung 3.2. Die Konkavitit der Wertfunktion in x musste fiir die Resultate in Ka-
pitel @ (insbesondere fir das dynamische Programmierprinzip) nicht vorausgesetzt werden.
Meistens kann man aber nur mit thr zeigen, dass das Supremum in der HJB-Gleichung
endlich ist und angenommen wird.

Beispiel 3.3. Um die Losung explizit bestimmen zu kénnen, betrachten wir den Spezialfall,
dass Uy(z) = Us(x) = %x”, v € (0,1). In diesem Fall vereinfacht sich die PDE 2u

Ov(t.z) (m L(u—r)? 20 <65t6v(t,x))wll> dult, )

ot 2 o2 Pulta) Oz Oz
Ox2
1 = (0vu(t,x) 71
—5t_ ot ~—1 i
FeO () ( . )
oult.x) 1(p—r)2 280\ ot z)
= rT — =
ot 2 o2 % ox
+65t/(7_1)1_7 Ov(t,z)\ -1
0 Ox
=0 (3.6)

mit Endbedingung v(T,x) = e“ST%. Bei der Gestalt der Nutzenfunktionen und der Dy-
namik des Aktienkurses liegt es nahe, es mit dem Ansatz

) = (05

zu versuchen. Setzt man dies mit den entsprechenden Ableitungen in (@ ein, so erhdlt
man die gewdhnliche Differentialgleichung

L (10 =10 (L 2 e s) — - nuwE) <0 e)

vy 2 0 v—1
mit Endbedingung f(T) = 1. lisst sich schreiben als

~y

F'(t) =af(t) +ax(f(1)7T,  f(T) =1,

wobei a; = %(“;5) 55 —ry+6 und ap =y — 1. Setze h(t) := (f(t))ﬁ Die ODE wird zu

der linearen ODE

2

() = f’(lt)m(f(lt))ﬁ

= (@f ) + e 0)77) T (FE)
1 1

t)1—
1_7f() ”+a21_7

h(t)+a
gl () 1—v

~h(D) 1 (3.8)




mit der Endbedingung h(T) = 1. (3.8) besitzt die eindeutige Lisung

h(t) = exp (—16117(T—t)) (1 - 1;7) + 1;17.

Setzt man dies wieder in v ein, so erhdlt man

(t,z) = e~ {exp (—1a17(T—t)) (1 . _7) 41 _'TW””_”.

ay ay Y

Setzt man die Wertfunktion in die Ausdriicke fiir die optimale Strategie in und

ein, so erhdlt man

Ov(t,z)

/TF_ w—=r o _;L—T’ 1
L= — =
0—2 xBQg(tQ,x) 0-2 1_7
X

und

ot ou(t, x)

=@y () = ()P

Firpu#0,5=r=0 ist a; <0, die Funktion f(t) somit monoton fallend und damit ist

(f(t))ﬁ monoton steigend. Der Konsum ist also proportional zum aktuellen Vermdogen
und wdchst ceteris paribus mit der Zeit. Dies liegt daran, dass bei einer langen Restlauf-
zeit als giinstig empfundene Gewinnmdéglichkeiten bestehen, die bei sofortigem Konsum
des Vermdogens nicht realisert werden kénnten.

Der Vermégensprozess X = Xt®T9 . der optimalen Strategie erfillt die SDE

(w—r)* 1 B pw—r 1
dX; = X, T—FTS—(f(t))W—I dt + X0 2 :th

Die Koeffizienten unterscheiden sich von der Standard-Geometrischen Brownschen Be-
wegung nur um zeitabhdngige aber deterministische Faktoren. Mit dem Verifikations-
satz Theoremfolgt, dass (7, ¢) eine optimale Kontrolle ist.
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4 Ein Steilkurs in Lévy-Prozessen

Definition 4.1 (Lévy-Prozess). Ein adaptierter Prozess X = (Xy)ier, mit cadlag Pfaden,
Werten in R? und X, = 0 ist ein Lévy-Prozess, wenn er folgende Eigenschaften erfiillt

(i) Unabhingige Zuwdichse: fir allen € N, 0 < t; < ... <t, sind die Zufallsvariablen
X, Xy — Xyyy oo, Xy, — Xy, stochastisch unabhdngig.

(ii) Stationdre Zuwdchse: fir alle 0 < s <t haben die Zufallsvariablen X; — X und
X;_s die gleiche Verteilung.

Bemerkung 4.2. Man nennt einen Prozess, der die Bedingungen aus Definition
erfillt auch einen intrinsischen Lévy-Prozess. Allgemeiner kann man einen Lévy-Prozess
bzgl. eine Filtration (F;)ier, definieren. (i) wird dann durch die Forderung ersetzt, dass
fiir alle 0 < t; < ty die Zufallsvariable Xy, — X, stochastisch unabhdingig von der o-
Algebra Fy, ist. Fir die von X erzeugte Filtration (F;*)wer, sind die Definitionen dann
dquivalent.

Proposition 4.3. Wenn X cadlag Pfade besitzt und Bedingung (1i) erfillt, dann erfillt
er auch die

(iii) Stochastische Stetigkeit:
lim P (|| Xern = X,l| > ) =0, Ve >0, VieR,.
—>

Beweis. Sei (hy)nen eine Nullfolge aus R, . Aus der Rechtsstetigkeit von X folgt, dass die
Folge (Xiin, — Xi)nen stochastisch gegen 0 konvergiert. Somit gilt Eigenschaft (iii) mit
der Einschrinkung A — 0 und h > 0. Die Konvergenz gilt dann aber auch fiir h < 0, da
Xirn — Xy und Xy — X;—p, mit (ii) die gleiche Verteilung haben. O

Bemerkung 4.4. Eigenschaft (iii) bedeutet, dass der Prozess zu einem vorgegebenen
Zeitpunkt t € Ry nur mit Wahrscheinlichkeit 0 springt. Da aber R, dberabzdhlbar ist,
bedeutet dies nicht, dass der Prozess wdhrend der gesamten Zeit nur mit Wahrschein-
lichkeit O springt.

Bemerkung 4.5. Jeder Lévy-Prozess X ist bzgl. seiner natiirlichen Filtration (F{¥)er,
ein Semimartingal. Dies folgt aus der Lévy-Ito Zerlegung (Theorem . Ohne Benut-
zung des Theorems konnen wir die Aussage bereits plausible machen, wenn wir zusdtzlich
E(|X:]) < oo fordern (was aber nicht jeder Lévy-Prozess erfillt). Es gilt dann E(X;) =
tE(X1) (wieso?) und der Prozess t — X; — E(X;) ist wegen (i) ein (F;¥)ier, -Martingal.

Definition 4.6 (Unendliche Teilbarkeit). Eine Verteilungsfunktion F auf dem R¢ heifit
unendlich teilbar, wenn es zu jedem n € N unabhdngig, identisch verteilte Zufallsvaria-
blen Yi,...,Y, ¢ibt, so dass die Summe Yy + ...+ Y, die Verteilungsfunktion F' besitzt.

Theorem 4.7. Sei X = (Xy)ier, ein Lévy-Prozess. Dann besitzt fiir jedes t € Ry der
Zufallsvektor X, eine unendlich teilbare Verteilungsfunktion. Umgekehrt existiert zu jeder
unendlich teilbaren Verteilungsfunktion F ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) auf dem
ein Lévy-Prozess X = (Xi)ier, definiert ist, so dass Xy wie F verteilt ist.
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Beweis. ,,=" Sei X ein Lévy-Prozess, t > 0 und n € N. Offenbar gilt

Xy =" (X = X
k=1
und die Zufallsvariablen X ¢, X2t — X1, ..., X; — X -1 sind i.i.d. Also ist die Verteilung
von X; unendlich teilbar. T ' "

<" Siehe z.B. Theorem 7.10 in Sato [10] (Den Beweis werden wir hier nicht fiithren,
aber es wird spéter klar werden, wie X konstruiert werden kann). O

Proposition 4.8. (1) Aufler der Einpunkt-Verteilung ist keine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung, die nur Werte aus einer kompakten Menge annimmt, unendlich teilbar.

(2) Alle auf kompakten Zeitintervallen beschrinkten Lévy-Prozesse X sind lineare Funk-
tionen in der Zeit, also X; = ~t fir alle t € Ry (Insbesondere ist die Verteilung von X
durch die Verteilung von X, eindeutig bestimmt).

Beweis. Ad (1). Wenn eine d-dimensionale Verteilungsfunktion unendlich teilbar ist, miissen
auch die Randverteilungen unendlich teilbar sein. Daher reicht es, den eindimensionalen
Fall zu beweisen. Nehme also an, dass P(Y € [a,b]) = lund Y = Yi+...,Y,, wobei ¥; i.i.d.
Es gilt P(Y1 > b/n)* = P(Y1 >b/n,...,Y, >b/n) < P(Y >b) =0und P(Y; <a/n)" =
PYy <a/n,....Y, <a/n) < P(Y <a)=0. Es folgt P(Y; € [a/n,b/n]) =1 und damit
Var(Y;) < (”;—“)2 Fiir die Varianz von Y bedeutet dies Var(Y) = nVar(Y;) < @ Da
diese Uberlegung fiir jedes n € N gilt, folgt Var(Y) = 0.

Ad (2). Sei X ein d-dimensionaler Lévy-Prozess und X; habe kompaten Tréger. Wegen
(1) existiert ein v € R? mit P(X; = ) = 1. Wegen Var(Y;) = 0 im Beweis von (1) und da
X stationdre Zuwéchse besitzt, muss P(X; = «t) = 1 fiir alle t € Q, gelten. Zusammen
mit der Rechtsstetigkeit der Pfade folgt die Behauptung. m

Proposition 4.9 (Charakteristische Funktion eines Lévy-Prozesses). Sei X = (X;)sejo.1]
ein R¥-wertiger Lévy-Prozess. Dann existiert eine stetige Funktion v : R* — C, die wir
charakteristischen Exponenten des Prozesses X nennen wollen, so dass

E(exp(iu' X;)) = ™ vueR? t e R,. (4.1)
Die Verteilung von X, t € Ry, ist durch die Verteilung von X; eindeutig bestimmdt.

Beweisskizze. Definiere fiir jedes ¢ € R, die charakteristische Funktion des Zufallsvek-
tors X;

Uy, (u) == Elexp(iu' X;)), VYueR?

Sei s <t. Da X; = X, + X; — X, und die Zufallsvektoren X, und X; — X, stochastisch
unabhéngig sind und letzterer die gleiche Verteilung wie X;_g besitzt, gilt

Uy, (u) = Elexp(iu’ X,)
pliv' X, +iu" (X, — X,))]
p(iu' X,)]Elexp(iu’ (X, — X,))]
(
)

Elex
Elex
[ xp(iu’ X)) Elexp(iuv' X,_,)]

= Uy, (u)VUyx, (u), YueR (4.2)
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Aus (4.2) folgt, dass fiir alle ¢ € N gilt

Wy, (1) = <\I’X1/q(u)>q, Vu € R (4.3)

Man kann zeigen, dass fiir charakteristische Funktionen von unendlich teilbaren Vertei-
lungsfunktionen gilt ¥y, (u) # 0 fir alle u € R (siehe z.B. Lemma 7.5 in Sato [10]). Es
existiert eine eindeutige stetige Funktion f : C — C mit f(0) = 0 und exp(f(u)) =
Uy, (u) fir alle w € R. f wird der ,,ausgezeichnete Logarithmus” von Uy, genannt, d.h.
In(Uy,) := f. Des weiteren existiert eine eindeutige stetige Funktion g : C — C mit
g(0) = 1 und g(u)? = Uy, (u) fir alle v € R (die ¢-te Faltungswurzel von Uy, ist also
als stetige Funktion eindeutig definiert). Zwischen f und g besteht der Zusammenhang
g(u) = exp(f(u)/q) (siche Lemma 7.6 in [10] fiir diese Aussagen). Zusammen mit
und der Stetigkeit von u — Wy  (u) folgt

In (W, (u))
q
Wiederum aus (4.2)) folgt, dass fiir alle p € N gilt

Uy, (u) = exp ( ) , YucRe (4.4)

p
Uy, (u) = (\lel/q(u)> , YueR%

Wir gehen analog zu oben vor. Statt der g-ten Wurzel aus Wy, ziehen wir die p-te Wurzel
aus ¥ X,/ und erhalten

n (W, , () )
R e L (4.5)

Aus (4.4) und (4.5) folgt fiir alle p,g € N

In (xp;z/q(u)) - (m (T, (u)))  VueR-

exp

Bildet man von beiden Seiten die p-te Potenz ergibt dies

exp (111 (\I/Xp/q(u))) = exp (g In (W, (u))) . Yu € R (4.6)

wobei die linke Seite mit Wx , (u) {ibereinstimmt.

Aus Eigenschaft (iii) in Proposition und majorisierter Konvergenz folgt, dass fiir
jedes u die Abbildung ¢t — Uy, (u) stetig ist. Damit iibertriagt sich auch auf die
irrationalen t und es folgt

Wy, (u) = et ®) v e R we R

Setze (u) := In(Vy, (u)). Da sich ¢ aus Wy, eindeutig bestimmt, ist die Verteilung von
X; durch die Verteilung von X; eindeutig festgelegt. O
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Theorem 4.10 (Lévy-Khintchine Formel). Sei F' eine eindimensionale Wahrscheinlich-
keitsverteilung und

Y(u) :=In(E(exp(iuY))), ueR

der charakteristische Exponent von F (wobei Y ~ F,ﬁ F ist genau dann unendlich teilbar,
wenn es ein Tripel (v,0,11) gibt, wobei v € R, o € Ry und II ein Maf auf R\ {0} mit
Je(I A 2?)I(dx) < oo, so dass gilt

1 .
Y(u) = iyu — 502u2 + /]R (e“”” —-1- iuxl{mgl}) II(dx), VYue€eR. (4.7)

Zudem ist das Tripel durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung eindeutig gegeben.

Definition 4.11. II aus wird Lévy-Maf und (vy,0,11) Lévy-Tripel der unendlich
teilbaren Verteilungsfunktion F genannt.

Bemerkung 4.12. Der Term iuxlyj<iy in sichert die Integrierbar bzgl. des Ma-
Bes II. Dies sieht man an einer Taylorentwicklung der Funktion x — €™ im Nullpunkt
und der geforderten I1-Integrierbarkeit von x — 1 Ax?. Man beachte jedoch, dass, wenn I1
ein endliches Maf$ ist, der Term fR iuxrlyy < Il(dx) mit dem Term iyu zusammengefasst
werden kann und damit in der Darstellung verschwindet.

Auf einen vollstdndigen Beweis von Theorem [4.10| verzichten wir. Das folgende Beispiel
macht jedoch eine Richtung des Theorems (aus der Darstellung folgt die unendli-
che Teilbarkeit) fiir wesentliche Spezialfille deutlich. Die umgekehrte Richtung (unend-
liche Teilbarkeit impliziert Darstellung ) folgt aus der nicht bewiesen Richtung von
Theorem und Theorem m (Lévy-1to Zerlegung), das wir ohne Benutzung von Theo-
rem beweisen werden (kommt spéter).

Beispiele 4.13. (i) Normalverteilung. Sei Y ~ N (u,0?). Es gilt
. , L 55
E (exp(iuY)) = exp | ipu — 0w, Vu € R.
Die n-te Wurzel betrdgt
2
T B
exp<znu 2(\/5) u),
was die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert £ und Vari-

2 .
anz Z- 1st.
n

(0 =0 liefert natirlich die Einpunkt-Verteilung)

SIn(...) ist wiederum als der ,,ausgezeichnete Logarithmus” der stetigen komplexwertigen Funktion
u— E(exp(iuY)) zu verstehen.
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(i) Zusammengesetzte Poisson-Verteilung. Sei N eine Poisson-verteilte Zufalls-
variable mit Parameter A > 0 und (&)ren eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen mit
Verteitlungsfunktion F', die unabhdngig von N ist. Es gilt

E (emZiLlsk> =Y E (emiﬁzlﬁk) e—AA—T
mn:

n>0
) " A"
-y ([ ran) ok
>0 R n:
— e—Ae)\fR e F(dx) Z e—AfR e’ F(dzx) ()\/ ez‘ux F(dx)) i
= R n!
-1
— Malemr 1) Fan). (4.8)

Aus der Darstellung folgt sofort, dass die n-te Wurzel der charkteristischen Funktion

die charakteristische Funktion einer zufilligen Summe mit Poisson-Parameter %

ist (und der gleichen Verteilung der Summanden & ). Damit ist Z]kvzl &, unendlich
teilbar. Das Lévy-Tripel ist gegeben durch v = \ f0<‘x|<1 zF(dx), o0 =0 und Il(dz) =
AF(dx). )

(ii) Gammaverteilung. Betrachte fir a,r > 0 das Wahrscheinlichkeitsmaj$ mit Dichte

for(T) =

FOE:‘) " e fiirx >0
0 . fiir x < 0.

o wird als Grofenparameter und r als Formparameter bezeichnet. T'(r) := [ t" ' exp(—t) dt
bezeichnet die Gamma-Funktion (fir n € N gilt T'(n) = (n — 1)!).

Fiirr € N ist die Gammaverteilung die Verteilung der Summe von r unabhdngigen,
exponentialverteilten Zufallsvariablen mait gleichem Parameter o. Der Zeitpunkt Y
des r-ten Sprungs eines Poisson-Prozesses N mit Parameter o ist also eine gam-
maverteilte Zufallsvariable. Fir alle t > 0 gilt ndmlich

(at)k — /t a’ xrflefaac d.T,
0

P(Y<t)=P(N,>r)=1-¢" 1)

wobei sich die letzte Gleichung durch Differentiation nach t ergibt (die Produktregel
fiihrt zu einer Teleskopsumme).

Man sieht bereits vorab, dass die Gammaverteilung keine zusammengesetzte Poisson-
Verteilung sein kann, da sie in 0 keine Punktmasse besitzt. Auch kann sie nicht aus
eine Faltung von einer zusammengesetzten Poisson-Verteilung und einer Normal-
verteilung entstehen (wieso?)
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Wir rechnen zundchst die Laplace-Transformierte der Gammaverteilung aus. Fir
alle N € Ry gilt
Ooe”\"”fm x) dx = a—rr/oo a4+ N ((a+ Nx) e @tV gy
| et s vaval BCESVCER
y::(oz:+)\)x « > r=l,-y 4
<a+A>Tr<r>/o e
o
(a+ N
1
- 4.9
(i+3) .
Auf dem Gebiet G := {a+bi | a € R_,b € R} sind die Funktionen (a + bi) —
Joo etz f (2) dv und (a + bi) — w endlich und holomorph. Wegen

st die komplexe Null Hiufungspunkt der Menge, wo die beiden Funktionen tiberein-
stimmen. Da beide Funktionen holomorph sind, folgt mit dem Identititssatz, dass
sie auf ganz G tbereinstimmen. Insbesondere folgt fiir die charakteristische Funktion

/0 €Zuxfoé7,,~ (.ZU) dr = (]__—ﬂ)r

r

(4.10)

Mat

]
(e (G

«

folgt die unendliche Teilbarkeit der Gammaverteilung (die n-te Wurzel der Vertei-
lung ist sogar wieder eine Gamma-Verteilung, nun mit Parameter (a,r/n)).

Fiir das Lévy-Tripel erhalten wir

Y= /leH(dx), (4.11)

=0 und

re e dx : firx >0
H(dx)—{ 0 2 fiir x < 0.

Dies kann man mit folgendem Lemma zeigen

Lemma 4.14 (Frullani Integral). Fiir alle a,r > 0 und z € C, s.d. Re(z) <0 gilt
1 (- [ 0= expeonr exp(-az) o

———— =exp | — —exp(zx))rz” exp(—ax)dx | .

(1—z/a) 0
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Mit dem Lemma folgt fiir den charakteristischen Exponenten
* 1 _ iu
Y(u) = 7“/ (" —1) —e *"dz = —rln (1 - —) , YueR (4.12)
0 z «Q

Die Wahl von a in garantiert nun, dass der Ausdruck iuly < in dem Inte-
gral nach 11 kompensiert wird und daher im mittleren Term von nicht mehr
vorkommdt.

Nach Theorem existiert ein Lévy-Prozess (Xy)ier,, so dass X1 gammaverteill
ist. Ein solcher Prozess wird Gamma-Prozess genannt.

Wie man in (i) sieht, muss die Lévy-Khintchine Formel fir einen zusammenge-
setzten Poisson-Prozess die Gestalt (u) = X [, (e — 1) F(dx) mit F(R) =1 be-
sitzen. Insbesondere ist das Lévy-Mafl eines zusammengesetzten Poisson-Prozesses
endlich, also II(R) < co. Der Gamma-Prozess ist demnach kein zusammengesetzter
Poisson-Prozess. Er besitzt unendlich viele Spriinge. Der Gamma-Prozess ist nicht-
fallend, besitzt also trotz der unendlich vielen Springe endliche Variation (Offenbar
ist jeder Lévy-Prozess X mit P(X; > 0) = 1 nicht-fallend).

(i) und (ii) aus Beispiel zusammen mit Bemerkung und der Tatsache, dass

die Faltung zweier unendlich teilbaren Verteilungsfunktionen wieder unendlich teilbar ist,
zeigen eine Richtung von Theorem [1.10] (aus der Darstellung ([4.7)) folgt die unendliche
Teilbarkeit) fiir den Spezialfall, dass IT ein endliches Maf ist, also [ 1TI(dz) < oo.

4.1 Poisson-Zufallsmaf3

Definition 4.15 (Poisson-Zufallsma8). Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E C
R™ und pu ein o-endliches Maf auf B(E)lﬂ FEin Poisson-Zufallsmafi M auf B(E) mit
Intensitdtsmaf p ist eine Abbildung

M :QxB(E) = NygU{+00}, (w,A)— M(w,A)

mit den Figenschaften

(i) Fiir P-fast alle w € Q ist M(w,-) ein No U {+oo}-wertiges Radon—Majm auf E und

fir alle A € B(E) ist M(-, A) eine N U {+oo}-wertige Zufallsvariable.

(i1) Fiir jedes A € B(E) mit u(A) < oo ist M (-, A) eine Poisson-verteilte Zufallsvariable

mit Parameter p(A), d.h.

P(M(-,A) =k) = exp(—p(A))(u(li)) . VkeN,.

Fiir A € B(E) mit u(A) = oo gilt P(M (-, A) = 00) = 1.

Y4 o-endlich := 3(E,)nen C B(E) mit E =,y En und u(E,) < oo Vn € N.
ID.h. kompakte Mengen haben endliche Masse.
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(iii) Seien m € N und Ay, ..., A, € B(E) disjunkt. Dann sind die Zufallsvariablen
M(-, Ay), ..., M(-, Ay) stochastisch unabhingig.

Bemerkung 4.16. Im Folgenden ist E = R, x (R4\ {(0,...,0)}), wobei die erste Kom-
ponente die Zeit modelliert.

Definition 4.17. Sei X = (X;)cr, ein Re-wertiger stochastischer Prozess mit cadlag
Pfaden. Definiere das zufillige Maf§ Jx : Q x B(R, x (R%\ {(0,...,0)})) = No U {+oc0}

Jx(A) = #{t | AX; # 0 und (t,AX,) € A}, VAc B(R, xR%).

Jx wird als Sprungmafs des Prozesses X bezeichnet (#{...} ist die Anzahl der Elemente
einer Menge, AX; # 0 bedeutet natirlich nur, dass in mindestens einer der d Komponen-
ten ein Sprung stattfindet).

Da zu festem & > 0 jeder Prozess mit cadlag Pfaden auf dem Zeitintervall [0, 7]
hochstens endlich viele Spriinge besitzt, die dem Betrag nach grofler als e ist, ist Jx ein
o-endliches Maf}, das auf [0,7] x (R \ [—¢,¢])? endlich ist.

Definition 4.18 (Lévy-MaB). Sei X = (X;)ier, ein R*-wertiger Lévy-Prozess. Das Mafs
v: BRY) — [0, 00] definiert durch

v(B):=E(#{te0,1] | AX; #0, AX, € B}), B e B(R?
wird als Lévy-Maj bezeichnet.

(Man beachte, dass das Lévy-Mafl II aus Theorem bzgl. einer Verteilung und
nicht bzgl. eines Lévy-Prozesses definiert war. Ein Zusammenhang zwischen den beiden
MafBlen wird in Bemerkung hergestellt werden)

Proposition 4.19. Sei X = (Xt)t€R+ ein zusammengesetzter Poisson-Prozess, d.h. X; =
Zfitl i, wobei N ein Poisson-Prozess mit Parameter X > 0 ist und (&;);en eine i.i.d. Folge

von Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F', die unabhdngig von N ist. Dann ist Jx
ein Poisson-Zufallsmap auf Ry x RY mit Intensititsmafs u(dt x dz) = NdtF(dx).

Beweis. Ad Eigenschaft (ii): Sei A = (t1,t2] x B. Mit einer analogen Rechnung wie in
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Beispiel [4.13{(ii) giltf*]
Neg

E | exp | iu Z 1(& € B)

J=N¢; +1

= ZE (exp (zuzn: 1(¢; € B))) e_k(tZ_tl)W

- Z (e"“P(gl €B)+1-P(& € B))n e‘A(tQ‘tl)M

n!
n>0
— 67)\(2527151)e)\(tgftl)((eiufl)P(glGB)+1)
Z e~ Atz—t1)((e"—1)P(&1€B)+1) (A(tz — t1)((e™ = 1)P(& € B) + 1)) —
n!

n>0

7

]
=exp (A(ta — t1)(e™ —1)P(& € B)), YueR.

Dies ist die charakteristische Funktion der Poisson-Verteilung zum Parameter A(ty —
t1)P(& € B).

Ad Eigenschaft (iii): Nun wollen wir Unabhéngigkeit von Jx(A;) und Jx(Ay) fir
A; N Ay = () zeigen. Betrachte zunéichst den Fall A} = (t1,t5] X By und Ay = (ty,ts] X
By mit By N By = (). Wir berechnen die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen
(Jx (A1), Jx(Asg)).

E (exp (iudx(A;) + ivJx(A2)))

Niy Niy
=E|exp|iu Y 1GeB)+iv > L& € B)
J=Ni; +1 J=Ney +1

— Z (e™P(& € By) +€"P(& € Bo) + 1 — P(& € By) — P(& € By))
= G;P (Alta —t1) [(e™ = 1)P(& € By) + (" — 1)P(& € By)))

= exp (A(ta — t1)(e™ = 1)P(& € By)) exp (Mt — t1) (e = 1) P(& € By))
= E (exp (iudx(A1))) E (exp (ivJx(As))), Vu,v €R.

Damit sind Jx(A;) und Jx(A;) unabhéngig. Fiir A; = (s1,$2] x By und Ay = (t1, 3] X
By mit 0 < 51 < 59 < 17 <ty < oo gilt die Aussage wegen der Unabhéngigkeit der
Zuwéichse eines zusammengesetzen Poisson-Prozessen. Wegen der Additivitat von Jx gilt
die Aussage fiir den durchschnittsstabilen Erzeuger {(t1,t,] x B | B € B(R\{(0,...,0)})}
von B(R, x (R4\ {(0,...,0)})) und somit (wegen o-Additivitit von Jx und ) auch fiir
die gesamte o-Algebra. H

Y b exp(—a) = Y00 o Y% exp(—ba) exp(ba) exp(—a) = exp((b — 1)a)
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Ein zusammengesetzter Poisson-Prozess X kann also geschrieben werden als

X = ZAXS = xJ(ds x dx).

o<t [0,t] xR

Proposition 4.20. Fir einen zusammengesetzten Poisson-Prozess X mit endlicher Va-
rianz gilt

E(X,) = M /

zF(dx), Var(X;) = )\t/sz(dx).

R

Beweis. Folgt mit Darstellung (4.8) der charakteristischen Funktion:

OB ("S5 ) g (M f, (6% — 1) F(dr))
8% o 8U

= )\ti/ re™® F(dx) exp ()\t/ (e —1) F(dx)) , VueR,
R R

und damit
82E (ezuzgil gk) ) - 2
= — F - F .
902 ‘u:O )\t/Rx (dz) — N\t (/R[E (daz))
Es folgt
10FE (ewzgil f’f)
B(X)) =~ - ‘u:o - At/Ra:F(d:z:)
und
O*F (ei“ ZkNilfk) 2
E(X}) =~ B T /\t/R:cQF(dx) + N\t (/Rg;p(dx)) ,

Fiir die Varianz bedeutet dies

Varianz(X;) = E(X}?) — (E(X;))? = At / 2% F(dz).

R

]

Theorem 4.21 (Lévy-Ito Zerlegung). Sei X = (X;)ier, ein Re-wertiger Lévy-Prozess
mit Lévy-Maf v aus Definition[/.18 FEs gilt

(i) v ist ein o-endliches Maf auf R\ {0} fiir das gilt

/ |z|? v(dr) < 0o and / v(dx) < oo.
|lz|<1 |z|>1
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(ii) Das Sprungmafl von X, das wir mit Jx bezeichnen, ist ein zufilliges Poisson-Majs
auf R x RY mit Intensitit v(dt x dx) := v(dx)dt.

(iii) Es existiert ein v € R? und eine d-dimensionale Brownsche Bewegung (By)ier, mit
Kovarianzmatriz A € R>? s, d[f]

X, =~t+ B, + X} + lim X: (4.14)
wobet

X} = / rJx(ds X dx)
0<s<t, |z|>1

X o / 2(Jx(ds x dz) — #(ds x dz))
0<s<t, e<|z|<1

= / xJx(ds x dz)
0<s<t, e<|z|<1

mit Jy = Jx — ¥ (die Differenz ist wohldefiniert). Die Prozesse X*, X¢ und B
sind unabhdngig voneinander. Die Konvergenz in gilt P-f.s. und fir'l € R,
gleichmapig in t € [0,T].

(Offenbar sind v und A durch den Lévy-Prozess eindeutig bestimmt)

Definition 4.22. (v, A,v) wird das charakteristische Tripel des Lévy-Prozesses X
genannt.

Zum Beweis von Theorem benstigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.23. Sei (X, K>t€R+ ein Lévy-Prozess. Wenn'Y ein zusammengesetzter Poisson
Prozess ist und X undY niemals zusammen springen, d.h. P(AX;AY, =0, Vt e R,) =1,
dann sind die Prozesse stochastisch unabhdngig voneinander.

Beweisskizze. Schritt 1: Zunéchst zeigen wir, dass fiir alle s < t die Zufallsvariablen
X; — X, und Y; — Y, unabhéngig voneinander sind. O.B.d.A. s = 0 und ¢t = 1. Fiir alle
u, v € R betrachte die Prozesse

exp(iuXy) wmd N — exp(ivYy) b0

M = Elexp(iuX;)] Elexp(ivY;)]”  —

tEine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein Prozess, der sich als lineare Transformation einer
d-dimensionalen Standard-Brownschen Bewegung B schreiben lisst, d.h. B = CB fiir eine Matrix C
(die Komponenten von B sind stochastisch unabhéngig). Die Zuwiichse von B sind also multivariat
normalverteilt (was mehr ist als normalverteilte Komponenten !) Fiir die Kovarianzmatrix gilt A = CTC.
Man beachte, dass B = 0 nicht ausgeschlossen ist, was bedeuten wiirde, dass der Brownsche Anteil in

({4.14) verschwindet.
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Man beachte, dass wegen der unendlichen Teilbarkeit von X; und Y; die charakteristischen
Funktionen Elexp(iuX;)] und Elexp(ivY;)] nicht verschwinden kénnen, sieche Lemma 7.5
in Sato [10]. Fiir s < ¢ gilt

exp(iuX;)  exp(iuX,) exp(iu(X, — X))

Elexp(iuX;)]  Elexp(iuX;)] Elexp(iu(X; — X))

und X; — X ist stochastisch unabhéngig von (X, Y,)o<u<s. Damit ist M (und analog
N) ein komplexwertiges Martingal bzgl. der von X und Y erzeugten Filtration (d.h.
Re(M) und Im(M) sind reellwertige Martingale). Zudem sind M und N auf kompakten
Zeitintervallen beschrankt.

N hat endliche und sogar integrierbare Variation auf [0, 1]. Fiir jedes n folgt aus der
Martingaleigenschaft beider Prozesse

E(MN,) -1 = E Z (MijnNijn — M1y jn Nek—1)/n)
Lk=1
= E D My aym (Nefn = Nae-ym) |+ E | D Nie-1ym (Mijn — Mg—1)/m)
L k=1 k=1

-

+E

> (M = Mg—yyn) (Nijn — N(k—l)/n)]
k=1

= F

> (M = Mg—yyn) (Nijn — N(kl)/n)]

k=1
1
= E { /0 (Migsnt1)-1/n = Migsn)-1/n) st} :

wobei [...] die GauBklammer bezeichnet und
u—] = u—1:firueN
| [u] : sonst.

Fiir n — oo konvergiert der Integrand punktweise gegen AM (hierzu beachte man, dass
[(sn)—]/n < s <[(sn+ 1)—]/n fir alle s > 0), was wegen der Stetigkeit des Integrals

Z AM,AN,| =0

s<t

1 1
E U (Mi(en1)-1/m = M(sm)-1/n) st} — B U AM; st} =E
0 0

Also gilt E(M;N;) =1 und damit
E [exp(iuXi) exp(ivY7)] = E [exp(iuXy)] E [exp(ivY7)], Vu,v € R.

D.h. X; und Y; sind unabhéngig.
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Schritt 2: Seien n € Nund ¢t; < ... <t,. Aus Schritt 1 und der Unabhéngigkeit der
Zuwéchse von (X,Y) folgt die gemeinsame Unabhéngigkeit der 2n Zufallsvariablen

th[?}/ftl)XtQ _Xt17}/;2 _}/;517"'7th _th_la}/tn _}/;fn_l

(die charakteristische Funktion dieses 2n-dimensionalen Zufallsvektors ldsst sich fakto-
risieren). Damit sind insbesondere die beiden Zufallsvektoren (X, Xy,,...,X;,) und
(Y, Ys,, ..., Y, ) voneinander stochastisch unabhéngig. O

Lemma 4.24. Sei E C R" und M ein Poisson-Zufallsmaf auf B(E) mit Intensitdit p.
Fiir jede Menge B € B(E) und jede messbare Funktion f : E — C mit u(B) < oo und
[ e/ @p(dz) < oo gilt

E [exp ( /B f(x)M(dx))} = exp [ /B (/) — 1) p(da)

Beweis. Fiir Elementarfunktionen, d.h. f =>"7" agla,,ap € C, Ay € B(E), Ay, ..., Ay
disjunkt, gilt die Aussage mit der gleichen Rechnung wie in (4.13]). O

Beweis von Theorem ohne Benutzung von Theorem [{.10. [F]
1. Schritt: Fiir € > 0 definiere

X o= / xJx(ds x dx)
0<s<t, e<|z|<1

und R° := X — X°. X¢ ist ein zusammengesetzter Poissonprozess. Offenbar ist ()/{> ° R7)
wieder ein Lévy-Prozess. Nehme ein beliebiges v # 0 und ¢ > 0. Es gilt F(exp(iuX;)) # 0
(siche Lemma 7.5 in Sato [10]) und damit

|E(exp(iuXy))| > 0.
Da mit Lemma die Prozesse X¢ und R® unabhéngig sind, gilt
E(exp(iuXy)) = E(exp(z’u)?f))E(exp(iuRf))

Da |E(exp(iuR?))| < E(|exp(iuRs)|) = 1 ist |E(exp(iuX?))| gleichméBig in  von der
Null entfernt. Aus Lemma folgt

exp (t /ESWSl (e —1) u(dx))' >C >0

was

—o0 < In(C) < Re (t / o (e — 1) y(dx)) —¢ / . (cos(uz) — 1) v(dz)

#Zur besseren Lesbarkeit ist der Beweis fir d = 1 aufgeschrieben. Man kann ihn jedoch
auch mehrdimensional lesen. |z| ist irgendeine zu max;—1, . g |z;| &quivalente Norm. Integrale wie

Jo<ser <jzj<1 ¥Jx(ds x dx) sind vektorwertige Zufallsvariablen.

40



und damit

/<| - (|z|* A1) v(dz) < 6’/ (1 = cos(uz)) v(dz) < C < 0 (4.15)

e<|z|<1

fiir geeignete Konstanten Cund C (unabhéngig von €) nach sich zieht. Dat — [ ___, 2|51 xJx(dsx

dx) ein zusammengesetzter Poissonprozess ist, ist zudem die erwartete Anzahl der Spriinge
von X im Zeitintervall [0, 1], die dem Betrage nach grofler als 1 sind, endlich, also

v((1,00)) < co. Aus (4.15) fiir e — 0 folgt
/(|x|2/\1) U(dz) < oo. (4.16)
R
2. Schritt: Definiere

Yyn = XY X o / z (Jx(ds x dz) —v(ds x dx))

0<s<t, 1/(n+1)<|z|<1/n

(Y"™),en sind kompensierte zusammengesetzte Poissonprozesse. Mit Proposition gilt
E(Y)") = 0und Var(Yy") =t [} )11y <jajc1/n |2[7v(d2). Zudem sind Y™ voneinander un-
abhéngig. Daher gilt wegen (4.16|)

Var (Z Ytk> = ZVar (Ytk)
k=n k=n
_ / 2 2u(dz)
1/(m+1)<|z|<1/n
< t/ (Jz[* A1) v(dz) < oo, VYn,meN, n<m. (4.17)
R

Definiere die Prozesse Z" := Y 7 Y. Fiir jedes t € R, ist (Z])nen wegen (4.17) eine
L3(Q, F, P)-Cauchy Folge. Da Z™ bzgl. der Filtration F;* := o(X,, s <t,N) quadratin-
tegrierbare Martingale sind, folgt mit der Doobschen Ungleichung

E (sup (727 — Z;“)2> < AE((Z] = Z")?)

s€[0,t]
= 4t/ |z|?v(dz)
1/ (m+1)<Jzl<1/n

< 4t/ (Jz]* A1) v(dz) < oo, Vn,m€eN.  (4.18)
R

Fiir quadratintegrierbare Martingale auf R, definiere die Metrik

t€[0,1/¢]

d(M,M') := inf {5 >0 | E( sup (M, —Mt')2) < 8}.
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Aus folgt, dass die Folge von Martingalen (Z"),en bzgl. der Metrik d eine Cauchy-
Folge ist. Wegen der Vollstédndigkeit des Raumes der quadratintegrierbaren Martingale
ausgestattet mit der Metrik d gibt es einen F*-adaptierten Grenzprozess Z mit d(Z", Z) —
0, n — 00. Der Grenzprozess lim._, X°© .= 7 existiert also (und ist ein Martingal). Hierzu
wird benutzt, dass F* die “usual conditions” erfiillt (auf Pfaden, wo Z" nicht konvergiert,
kann Z identisch Null gesetzt werden). Mit Kolmogorov’s three series theorem konvergiert
die Folge (supg<,<; |Z: — Zs|)nen fiir alle t € Ry auch P-f.s. gegen Null.

Der Prozess X¢ := X — X! — lim._,o X¢ ist nach Konstruktion stetig und mit Lem-
ma unabhéngig von X ! und unabhingig von allen X¢, ¢ > 0, und damit unabhingig
von lim,_,q X¢.

3. Schritt: Es bleibt zu zeigen, dass X ¢ eine Brownsche Bewegung mit Drift ist. X¢ ist
offenbar ein Lévy-Prozess, d.h. die Zuwéchse sind schonmal unabhéngig. Sei s < t. Fiir
n € N definiere

é-nk ::X§+%(tis)—Xc %(t—s)’ k:17...,n.

s+
Also
Xi=X0=) &
k=1
Die Zufallsvariablen &,1,...,&,, sind i.i.d. (die Verteilung héngt nur vom ersten, nicht

jedoch vom zweiten Index ab) und aus der Stetigkeit von X¢ folgt

1ax |&k] = 0, n— o0, P —fs.
=1,....,n

Mit dem zentralen Grenzwertsatz von Feller/Lévy (siche z.B. Theorem 4.15 in Kal-
lenberg [3]) folgt, dass X — X¢ normalverteilt ist[] O

Corollary 4.25. FEin stetiger Prozess X mit unabhingigen Zuwdchsen sowie E(X;) =0
und Var(Xy) =t fir allet € Ry ist eine Standard Brownsche Bewegunyg.

Beweis. Folgt aus der Tatsache, dass in diesem Spezialfall X¢ = X. Zudem muss man
beachten, dass fiir die Anwendung des Grenzwertsatz von Feller/Lévy nicht gebraucht

wird, dass Eupy 2 Enny- 0

Wenn man die Brownsche Bewegung mathematisch elegant einfiihren mochte und
dabei Verstandlichlichkeit nicht besonders wichtig ist, wiirde man also auf die Forderung,
dass die Zuwichse normalverteilt sind, verzichten, da sich dies bereits aus den anderen
Forderungen, die man an eine Brownsche Bewegung stellt, ableiten l&asst.

Corollary 4.26 (Korollar der Lévy-Ito Zerlegung). Jeder Lévy-Prozess X st ein Se-
mimartingal bzgl. der Filtration FX = o(X,, s <t, N), wobei N alle Nullmengen von
(Q, F, P) bezeichnet.

*Im mehrdimensionalen Fall wende man das Argument auf beliebige Linearkombinatio-
nen E?:l Xi((X€)E—(X€)%) an, die dann auch normalverteilt sein miissen. Mit dem Cramer-Wold Device
folgt, dass der Vektor X{ — X¢ multivariat normalverteilt ist.
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Beweis. Dies folgt aus der Darstellung . Zunichst machen wir die Feststellung, dass
die Prozesse X! und X¢© adaptiert sind (Spriinge von X sind mit dem Informationsver-
lauf FX beobachtbar und Kompensation deterministisch). Der Prozess t ~ 7t ist es
sowieso. Damit sind alle 4 Summanden in (4.14) adaptiert. Der Prozess t — 7t + X! kann
fiir die Semimartingal-Zerlegung als Prozess von endlicher Variation und B + lim._, Xe
als Martingalanteil gew&hlt werden. O]

(Die ensprechende Aussage fiir die Filtration F°(X) := o(X,, s < t) ohne Nullmen-
generweiterung gilt genauso, im Beweis muss aber ein klein bisschen anders argumentiert
werden, wieso?)

Nun konnen wir ohne wesentlichen zusétzlichen Aufwand die Lévy-Khintchine Formel
beweisen.

Beweis von Theorem[{.10. Sei F eine unendlich teilbare Verteilungsfunktion. Dann exi-
stiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) auf dem ein Lévy-Prozess X = (X;)icr,
definiert ist, so dass X wie F' verteilt ist (vgl. Theorem [4.7)).

Die Lévy-1to Zerlegung von X zeigt, dass fiir jedes ¢ € R die Zufallsvariable X; +
X!+ )?f fiir e — 0 gegen X; konvergiert. Dies zieht Konvergenz der charakteristischen
Funktionen nach sich. Da die Komponenten X{, X/} und )Z'f unabhéngig sind, gilt

- 1 ,
E(exp(iu(Xf + X} + X)) = exp <it7u — §t02u2> X exp (t/ (e —1) V(dx))
R

X eXp (t/ (e™* —1 — jux) l/(dx)) , VueR
e<lz[<1

und wegen (4.16) konvergiert der Ausdruck fiir e — gegen

1 .
exp (itvu - 5t02u2 + t/ (e™® — 1 — duzlyz<1y) V(da:)> , uwé€R. (4.19)
R

(4.19) muss dann die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X; sein. Mit ¢ = 1
folgt, dass der charakteristische Exponent von F' die Darstellung (4.7)) besitzt. O

Bemerkung 4.27. Das Tripel (v,0,11) aus Theorem st eindeutig durch F gegeben
(ohne Beweis, siehe Beweis von Theorem 8.1(ii) in Sato [10]). Daher stimmt das Lévy-
Tripel (v,o0,11) der Verteilung von Xy mit dem charakteristischen Tripel (v, A,v) des
Lévy-Prozesses X 1iberein.

Aus Theorem (Lévy-1t6 Zerlegung) werden wir einige (Pfad-)Eigenschaften eines
Lévy-Prozesses in Abhéngigkeit von seinem charakteristischen Tripel (v, A, v) herleiten.

Proposition 4.28. FEin reellwertiger Lévy-Prozess ist von endlicher Variation (besitzt
also mit Wahrscheinlichkeit 1 endliche Variation), wenn fiir sein charakteristisches Tri-
pel (v, A,v) gilt

A=0 wund / |z|v(dr) < 0. (4.20)
jel<1
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Wenn nicht erfillt ist, dann besitzt X mit Wahrscheinlichkeit 1 unendliche Varia-
tion.

Beweis. 1. Teil der Aussage: Setze man (4.20]) voraus. In diesem Fall kann der Grenziiber-
gang im Beweis von Theorem [4.21] auch ohne Kompensation des Sprungmafles Jy durch
v durchgefiihrt werden und der (zuféllige) GauBsche Anteil verschwindet. Wir werden
zeigen, dass

Xy = bt + / rJx(ds x dx) + lim X7 (4.21)
0<s<t, |z|>1 el0

fiir ein b € R, wobei X7 = [ _ ., e<lal<1 zJx(ds x dx). Die ersten beiden Terme sind
offenbar von endlicher Variation. Fiir jedes € > 0 ist X¢ ein zusammengesetzter Poisson-
Prozess mit Variation

Variation(X®), = / |z Jx (ds x dx).

0<s<t, e<|z|<1

Sei (€ )nen eine Nullfolge. Mit Fubini (fiir Ubergangskerne) folgt

E (Variation (X*"*' — X*"),) = E (/ |z|Jx (ds x da:))
0<s<t, 5n+1§‘x|<5n

= t/ |z|v(dx).
ent+1<z|<en

Da die rechte Seite summierbar in n € N ist, existiert wegen der Vollstandigkeit des
Raumes der adaptierten Prozesse mit cadlag Pfaden und endlicher Variation ausgestattet
mit der Variationsnorm d(A, A’) := E (Variation(A — A");) ein reellwertiger Grenzpro-
zess lim. o X° mit cadlag Pfaden und endlicher Variation gegen den X*® in der Variations-
norm konvergiert, also

el0

E (Variation(limXa)t) = t/ |z|v(dx) < 0.
0<|z|<1

"Es mag niitzlich sein, Jx als Ubergangskern von (2, F) nach (R, x R% B(R, x R?)) zu betrachten
und das Maf

P®Jx : FRBR, x RY) = [0,00], A+ //1A(w,s,x)JX,(w)(ds,dx)P(dw)
zu definieren. P ® Jx nennt man das Produkt von P und Jx. Offenbar gilt fiir alle B € B(R, x R?)
P® Jx (2 x B) =v(B),

wobei v das Intensitdtsmafl von Jy ist (siehe Theorem M(n)) Der Satz von Fubini fiir Ubergangskerne
besagt, dass

/ Fd(P @ Jyx) = / / F(005,2) T (o) (ds, do) P(dw)

Man wendet ihn nun auf die Funktion f(w, s, =) = |z|lo<s<¢, c,\1<|a|<e, an. Da f nicht von w abhéngt,
féllt die linke Seite mit [ [x|lo<s<y, e, <|a|<e, P(ds,dx) = [ |2[1,,, <|s|<e, v(dr) zusammen.
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Aus Theorem folgt (4.21) mit b =~ — f‘x|<1 zv(dz).

Die Variation des Lévy-Prozesses nach Herausnahme der grofien Spriinge ist also sogar
integrierbar.

2. Teil der Aussage: Man setze P(Variation(X); < oo) > 0 voraus. Betrachte die
Lévy-Ito-Zerlegung . Sei € > 0. Die Variation eines Prozesses X mit cadlag Pfaden
ist stets grofer als die Variation, die nur von den Spriingen von X, die dem Betrage nach
grosser als € sind, erzeugt wird, also

Variation(X); > / |z|Jx (ds x dz) (4.22)

0<s<t, e<|z|<1
(die rechte Seite von (4.22)) ist fiir alle Pfade w endlich). Es folgt
Variation(X),

> / |z|Jx (ds % dx)
0<s<t, e<|z|<1
= t/ |z|v(dx) —|—/ |z| (Jx (ds x dz) — v(dz) ds) (4.23)
e<|z|<1 0<s<t, e<|z|<1

Die Varianz der Zufallsvariablen auf der rechten Seite ist mit Proposition

‘ / 2 2u(de)
e<|z|<1

Wegen f0<‘x|<1 |z|?>v(dz) < oo konvergiert

/ 2| (Jx(ds x dz) — v(dz) ds) (4.24)
0<s<t, e<|z|<1

mit Kolmogorovs “three series theorem” fast sicher gegen eine endliche Zufallsvariable
(analog zum Beweis der Lévy-Itd Zerlegung).

Nehme nun an, [;_, .o |z[v(dz) = co. Dies bedeutet, dass [._ .., |z|v(dz) fir e — 0
gegen unendlich konvergiert, was wegen (4.23]) und der Konvergenz von (4.24)) gegen eine
R-wertige Zufallsvariable mit P(Variation(X); < co) > 0 nicht vereinbar ist. Also gilt

/ |z|v(dz) < 0. (4.25)
0<|z|<1
Wenn nun aber (4.25)) gilt, dann ldsst sich X wegen Theorem schreiben als
Xy =(y— / zv(dz))t + o By +/ xJx(ds x dx).
|z|<1 0<s<t, z€Rd

Mit den Argumenten aus dem Beweis des 1. Teils ist fj___, , ps Jx(ds X dx) ein Prozess
von endlicher Variation (hat also mit Wahrscheinlichkeit 1 endliche Variation). Also muss
wegen der Annahme P(Variation(X ), < co) > 0 der Prozess t aBt+(”y—f|z|<1 zv(dx))t

zumindest mit positiver Wahrscheinlichkeit endliche Variation haben, was ¢ = 0 nach sich
zieht. O
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Bemerkung 4.29. Es gilt

E(Variation(X);) > F / |z|Jx(ds x dzx) | = t/ |z|v(dx). (4.26)
0<s<t, 0<|z|<1 | 0<|z|<1

N

—
:ZO<s§t |AX|

Man beachte jedoch, dass selbst P(Variation(X); < co) = 1 i.A. nicht E(Variation(X);) <
oo nach sich zieht, so dass die Zerlegung in nicht ersetzen kann.

Bemerkung 4.30. Das Ereignis {f0<s<t vera |T]Ix (ds x dx) = oo} € F ist ein 0-1-

Ereignis. D.h. die Spriinge eines Lévy-Prozesses erzeugen entweder mit Wahrscheinlich-
keit 1 unendliche Variation oder sie besitzen mit Wahrscheinlichkeit 1 endliche Variation.
Dies besagt schon Proposition [{.28. Man kann dies aber auch einfacher sehen. Definiere
dazu fir festes t € Ry die Folge von o-Algebren

0 =0 (AX)1p/min<iaxij<ym 0< s <t), neN.

on enthdlt alle Informationen tber Springe von X auf [0,t], die betragsmdfig grofer als
1/(n + 1) und kleiner als 1/n sind. Das Ereignis {f0<s<t vere [T|Ix(ds x dx) = oo} ist

bzgl. der Folge (0,)nen €in terminales Ereignis, d.h.

{/O«t’ el s x do) = oo} eNe (U am> .

neN m>n

Sei n € N. Da es auf jedem Pfad nur endlich viele Spriinge grofier als 1/n gibt, sind
diese Spriinge fir die Frage, ob der Pfad endliche oder unendliche Variation besitzt, nicht
relevant. Hat man also fiir irgendein n € N die Information iber alle o, mit m > n,
dann weiff man, ob der Pfad endliche Variation besitzt oder nicht. Also ist das Ereignis,
dass der Pfad unendliche Variation besitzt, fir alle n € N in der o-Algebra o (Um>n am)
enthalten und damit definitionsgemdfy auch in (),cn 0 (Uppsp Om) -

Zudem ist das Ereignis wegen Lemma [{.23 von allen o, stochastisch unabhdingig. Da-
mit folgt mit Kolmogorovs 0-1-Gesetz, dass

P (/ |x|Jx (ds x dx) = oo) €{0,1}.
0<s<t, z€R

Proposition 4.31. Sei n € N und X ein reellwertiger Lévy-Prozess mit charakteristi-
schem Tripel (v, A,v). Das n-te absolute Moment von Xy, also E(|Xy|"), ist genau dann
endlich fiir ein t > 0 oder dquivalent fir alle t > 0, wenn

/ |z|"v(dz) < oo
jo[>1
Beweis: siche Beweis von Theorem 25.3 in Sato [10].
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4.2 Modellierung von Aktienpreisen mit Lévy-Prozessen
Modelliere Aktienpreisprozess S = (S;)¢>o durch
Sy = Spexp(Ly), t>0,
wobei L ein Lévy-Prozess ist.
Theorem 4.32. Sei L ein Lévy-Prozess. Es gilt
(exp(Ly)),»q ist ein lokales Martingal < (exp(Lt)),s, ist ein Martingal.

Beweis. Da jedes Martingal auch ein lokales Martingal ist, muss nur ”"=-" gezeigt werden.

Sei also L ein Lévy-Prozess und exp(L) ein lokales Martingal. Es reicht zu zeigen,
dass fiir alle T" € R, der bei T abgestoppte Prozess ein Martingal ist. O.B.d.A. T" = 1.
Da exp(L) nichtnegativ ist, folgt, dass exp(L) ein echtes Supermartingal ist, insbesondere
sind alle exp(L;) integrierbar mit

E (exp(Ly)) < 1.
Da exp(Ly) > 0 folgt

und damit
E(exp(Ly +a)) = 1.

Wegen obiger Integrierbarkeitsbedingung gilt (ohne Beweis, siehe Theorem 25.17 in Sa-
to [10])

E (exp(Lt + at)) ohne :Bewels exp <t (")/ +a-+ 0'2 + /(ex —1- $1{|I|S1})V(d$)))
R

t
— exp (7 +a+o?+ /(em —1- x1{|$|§1})y(dx)>)
R

= (E(exp(Li+ )
1, Vte|o,1].

Damit folgt

E(exp(L1+a) | Fr) = exp(Ly+at)E (exp(Ly — Ly +a(l —1t)) | Ft)
= exp(L; + at)E (exp(Ly — Ly + a(l — t))) = exp(L; + at).

Also ist der Prozess (exp(L; 4 at))cpo1] €in Martingal und damit von Klasse (D). Wegen
exp(Ly) < exp(L; + at), Vtel[0,1],

ist auch (exp(Li))icio,1) von Klasse (D). Da jedes lokale Martingal von Klasse (D) ein
Martingal ist, folgt die Behauptung. O
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Beispiel 4.33 (Merton Modell).
N
Lt:,U/t‘i‘O'Wt_f'Z}/z
i=1

wobei Y; ~ N (uy,0%). Die charakteristische Funktion von Ly ist
. 1 2 2 inyu—o2u?/2
Uy, (u) = exp iyu — 5o u +)\<6”Y Y —1) :

Es gilt
E(Ly) = p+ Apy
und
Var(L,) = 0% + Ay + Moo

Beispiel 4.34 (Kou Modell).

Ny

Ly=pt+ oW+ Y,

=1

wobei Y; ,,doppelt exponentialverteilt” mit Parametern p € [0,1], 61,05 > 0 ist, also die
Dichtefunktion

B phre= 0" s firxz >0
Fr(x) = { (1 — p)Boe®® : fiir x < 0.

besitzt. Die charakteristische Funktion von Ly ist

_ 1 P 1—p
v = — —c%u? + A - .
L, (u) = exp (wu 50U + (91 " zu))

Es gilt
Ap Al —p)
E(L) = —
(L1) = p+ b, 0
und
A A1 —
Var(L,) =o +—§— ( 2p)
01 0;

To be continued
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