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Verzweigungszahl und kritische
Perkolationswahrscheinlichkeit

Vortrag Nr. 11, Anja Priifer, 29. Juni 2005

sei G ein abzihlbarer Graph

e p. € [0, 1] sei die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Kante e behalten wird, unabhéingig von
anderen Kanten

e gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass sich eine Ecke x in einer Komponente von unendlichem
Durchmesser befindet P[z < o0]

aus dem vorangegangenen Vortrag wissen wir

Plx < oo] < inf{z Plz < ¢] | II trennt x von oo} (1)
e€ll

Ziel: Untergrenze fiir P[z < oo] finden

unter einer allgemeinen Perkolation auf einem abzdhlbaren, evtl. unverbundenen Graphen G
versteht man einen zufilligen Untergraphen G(w)

e fixiere ein 0 € G als Wurzel

o II sei eine minimale Kantenmenge, die o von oo trennt
e P = Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf IT

e vereinfachende Annahme: Ple € G(w)] > 0

Go(w) sei die verbundene Komponente von o im Perkolationsgraphen G(w). Definiere eine Zu-
fallsvariable o1
{eeGo(w)} (2)
P [e € Go(w)]

ist die (mit gewichtete) Anzahl der Kanten in H, die mit o verbunden sind

= E[X(n)] =1
Beweis:
1{660 ple) _
PeeG ;IPQGG P[eeG()]eEZHM(e)l



{o < I} ist das Ereignis, dass {0 <> e} fiir ein e € II
dieses Ereignis folgt aus X (u) > 0, da in diesem Fall 1;.cq, (v = 1 fiir mind. ein e € II sein muss
{ o(w}

es gilt:
Plo < o] = inf{P[o < II] : II trennt x von oo} (3)

Proposition 4. 12 Sei eine allgemeine Perkolation auf G gegeben. Dann gilt
1

Flo =102 By w
fir alle p € P(II)
Beweis: Sei € P(II). Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:
1= BIX(0)]? = BIX ()1 ooy® < BIX (%] B[ty yo0y) =
— BIX (] - P[X(4) > 0] < B[X ()] Plo — ]
= P2 Bxgoy
O
_ HereGo()} L {eaeGo(w)}
A X = 2 M) B G lPler € Gul)]
folgt
2 _ e V(e Pley, ea € Go(w)] .
BXG) = 3 sleuten) b G iries e~ W) 6

Diese Grofle nennen wir die Energie von p. ( Zusammenhang zur Energie eines Flusses © siehe Lemma
4.14)

Proposition 4. 13 Sei eine allgemeine Perkolation auf G gegeben, dann gilt

Plo < oo] > inf{ sup L | IT trennt o von oo} (6)
perm (1)

Beweis: es gilt nach (4):
1
Plo < 1] > ——, Vu € P(II)

E(p)
= Plo « 11 ZSUPg(lu)
(:4>) P[o — oo} = ian[O — H] > inf{sup 5(1[1)}



Bem.: Man nennt dies auch die Methode der zweiten Momente.
Jetzt versuchen wir, einen Weg zu finden, diese Energie zu berechnen und betrachten wie im
vorigen Vortrag den Fall der Baume.

e unabhéngige Perkolation: {e € T'(w)} unabh. fiir alle e

e c(x) := die Kante, die in der Ecke z endet

o fiir u € P(II) schreibe u(zx) statt p(e(x)), fir einen Fluf © auf einem Baum sei O(z) :=
O(e(x))

e = Ay sei der am weitesten von o entfernte gemeinsame Vorfahr von x und y

Dann gilt:
E(p) = Z P'u(x)”(y) (7)

e(z),e(y)€ell [0 s y]

Bewezs:
Plo < z,0 < y]

Ew= > w@wy) =
ey

Plo < 2IPlo < y

*e(x)e(y)enﬂ Y Plo < x Ay|Plx Ay « z|Plo <~ z Ay|Plz Ay < y]

Z P{Z(i)l;(?j\)y]
e(x),e(y)€ll
Lemma 4. 14 Sei © ein Fluf$ auf einem endlichen Baum T von o zu den ,Fligeln® 61 T. Dann
qgult

£©)= > O@)0(y)R(o— xAy) (8)

z,yedrT

Bewets: Bem. fiir jede Kante e gilt O(e) = > O(x)
z€dy T
e<z
(wobei e < x bedeutet, dass sich e auf dem Weg zwischen o und x befindet)

,von unten
Y B@OWRowzAy) = D OOy > rle)=> rle): > O)6(y) =
z,yed T z,yed, T e<zAy ecT z,ygiLT

—
,von oben “

3



ecT
O
Ubertragen wir dies nun auf unendliche Béume:
Wir nennen Leitfdhigkeiten adaptiert an eine Perkolation (und umgekehrt), wenn gilt:
1
was dquivalent ist zu:
C
Plo < 1] = Clowa)
1+C(o« )

e Sei II eine minimale Kantenmenge, die o on co trennt
e Sei IT1 = {z | e(z) € II} der Abschluss von IT (Eckenmenge)

e Sei O der durch p induzierte Fluss von o nach II, d.h.

o) = 3 nlx) (10)

egzeﬁ
Dann folgt fiir adaptierte Leitfdhigkeiten
E(u) = 1+ £(0) (11)
Beweis:
(7) x 4.14)
Ew = > _H@uly) _© (@)u(y)[1+ R0 = x A y) 2

e(x),e(y)€ll

= Y @) +EO)=( )Y u@)?+EO)=1"+£(0) =1+£(O)

e(z),e(y)€ell e(z)ell

Um unser Wissen iiber elektrische Netzwerke nutzen zu kénnen, wihlen wir also bei geg. Per-
kolationsproblem die Leitfahigkeit so, dass (9) gilt.



e sei p, die Uberlebenswahrscheinlichkeit von e(x)
e 7 bezeichne den Ahnen von x

e da die rechte Seite von (9) der Widerstand einer Reihenschaltung ist, gilt also:

1 1

rle(z)) =1+ R0 )] —[14+R(o—x) = Plooa o HE] =
Plo HE} — Plo <—>f] _ Plo <—>E]—P[0 <—>Ial_3_]pgc _ 1-p
Plo < z] - Plo < x] Plo < z] - Plo < x| Plo < 1]

oder anders formuliert

cle(e)y =0 - LT (12)

diese Leitfahigkeit korrespondiert mit dem RW), aus dem vorigen Vortrag e — (%)46|

umgekehrt ist auch der Uberlebensparameter adaptiert an einen gegebenen Kantenwiderstand:

L+ > rle(w)

o<u<z _ 1+R(o <—>Iﬂ?) _ Plo < z] _ Plo <—>Ia_c] Pe _ )
1+ Y rle(w) 1+RO=z  Poor]  Poer]
o<u<lz

||

Bsp: der einfache Random Walk (¢ = 1) ist adaptiert an p, = FEs

Im Fall adapierter Leitfahigkeiten kénnen wir die Untergrenze von Plo < oo] genauer quan-
tifizieren:

Theorem 4. 15 Fiir eine unabhdngige Perkolation und adaptierte Leitfihigkeit auf dem selben
Baum gilt
15%:ﬁ@§Pme] (13)
Beweis:
e sei Il eine minimale Kantenmenge, die o von oo trennt

e sei 1 € P(II) das Mafl in P(II), das minimale Energie hat

e sei O der Fluss induziert durch p



es gilt:
E(p) =1+EO) =1+ R0« I

(4.13) : 1 1 Chnde)
P > inf = = -
=Pl R e T T Rl ) TG0 )

e<II z,y>e
= r(e)1%2 = R(o « 1)
eeT
e<II
O
Erinnerung;:
pe(T) = sup{p | Plo < oc] = 0} (14)
heisst kritische Perkolationswahrscheinlichkeit
Theorem 4. 16 Fir jeden lokal endlichen, unendlichen Baum gilt
()= (15)
be uT

Beweis: aus dem vorigen Vortrag wissen wir

1

‘chW

e Theorem 2.23: Sei T ein lokal endlicher Baum. Wenn gilt A < brT dann ist der RW)
transient

e Theorem 2.3: Ein Random Walk auf einem unendlichen verbundenen Netzwerk ist transient
& C(x —00)>0

zusammen mit Theorem 4.15 liefert dies:
2.3

1 1 .
p > T = » <brT (2:2>3) RW, ist transient (:) Clo+ ) >0

(435) Plo < 0] >0

also nach Kolmogorov’s Null-Eins-Gesetz gerade 1



Im Weiteren werden wir zeigen, dass man die ,,Zweite-Moment-Ungleichung “aus Theorem 4.15
bis zum Faktor 2 umkehren kann, d.h. wir wollen zeigen, dass gilt:

C(o < )
14 C(0 « o0)

C(o < )

_ - <P <2
1+C(0o« o0) — [0 00] <

(16)

e Betrachte eine unabhéngige Perkolation auf einem Baum 7.
e Bette T in die obere Halbebene ein mit der Wurzel im Ursprung.

e Fiir ein minimales Cutset II ordne alle e € II im Uhrzeigersinn. Dies definiert eine lineare
Ordnung =< auf II

Definiere eine Zufallsvariable e* mit folg. Eigenschaften:
o falls 0 < II sei e* die (bzgl. <) kleinste Kante in II die sich in T, (w) befindet
e sonst soll e* keine Werte in II annehmen
Damit definieren wir ein (evtl. unvollkommenes) ,, Auftreffmaf}“c mittels
o(e) = Ple® =e] fiir e € Il = o(II) = Plo « 1I]

Fiir Plo « II] > 0 definiert 4 = 5% ein Wahrscheinlichkeitsmaf} aus P(II)

01T

Fiir dieses Maf3 gilt

Beweis: fiir alle e € 7 gilt:

Plo— € 0+ €]

/ ) * / /
E o(e) o] E Ple* =¢]-Plo—e|o—¢€]=
e/ Re€ell

= Y Pl =¢]-Plowe|e=¢]= Y P’ =¢]-Plo—e|e* =] = Plo— ¢

e/ <e€ll e/ ell
Z () Plo < ¢€',0 < €] Z o€’y  Plo— €, 0 €
e == =
M) Plo o e]Plo < €] Plo < 1] Plo < ¢/|P[o < €]
e'<e e’ <e
1 1
= Plo < €] =

Plo < II|Plo < €] Plo < €]



)= X mleulea) 0T < 5 S () e

Plo < e1|Plo < es] Plo <> e]Po < ¢/
e1,e2€ll eclle’<e

2
=2-
Z'u o<—>H] P[0<—>H]
eell

daher folgt

2 1
— <2. sup ——

Ploctl< guy =2 5 &0

(17)

Theorem 4. 20 Fir eine unabhdngige Perkolation auf einem Baum mit adaptierter Leitfihig-
keit gilt

_Co=0)  _ pry s <0 S0 0)
1+ C(o « o0) 1+ C(o < o)
was dquivalent ist zu
Plo < ] Plo < o]

<C(o > ) <

2 — Plo < 1 — Plo < ]

Beweis:
aus Theorem 4.14 wissen wir bereits: % < Plo < o0
1 1 1
Plo < oo] = 1an[0<—>H] <2-inf{ sup ——}= mf{ } =

2
I yepm E(V) 1+ R(o « II) 14+ R(o < o0)

a

Daraus folgt

Corollar 4. 21 FEine Perkolation tritt genau dann auf (d.h. Plo < oo] > 0) wenn der Random
Walk auf T fiir korrespondierende adaptierte Leitihigkeiten transient ist.

Beweis: A
= “1 Plo < o0] >0 =30 C(o > 00) > 0= der RW ist transient

»<= “: RW ist transient = C(0 <> 00) >0 E Plo < 0] >0

o



