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Vorwort zum Manuskript Analysis I
(in drei Ziigen A, B, C)

Anlafl
Analysis I ist weithin eine Pflichtvorlesung fiir Studienanfinger in mehreren Studiengéngen:
Mathematik—Diplom, Physik—Diplom, Informatik—Diplom, Lehramt an Gymnasien. Ein
Quéntchen Analysis wird an vielen Orten auch von den Studierenden der ,niederen*
Lehramter verlangt. Es ist nun offenbar nicht dasselbe, ob man nur das Abiturwissen be-
festigen will, ob man einen Einblick in die Denkweisen der Mathematik geben und damit
Neugierde auf die Mathematik wecken will, oder ob es gilt, die technischen Grundlagen fiir
einen nichtmathematischen Studiengang bereitzustellen. Die bekannten Kompromisse lassen
m.E. bedauerlich viele Wiinsche nach Differenzierung und nach Transparenz offen. Mir scheint,
dafl neue Arrangements gefordert sind, wenn die Analysis I nicht in Scholastik erstarren soll.
Es ergab sich im Sommersemester 1996 in Frankfurt, daf§ gleichzeit fiir eine kleine Schar
von Studienbeginnern (Mathematik, Informatik) und fiir ein gréferes Kontingent von Stu-
denten der ,niederen* Lehramter im 4. Fachsemester eine Analysis anzubieten war. Die einen
sollten ans Studium herangefiihrt werden, die anderen waren mit dem Endpunkt ihrer ,,wis-
senschaftlichen Grundlagen der Schulmathematik“ zu versorgen. Die einen hatten als Som-
meranfinger 6 Stunden ( 4 2 Stunden Ubungen) Zeit, die anderen nur 4 Stunden ( + 2
Stunden Ubungen). In dieser Lage kam ich auf die Idee, die Vorlesung in drei Ziigen an-
zulegen. Das Abstraktionsniveau sollte systematisch differenziert werden, wéihrend sich die
Gegensténde iiberschneiden und (aus der Sicht des Mathematikers) ergénzen sollten.

Aufbau

Der klassische Kalkiil (,Calculus®) wurde am Montag behandelt; dort sollten unter Hintan-
setzung der Skrupel der Mathematiker des 19. Jahrhunderts klassische Bestédnde vorgestellt
werden. Am Mittwoch wurden im B-Zug die Bemiihungen des 19. Jahrhunderts um den
yallgemeinen® Funktionsbegriff und die ,, Arithmetisierung der Analysis® vorgestellt. Im C—
Zug wurden die modernen Ausdrucksweisen der naiven ,Mengenlehre und Aussagenlogik®
eingefithrt und die Linien der weiteren mathematischen Abstraktion vorbereitet.

Lehrerfolg

Eine formelle Evaluation der Lehre fand nicht statt. Ich kann auf einige Studenten verweisen,
die es sehr anregend fanden, daf} viele Tiiren aufgestoflen wurden; es hat sich gezeigt, daf sie
durchaus Mut fiir tieferes Studieren geschopft haben. Viel weniger weif3 ich iiber diejenigen,
die enttduscht waren; moglicherweise haben sie sich deshalb unbefriedigt von der Mathema-
tik abgewandt, weil allzuviele offene Enden produziert oder angedeutet worden sind. Durch
sog. Merkblétter versuchte ich denen entgegenzukommen, die bei jedem Thema gleich nervos
fragen, wie denn die entsprechenden Priifungsfragen aussehen konnten. Ich weifl wenig {iber
den Effekt; die Priifungen in den Diplomstudiengéngen finden nach guter alter akademischer
Tradition erst dann statt, wenn dich die Eindriicke aus den Anfingervorlesungen mit wei-
teren Studienerfahrungen amalgamiert haben. Die Lehramtsstudenten auf der anderen Seite
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miissen nach anderen Traditionen ihren Anspruch auf einen Ubungsschein durch eine Klausur
in der letzten Vorlesungswoche untermauern. Die Leistungen waren im SS 96 so erniichternd
wie eh und je; die Ubungsscheine konnten wie {iblich in der Regel eigentlich nur die Mitarbeit
in den Ubungsstunden bestitigen. Ein didaktischer Erfolg ist also nicht zu melden.

Grund der Publikation

Trotz all der offenen Fragen haben wir uns (besonders zu erwéhnen ist die Geduld und die
KTEX-Kompetenz von Frau M. Schmidt) die Miihe gemacht, die Veranstaltung zu dokumen-
tieren. Auf jeden Fall hoffe ich, daf} die Ausfiihrungen fiir weitere Gelgenheiten als Steinbruch
niitzlich werden. Die Vielfalt der didaktischen Randiiberlegungen sollte anregend sein. In
besonderem MaBe hoffe ich, dafl die bewuflte Differenzierung der Abstraktions— bzw. Prézisi-
onsstufen niitzliche Bezugspunkte liefern wird, wenn es gilt, mit den Verantwortlichen fiir die
verschiedenen Studiengénge neu auszuhandeln, welche Art von Analysis nun wirklich gefor-
dert werden soll.

Offene Fragen

Was steckt dahinter, wenn die Lehrerausbilder manchmal sagen, die Analysis miisse fiir den
Gebrauch in der Schule méglichst anschaulich und mit einem Minimum an Formelkram behan-
delt werden, wobei aber bei der typisch mathematischen Prézision keine Abstriche gemacht
werden diirften? Ist es wahr, dafl die Physikstudenten von der Analysis vor allem erhoffen, daf3
sie Sicherheit gewinnen im Umgang mit konkreten Funktionen und konkreten Differentialglei-
chungen? Ist fiir die Informatiker die Analysis der Platz, wo sie sich an Mengen, Aussagen,
Abbildungen, Quantoren usw. gewthnen sollten und vielleicht noch ein wenig horen sollten
iiber Polynome und diejenigen Funktionen, die bei der Beschreibung von Komplexitit auf-
treten? Ist es wahr, dafl es fiir das eigentliche Mathematikstudium schon im ersten Semester
geboten ist, dafl die Theorie liickenlos aufgebaut wird und die Studierenden das Beweisen
lernen, wobei die Gegenstéinde von sekundérer Bedeutung sind?

Stoff—Fiille

Die Analysis ist so reich, dafl es nicht schwer f#llt, in der Vorlesung ein Feuerwerk von Themen
abzubrennen, welches die mathematischen Talente begeistert. Das Feuerwerk braucht aber
Zeit, wenn es sich nicht in der Zurschaustellung mathematischer Virtuositét erschopfen soll.
Diese Zeit konnen sich nicht alle Studierenden génnen. Im Hinblick auf die zu verkiirzenden
Studienzeiten wird immer lauter eine ,,Entriimpelung” gefordert.

Die Schwierigkeit fiir die Lehrenden liegt bei der Beschrankung des Lehrstoffs und bei der
Auswahl dessen, was eingeiibt werden soll. Ausdiinnung des Lehrstoffs kann nicht gemeint sein;
denn der Bedarf an mathematischer Kompetenz ist keinesfalls geringer geworden. Es sollte
eine Orientierung leifern, wenn die Gefahr entsteht, bei der Lektiire ausfiihrlicher Lehrbiicher
den Faden zu verlieren. Es mufl bedacht werden, welche Lehrgegenstinde und Methoden
langfristig (auf das gesamte Studium hin gesehen und vielleicht sogar dariiber hinaus) den
besten Ertrag erbringen. Eine sinnvolle Evaluation ist gewifl nicht einfach.
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Umfang des Skriptums

Es fallt natiirlich schwer, traditionelle Lehrstoffe abzuwé&hlen, die in so vielen schonen Biichern
methodisch gut aufgearbeitet sind und zum festen Wissensbestand der &lteren Semester
gehoren. Es ist viel leichter, ausfiihrlich zu sein. Der Leser meines Vorlesungsmanuskripts
sollte nicht glauben, dafl alles was da steht, in der Vorlesung so gesagt wurde. Es ist klar,
dafl ein Grofiteil der hier abgehandelten Gegensténde fiir viele Studenten zun#chst einmal
oder vielleicht sogar endgiiltig, entbehrlich ist. Ein Uberfliegen der Passagen, die ihn nicht
(oder noch nicht) ansprechen, kann aber nicht schaden, meine ich. Die Gliederung sollte das
bewufite Auswéhlen dessen, was er griindlich lernen will, erleichtern. Der Computer erle-
digt allerkei, mathematisches Verstédndnis kann er jedoch schwerlich ersetzen. Mathematische
Kompetenz braucht kohérentes Wissen auf einem abstrakten Niveau. Die Lehrveranstaltun-
gen diirfen daher nicht als Vorbereitungskurse fiir die néchste Klausur angelegt werden. In
meinem Manuskript wird auch deshalb so viel iiber Altmodisches geredet, weil ich benen-
nen wollte, was ich den Studenten, die keine entsprechenden Spezialkenntnisse brauchen, mit
Bedacht ersparen mochte.

Fazit

Die Mathematiker haben im Laufe der Jahrzehnte recht verschiedene Erwartungen in die
Analysis T gesetzt. Es ist problematisch, das alles zu einem Einheitsbrei zu verkochen; und
dann je nach Studienrichtung dem einen mehr, dem anderen weniger davon zu verabreichen.
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Thesen zur Grundvorlesung Analysis fiir Mathematiker

Es ist das hochst anspruchsvolle Anliegen der Anféngervorlesungen, die Mathematik als Wis-
senschaft vorzustellen. Die Anfanger miissen in die Lage versetzt werden, zu entscheiden, ob
sie sich auf die Anstrengungen des Mathematikstudiums einlassen wollen und kénnen.

Eine Anfingerveranstaltung an einer Universitéit muf} die Ziele des wissenschaftlichen Den-
kens zum Vorschein bringen; sie darf sich nicht darauf beschréanken, das technische Riistzeug
fiir die Bewéltigung von Spezialvorlesungen bereitzustellen. Anders als ein Grundkurs an einer
Fachhochschule, welcher der Vorbereitung auf den Gebrauch der Mathematik als Hilfswissen-
schaft dient und unverziiglich punktuell durch eine Leistungspriifung abgeschlossen werden
kann, muf} die Einfithrung iiber die elementaren Techniken hinausweisen. Das Ziel des Grund-
studiums sollte es sein, dafl sich die Kenntnisse bis zur Vordiplomspriifung abrunden und dort
in der angemessenen Breite zur Sprache gebracht werden kénnen. Da die Beschreibung der
Probleme, an welchen die aktuelle mathematische Forschung arbeitet, im allg. hochst vor-
aussetzungsvoll ist, sind Kontexte der Anfiangervorlesungen wahrscheinlich besser als viele
spezielle Kontexte aktueller Forschung geeignet, die fiir die Mathematik charakteristischen
Modellierungs—, Abstraktions— und Verallgemeinerungsprozesse zum Vorschein zu bringen.
Die Gegenstidnde der Anféingerausbildung diirfen allerdings nicht als Preziosen aus alten Vor-
ratskammern préasentiert werden; sie miissen als Konstruktionen zur Bewéltigung von anre-
genden Problemen verstanden werden.

Im Folgenden stelle ich einige Themen heraus, die ich anders als vielerorts iiblich behandeln
mochte. Diejenigen, die meinen, ich wiiffite nicht, dafl der Teufel héufig im Detail steckt,
verweise ich auf meine Skripten zur Analysis.

1. (Die historische Dimension)

Die zentralen Themen der Analysis stehen seit fast 300 Jahren fest: Konvergenz und Stetigkeit
sowie Differentiation und Integration. Die Anféngervorlesung hat es aber nicht mit totem
Lernstoff zu tun; es mufl um die Mathematisierungsprozesse gehen. Den Studierenden sollte
nicht zuletzt auch eine Ahnung vermittelt werden, wie sich das Interesse an den Themen
der Analysis im Laufe der Zeit gewandelt hat. Im 18. Jahrhundert (bei Leibniz, Bernoulli,
Euler usw.) stand die Konstruktion spezieller Funktionen (zur Lésung von Problemen aus
Mechanik und Astronomie) im Vordergrund; das 19. Jahrhundert versuchte den ,allgemeinen*
Funktionsbegriff zu fassen und zu begriinden (Cauchy, Dirichlet, Weierstrafl usw.); und im
20. Jahrhundert erscheint der Begriff der reellen Funktionen einer reellen Verénderlichen als
Spezialfall des Begriffs einer Abbildung einer abstrakten Menge in eine abstrakte Menge
(Cantor u.a.). In der Analysis des 20. Jahrhunderts geht es dann in erster Linie um R&ume
von Funktionen (Lebesgue, Riesz, Banach usw.)

Das 19. Jahrhundert hatte mit fehlgeleiteten intuitiven Vorstellungen von den zur Be-
trachtung zuzulassenden Funktionen zu kdmpfen; und man erfand zu diesem Zweck die ,,ma-
thematische Strenge“. Uber dem Training dieser (geschichtslos und problemunabhingig vor-
gestellten) mathematischen Strenge vernachlissigen die heutigen Anfidngerveranstaltungen
hiufig die Konstruktion; (sowohl die Konstruktion und Anwendung von speziellen Funktio-
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nen im Sinne des 18. Jahrhunderts, als auch die Konstruktion von Funktionenrdumen im
Sinne des 20. Jahrhunderts). Es sollten endlich wieder die mathematischen Ideen gegeniiber
den mathematischen Beweisen in den Vordergrund geriickt werden.

2. (Funktionen und Abbildungen)

Mengen und Abbildungen von Mengen verbinden sich dem Anféinger nicht ohne weiteres
mit dem in der Schule behandelten Funktionsbegriff. Um die Vorstellungen wirksam zusam-
menzubringen, werden bei uns die Polynome und die rational gebrochenen Funktionen von
vorneherein auch schon im Komplexen diskutiert. Z.B.: Es bereitet auf den Begriff der re-
ellwertigen Funktion von mehreren Variablen vor, wenn man (bei einem Beweisansatz zum
Fundamentalsatz der Algebra) den Betrag eines Polynoms im Komplexen ins Auge fafit. Bei
einem weiteren Beweisansatz bietet es sich an, schon einmal von Kurven (als Abbildungen
eines Intervalls in den Raum C oder in einen Raum RY) zu sprechen. Die linear gebrochenen
Funktionen scheinen besonders gut geeignet, den Abbildungs— und Funktionsbegriff neben-
einander zu stellen: als Mobiustransformationen werden sie hintereinandergeschaltet, bei der
Partialbruchzerlegung werden sie als Funktionen addiert.

3. (Konvergenz und Stetigkeit)

Quantoren sollen bei uns nicht nur als Kiirzel innerhalb der Umgangssprache verwendet wer-
den. Wir wollen nicht auf die Kraft des formellen Umgangs mit den Quantoren verzichten,
wenn wir Begriffe diskutieren wie

(i) Stetigkeit in einem Punkt
(ii) gleichméBige Stetigkeit einer Funktion (iiber einem Bereich)
(iii) gleichgradige Stetigkeit einer Funktionenschar (in einem Punkt).

Wenn die Konvergenz von Zahlenfolgen geklért ist (im metrischen Sinn wie auch im anord-
nungstheoretischen als Gleichheit von oberem und unterem Limes), dann wollen wir keine
Zeit verlieren mit der punktweisen Konvergenz von Funktionen. Wir wenden uns sogleich den
viel wichtigeren Konvergenzbegriffen zu:

(i) gleichméBige Konvergenz auf Kompakten (etwa bei den Potenzreihen)
(ii) Konvergenz bzgl. einer Norm (etwa bei den Fourierreihen)

(iii) fastsichere Konvergenz (als fastsichere Gleichheit von oberem und unterem Limes bei
der Integrationstheorie in Analysis II).

4. (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung)

Wir wollen uns nicht um eine moglichst allgemeine Version des sog. Fundamentalsatzes
bemiihen, weil alle Betrachtungen zum Definitionsbereich der Operationen ,,Differentiation®
und ,,Stammfunktionenbildung® vom Kalkiil (im Sinne des 18. Jahrhunderts) ablenken.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998
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Wir beweisen nur den Satz : sS€ei  (hp)n, eine Nullfolge. Wenn f(-) auf R
gleichmiBig stetig ist und F(-) eine Stammfunktion zu f(-) ist, dann strebt die Funktio-
nenfolge f,(z) = % -(F(z+ hy) — F(x)) gleichmafig gegen f(-). ¢

(Wenn von f(-) nur die Stetigkeit auf (a,b) vorausgesetzt ist, dann haben wir gleichm &8i-
ge Konvergenz auf jedem Kompaktum C (a,b).)

5. (Gegen das Riemann—Integral)
Das Riemann-Integral hat keinen Platz in unserer Einfithrung. Es scheint uns einigermaflen
abstrus, die Integrationstheorie zu einem Ubungsfeld fiir Konvergenziiberlegungen zu degra-
dieren (vgl. Forster I, § 18). Die adhoc-Methode, mit welcher Riemann die Dirichlet’schen
Bedingungen fiir die Entwickelbarkeit einer Funktion in eine Fourier-Reihe untersucht hat,
fithrt nicht zu einer Beschreibung eines natiirlichen Definitionsbereichs des Funktionals ,In-
tegral“, wie Lebesgue immer wieder betont hat.

Das Riemann—Integral ist auch deswegen didaktisch verfehlt, weil es quer liegt zur Idee
der Vervollstdndigung, die wir fiir metrische Rdume, und nicht nur fiir die rationalen Zahlen
durchfiihren.

6. (Integrabilitit)

Das Auffinden elementarer Stammfunktionen soll (in méfiigem Umfang) geiibt werden, ebenso
das Losen elementar 1osbarer Differentialgleichungen (getrennte Variable, exakte Differentia-
le). Integrabilitéit soll aber nicht problematisiert werden. Wie in der Zeit vor Cauchy soll es

uns geniigen zu sagen: Fiir eine positive Funktion f(-) ist das Integral die Fliche unter der

Kurve (endlich oder +o0c). Wenn fiir ein  f(-) sowohl f*(:) als auch f~(-) unendliche
1

Fléche unter der Kurve haben (beispielsweise - -sinz), dann gibt es kein Integral; ansonsten

/bf(a:)dx:/bf+(x)da:—/bf_(x)dx.

Die Additivitdt des Integrals wird als Selbstversténdlichkeit behandelt.

Anmerkung : Ob es positive Funktionen geben konnte, bei denen fraglich sein konnte,
was unter der Flidche unter der Kurve zu verstehen ist, wird als Thema fiir die Analysis II
angekiindigt. — Niemand hat jemals eine solche Funktion gesehen; in der konkreten Um-
gebung der Analysis I ist also kein Anlal zum Zweifel gegeben. Es ist allerdings vielleicht
schon einmal ganz interessant, sich einigermaflen bizarre positive Funktionen mit dem Inte-
gral = 0 auszudenken (,Nullfunktionen®). Funktionen, die sich nur um eine Nullfunktion
unterscheiden, haben schlielich dieselbe Stammfunktion. Und das zeigt, dal der ,,Fundamen-
talsatz* nicht dahingehend verallgemeinert werden kann, dafl man sagt: Differentiation und

Stammfunktionenbildung sind zueinander inverse Operation.
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7. (Reihen)

Bedingt konvergente Reihen und uneigentliche Integrale gibt es bei uns nicht. Wenn man
eine Reihe mit der Folge der Partialsummen identifiziert, verspielt man die Chance zu einer
wirksamen Theorie der Reihen (dominierte Konvergenz, Fatou’s Lemma etc.). Die sog. Sum-

mierungstheorie gehort in die Geschichte der Analysis des 19. Jahrhunderts oder in entspre-
1
z
niitzliche Abkiirzungen, passen aber nicht in eine aufgekléirte Integrationstheorie.

chende Spezialvorlesungen. Ausdriicke, wie ffooo sinxdx, sind von der Tradition geheiligte

8. (Differenzierbarkeit und der Satz von Taylor)

Jeder, der Analysis konkret betreibt, weifl; dafy der sog. Dirichlet’sche Funktionsbegriff nicht
das Thema ist. Es gibt nirgends einen Grund, iiber den Begriff der borelmefibaren Funktion
hinauszugehen; und erst in der Integralrechnung wird man bis dahin vorstoflen wollen. Welche
Funktionen man im Auge haben sollte, wenn man elementare Differentialrechnung lehrt, ist
eine didaktische Frage. Liouville wollte bekanntlich noch 1893 gewisse stetige Funktionen, die
Weierstrafl vorgestellt hat, als Monstrositéiten aus der ,,gesunden* Analysis* verbannen. Fiir
Vorurteile in die eine oder in die andere Richtung ist bis heute viel Platz geblieben.

Hier meine Thesen:

(i) Totale Differenzierbarkeit einer Funktion (von mehreren Variablen) in einem Punkt ist
zweifellos ein guter Begriff.

(ii) Stetige Differenzierbarkeit ist ebenfalls ein niitzlicher Begriff.

(iii) Unfruchtbar scheint mir der Begriff der (in jedem Punkt eines Intervalls) differenzierba-
ren Funktion zu sein. Es gibt keine ansehnliche Theorie der Funktionen, die diese und
keine weiteren Regularitiitseigenschaften haben. (Uber den Wert des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung kann man streiten.) Mathematiker sind bekanntlich frei, jeden
in sich nicht widerspriichlichen Begriff einzufiihren; ob ein Professor das Recht hat, die

Studierenden mit unfruchtbaren Begriffsbildungen zu plagen, ist eine andere Frage.

(iv) Ein wunderschoner Begriff ist natiirlich der Begriff der komplexen Differenzierbarkeit
in jedem Punkt; aber nur deswegen, weil er die Holomorphie impliziert. Es ist wohl eine
Geschmacksfrage, ob man davon schon in der Analysis I sprechen soll.

(v) Die Funktionen, die als Stammfunktionen auftreten kénnen, heifen bekanntlich totalste-
tige Funktionen. Der Begriff der Totalstetigkeit ist iiber jeden Zweifel erhaben; allerdings
wird man seine Tugenden erst in der Analysis II ermessen kénnen.

2 1

Beispiele: |z| ist totalstetig, x“-sin =5 ist nicht totalstetig, wiewohl in jedem Punkt
p g, p g J

differenzierbar.)
Den Taylorschen Satz formulieren und beweisen wir als einen Satz iiber Funktionen,

deren (n — 1)-te Ableitung totalstetig ist (und im Zentralpunkt dariiberhinaus stetig
differenzierbar ist).

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



Kapitel A

ANALYSIS 1

A.1 Zur Analysis um 1800

Die folgenden historischen Anmerkungen stiitzen sich vor allem (zum Teil wortlich) auf D.
STRUIK: Abriss der Geschichte der Mathematik, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin, 2. Auflage 1963. Ausfiihrlichere Auskiinfte gibt C.H. EDWARDS, JRr.: The Historical
Development of the Calculus, Springer Verlag 1979.

1.1 Die Erfindung der elementaren Funktionen

Im Zeitalter der grofien astronomischen Theorien von Kopernikus (1473-1543), Tycho Brahe
(1546-1601) und Kepler (1571-1630) brauchte man Trigonometrie. Trigonometrische und
astronomische Tafeln mit stdndig wachsender Genauigkeit erschienen besonders in Deutsch-
land. Eine vollsténdige Einfithrung in die Trigonometrie (1464, aber erst 1533 gedruckt) gilt
als des Hauptwerk des JOHANNES MULLER REGIOMONTANUS, der fithrenden mathematischen
Personlichkeit des fiinfzehnten Jahrhunderts. Da die heutigen bequemenen Bezeichnungen
noch nicht existierten, muffiten die Sétze, wie z.B. der sogenannte Sinussatz fiir sphérische
Dreiecke in Worten ausgedriickt werden.

Auch die Zahldarstellungen waren kompliziert. Zwar hatten persische Mathematiker schon
im ersten Teil des 15. Jahrhunderts mit Dezimalbriichen mit Komma gerechnet. Im Abend-
land wurden die Dezimalzahlen aber erst durch SIMON STEVIN (1548-1620) systematisch
eingefiihrt.

Durch die allgemeine Einfithrung der indisch—arabischen Zahlenschreibweise wurde auch
der Weg bereitet fiir die Erfindung der Logarithmen. Mehrere Mathematiker des 16. Jahr-
hundets hatten mit der Moglichkeit gespielt, arithmetische und geometrische Reihen zu ver-
kniipfen, hauptséichlich zu dem Zweck, das Arbeiten mit den komplizierten trigonometrischen
Tafeln zu erleichtern. Ein bedeutender Beitrag zu diesem Ziel wurde von einem schottischen
Gutsbesitzer, JOHN NEPER (oder NAPIER) 1614 geleistet. Neper war mit seinem ersten An-
satz selbst nicht ganz zufrieden und einigte sich dann mit seinem Bewunderer HENRY BRIGGS,
Professor am Gresham College in London auf die ,,Briggs’schen* Logarithmen zur Basis 10.
1617 vollendeten zwei hollandische Feldmesser ADRIAEN VLACQ und EZECHIEL DE DECKER
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das von Briggs begonnene Tafelwerk. Die neue Erfindung und die Tafeln wurden sofort von
Mathematikern und Astronomen und besonders auch von Kepler begriifit.

Natiirliche Logarithmen auf der Grundlage der Exponentialfunktion erschienen fast gleich-
zeitig mit den Briggs’schen Logarithmen, aber ihre fundamentale Bedeutung wurde nicht eher
erkannt, als bis die Infinitesimalrechnung besser verstanden worden war. Die heutigen beque-
men Bezeichnungen gehen auf EULER (1748) zurtick.

1.2 Heutiges Schulwissen

Die folgende Aussage diirfte von der Schule her bekannt sein:

y
/ldu:lny—lnx:1n<g> .
u x

xT

Die Flédche unter der Kurve % iiber dem Intervall ist durch die Logarithmusfunktion gegeben.
Diese ist auf jedem Taschenrechner, dem modernen Ersatz fiir die Logarithmentafel, allgemein

verfiighar.

Ebenso bekannt wie der natiirliche Logarithmus diirfte seine Umkehrfunktion, die Expo-

nentialfunktion z —— e” = exp(z) sein.

Es gilt
In(exp(xz)) = =z firalle z€eR
exp(lny) = y firalle ye R, .

Die Exponentialfunktion (die ebenfalls auf jedem Taschenrechner verfiighar ist) kann auf
vielerlei Art gekennzeichnet werden, z.B. durch
d

, — et =¢" firalle z.

0
=1
€ dz

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998
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g

Tr—exp T

r—1+4x

0

1

Betrachten wir den Einheitskreis und kennzeichnen wir die Punkte P auf ihm durch die

Lénge des Kreisbogens vom Punkt (1,0) bis P, ¢ € [0,27).

tanx

Fiir die cartesischen Koordinaten z,y gilt dann

r=cosp, y=sing, cosip+sin®e=a?(P)+y*(P)=1 firalle ¢.
2

Wenn wir den Einheitskreis mit der Geschwindigkeit 1 durchlaufen, dann gelangen wir zu den

Zeitpunkten ¢, p+ 21, @ +4m, ... (und auch zu den Zeitpunkten ¢ — 27w, —4m,...) in den

Punkt P. Fur alle k € Z haben wir also

cos(p+k-2m) =cosp,  sin(p+k-2r) =sing.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998
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y=cos(x) y=sin(z)

Die Geschwindigkeit im Punkt P ist ein Einheitsvektor mit den Komponenten

(#(P),3(P)) = (~sinp,cos @) = (cos (¢ + 3) , sin (4 7))

)
Yy
Q
P
5 @
r c
A B
v
©
0 R s T x

Sinus und Cosinus sind 27—periodische Funktionen. Der Cosinus ist eine gerade Funktion,

der Sinus ein ungerade, d.h. cos(—¢) = cosp, sin(—¢) = —sinp.

Additionstheorem :

sin(p +1) = sing-cost + cosp - siny
cos(p+1) = cosp-cosy) —sing-siny

Die Umkehrfunktion von sin(p) fir ¢ € [—%, —|—g] heifit der Arcussinus. Der Arcussinus
bildet das Einheitsintervall [—1,+1] isoton auf das Intervall [-%,+%] ab

T
in(): [, 42— [~1,+1
in(): (-2, 47] — [-L41]
. T om
arcsin(-) : [-1,+1] — {—5,4-5}
o T 7r
arcsin(sin ) = ¢ fir —3 <p< +§
sin(arcsinz) =2 fir —-1<z<+41.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998
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2
Yy T |
2
1_
I I ¥ I —Y
i i
-z z -1 1
14
s
—z_

Was mancher vielleicht vergessen haben kénnte, und daher auch spéter noch behandelt werden
soll, ist der

Satz :
d

arcsinz = —— fiir |z] <1.

dzx V1—2x2
Beweis mit Hilfe der Kettenregel:

sin(arcsinz) = fiir |z| <1

sin’(arcsinx) - (arcsinz)’ = 1
cos(arcsinz) = \/1 — sin?(arcsinz) = /1 — 22 .

Einen entsprechenden Satz fiir den Arcustangens behandeln wir in den Ubungen.

tan ¢

S Y P
©

:z
A
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Warum miissen Studenten mehr wissen? Welche Fragen schlieffen sich an das auf der Schule
vermittelte Wissen an?
Wir wollen in einem allgemeinerem Rahmen diskutieren, was es mit den Konstruktionen
der Integration und Differentiation auf sich hat. Die intuitiven Vorstellungen

Integral = Fldche unter der Kurve

Ableitung = Geschwindigkeit der Verdnderung .

sollen auf eine begriffliche Basis gestellt werden, die weitreichende Anwendungen erlaubt.
Es geht nicht darum, iiber viele weitere elementare Funktionen alle méglichen Einzelheiten
zu erfahren. Und es wird auch nicht um die Perfektion der numerischen Berechnung gehen.

1.3 Die Erfindung der Differential- und Integralrechnung
zu Ende des 17. Jahrhunderts

Die Differential- und Integralrechnung ist etwa gleichzeitig von Newton und Leibniz erfunden
worden. Newton besaf} sie zuerst, Leibniz hat sie als erster veroffentlicht. Bei beiden Pionieren
steht sie in weitreichenden Zusammenhéngen. Die Leibnizsche Darstellungsweise war wesent-
lich eleganter als die von Newton. Wenige Menschen haben iiber die Einheit von Form und
Inhalt so tief und erfolgreich wie Leibniz nachgedacht. (vgl. Struik S. 121 und S. 125).

Newton gab mit seiner ,, Philosophiae naturalis principia mathematica“ (1687) der Mecha-
nik eine axiomatische Grundlage. Er zeigte durch strenge mathematische Beweisfiihrung, wie
die empirisch aufgestellten Keplerschen Gesetze der Plantenbewegung durch das Gravitati-
onsgesetz erklirt werden konnte. (Kraft = Masse x Beschleunigung).

Bei Leibniz war die Hauptantriebsfeder seines Lebens die Suche nach einer universellen
Methode, mit der man Wissen erlangen, Erfindungen machen und das Wesen der Einheit des
Universums verstehen konnte. Die ,scientia universalis“, die er aufzubauen versuchte, besaf3
viele Seiten, und einige von ihnen fiihrten Leibniz zu mathemtischen Entdeckungen. Auf

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998
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Leibniz gehen viele noch heute iibliche mathematische Bezeichnungen zuriick (z.B. stammt
das Integralzeichen [ (1686) von Leibniz.) Seine Erfindung des , Kalkiils* (Calculus ist noch
heute im Englischen die Bezeichnung fiir die Differential- und Integralrechnung) war das
Ergebnis seines Forschens nach einer ,lingua universalis“ der Verdnderung und insbesondere
der Bewegung.

Leibniz fand seinen Kalkiil zwischen 1673 und 1676 in Paris unter dem personlichen Einflufl
von Huygens und durch das Studium von Descartes und Pascal. Er wurde dazu durch die
Nachricht angeregt, dafl Newton im Besitz einer solchen Methode sein sollte. Seine erste
Arbeit tiber den Kalkiil veroffentlichte Leibniz 1684 in der Zeitschrift ,, Acta eruditorum®, die
er selbst 1682 gegriindet hatte: ,, Eine neue Methode fiir Tangenten, die durch gebrochene und
irrationale Werte nicht beeintrichtigt wird, und eine merkwiirdige Art des Kalkiils dafiir® (auf
lateinisch natiirlich). Die Arbeit enthélt die noch heute iiblichen Symbole dz,dy und die
Differentiationsregeln einschliefllich d(uv) = u-dv + v -du. Die Regeln der Integralrechnung
folgten in einer Buchbesprechung im Jahre 1686.

Nach 1687 war Leibniz eng mit den Briidern Bernoulli verbunden, die seine Methoden
begierig aufnahmen. Noch vor 1700 hatten diese Ménner das meiste von dem gefunden, was
heute (das sagt Dirk J. Struik, Professor am MIT 1963) den Studenten in der Differential—
und Integralrechnung geboten wird, dazu aber wichtige Teile hoherer Gebiete einschliellich
der Losung einiger Probleme aus der Variationsrechnung. 1696 erschien das erste Lehrbuch
iiber Differential- und Integralrechnung, die ,,Analyse des infiniment petits“ des Marquis de
I’Hopital, eines Schiilers von Johann Bernoulli, ein Werk, das sich auf die Bernoullischen Vor-
lesungen iiber den Differentialkalkiil stiitzt. Das erste fiir den Nichthistoriker wirklich lesbare
Werk ist Eulers ,Introductio in analysin infinitorum* (1748). Dieses Buch bereinigte viele
strittige Bezeichnungsfragen fiir immer. Lagrange, Laplace und Gauss iibernahmen Eulers
Bezeichnungen in allen ihren Werken.

Wir zitieren nun Struik zum 18. Jahrhundert (l.c., S. 131-139):
DAS ACHTZEHNTE JAHRHUNDERT

1. Im achtzehnten Jahrhundert konzentrierte sich die mathematische Produktivitdt auf die
Differential- und Integralrechnung und ihre Anwendung auf die Mechanik. Die bedeutendsten Na-
men konnen in der Art eines Stammbaumes angeordnet werden, um ihre geistige Verwandtschaft
anzudeuten.

Leibniz (1646-1716);

die Gebriider Bernoulli: Jakob (1654-1705), Johann (1667 bis 1748);
Euler (1707-1783);

Lagrange (1736-1813);

Laplace (1749-1827).

In enger Beziehung zu dem Werk dieser Méanner stand die Tétigkeit einer Gruppe franzosischer Ma-
thematiker, zu der insbesonder Clairaut, d’Alembert und Maupertuis gehorten, die ihrerseits mit den
Philosophen der Aufkldrung verbunden waren. Ihnen sind noch die Schweizer Mathematiker Lambert
und Daniel Bernoulli hinzuzurechnen. Die wissenschaftliche Tétigkeit konzentrierte sich gew6hnlich im

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998
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Umkreis von Akademien, unter denen die von Paris, Berlin und Petersburg hervorragten. Der Univer-
sitdtsunterricht spielte demgegeniiber eine geringe oder gar keine Rolle. In dieser Zeit wurden einige
der fithrenden Lénder Europas von Despoten regiert, die man in beschonigender Manier aufgeklart
genannt hat, von Friedrich II., Katharina der Groflen; auch Ludwig XV. und Ludwig XVI. kénnen
dazu gerechnet werden. Einen Teil ihres Anspruchs auf Ruhm leiteten diese Despoten aus ihrer Freude
daran her, Gelehrte in ihrer Umgebung zu wissen. Diese Freude war eine Art von geistigem Snobis-
mus, der dadurch etwas gemildert wurde, daf sie einiges von der wichtigen Rolle begriffen, welche die
Naturwissenschaft und die Angewandte Mathematik bei der Verbesserung der Produktion und der
Erhohung der Schlagkraft der Armee spielen konnten. Man hat beispielsweise gesagt, dafl die Vortreft-
lichkeit der franzosischen Flotte auf der Tatsache beruhte, dafl die Meister des Schiffsbaus beim Bau
von Fregatten und Linienschiffen teilweise mathematische Hilfsmittel heranzogen. Eulers Arbeiten sind
voll von Anwendungen auf Fragen, die fiir Heer und Flotte von Bedeutung sind. Die Astronomie spielte
weiterhin unter koniglicher und kaiserlicher Schirmherrschaft eine hervorragende Rolle bei Anregungen
zu mathematischer Forschungsarbeit.

2. Basel in der Schweiz, seit 1263 freie Reichsstadt, war bereits seit langem ein Mittelpunkt der
Gelehrsamkeit. Schon zur Zeit des Erasmus war die Basler Universitét ein bedeutendes Zentrum. Wie
in den Stddten Hollands blithten auch in Basel Kunst und Wissenschaft unter der Herrschaft von
Kaufmannspratiziern. Zu diesen Basler Patriziern gehorte die Kaufmannsfamilie der Bernoullis, die im
siebzehnten Jahrhundert aus Antwerpen nach Basel iibergesiedelt war, nachdem ihre Heimatstadt von
den Spaniern erobert worden war. Seit der zweiten Hélfte des siebzehnten Jahrhunderts bis in unsere
Zeit hat diese Familie in jeder Generation Wissenschaftler hervorgebracht. Es ist tatséchlich schwierig,
in der ganzen Geschichte der Wissenschaft eine Familie von vergleichbarer Hochstleistung zu finden.

Diese Hochstleistung beginnt mit zwei Mathematikern, Jakob und Johann Bernoulli. Jakob hatte
Theologie, Johann Medizin studiert; als aber die Arbeiten von Leibniz in den ,Acta eruditorum*
erschienen, fafiten beide den Entschlufl, Mathematiker zu werden. Sie wurden die ersten bedeutenden
Schiiler von Leibniz. Im Jahre 1687 iibernahm Jakob den Lehrstuhl fiir Mathematik an der Universitét
Basel, wo er bis zu seinem Tode (1705) lehrte. 1697 wurde Johann Professor in Groningen; nach dem
Tode seines Bruders wurde er dessen Nachfolger auf dem Lehrstuhl in Basel, wo er dreiundvierzig
Jahre, bis zu seinem Tode, blieb.

Jakob begann den Briefwechsel mit Leibniz im Jahre 1687. In bestéindigem Gedankenaustausch mit
Leibniz und untereinander — oftmals in heftiger Rivalitdt miteinander — entdeckten die beiden Briider
nach und nach die in der kithnen Pioniertat von Leibniz enthaltenen Schétze. Die Reihe ihrer Ergebnis-
se ist lang und enthélt nicht nur vieles von dem, was man heute in unseren elementaren Lehrbiichern
der Differential- und Integralrechnung findet, sondern auch die Integration von vielen gewthnlichen
Differentialgleichungen. Unter den Leistungen von Jakob sind zu nennen: die Verwendung von Po-
larkoordinaten, das Studium der Kettenlinie, die schon von Huygens und anderen diskutiert worden
war, die Lemniskate (1694) und die logarithmische Spirale. 1690 fand er die sogenannte Isochrone, die
von Leibniz 1687 als diejenige Kurve eingefiithrt worden war, lidngs der ein Korper mit gleichméfiger
Geschwindigkeit fillt; sie ergab sich als semikubische Parabel. Jakob diskutierte auch isoperimetrische
Figuren (1701), die auf ein Problem der Variationsrechnung fiihrten. Die logarithmische Spirale, die
die Eigenschaft besitzt, sich bei verschiedenen Transformation zu reproduzieren (ihre Evolute ist wie-
der eine logarithmische Spirale, so da§ beide Fufipunktkurve und Kaustik beziiglich des Pols sind),
bereitete Jakob eine derartige Freude, dafl er anordnete, diese Kurve mit der Inschrift ,,eadem mutata
resurgo“!) solle auf seinem Grabstein eingemeiBelt werden.

D Ich bleibe dieselbe, auch wenn ich versndert werde.“ Die Spirale auf dem Grabstein sieht jedoch wie eine
Archimedische Spirale aus.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998
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Jakob Bernoulli war auch einer der ersten Bearbeiter der Theorie der Wahrscheinlichkeit, woriiber
er die ,,Ars conjectandi“ schrieb, die 1713 posthum verdffentlicht wurde. Im ersten Teil dieses Buches
ist die Huygenssche Abhandlung iiber die Gliicksspiele neu abgedruckt; die anderen Teile behandeln
Permutationen und Kombinationen und erreichen ihren Hohepunkt im ,,Bernoullischen Theorem* iiber
binomiale Verteilungen. Die ,, Bernoullischen Zahlen* erscheinen in diesem Buch bei einer Diskussion
des Pascalschen Dreiecks.

3. Das Werk von Johann Bernoulli war mit dem seines &lteren Bruders eng verbunden, und es
ist nicht immer leicht, die Ergebnisse dieser beiden Méanner auseinanderzuhalten. Johann wird auf
Grund seiner Arbeit zum Problem der Brachystochrone hiufig als Entdecker der Variationsrechnung
angesehen. Das ist die (ebene) Kurve der kiirzesten Fallzeit fiir einen Massenpunkt, der sich unter
dem EinfluB des Schwerefeldes bewegt, und die von Leibniz und den Bernoullis 1697 und in den
folgenden Jahren studiert wurde. In dieser Zeit fanden sie die Gleichung der Geodiitischen auf einer
Fliche.?) Die Losung des Problems der Brachystochrone ist die Zykloide. Diese Kurve liefert auch
die Losung des Problems der Tautochrone, d.h. derjenigen Kurve, ldngs der ein Massenpunkt im
Gravitationsfeld den tiefsten Punkt nach einer von seinem Startpunkt unabhéngigen Zeit erreicht.
Huygens hatte diese Eigenschaft der Zykloide entdeckt und sie bei der Konstruktion von tautochronen
Pendeluhren verwendet (1673), bei denen die Schwingungsdauer unabhéngig von der Amplitude ist.

Unter den Bernoullis, die die Entwicklung der Mathematik beeinflufit haben, befinden sich zwei
Séhne von Johann, Nikolaus und vor allem Daniel.") Nikolaus wurde nach Petersburg berufen, das
erst wenige Jahre vorher von dem Zaren Peter dem Groflen gegriindet worden war; er blieb dort nur
kurze Zeit. Das Problem aus der Theorie der Wahrscheinlichkeit, das er wihrend seines Aufenthaltes in
dieser Stadt stellte, ist als Petersburger ,Problem® (oder, dramatischer gesagt, ,,Paradoxon®) bekannt.
Dieser Sohn von Johann starb in jungen Jahren, aber der andere, Daniel, erreichte ein hohes Alter. Bis
1777 war er Professor an der Universitédt Basel. Daniels reiche wissenschaftliche Tétigkeit war in der
Hauptsache der Astronomie, Physik und Hydrodynamik gewidmet. Seine ,,Hydrodynamica“ erschi-
en 1738, und einer der darin aufgestellten Sdtze iiber den hydraulischen Druck trigt seinen Namen.
Im gleichen Jahr stellte er die kinetische Gastheorie auf; mit d’Alembert und Euler entwickelte er die
Theorie der schwingenden Saite. Wihrend sein Vater und sein Onkel die Theorie der gewhnlichen Dif-
ferentialgleichungen entwickelten, leistete Daniel auf dem Gebiet der partiellen Differentialgleichungen
Pionierarbeit.

4.  Aus Basel stammte auch der produktivste Mathematiker des achtzehnten Jahrhunderts — wenn
nicht aller Zeiten —, Leonhard Euler. Sein Vater studierte Mathematik bei Jakob Bernoulli und Leon-

hard bei Johann. Als Johanns Sohn Nikolaus 1725 nach Petersburg reiste, folgte ihm der junge Euler

' Newton hatte schon in einer Anmerkung der ,,Principia“ (II, Satz 35) die Form eines Rotationskérpers
diskutiert, der bei einer Bewegung in einer Fliissigkeit den geringsten Widerstand erfahrt. Er veroffentlichte
aber keinen Beweis seiner Behauptungen.

D Nikolaus Bernoulli

| |
Jakob (1654-1705) Johann (1667-1748)

»Ars conjectandi ,, Brachystochrone®

| |
Nikolaus (1695-17269) Daniel (1700-1784)
,,Petersburger Problem* ,Hydrodynamik“
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und blieb bis 1741 an der dortigen Akademie. Von 1741 bis 1766 arbeitete Euler an der Berliner Aka-
demie, die unter der besonderen Schirmherrschaft Friedrichs II. stand; von 1766 bis 1783 war er wieder
in Petersburg, nunmehr under der Agide der Kaiserin Katharina. Er heiratete zweimal und hatte drei-
zehn Kinder. Das Leben dieses Akademikers des achzehnten Jahrhunderts war fast ausschliellich den
verschiedenen Gebieten der reinen und der angewandten Mathematik gewidmet. Obwohl er 1735 das
eine und 1766 das zweite Auge verlor, konnte nichts seine enorme Produktivitdt unterbrechen. Der
erblindete Euler, der iiber ein phinomenales Gedéchtnis verfiigte, fuhr fort, seine Entdeckungen zu
diktieren. Wihrend seines Lebens erschienen 530 Biicher und Arbeiten; bei seinem Tode hinterlief3 er
viele Manuskripte, die wiahrend der néchsten siebenundvierzig Jahre von der Petersburger Akademie
verdffentlicht wurden. (Damit erhohte sich die Anzahl seiner Werke auf 771, aber durch Nachforschun-
gen von Gustav Enestrom wurde die Liste auf 886 ergénzt.)

Euler lieferte in allen Gebieten der Mathematik, die zu seiner Zeit existierten, mafigebliche Beitréige.
Er veroffentlichte seine Ergebnisse nicht nur in Einzelarbeiten von verschiedener Linge, sondern auch
in einer eindrucksvollen Zahl von grofien Lehrbiichern, die das wihrend der fritheren Zeit gesammelte
Material ordneten und geschlossen darstellten. Auf einigen Gebieten war die Eulersche Darstellung so
gut wie endgiiltig. Ein Beispiel dafiir ist unsere heutige Trigonometrie mit ihrer Auffassung der trigo-
nometrischen Werte als Verhéltniszahlen und ihrer {iblichen Schreibweise, die aus Eulers ,,Introductio
in analysin infinitorum* (1748) stammt. Das iiberragende Ansehen seiner Lehrbiicher bereinigte viele
strittige Bezeichnungsfragen der Algebra und Infinitesimalrechnung fiir immer; Lagrange, Laplace und
Gauf} kannten Euler und iibernahmen seine Bezeichnungen in allen ihren Werken.

Die ,Introductio* von 1748 enthélt in ihren zwei Bénden eine Vielzahl von verschiedenen Ge-
genstéinden. Sie gibt eine Darstellung der unendlichen Reihen einschlielich derjenigen fiir e”, sinz
und cosx und die Relation e = cosx + isinz (die schon von Johann Bernoulli und anderen in
ghnlichen Formen entdeckt worden war). Kurven und Flidchen werden mit Hilfe ihrer Gleichungen so
gewandt untersucht, dafl man die ,, Introductio® als die erste lehrbuchméfiige Darstellung der analyti-
schen Geometrie betrachten kann. Auch eine algebraische Eliminationstheorie ist darin enthalten. Zu
den reizvollsten Teilen dieses Buches gehtren das Kapitel iiber die Zetafunktion und ihre Beziehung
zur Theorie der Primzahlen ebenso wie das Kapitel iiber die ,,partitio numerorum®.

Ein anderes grofles und reichhaltiges Lehrbuch war Eulers Werk ,, Institutiones calculi differentialis*
(1755), dem weitere drei Béinde der ,Institutiones calculi integralis® (1768-1774) folgten. Hier findet
man nicht nur unsere elementare Differential- und Integralrechnung, sondern auch eine Theorie der
Differentialgleichungen, den Satz von Taylor mit zahlreichen Anwendungen, die Eulersche Summen-
formel und die Eulersche I'- und B—Integrale. Der Abschnitt iiber Differentialgleichungen mit seiner
Unterscheidung zwischen ,linearen“, ,exakten“ und ,homogenen“ Gleichungen dient noch heute als
Muster unserer einschlégigen elementaren Lehrbiicher.

Eulers , Mechanica, sive motus sientia analytice exposita® (1736) war das erste Lehrbuch, in dem die
Newtonsche Dynamik des Massenpunktes mit analytischen Methoden entwickelt wurde. Dieses Lehr-
buch enthilt die Eulersche Gleichung fiir einen um einen Punkt rotierenden Korper. Die ,, Vollstandige
Anleitung zur Algebra“ (1770), die deutsch geschrieben und einem Diener diktiert wurde, ist zum
Vorbild fiir viele spitere Lehrbiicher der Algebra geworden. Es fiihrt bis zur Theorie der kubischen
und biquadratischen Gleichungen.

Im Jahre 1744 erschien Eulers ,Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive gaudentes®.
Das war die erste Darstellung der Variationsrechnung; sie enthielt die Eulersche Differentialgleichung
mit vielen Anwendungen einschlieBlich der Entdeckung, daff das Katenoid und die Schraubenflache
Minimalflichen sind. Viel andere Resultate von Euler finden sich in seinen kleineren Arbeiten, die
manchen sogar heute wenig bekannten Edelstein enthalten. Zu den wohlbekannten Entdeckungen

USiehe A. Speisers Vorrede zur Introduction in: Euler, Opera I, 9 (1945).
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gehoren der Eulersche Polyedersatz, der die Anzal der Ecken (E), Kanten (K) und Flichen (F) ei-
nes geschlossenen Polyeders verkniipft (E4+F-K = 2)2)7 die Eulersche Gerade im Dreieck, die Kurven
konstanter Breite (Euler nannte sie kreisihnliche Kurven) und die Eulersche Konstante C:

lim <1+1+~~~+l logn) =0,577216...
n— 00 2 n

Einige Arbeit sind mathematischen Unterhaltungen gewidmet (das Konigsberger Briickenproblem,
Rosselspriinge). Eulers Beitrige zur Zahlentheorie wiirden allein hinreichen, um ihm eine Nische in
der Ruhmeshalle zu sichern; zu seinen Entdeckungen auf diesem Gebiet gehort das quadratische Re-
ziprozititsgesetz.

Ein grofler Teil der Tétigkeit von Euler war der Astronomie gewidmet, wo die Mondtheorie, ein
wichtiger Sonderfall des Dreikérperproblems und auch fiir die Losung der uralten Frage der Léngenbe-
stimmung von Bedeutung, seine besondere Aufmerksamkeit auf sich zog. Die ,, Theoria motus plenata-
rum et cometarum* (1774) ist eine Abhandlung iiber Himmelsmechanik. Verwandt mit dieser Arbeit
war Eulers Studium der Anziehung von Ellipsoiden (1738).

Euler hat Biicher iiber Hydraulik, Schiffsbau und Artillerie geschrieben. 1769-1771 erschienen drei
Bénde einer ,,Dioptrica® mit einer Theorie des Strahlenvorlaufs beim Durchgang durch ein Linseen-
system. Im Jahre 1739 erschien seine neue Theorie der Musik, von der man gesagt hat, daf sie zu
musikalisch fiir Mathematiker und zu mathematisch fiir Musiker war. Eulers philosophische Darle-
gung der wichtigsten Probleme der Naturwissenschaft in seinen , Briefen an eine deutsche Prinzessin®
(1760/61 geschrieben) sind ein Musterbeispiel einer populédren Darstellung geblieben.

Die enorme Fruchtbarkeit Eulers bildet eine stindige Quelle der Uberraschung und Bewunderung
fiir jeden, der versucht hat, sein Wert zu studieren, iibrigens eine Aufgaben, die nicht so schwierig ist,
wie sie scheint, denn Eulers Latein ist sehr einfach, und seine Bezeichnungen sind fast modern — oder
vielleicht sollte man besser sagen, dafl die heutigen Bezeichnungen fast die gleichen wie bei Euler sind!
Man kann eine lange Liste der bekannten Entdeckungen aufstellen, bei denen Euler die Prioritét besitzt,
und eine weitere Liste von Ideen, die es noch verdienen, bearbeitet zu werden. Grole Mathematiker
haben stets ihre Schuld gegeniiber Euler betont. Laplace pflegte zu jiingeren Mathematikern zu sagen:
»Lisez Euler, c’est notre maitre & tous.“ (Lest Euler, er ist unser aller Meister.) Und Gauf} driickte sich
etwas gewichtiger so aus: ,Das Studium der Werke Eulers bleibt die beste Schule in den verschiedenen
Gebieten der Mathematik und kann durch nichts anderes ersetzt werden.“ Riemann kannte Eulers
Werke sehr gut, und einige seiner tiefschiirfenden Werke haben einen Eulerschen Zug. Verleger kénnen
kaum etwas besseres tun, als Ubersetzungen von einigen Werken Eulers unter Beifiigung moderner
Kommentare herausbringen.

5.  Es ist recht lehrreich, nicht nur einige von Eulers Beitragen zur Wissenschaft darzulegen, son-
dern auch einige seiner Schwéchen. Unendliche Prozesse wurden im achtzehnten Jahrhundert noch
unsorgfiltig gehandhabt, und vieles in den Werken der fithrenden Mathematiker jener Zeit mutet uns
wie ein abenteuerlich—enthusiastisches Experimentieren an. Dieses Experimentieren betraf unendli-
che Reihen, unendliche Produkte und Integrationen sowie den Gebrauch solcher Symbole wie 0, oo,
v/—1. Kann man manchen von Eulers Schliissen heute zustimmen, so kommen auch andere vor, denen
gegeniiber wir Vorbehalte machen miissen. Wir stimmen beispielsweise Eulers Feststellung zu, daf}
logn unendlich viele Werte besitzt, die alle komplex sind, auler dann, wenn n positiv ist, in welchem
Falle einer der Werte reell ist. Euler kam zu dieser Schlufifolgerung in einem Brief an d’Alembert
(1747), der behauptet hatte, dal log(—1) = 0 ist. Aber wir kénnen Euler darin nicht folgen, wenn er

2 Es war schon Descartes bekannt.
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1-3+5—7+ —---=0 setzt oder wenn er aus
1 1
n4+n24+... = und 14+ =4+ —+...= "
1—-n n n? n—1
11 ) .
auf---+—2+—+1+n+n + .-+ =0 schlieit.
n n

Doch man muf} Zuriickhaltung iiben und sollte Euler wegen seiner Art, mit unendlichen Reihen
umzugehen, nicht zu vorschnell kritisieren; er verwendete einfach nicht immer einige unserer heutigen
Konvergenz— oder Divergenzkriterien als Richtschnur fiir die Giiltigkeit der von ihm behandelten Rei-
hen. Viele der von ihm durch unbekiimmertes Arbeiten mit Reihen gewonnene Ergebnisse sind durch
die moderne Mathematik in strenger Weise umgedeutet und gerechtfertigt worden.

1.4 Die Lage um 1800

Die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts waren an Ergebnissen interessiert; sie
kiimmerten sich nicht allzusehr um die Grundlagen ihrer Arbeit. ,,Geht voraus, der Glau-
be wird sich schon einstellen“ soll d’Alembert gesagt haben. (siche Struik S. 172). Wenn sich
Leute wie Euler oder Lagrange doch einmal um Strenge sorgten, waren ihre Argumente nicht
immer iiberzeugend. Die Formeln hatten Vorrang vor den Begriffen.

Struik schreibt (S. 155): ,, Es ist eine merkwiirdige Tatsache, daf einige der fithrenden
Mathematiker gegen Ende des 18. Jahrhunderts dem Gefiihl Ausdruck verliehen, der Bereich
der Mathematik schiene irgendwie erschopft zu sein. Die miihevollen anstrengenden Arbei-
ten von Euler, Lagrange, d’Alembert und anderen hatten schon die meisten wichtigen Sétze
geliefert; die groflen Standardlehrbiicher hatten sie bereits (oder wiirden es bald tun) im
Zusammenhang dargestellt; die wenigen Mathematiker der néchsten Generation wiirden nur
noch geringere Probleme zu 16sen haben. Lagrange schrieb 1772 an d‘Alembert: ,,Scheint es
Ihnen nicht, daf erhabene Geometrie (die Bezeichnung “Geometrie* wird im Franzosischen
des 18. Jahrhunderts fiir die Mathematik insgesamt gebraucht) ein wenig dazu neigt, dekadent
zu werden?“ ,Sie hat keine andere Stiitze als Sie und Herrn Euler.“

Eine Hauptquelle fiir den ,,fin de siécle“—Pessimismus sieht Struik in der Tendenz, den
Fortschritt der Mathematik allzusehr mit dem der Mechanik und Astronomie gleichzusetzen.
Seit den Zeiten des alten Babylon bis zu denen von Euler und Lagrange hatte die Astrono-
mie in der Mathematik die erhabensten Entdeckungen herbeigefiihrt und angeregt; nunmehr
schien diese Entwicklung ihren Gipfel erreicht zu haben. Mathematiker und Mathematikhi-
storiker sind sich heute wie schon damals in der Einschitzung einig, dafi der Ubergang vom
18. Jahrhundert ins 19. einen Wendepunkt in der Entwicklung der Wissenschaften darstellt.
Diderot, der grofie Enzyklopéadist schrieb in seinem Aufsatz ,,Zur Interpretation der Natur®:

“Ein grofler Umbruch in den Wissenschaften steht bevor. In Anbetracht der gegenw drtigen
Bestrebungen der grofien Denker, moéchte ich behaupten, dafl es im néchsten Jahrhundert keine
drei groflen Mathematiker in Europa geben wird. Diese Wissenschaft wird zum Stillstand
kommen an dem Ort, wo die Bernoullis, Euler, Maupertuis, Clairaut, Fontaine, d‘Alembert
und Lagrange sie hingebracht haben.
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Nicht zur zur Forschung, sondern auch zur Lehre ist um 1800 viel Bemerkenswertes
geduBert worden. Der zweiundzwanzigjihrige Cauchy verkiindete 1811: , Die Arithmetik, die
Geometrie, die Algebra, die tanszendente Mathematik (Analysis) sind Wissenschaften, die
man als abgeschlossen betrachten kann; es bleibt nur noch {ibrig, von ihnen niitzliche Anwen-
dungen zu machen.*

Aus den Lehrbiichern von S.F. LACROIX (1765-1843) haben Generationen von Studenten
der Ecole Polytechnique die Infinitesimalrechnung gelernt. Die Ubersetzung ins Englische
(1816) brachte in England eine Befreiung von unhaltbaren Lehrtraditionen. Lacroix sagte
1810: ,,Solche Spitzfindigkeiten, mit denen sich die Griechen abquélten, brauchen wir heute
nicht mehr.“

D.J. STRUIK, Professor am MIT, sage 1963 (er war damals schon emeritiert): ,,Noch vor
1700 hatten die Briider Bernoulli zusammen mit Leibniz das meiste von dem gefunden, was
heute den Studenten der Differential- und Integralrechnung geboten wird.*

1.5 Zum Anliegen der Vorlesung

Die Betrachtungsweisen im A—Zug werden sich an der Mathematikauffassung des 18. Jahr-
hunderts orientieren. Mancher Student, der kein Mathematiker werden will, kénnte aus dem
Gesagten den Schlufl ziehen, daf§ das, was im A-Zug geboten wird, (an Inhalt und Methode)
eigentlich ausreichen sollte. Der B—Zug beschéftigt sich ndmlich mit Fragestellungen, die der
reife Cauchy und die anderen Pioniere der strengen Analysis im 19. Jahrhundert entwickelt
haben. Der C—zug geht dariiber noch wesentlich hinaus; da soll Mathematik des 20. Jahr-
hunderts vorgestellt werden. Die abstrakte Sichtweise des 20. Jahrhunderts, deren Weg durch
G. CANTORs Mengenlehre gebahnt wurde, soll im C—Zug entwickelt werden. Der Umbruch
wurde von manchen Mathematikern und Hochschullehrern als héchst dramatisch empfunden.
A. SCHONFLIES schreibt in Acta math. 50 (1927) S. 2: ,,Es iibersteigt nicht das erlaubte Mass,
wenn ich sage, dass die Kroneckersche Einstellung den Eindruck hervorbringen musste, als sei
Cantor in seiner Eigenschaft als Forscher und Lehrer ein Verderber der Jugend.“ Die Vorziige
der abstrakten Betrachtungsweise wollen wir parallel zu den konkreten Formeln (aus der Zeit
vor 1800) und den Anstrengungen um Begriindungen im 19. Jahrhundert kennenlernen.

Priifungsrelevant sind vor allem die Gegenstéinde des Mittwochszugs; nach der herrschen-
den Meinung sollen némlich die Studenten in der Analysis vor allem den Strengebegriff des
19. Jahrhunderts aufnehmen; die Mathematik des 18. Jahrhunderts wird {iiblicherweise im
wesenlichen als Beispielmaterial geschiitzt. Einen knappen Uberblick iiber das Priifungsre-
levante finden Sie im Buch von Forster (entstanden aus dem ,Regensburger Trichter”; den
Schrei nach effektiver Lehre gab es auch schon in den 60er Jahren; und es hat sich in den
vergangenen Jahren gezeigt, dafl Forsters Buch diesen Forderungen in hervorragendem Maf
gerecht wird.) Die Reihenfolge der Themen wird bei uns ganz anders sein als bei Forster (1
und 2). Differentiation kommt bei uns relativ spét. Integration wird zunéchst ohne die Fesseln
der Strenge des 19. Jahrhunderts im Montagszug vorgestellt, aber mit Anleihen bei der reifen
Integrationstheorie des 20. Jahrhunderts, die im Wintersemester von Grund auf entwickelt
werden soll.
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A.2 Die komplexen Zahlen; Mobiustransformationen

Man sagt manchmal, die ,,imaginéire Einheit“ 4 sei die Quadratwurzel aus —1. Das erkléart
aber sehr wenig. Zunéchst einmal gibt es fiir eine negative Zahl keine Quadratwurzel; und
wenn es eine gibe, dann wiirde —¢ den Namen ebenso verdienen. Die komplexen Zahlen kann
man nur aus ihren Eigenschaften heraus verstehen und nicht durch Reduktion auf Bekanntes.
Die komplexen Zahlen sind formale Ausdriicke

z=a+1tb mit a,b reell.

Wenn man a4+ i-0 mit @ identifiziert, dann kann man die reellen Zahlen als spezielle
komplexe Zahlen ansehen; die Rechenregeln, die wir definieren werden, sind damit vertréglich.
Die imaginére Finheit ist die spezielle komplexe Zahl ¢ =0+ - 1.

Man definiert fiir komplexe Zahlen Addition und Multiplikation wie folgt:

Definition Fir z=a+1ib, w = c+ id definiert man
z+w = (a+c)+i(b+d)
z-w = (ac—bd)+i(ad+bc) .

Man kann nun nachrechnen, dafl diese Operationen die Menge C der komplexen Zahlen zu
einem Korper machen.
Mit 0=0+40 und 1=1+4140 erhélt man fiir alle z

z4+40=2, z-1=2z, z-0=0.

Man hat somit ein bzgl. der Addition neutrales Element 0 und ein bzgl. der Multiplikation
neutrales Element.

Es ist eine reine Rechenaufgabe, die Kommutativ—, Assoziativ— und Distributivgesetze
nachzuweisen. Man kann subtrahieren: Wenn z = a + b, dann gilt fir —z = (—a) +i(—b)

z+ (—z) =0.
Fiir jedes z # 0 gibt es eine multiplikative Inverse, namlich
1 a . (-b)

z a4 b2 T a2+ b2’
Die folgende Abkiirzungen erweisen sich als zweckméBig.

Fir z=a+ b schreibt man
Z=a—1ib, |z]=Va*+b=Vz-Z.

Es gelten die Rechenregeln

(z+w) = z+4+w, Z-w = Z-W

lztwl < fel 4w, Jzew] = 2] |w] .
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Beweis

1) Zu zeigen ist

Vie+o2+(b+d)? < Va2 +2+ V2 +d2,

oder dquivalent dazu

(a+c)+(b+d? < a2+ +E+d>+2- /(a2 +b2)(c? + d?)
ac+bd < +/(a+b2)(c2 +d?)

a2 P+ d®+2achd < a?- A4+ -P+ad® PP+

Dies aber ergibt sich aus (ad — bc)? > 0.

2) lz-wP=z-w-z-w=(2-2)- (w-w) = |2|? |w|?. [

Betrachten wir die z € C mit |z| = 1. Bekanntlich gibt es zu jedem Paar reeller Zahlen
(a,b) mit a?+b* =1 genau ein ¢ € (—,+7] mit

a = Ccosy , b=singp .

Satz Zu jedem z # 0 gibt es ein bis auf ganzzahliges Vielfaches von 27 eindeutig

bestimmtes ¢, so dafl
z =|z|(cosp + isinp) .
Man schreibt zur Abkiirzung

cosp +ising = e*¥ .

Bemerke e’™ + 1 = 0; eine merkwiirdige Beziehung zwischen den beriihmtesten Zahlen:
0,1,%,e,m .
Satz Wenn z = |z]- €, w = |w|- e, dann gilt

z-w = |z wle$TY)

Beweis durch die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen.
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Bemerke (cos ¢ + ising)™ = cos(ng) + isin(ny).
Es war die Idee von GauB}, die komplexen Zahlen z = x + iy als Punkte in der Ebene

darzustellen,
Yy
z wo z und y die kartesische Koordinaten
il sind und |z|, ¢ die Polarkoordinaten
z=x4iy=|z| ¥ .
P

1 x

Die Addition ist die iibliche Vektoraddition. Die Multiplikation addiert die Winkel und
multipliziert die Abstdnde vom Ursprung.

Diese geometrische Représentation erklért nicht sehr viel. Sie ist kaum geeignet, plausibel
zu machen, daf}

((C’ 07 1a =+, )

ein Korper ist. Das formale Nachrechnen der Rechengesetze wird durch die geometrische
Interpretation nicht iiberfliissig.

Die geometrische Darstellung ist aber fiir andere Zwecke niitzlich, z.B. dann, wenn man
nach den Losungen der Gleichung

2" =a = |ale® ( fiir ein a #0)
fragt. Es gibt offenbar genau n verschiedene Losungen
zj = W-e(%ﬂ'%) 7=12....n.
Die Losungen der Gleichung z"™ =1 heiflen die n-ten Finheitswurzeln:
Fir n=3: (-3+i3v3)° = (-1-i-lye)® =13 =1
Fiir n=4: it = (D) = (=) =1t =1

Wir studieren nun eine Abbildung, die durch die Operationen mit komplexen Zahlen vermit-
telt werden

(,,Spiegelung an der reellen Achse“)

z
1

2) z — (,,Spiegelung am Einheitskreis*)

Die Punkte auf dem Einheitskreis sind Fixpunkte. Jeder Strahl vom Ursprung aus wird auf
sich abgebildet. Man fiigt gerne den Punkt oo zu C hinzu C = CU{co} und sagt, da8l der
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unendlichferne Punkt bei der Spiegelung am Einheitskreis in den Nullpunkt abgebildet wird,
wiahrend der Nullpunkt auf den unendlichfernen Punkt oo abgebildet wird.

1
3) z — —.
z

Diese Abbildung ergibt sich durch Hintereinanderausfiihrung der Spiegelungen 1) und 2) (in
beliebiger Reihenfolge)

4) 2z — z+b.

Es handelt sich um eine Verschiebung; der unendlichferne Punkt bleibt fest.

5 z +— az.

Es handelt sich um eine Drehstreckung; der unendlichferne Punkt bleibt fest.

Definition Wenn a,b,c,d komplexe Zahlen sind mit ad — bc # 0, dann heifit die
Abbildung
az+b
[
cz+d

eine Mobiustransformation.

Man macht die Mabiustransformationen zu Abbildungen von C auf C durch die fol-
genden Festsetzungen:
Wenn ¢ =0, dann wird oo auf oo abgebildet.

Wenn ¢ # 0, dann wird oo auf £ und der Punkt —% auf oo abgebildet.

Bemerke Wenn man die Koeffizienten a,b,c,d mit einem gemeinsamen Faktor multi-
pliziert, verindert man die Mobiustransformation nicht. Man kann ad — bc = 1 annehmen,
wenn man das praktisch findet.

Satz Die Mobiustransformationen sind umkehrbar eindeutige Abbildungen von C auf
sich. Die Umkehrabbildung ist ebenfalls eine M&biustransformation. Das Hintereinanderschal-
ten von Mobiustransformationen liefert wieder Mobiustransformationen.

Kurz: Die Gesamtheit der Mobiustransformationen bildet eine Gruppe.

Beweis
az+b
1) w= — w(cz+d)=az+b <= (a—cw)z=b+dw
cz+d
dw—>b . .. s .
z = ——— ist die inverse Mobiustransformation.
—cw +a

(Der Punkt +oo ist gesondert zu untersuchen.)

a-f‘é—i?—i—b_ (a4 by)z + (af + bo)

az+f3 -
c- 28 +d (ca+dvy)z + (¢ + do)

2)
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Hinweis Vergleiche mit dieser Kompositionsregel die Regel fiir die Matrizenmultiplika-
tion

a b a [ aa + by af + bd

c d ) ca+dy cB+dd

Bekanntlich ist die Multiplikation von (nichtsinguléren) 2 x 2-Matrizen nicht kommutativ.

Satz

Jede Mobiustransformation 1é8t sich durch Zusammensetzung von Abbildungen

der folgenden Typen gewinnen

i) z — az (,Drehstreckung*)

i) z ~—— z+4+[0 (,Verschiebung®)

iii) 2z — 1
z

Beweis Fiir ¢ # 0 schreiben wir

az+b_a ad — be 1

cz+d ¢ c cz+d’

Fiir ¢ =0 ist die Aussage trivial.

Aufgaben zu den Mobiustransformationen

Aufgabe 1 : (Spezielle Transformationen)
(,Abbildung auf* steht hier kurz fiir ,surjektive Abbildung auf*)

a)

Die Abbildung z — 1 bildet das Innere des Einheitskreises {2 : |z| < 1} auf das

AuBere des Einheitskreises {z : |z| > 1} ab. Es gibt genau zwei Fixpunkte, namlich
+1 und -1.

Die ,,Cayley—Transformation“
z—1
z+1

bildet die reelle Achse auf den Einheitskreis ab; die obere Halbebene wird auf das Innere

Z

des Einheitskreises abgebildet, die untere auf das Auflere.

Fiir zp mit |z <1 und ¢ € R bildet
B et B

Zo-z—1

das Innere des Einheitskreises auf sich ab.

Jede Mobiustransformation, welche das Innere des Einheitskreises auf sich abbildet, ist
von dieser Gestalt.
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Aufgabe 2 : Jede Mobiustransformation, die nicht die Identitét ist, hat genau einen oder
genau zwei Fixpunkte.

(Bemerke : Bei den Drehstreckungen und den Verschiebungen ist oo ein Fixpunkt.)

Aufgabe 3 :
a) Fir beR, o€ C mit a# 0 nennen wir
{z:@z+az+b=0}U{co}

eine Gerade in der komplexen Ebene oder auch einen Kreis durch den unendlich fernen
Punkt.

Fir ae€C, a,b reell mit D := aa — ab > 0 nennen wir
{z:azZ+@z+0Z+b=0}

einen Kreis in der komplexen Ebene.

Machen Sie das durch die Ersetzung z = x 4 iy plausibel.
Welche Rolle spielt D ?

b) Zeigen Sie: Jede Mobiustransformation bildet Kreise in Kreise ab.

Hinweis Es geniigt, die Behauptung fiir Drehstreckungen, Verschiebungen und die
Abbildung z +— % nachzuweisen.

Aufgabe 4 : Fiir paarweise verschiedene z1, 29, 23, 24 definieren wir das Doppelverhéltnis

24 —R3 22— 2

DV (21,29, 23, 24) := )
g4 — 21 R2—Z3

Seien w1, we,ws, wy die Bilder bzgl. einer M6biustransformation. Zeigen Sie
DV(’wl, w2, W3, U]4) = DV(ZI, 22,23, Z4) .

Hinweis Es gentigt, die Behauptung fiir Drehstreckungen, Verschiebungen und z — %

nachzuweisen.
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Anhang : Zur Geschichte des Zahlbegriffs

Die Zahlen und das Rechnen mit Zahlen haben eine sehr lange Geschichte. Die abendléndi-
sche Mathematik beginnt in Griechenland. (Ich stiitze mich auf DIRK J. STRUIK: Abriss der
Geschichte der Mathematik, Berlin 1963)

»,Der traditionelle Vater der griechischen Mathematik ist der Kaufmann Thales
von Milet, der der Legende nach in der ersten Hilfte des sechsten Jahrhunderts
Babylon und Agypten besuchte. Das Studium der Mathematik in der griechischen
Friihzeit verfolgt ein hauptséchliches Ziel, ndmlich die Gewinnung einer aus einem
Vernunftgebdude ableitbaren Einsicht in die Stellung des Menschen innerhalb des
Kosmos. Die Mathematik diente dazu, Ordnung im Chaos zu schaffen, Ideen in lo-
gischen Ketten anzuordnen und fundamentale Prinzipien zu entdecken. Sie war die
am stirksten verstandesméflig bestimmte unter allen Wissenschaften, und obwohl
kaum ein Zweifel daran bestehen kann, dafi die griechischen Kaufleute auf ihren
Handelsreichen die orientalische Mathematik kennenlernten, so fanden sie doch
bald heraus, daf§ die Volker des Orients die meiste Arbeit zur verstandesméfigen
Durchdringung ungetan gelassen hatten.“ (Struik S. 33)

»Zum erstenmal in der Geschichte untersucht eine Gruppe von kritischen Men-
schen, die Sophisten, die weniger als irgendeine andere frithere Gruppe von Ge-
lehrten durch den Einflufl der Tradition gehemmt war, Probleme mathematischer
Natur mehr im Geiste des Verstehens als in dem der Niitzlichkeit.“

Aus dieser Zeit (mehr als ein Jahrhundert vor EUKLID) ist eine Schrift des ionischen
Philosphen Hippokrates von Chios erhalten. Das Fragment, welches einen hohen Grad der
Vollkommenheit des mathematischen Denkens beweist, behandelt ein Problem, welches ei-
ne unmittelbare Beziehung zum Problem der Quadratur des Kreises hat. Das Problem der
Quadratur des Kreises, das Problem der Dreiteilung des Winkels und das Problem der Ver-
doppelung des Wiirfels werden die ,,drei beriihmten mathematischen Probleme des Altertums“
genannt.

,» Wahrscheinlich auflerhalb der Gruppe der Sophisten, die in gewissem Umfan-
ge mit der demokratischen Bewegung verbunden war, stand eine andere Gruppe
von mathematisch interessierten Philosophen, die Beziehungen zu aristokratischen
Stromungen besafl. Sie nannten sich selbst Pythagoreer nach dem ziemlich mythi-
schen Griinder der Schule, Pythagoras, der vermutlich Wissenschaftler und ari-
stokratischer Politiker war. Wahrend die Sophisten nachdriicklich die Realitét der
Verdnderung vertraten, verlegten die Pythagoreer das Schwergewicht ihrer Studien
auf die unverénderlichen Elemente in Natur und Gesellschaft. In ihrer Suche nach
den ewigen Gesetzen des Kosmos studierten sie Geometrie, Arithmetik, Astrono-
mie und Musik (das ,Quadrivium*). ...TIhre Arithmetik war eine in hohem Mafe
spekulative Wissenschaft, die mit der gleichzeitigen babylonischen Rechentechnik
wenig zu tun hatte. Die Zahlen wurden in Klassen eingeteilt, in ungerade, gerade,
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geradzahlig oft gerade, ungeradzahlig of ungerade, Primzahlen und zusammen-
gesetzte Zahlen, vollkommene, befreundete, Dreieck—, Quadrat—, Fiinfeckzahlen
usw. .... Die Pythagoreer untersuchten ihre Eigenschaften, wobei sie ihr beson-
deres Merkmal des Zahlenmystizismus hinzufiigten und sie zum Mittelpunkt ei-
ner kosmischen Philosophie machten, die alle Beziehungen auf Zahlenbeziehungen
zuriickzufiithren versuchte (,,Alles ist Zahl“).“ (Struik S. 38)

, Was nun den Satz des Pythagoras betrifft, so schrieben die Pythagoreer seine
Entdeckung ihrem Meister zu, von dem angenommen wurde, er haben den Géttern
als Zeichen seiner Dankbarkeit hundert Ochsen geopfert. Wie wir bereits sahen,
war der Satz schon im Babylon Hammurabis bekannt, aber der erste allgemeine
Beweis kann sehr wohl der Schule der Pythagoreer entstammen.

Die wichtigste den Pythagoreern zugeschriebene Entdeckung war aber die Ent-
deckung des Irrationalen mit Hilfe von inkommensurablen Strecken. ..., (siehe
unten bei der Geschichte von +/2).

Sie kam noch zu einer anderen Schwierigkeit hinzu, die aus Erorterungen iiber
die Realitdt der Verdnderungen entstanden war, d.h. aus Erdrterungen, die die
Philosophen seit jener Zeit bis in unsere Tage beschéftigt haben.

Diese Schwierigkeit wird ZENO VON ELEA (um 450), einem Schiiler von Par-
menides, zugeschrieben. Zeno war konservativer Philosoph, nach dessen Lehre der
menschliche Verstand nur das absolute, unverénderliche Sein der Dinge erkennen
kann, wiahrend alle Verdnderungen nur Schein sind. Sie gewann mathematische
Bedeutung, als im Zusammenhang mit solchen Fragen wie der Bestimmung des
Pyramidenvolumens unendliche Prozesse studiert werden mufiten. Hier gerieten
die Zenonischen Paradoxien in Widerspruch mit einigen dlteren intuitiven Begrif-
fen beziiglich des unendlich Kleinen und unendlich Groflen. . .. Die Kritik des Zeno
zweifelte die Zuldssigkeit dieser Begriffe an, und seine vier Paradoxien erregten ein
solches Aufsehen, dal man die Auswirkungen davon noch heute beobachten kann.
Sie sind durch Aristoteles iiberliefert worden und als Paradoxien des Achilles, des
fliegenden Pfeils, der (unendlich oft wiederholten) Halbierung und des Stadions
bekannt. Sie sind so formuliert, dal sie Widerspriiche in den Begriffen der Bewe-
gung und der Zeit hervorkehren; es wird dabei kein Versuch unternommen, die
Widerspriiche aufzulosen. ...

Die Uberlegungen von Zeno machten klar, daf eine endliche Strecke in un-
endlich viele kleine Stecken zerlegt werden kann, von denen jede eine endliche
Lénge besitzt. Sie zeigten auflerdem, dafl es schwierig zu erkldren ist, was man
eigentlich damit meint, wenn man sagt, dafl eine Linie aus Punkten ,,zusammen-
gesetzt® ist. Es ist sehr wahrscheinlich, dafl Zeno selbst gar keine Vorstellung
von den mathematischen Konsequenzen seiner Uberlegung hatte. Probleme, die
zu seinen Paradoxien fithren, sind n&mlich im Verlauf von philosophischen und
theologischen Diskussionen regelméflig aufgetaucht. Sie sind bekannt als jene Fra-
gen, die die Beziehungen zwischen dem potentiellen und dem aktualen Unendlich
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betreffen.,, (Struik S. 41)

»Die scholastischen Schriftsteller des Mittelalters, insbesondere THOMAS VON
AQUINO iibernahmen Aristoteles’ Satz ,infinitum actu non datur® (,Es gibt kei-
ne aktuale Unendlichkeit“), betrachten vielmehr jedes Kontinuum als potentiell
unbegrenzt teilbar. Folglich gab es fiir sie keine kleinste Strecke, da jeder ihrer
Teile wieder die Eigenschaften einer Strecke besitzt. Somit konnte ein Punkt nicht
Teil einer Strecke sein, da er unteilbar ist: ,,ex indivisibilibus non potest compa-
ri aliquod continuum* (,,Ein Kontinuum kann nicht aus Indivisibilen bestehen.®)
Fin Punkt konnte durch Bewegung eine Strecke erzeugen. Solche Spekulationen
beeinfluten die Erfinder Infinitesimalrechnung im siebzehnten Jahrhundert und
die Philosophen des Unendlichen im neunzehnten.“ (Struik S. 94)

Die Geschichte der imagindren Zahlen beginnt im 16. Jahrhundert. LucA DE PAcCIOLI
beendet sein Buch ,,Summa de arithmetica“ (1494), in dem er den Wissensstand der mittel-
alterlichen Rechenmeister iiber Arithmetik, Algebra und Trigonometrie zusammenfaflt und
kommentiert, mit der Bemerkung, daB die Losung der Gleichungen 23 4+ maz = n und
3 +n = ma beim derzeitigen Stand der Wissenschaft genauso unmoglich sei wie die Qua-
dratur des Kreises. Struik schreibt dazu (S. 97)

»An dieser Stelle setzte die Arbeit der Mathematiker an der Universitiat Bolo-
gna ein. Diese Universitdt war um die Wende des fiinfzehnten Jahrhunderts eine
der grofiten und beriihmtesten in Europa. Allein ihre astronomische Fakultét hat-
te zeitweise sechzehn Lektoren. Aus allen Teilen Europas stromten die Studenten
herbei, um die Vorlesungen zu horen — und zu den 6ffentlichen Disputationen, die
ebenfalls die Aufmerksamkeit grofler, sportlich eingestellter Horermassen auf sich
lenkten. Unter diesen Studenten befanden sich zeitweise Pacioli, Albrecht Diirer
und Kopernikus. Charakteristisch fiir dieses neue Zeitalter war der Wunsch, nicht
nur das klassische Erbe aufzunehmen, sondern zugleich Neues zu schaffen und iiber
die von den Klassikern abgesteckten Grenzen hinaus vorzudringen. Die Erfindung
der Buchdruckerkunst und die Entdeckung Amerikas waren Beispiele fiir derarti-
ge Moglichkeiten. War es moglich, in der Mathematik Neues zu finden? Griechen
und Orientalen hatten ihren Scharfsinn an der Losung der kubischen Gleichung
versucht, aber sie hatten nur einige Spezialfdlle numerisch 16sen kénnen. Die Ma-
thematiker in Bologna versuchten nun, die allgemeine Losung zu finden.

Dieses kubischen Gleichungen konnten sémtlich auf drei Typen reduziert wer-
den:

xg—i-pa::q, x3:px+q, x3+q:px

wobei p und ¢ positive Zahlen waren.“
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Die genaue Geschichte der Entdeckung braucht uns hier nicht zu interessieren. Die Losung
wird heute als Cardanische Formel bezeichnet, die im Falle z3 + pz = ¢ folgende Form hat

3 2 3 2
T O T B N A
x_\/\/27+4+2 \/\/27+4 2"
Wie man sieht, fiihrte die Losung Groflen der Form x = Va+ Vb ein, die von den Euklidi-
schen Va+ Vb verschieden waren. Struik schreibt:

Es ist eine merkwiirdige Tatsache, dafl die erste Einfiihrung der komplexen
Zahlen in der Theorie der kubischen Gleichungen geschah, und zwar gerade in dem
Falle, wo es klar war, daf§ reelle Losungen existieren (wenn auch in unerkennbarer
Form) und nicht in der Theorie der quadratischen Gleichungen, wo sie in unseren
heutigen Lehrbiichern eingefiihrt werden.*

RAFFAEL BOMBELLI, der letzte der groflen Bologneser Mathematiker, fiihrte in seiner
»Algebra® (1572) eine konsequente Theorie der rein imaginéren Zahl ein, was ihm erlaubte,
den irreduziblen Fall zu behandeln. Bombellis Buch wurde viel gelesen; Leibniz benutzte es
und Euler zitiert es in seiner eigenen Algebra. Von da an verloren die komplexen Zahlen etwas
von ihrem iibernatiirlichen Charakter. Uneingeschrinkte Anerkennung als Zahlen fanden sie
aber erst im 19. Jahrhundert. Einen ganz wesentlichen Anteil hatte dabei C.F. GAuss, der
die komplexen Zahlen durch Punkte in der Ebene darstellte (Gaufische Zahlenebene) und
1799 den sog. Fundamentalsatz der Algebra bewies.

Die ,Entdeckung® der komplexen Zahlen im Geiste der griechischen Mathematik hatte
zunéchst keinen entscheidenden Einflufl auf die Entwicklung der Wissenschaften. Wichtiger
waren zwei ,, Erfindungen® im Geiste der ,,Rechenhaftigkeit* des fiinfzehnten und sechzehnten
Jahrhundets. Den Ausdruck ,, Rechenhaftigkeit* hat W. SOMBART 1913 in seinem Buch , Der
Bourgois* geprigt. Er weist auf eine Bereitschaft zum Rechnen hin , auf den Glauben an
die Niitzlichkeit der Beschiiftigung und Arithmetik. Handel, Navigation, Astronomie und
Feldmessung hatte die Bevolkerung der wachsenden Stédte fiir das Zéahlen und das Berechnen
interessiert. Die grofien Erfindungen waren die Dezimalzahlen und die Logarithmen.

Das 17. und 18. Jahrhundert kénnen wir in unserer kurzen Geschichte des Zahlbegriffs
iiberspringen. Der Zahlbegriff wurde in dieser Zeit nicht thematisiert. Ein neues Nachdenken
iiber die Zahlen auf verschiedenen Ebenen wurde von C.F. GAuss (1777-1855) imitiiert. Zum
einen ergaben sich neue Einblicke in die schon von den Griechen gestellten Fragen nach der
Konstruierbarkeit von Figuren der Geometrie mit Zirkel und Lineal. Zum anderen lieferte die
Dissertation den ersten strengen Beweis fiir den sogenannten Fundamentalsatz der Algebra,
also fiir den Satz, daf jede algebraische Gleichung vom Grad n wenigstens eine und damit
n  Wurzeln besitzt. Der Satz selbst geht auf Albert Girard, den Herausgeber der Werke
von Stevin (,,Invention nouvelle en algebre“, 1629) zuriick. d’Alembert hatte im Jahre 1746
versucht, einen Beweis dafiir zu geben. Gaufl liebte diesen Satz, gab spiter zwei weitere
Beweise und kam 1849 auf seinen ersten Beweis zuriick. Der dritte Beweis (1816) verwendete
komplexe Integrale und zeigte die friithzeitige Beherrschung der Theorie der komplexen Zahlen

durch Gau8.
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Die ,,Disquitiones arithmeticae“ stellen alle von den Vorgéngern von Gaufl stammenden
Meisterleistungen in der Zahlentheorie zusammen und bereicherten sie in einem derartigen
Umfange, da man manchmal den Beginn der modernen Zahlentheorie von der Veroffentli-
chung dieses Buches ab rechnet.“ (Struik S.161)

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



A.3. POLYNOME, GEBROCHENRATIONALE FUNKTIONEN, PARTIALBRUCHZERLEGUNG 32

A.3 Polynome, gebrochenrationale Funktionen,

Partialbruchzerlegung

Fiir einen Algebraiker ist ein Polynom (vom Grade < n in einer Unbestimmten) ein formaler
Ausdruck der Gestalt

2
ap +a1x +asx® + ... +ax™ .

Die a; heilen die Koeffizienten, z ist die Unbestimmte. Man kann ein Polynom vom Grade
< n auch als ein Polynom vom Grade < n+ 1 auffassen, indem man a,4+1 =0 setzt. Das
grofite m mit a, # 0 heifit der (genaue) Grad des Polynoms.

Fiir den Algebraiker sind die Polynome Rechengrdfsen. Man kann sie addieren und multi-
plizieren. Fiir

p=ag+arx+...+ax", q="by+bix+...+byx"
setzt man

p+q = (ap+b) + (ar+b)z +...4+ (a,+by)z"

p-q = Co + T +...+ Con "

mit ¢y = agby , c1 =apgb+ arby, co=agbs + a1bi +agbs ... .

Solches Rechnen ist wohldefiniert, wenn man die Koeffizienten addieren und multiplizieren
kann, also z.B. wenn es sich um ganze Zahlen, rationale Zahlen, reelle Zahlen oder komplexe
Zahlen handelt. Die Rechenregeln fiir die Koeffizienten liefern entsprechende Rechenregeln
fiir die Polynome: Kommutativitéit, Assoziativitit von Addition und Multiplikation sowie
Distributivitét.

Ubrigens kennen auch die Algebraiker den Begriff der Ableitung eines Polynoms; es ist eine
formale Operation, die nichts mit Grenzwerten zu tun hat. Die Regeln sind die bekannten.
> apx™) =3 an -n -2 L

Die Analytiker beschiftigen sich vorwiegend mit Polynomen mit reellen oder komplexen
Koeffizienten. Sie fassen die Polynome als Funktionen oder als Abbildungen auf, im komplexen

Fall als Abbildungen von C nach C

Coz — p(z)=ap+a1z+... +a,z" €C.

Geschichtliches Die Dissertation von Gauf} lieferte 1799 den ersten strengen Beweis
fiir den sogenannten Fundamentalsatz der Algebra, also fiir den Satz, dafl jedes komplexe
Polynom vom Grade n wenigstens eine Nullstelle besitzt. Der Satz selbst geht auf ALBERT
GIRARD, den Herausgeber der Werke von Stevin (,Invention nouvelle en algebre“, 1629)

zuriick. d’Alembert hatte im Jahre 1746 versucht, einen Beweis dafiir zu geben. Gauf liebte
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diesen Satz, gab spéter zwei weitere Beweise und kam 1849 auf seinen ersten Beweis zuriick.
Der dritte Beweis (1816) verwendete komplexe Integrale. — Nach dem heutigen Versténdnis
von Algebra ist der Fundamentalsatz kein Satz aus der Algebra sondern ein Satz aus der
komplexen Analysis. Der Name kommt daher, dafl die Suche nach den Wurzeln algebraischer
Gleichungen

ap+aiz+...+a,z2" =0

in der Renaissance als die grofle Herausforderung an die Algebra angesehen worden war. Das
Buch ,Summa de Arithmetica® (1494) des Franziskanermoénchs LUCA DE PACIOLI, eines der
ersten gedruckten mathematischen Biicher {iberhaupt, endet mit der Bemerkung, dafl die
Losung der Gleichungen

2 4+mr=n und 22 4+ n=mx

beim derzeitigen Stand der Wissenschaft genauso unmdéglich sei wie die Quadratur des Kreises.
Das Problem fand immer wieder die Aufmerksamkeit der Mathematiker. Schon die Griechen
und die Orientalen hatten ihren Scharfsinn an der Lésung der kubischen Gleichung versucht,
aber sie hatten nur einige Spezialfiille numerisch 16sen kénnen. Die Mathematiker in Bologna
versuchten nun um 1500, die allgemeine Losung zu finden. Und sie hatten einige Erfolge (siehe
Struik, S. 96 ff). Die Anstrengungen gaben nicht sofort, sondern in langen Inkubationszeiten
AnstoBle zur Herausbildung des Begriffs der komplexen Zahl. Das Geheimnis, das die komple-
xen Zahlen iiber Jahrhunderte umgeben hatte, wurde dann endgiiltig 1831 von Gaufl dadurch
beseitigt, daf er die komplexen Zahlen als Punkte einer Ebene darstellte (siehe Struik S. 163).

Horners Schema Eine wichtige Manipulation mit Polynomen wurde 1819 von WIL-
LIAM G. HORNER veroffentlicht; Horner wufite wohl nicht, dafl er auf eine fiir eintausend
Jahre chinesischer Mathematik typische Methode gestolen war (siehe Struik S. 83). Das Hor-
nersche Schema steht schon bei den alten Chinesen im Zusammenhang mit der Methode der
sukzessiven Approximation der numerischen Lésung von Gleichungen héheren Grades. Dieses
Ziel lassen wir aber hier beiseite; wir behandeln nur die Manipulation selbst.

Aufgabe Wir wollen den Wert des Polynoms
p(z) = asx® + asx® + asx® + a1z + ag
im Punkte xg berechnen.

1) Jemand, der nicht weiter nachdenkt, wiirde vielleicht folgendermafien vorgehen:

Berechne zunéchst xg -z, dann (xg-xg)-xg, dann (z¢-xo-xo)- zo. Berechne sodann
a1xg, agx%, agxg, a4xé. Addiere sodann

4 2
asTy + azzy + asrd + 2170 + ag = p(wo) -

Es sind 3+4 Multiplikationen erfolgt und 4 Additionen.
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2) Mit weniger Aufwand kommt man aus, wenn man bedenkt
p(z) = {[(aaz + a3)x + asz + a1} + ap .
Man braucht nur 4 Multiplikationen und 4 Additionen.
3) Wir wollen nun etwas mehr. Wir suchen die Darstellung
p(x) = ba(x — w0)* + bs(x — w0)* + ba(w — m0)* + bi( — m0) + bo

also nicht nur den Wert by = p(zo). (Nebenbei bemerkt: Die Zahl & by, ist die k—te
Ableitung von p(-) im Punkte xg.)

p(x) = { [<a4x + ag°>) z+ a(o)} z+ a(o)} z+a
= {[(asw+a?) o+ oo+ al’} @ a0) 40
mit
agl) _ (0) (1) (1) (0)

= a4x0ta3z’ , a3 = a3 To+ay ,

agl) = agl)xo—l—a(o) , by = agl)xo —i—a(()o) .

Offenbar gilt by = p(zo).
Diese Prozedur setzen wir fort
p(z) = { [<a4m + a(2)) T+ af)} (z — o) + b1} (z — o) + bo

= {{<a4x+a3 )(l‘—.’ﬁo)—{—bg} (m—x0)+b1}(x—x0)+b0
= {[(as(x — x0) + b3) (x — x0) + ba] (x — x0) + b1} (x — x0) + bo
= by(z — 20)" + b3(x — m0)* + ba(z — m0) + by(x — 1) + bo

Die Koeffizienten schreibt man in ein Schema, das nach WiLLiIAM G. HORNER (1756—
1837) benannt ist.

(0) (0) (0) (0) (0)

Gy ag a2 aq g
%(11) agl) (1) agl) aél)
%(12) aéz) a;z) agz)

%(13) a:()’?)) ags)

%(14) ag;)

Am linken Ende sind alle Koeffizienten gleich. Die iibrigen Eintrige ergeben sich da-
durch, daf3 man zum dariiberliegenden den mit xzy multiplizierten links daneben lie-

genden dazuaddiert

a,ijﬂ) (J) ](4;]_;1)‘730 '
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Das Hornersche Schema beweist den

Satz Sei p(z) ein Polynom vom Grade m mit p(z¢) = 0. Dann existiert ein Polynom
q(z) vom Grade m —1, so daB

p(x) = (x — z)gq() -

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)
Zu jedem Polynom mit komplexen Koeffizienten vom Grade n gibt es komplexe Zahlen
Z1,...,2n, SO daf}

agtarz+...+ap2" =(z—21)(z—22)... (2 — zn)an

Die Wurzeln zj,...,2, sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt. (Sie sind nicht
notwendig verschieden.)

Beweis Der wesentliche Schritt ist der Nachweis, dafl jedes Polynom vom Grade n > 1
mindestens eine Nullstelle besitzt. Das ist der berithmte Fundamentalsatz der Algebra, den
wir hier nicht beweisen kénnen. Vollstéindige Induktion nach n mit dem obigen Satz ergibt
den Beweis.

Korollar Wenn die polynomialen Funktionen vom Grade < n, p(z) und g¢(z) in
mindestens n + 1 Punkten iibereinstimmen, dann sind sie identisch.

Gebrochenrationale Funktionen

z
Definition Eine gebrochenrationale Funktion ist eine Funktion von der Gestalt —=

wo p(z) und ¢(z) Polynome sind, ¢(z) # 0. (Man kann annehmen, da p(z) und
q(z) keine gemeinsamen Wurzeln haben: in den Wurzeln des Nennerpolynoms setzt man den
Funktionswert = 00.)

Satz (,, Teilen mit Rest*)

Sei ¢(z) ein Polynom vom Grade m > 1. Zu jedem Polynom p(z) vom Grad n (n >m)
existieren ein eindeutig bestimmtes Polynom P(z) vom Grade n —m und ein r(z) vom
Grade <m —1, so daf3

P _ py 72
eI e

Beweis (durch Induktion nach n)
ple) —ale) 3 2
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ist vom Grade <mn — 1, also von der Form
= P(2)a(z) +r(2)
an  p-m D
b = (f2 P ) +r(o).

Das folgende Beispiel mit ¢(z) = 22 + 1 zeigt, warum das Verfahren zur Auffindung von
P(-) und r(-) ,Teilen mit Rest* genannt wird

as a3 az ax ao = (2% 4+ 0z + 1)(asz® + aszz + (a2 — a4))+
as 0 as +(a1 —az)z + (a0 — (a2 — as))

0 as a2 — aa

as 0 as

0 a2—as a1 —as

az — as4 0 a2 — a4
O al — as ap — (a2 — CL4)
4 3 2
asx” + azx” + a2x” + a1x + ao 2
= asr” + a3z + (a2 — aa)+
2+ 1

+(a1 —a3)x + (a0 — a2 + a4)
x?2+1

Wir diskutieren nun die gebrochenrationalen Funktionen %, in welchem der Grad des
Nenners grofer ist als der Grad des Zé#hlers.
Die einfachsten solchen Funktionen sind die Potenzen der ,,Stammbriiche* <Z_12*> und

die Linearkombinationen solcher Potenzen. Wir werden sehen, dafl es keine weiteren linear-
gebrochenen Funktione gibt. (,,Prinzip der Partialbruchzerlegung®)

Satz Sei q(z) = (2 —z1)(z — 22) - ... - (2 — z,,) mit paarweise verschiedenen z;.

Fiir jedes p(z) vom Grad < m existieren dann Zahlen aq,...,q,, so da8

z « « e
pe) _ | @ | Om
q(z) z—z1 z—2 Z— Zm

Wir werden gleich den allgemeinen Satz beweisen, der auch mehrfache Wurzeln im Nen-
nerpolynom zul&ft.

Satz (,, Partialbruchzerlegung®)
Sei ¢(z) vom Grad m mit den paarweise verschiedenen Wurzeln zi,...,z

gz)=(z—z1)"  (z—2)™ ..o (z—2)™, mi+me+...+mp=m.

Fiir jedes Polynom p(z) vom Grad < m ist dann % eine Linearkombination der
»Stammbriiche
1
(z —z)h

Die Koeffizienten sind eindeutig bestimmt.

mit 1 =1,2,...,k; 1</4,<m;.
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Beispiele
2 1 1
2—-1 z—1 z+1°
3:-1 1 3 1 2
2(22-1) 22z z—1 z+1

Beweis des Satzes
1) Existenz durch Induktion nach m :

Setze q(z) = (z — 2z1)™ - q1(2). Dann gilt

p(z) p(z1) _ 1 plE@a(z) —pE)a(z)
q(z)  q(z1)-(z—z20)™  q(z1) (2 —21)™qi(2)

Der Zéahler verschwindet fiir z = z1; man kann also mindestens den Faktor z — z;
herauskiirzen. Das Problem stellt sich nun fiir g(z) = (z — 21)™ !q1(2).

2) Die Eindeutigkeit der Darstellung ist leicht zu sehen.

Der reelle Fall Sei ¢(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Die reellen Wurzeln
seien x1,...,T,. Wenn z* eine nichtreelle Wurzel ist, dann ist auch z* eine Wurzel z* # z*

(x —2")(z —Z") hat reelle Koeffizienten .

q(z) ist also ein Produkt von linearen und quadratischen Polynomen mit reellen Koeffizienten.

Beispiel z* +1 hat keine reellen Wurzeln. Die Wurzeln sind:
1 1 1 1
— 141, —=10-1), —(-1414), —(—-1—1).
S0+ S0 1), (1)

<x—%(1+i)> <x—%(1—i)> = z-V2z+1
<x—%(—1+i)> <x—%(—1—i)> = z4+V2z+1

1= V2 + 1)@ +V22+1).

Man priift leicht nach
11 T +2 1 -2
el 22 2242241 22 22— V2a2 41

Dies ist die typische Situation, wenn man die Partialbruchzerlegung der reellen rational-

p(z)

gebrochenen Funktion @) durchfiihrt. Im Zahler treten lineare Funktionen auf.
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Bemerke Sei 22 +cx+d=(z—2")(x—2%), z'=z"+iy* mit y*#0
4(2) = (22 + co + ) qx) mit G(=7) £0.

Wihle a,b, so daf
ay*:Im<p(z)> , am*+b:%e<g(z)> .

q(z*)

Dann gilt

plz)  ax+b _pl@) - q(x)(ax + b)
qglz)  (22+c+d)f  qx)(2?+cx+d)

und der Zahler verschwindet in 2* und in Zz*.
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A.4 Ansitze zur Integrationstheorie, Stammfunktionen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Formeln der folgenden Art herzuleiten

/1nudu:x-lnx—x—|—1 fir alle >0
1

Inx

—_

Im Eindimensionalen ist [ f die , Fliche unter der Kurve“: im Zweidimensionalen benutzt
man dasselbe Symbol [ f fiir das ,, Volumen unter der Fliche“. Dabei denkt man zunéchst
nur an nichtnegative Funktionen f. [ f ist eine Zahl oder auch +oo.

Definition Eine Funktion f heiBt integrabel, wenn [ |f| < co. Fiir integrable Funk-
tionen, die auch negative Werte annehmen konnen, definiert man

1] Jr

Satz  (Linearitit)
Sind f und g integrabel, so gilt fiir alle «,3 € R

Jasson=a-[1+5: [q.

Satz (Monotone Stetigkeit)
Fiir jede aufsteigende Folge integrabler Funktionen

figfe<...

it ) =1t [ 4.
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Diese Satze konnen wir hier natiirlich noch nicht beweisen. Der Beweis erfordert einen
abstrakten Ansatz, der im zweiten Semester entwickelt wird.

Eine wichtige Konsequenz dieser Hauptsétze der Integrationstheorie ist das

Lemma von Fatou Fiir jede Folge nichtnegativen Funktionen f, > 0 gilt

/ (liminf £,) < lim inf / j

Herleitung aus dem Satz von der monotonen Stetigkeit.
Betrachte fir m =1,2,...

gm = inf{fp, :n>m} .

Offenbar gilt

<
/ gm < nlgrfn / In -
Weiterhin gilt

g1 < go <...lim 7T gy, = liminf f,

/(lim inf f,,) =lim 7 /gm < lim igf /fn
|

Hinweis Die beiden Hauptsétze (und viele Folgerungen daraus) sind Errungenschaften
des 20. Jahrhunderts. Wir nehmen sie hier, wenn immer es nétig ist, als Tatsachen hin, so-
zusagen als Axiome. Die Autoren des 18. Jahrhunderts waren mit sehr speziellen Funktionen
befafit; sie wollten das Integral konkret berechnen. Fragen nach einem allgemeinen Integral-
begriff stellten sich ihnen nicht. Es mufl aber dem heutigen Studenten nicht verschwiegen
werden, dafl die intuitive Vorstellung von der , Fliche unter der Kurve“ im 20. Jahrhundert
ein mathematisch strenges Fundament erhalten hat; den Durchbruch brachte 1901 die Dis-
sertation von H. LEBESGUE (1875-1941).

Zur Geschichte

Die Bestimmung von Fldcheninhalten und Volumina gehort zu den dlteren Aufgaben der Ma-
thematik. Zu den Kenntnissen und Bemiihungen der alten Agypter siehe Struik S. 17. Fiir
die alten Griechen standen praktische Aufgaben nicht im Zentrum der Mathematik. Den-
noch kann man die Flachen— und Volumenberechnungen von ARCHIMEDES zu den grofiten
Leistungen der griechischen Mathematik rechnen (vgl. Walter S. 188). Ein grofies Thema
wurden solche Berechnungen dann in der Renaissance. Bahnbrechendes leisteten KEPLER
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(1571-1630), CAVALIERI (1598-1647) und TORRICELLI (1608-1647). Hier, wie schon bei STE-
VIN (1548-1620), der sowohl iiber Schwerpunkte als auch iiber Hydraulik schrieb, standen
praktische Aufgaben im Vordergrund. Insbesondere wurden Optimierungsaufgaben angegan-
gen (siehe Walter, S. 222). Kepler sagte, dafl die Beweise von Archimedes absolut streng seien,
daf} er sie aber den Leuten iiberlasse, die durchaus exakten Beweisen fronen wollten. Jeder
folgende Autor nahm sich nun die Freiheit, seine eigene Art der Strenge festzulegen oder auch
ganz darauf zu verzichten (Struik S. 109). Cavalieri stiitzte seine Methode auf den scholasti-
schen Begriff der ,,Indivisiblen®, wonach durch die Bewegung eines Punktes eine Gerade und
durch die Bewegung einer Geraden eine Ebene entsteht (Struik S. 110).

Dies war eine deutliche Abkehr von der Mathematik der Griechen. Bei den Griechen hatte
es nur selten eine quantitative Beschreibung eines Bewegungsvorgangs gegeben; das Bewegte,
der Verdnderung Unterworfene war das Unvollkommene, in Unordnung Befindliche (siehe
Walter S. 221 ff). In der Renaissance bekamen die Maschinen grofie Bedeutung, und in der
Zeit von GALILEI (1564-1642) riickte die Mechanik immer néher an die Mathematik heran.
In seinen ,Discorsi“ (1638) entwickelte Galilei das mathematische Studium der Bewegung
sowie die Beziehung zwischen Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung. (Einzelheiten siehe
Edwards)

Der ,,Kalkiil“ von Leibniz und Newton brachte dann schliefSlich eine wirklich wirksame
Verbindung zwischen der Flichenmessung (Integration), der Optimierung und der Bewegungs-
beschreibung (Differentiation). Leibniz und Newton dynamisierten sozusagen das Problem der
Fléchenberechnung. Sie betrachteten die Fldche unter einer Kurve in Abhéngigkeit von der
oberen Grenze.

Die Losung des eingangs gestellten Problems ergibt sich im Leibnizschen Kalkiil aus der
Feststellung, dafl der infinitesimale Zuwachs der Funktion

zlnx —z+1

fiir alle © > 0 gleich dem infinitesimalen Zuwachs Inx-dx der Fliche flx Inu - du ist. Aus
d(lnz) =1 dx ergibt sich mit der Produktregel (siche unten!)
dlzlnz—z+1) = d(z-lnz)—dz
= z-dInz)+Inz-dr—dx = Inz-dz

Springen wir ins 20. Jahrhundert! Dort wurde der Integralbegriff nochmals durch eine
Dynamisierung gestéirkt und erweitert. In der Integrationstheorie von LEBESGUE (1875-1941)
bleibt man nicht dabei stehen, einzelnen nichtnegativen Funktionen f(-) die Fldche unter der
Kurve [ f zuzuordnen. Man interessiert sich vielmehr fiir die Eigenschaften des Funktionals

f— [

Der von Riemann entwickelte Integralbegriff erscheint demgegeniiber als eine Methode fiir
ziemlich allgemeine Funktionen f(-), die durch eine Fourier—Reihe dargestellt werden sollten,
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das Integral durch einen EinschlieBungsprozel direkt zu bestimmen. Dafl dieser Einschlie-
Bungsprozef fiir manche Funktionen nicht zum Ziel fiihrt, bedeutet nicht, dafl man diesen
Funktionen kein Integral zuordnen kénnte. Den ,natiirlichen* Definitionsbereich des Integral
konnen wir aber hier nicht diskutieren.

Zur Didaktik

Die heute iiblichen Anféngervorlesungen gehen davon aus, daf§ die Studenten erst dann fiir
das Abstraktionsniveau der reifen, einfachen und geschlossenen Lebesgueschen Integrations-
theorie bereit sind, wenn sie es miide sind, konkrete Integrale auszuwerten. Das betrachten wir
deshalb als ein didaktisches Ungliick, weil die Studenten auf diese Weise mit vielen iiberfliissi-
gen Klimmziigen belastet und von den wichtigeren Fragestellungen abgelenkt werden. Wir
sind der Meinung, dafl ein Student, der den allgemeinen Mengenbegriff und den allgemeinen
Funktionsbegriff akzeptieren kann mit der gleichen logischen Beherztheit sehr wohl auch den
allgemeinen Integralbegriff akzeptieren kann. Das Konstruieren, Beweisen und Hinterfragen
kann man u.E. auf spéter verschieben. Wir glauben, dafl man die Intuition der Studenten
dadurch am besten in die richtigen Bahnen lenkt, dafl man ihnen ohne Beweise den Kern der
reifen Integrationstheorie verréit. Damit ist dann auch ein Zielpunkt genannt fiir den systema-
tischen Aufbau, den wir im ,,B—Zug“ begonnen haben und im néchsten Semester fortsetzen
wollen.

Zuriick ins 17. Jahrhundert (nach Struik S. 126)

Leibniz fand seinen , Kalkiil“ zwischen 1673 und 1676 in Paris unter dem personlichen Ein-
fluff von Huygens und durch das Studium von Descartes und Pascal. Er wurde dazu durch die
Nachricht angeregt, dal Newton im Besitz einer solchen Methode sein sollte. Wahrend New-
tons Vorgehen in erster Linie kinematisch orientiert war, war das von Leibniz geometrischer
Natur. Die erste Veroffentlichung von Leibniz‘ Form der Differential- und Integralrechnung
geschah 1684 in einem sechs Seiten langen Artikel in den ,,Acta Eruditorum‘, einer mathe-
matischen Zeitschrift, die er 1682 gegriindet hatte. Sie enthielt unsere Symbole dz, dy und

die Differentaitonsregeln einschliellich der ,,Produktregel®
d(uv) = udv +vdu .

Dieser Arbeit folgte 1686 eine weitere mit den Regeln der Integralrechnung, die das Symbol
| enthielt. Leibniz war einer der gréfiten Erfinder mathematischer Symbole. Wenige Men-
schen haben die Einheit von Form und Inhalt so gut wie er verstanden. Seine Erfindung des
,Kalkiils“ mufl auf diesem philosophischen Hintergrund gesehen werden; sie war das Ergeb-
nis seines Forschens nach einer ,lingua universalis“ der Verdnderung und insbesondere der
Bewegung.

Leibniz zwar ebensowenig wie Newton, der seine Theorie der Fluxionen 1704 /36 ver 6ffent-
lichte, in der Lage, die Grundlagen seines Kalkiils so zu erkldren, dal die Erklarungen die
Zustimmung seiner Zeitgenossen gefunden héitten. Mangels strenger Beweise gab er Analo-
gien an, die das Unendliche und das Unendlichkleine erlduterten. In einem seiner Briefe (an
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Foucher 1693) nahm er die Existenz des aktualen Unendlichen an, um die Schwierigkeiten
von Zeno zu iiberwinden und lobte Grégoire de Saint Vincent, der die Stelle berechnet hatte,
wo Achilles die Schildkrote trifft. (Struik S. 128)

Die philosophischen Probleme des Unendlichen brauchen uns heute nicht mehr zu
bekiimmern. Es hat sich herausgestellt, dal man das Wesentliche des ,,Kalkiils“ auf den Be-
griff der Stammfunktion und zwei Rechenregeln reduzieren kann. Es wird sich zeigen, daf} der
Begriff der Stammfunktion stimmig und sehr allgemein verwendbar ist. Die fiir den ,,Kalkiil®
entscheidenden Regeln, die ,,Produktregel“ und die ,,Kettenregel“ werden wir an geeigneter
Stelle prézisieren und beweisen. Hier geht es darum, den Sachverhalt (in moderner Notation)
darzustellen und dann die Regeln auf einfache Fille anzuwenden.

Definition Sei f() eine Funktion auf (a,b), welche auf jedem [c,d] C (a,b) integrabel

ist.

Man sagt von einer Funktion F(-), sie sei Stammfunktion fiir f(-), wenn
d
F(d)—F(c) = /f(u)du fiir alle ¢, d .

Beachte Wenn F(-) Stammfunktion ist, dann auch F(-) + const. Die Stammfunktion
ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt; denn

G) -6 = [ fd = Fla) - F(o)

— G(d)—F(d) = G(c)—G(d) = const .

Notation Wenn F(-) Stammfunktion fiir f(-) auf (a,b) ist, dann notieren wir
dFF = f(x)dx fir = € (a,b)
oder F = /f(m)dm fir = € (a,b)

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Wenn auf (a,b)

dF = f(x)dx mit einem stetigen f() ,

dann gilt gleichméBig auf jedem [c,d] C (a,b)

. 1
lim = [F(z+h) - F(x)] = f(z)
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Beweis

1 1 z+h

7 [F(x+h)—F(x)] = 7 / fly)dy < sup{f(x):y zwischen x und =+ h}
ebenso > inf{f(x):y zwischen z und z+ h}

Wir werden sehen, dafl jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall gleichmifig
stetig ist. Daher

V [e,d] C (a,b) Ve>0:(x € [e,d],|h] <d) — ‘% [F(x+h)—F(z)]— f(z)] < €

d
Didaktischer Hinweis Sei F(d) — F(c) = [ f(y)dy fiir alle [c,d] C (a,b) mit einem

beliebigen integrablen f(-).

Nach einem allgemeinen Satz ist f(-) Lebesgue—fast iiberall eindeutig bestimmt. Man
kann sich auch im allgemeinen Fall mit der Identifikation des Integranden befassen. In der
Mafitheorie wird das gemacht (Stichwort: Satz von Radon—Nikodym). Man handelt sich aber
vollig iiberfliissige Schwierigkeiten ein, wenn man mit den unzureichenden Mitteln der ele-
mentaren Analysis daran geht, das Limesverhalten (fiir h — 0 ) der Funktionenschaft
+ [F(z + h) — F(z)] zu studieren. Wer unbedingt wissen will, wie man die Schwierigkei-
ten mit ,relativ elementaren* Mitteln meistern kann, der sei etwa auf Walter, Analysis 2,

S. 342 verwiesen.

Beispiele Die Stammfunktionen fiir die folgenden elementaren Funktionen waren schon
vor der Erfindung des ,, Kalkiils“ bekannt (in anderer Notation natiirlich):

1) dInz) = Ldz fir z€(0,00)
2) d(e*) = e* dr fiir z € (—o0,+00)
3) d(sinx) = cosx-dx
d(cosz) = —sinz-dx fiir z € (—oo,+00)
4) d(arcsinz) = ﬁ de fiir z € (—1,41)

5) d(arctanz) = ﬁ dx fir x € (—o0,+00)
6) d(z) = a-2*tdr fir x € (0,00)

(Der Exponent « durfte auch damals schon eine rationale Zahl oder eine negative Zahl sein.)

Die Formeln sind den heutigen Studenten aus der Schule bekannt. Thre Herleitung kann
daher hier unterbleiben; sie wiirde uns von unseren Zielen ablenken. Wir wollen die Formeln
hier im Montagszug als Bausteine fiir die Berechnung weiterer Stammfunktionen beniitzen.
Das liefert uns Anschauungsmaterial fiir die strenge Begriindung der Infinitesimalrechnung
im B-Zug.
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Beispiele mit unstetigen Integranden

7) Die fiir u # 0 definierte Funktion
1
flu) = —=
Vul

hat eine Stammfunktion auf R, ndmlich

2-\x fir >0
F(x) =
—2-/|z] fir x<0.

Es gilt also

2.+/lz|
—

+1 fir >0
8) f(z)=signx =<0 fiir 2 =0
-1 fir z<0.

Fir F(x)=|z| gilt dann
dF = (signz)dz fiir alle z € R.

In der Tat gilt fiir alle ¢ <d

d
|d| —|c| = F(d) — F(d) = /(signm)dw :
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Produktregel :  [d(F-G)=F-dG+G-dF|

Kettenregel :  |d(H(F)) = h(F) -dF, wenn dH = h(y)dy .|

Wir erldutern zunéchst die Produktregel:

Nehmen wir an, F und G seien Stammfunktionen
dF = f(z)dx , dG = g(z)dx fir z € (a,b) .
Die Produktregel besagt dann, dal auch F' -G eine Stammfunktion ist, und zwar
d(F-G)=(F(x) g(x)+ G(z) - f(x))dz fir =€ (a,b) .

Die Erklarung kommt ohne den Begriff des Differentialquotienten aus. Die Produktregel gilt
ganz allgemein. Fiir stetig differenzierbare F und G 148t sie sich ganz einfach aus dem
obigen ,,Hauptsatz“ herleiten.

Wenn man die Produktregel ausfiihrlich schreibt, dann heifit sie auch die ,,Regel der par-
tiellen Integration®:

Fiir alle ¢,d mit a <c<d<b gilt

d
[ o) Faye = 17l - [ 6w @yt

Die ,Methode der partiellen Integration“ geht so vor sich. Das Integal fcd h(z)dx ist zu
bestimmen. Nehmen wir an, wir kénnen h(-) als ein Produkt schreiben: h = ¢g- F, wo
F eine Stammfunktion ist. Dann kann man das Problem zuriickfithren auf das Problem, die
Stammfunktion von G- f zu finden. Diese Reduktion fiihrt manchmal zum Ziel.

Beispiele fiir partielle Integration

1) Fir z >0 gilt
x

i 1
/lnudu: [ulnu]f—/u-—du:xlnx—$+1.
u
1 1

Symbolisch geschrieben

dzlnzx —z+1) = Inz-dz fir z>0.
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2) Fir a >0 undalle z >0 gilt

X X
/u“-sinudu = —xa-cos:v+a-/uo‘_1-cosudu
0 0
X X
/uo‘-cosudu = xa-sinx—a~/uo‘_1 - sinu du
0 0

Symbolisch geschrieben

1

d(z®-cosz) = [—a2%-sinz+a- -z 'cosz] -z fir >0
(0%

d(z® -sinz) = [x -Cosx+a-$o‘_1sinx]-m fir z>0.

Die Funktionen [...] sind in der Tat integrabel.

3a) Die Funktion cos% ist zwar im Nullpunkt nicht stetigt: sie ist aber beschrankt und
daher iiber jedem endlichen Intervall integrierbar. Es gilt

’ 1 1 , . 11°
/ [QU - 8in — — cos —] du = [u . sin—} fir alle ¢,d
u u ul,
c
9 .1 1 1 .
dlz®-sin—) = |2x-sin— —cos—|dz fir z€ (—o0,+00) .
x x x

3b) Die Funktion %cos% ist in der Ndhe des Nullpunkts nicht integrierbar. Es gilt aber
immerhin fir z € (0,00) und x € (—00,0).

1 1 1 1
d <x2 . sin—> = [Sin — — —cos —} dr .
z T

4) Fiir alle >0 und z € (0,00) gilt

xT

MNa,z) = /ual-e“ du

0
1 £ 1
= [—uo‘-e”] —i——/uo‘-e”du
a 0 «
0

4*) Den Limes I'(a) := lim ' I'(a,x) nennt man die Gammafunktion fir o > 0. Die
Tr—0Q0
Funktion I'(c,x) heifit manchmal die unvollstédndige Gammafunktion. Die Gamma-

funktion ist wegen der Funktionalgleichung

1
INa) = o I'(a+1) (hier fir a > 0)
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beriihmt. Es gilt T'(n +1) =n! fir n=0,1,2,....

Eine sehr lesenswerte Beschreibung der Geschichte der Gammafunktion gibt Davis, The
Chauvenet Papers, Herausgeber ABBOTT.

Wir werden spéter sehen

p@:ﬁ:o]‘%exdx,

eine weitere bemerkenswerte Beziehung zwischen der Exponentialfunktion und der Zahl

.
5) Fiir alle o und alle 6 >0
d((sinz)* ! . cosz) = [—asin®z + (a — 1) sin® 2 z] dz fir x € (6,7 —0) .

Besonders interessant ist die Rekursion (n =2,3,...)

T x

. | n—1 e
sinudu = —= sin" 'x-cosx + sin” 2 udu .

n n
0 0

5*) Setzen wir = = % , so erhalten wir

2
w/2 w/2
.. n n—1 . n—92 ..
/sm rdr = /sm xdx fir n=2,3,...
n
0 0
/2
2m—1 2m —3 1
/sianxdm S Lam . -0
2m 2m — 2 2 2
0
/2
2 2m — 2 2
/siandea: = m_ am S |
2m+1 2m—1 3
0
TPsin?rdr 102355 7 2m—1 2m+41l 7w
foﬂ/QsiHQmHmdx 2 2 4 46 6 2m 2m 2

Mit Hilfe von

| < OW/zsianxdm < 1 1
= fﬂ/Q G2t gy T om
o sin xdx

findet man die Wallissche Formel

i (e ) = V7

m—00
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Hinweis fiir den Kenner

1) Die Funktionen F(-), die als Stammfunktionen auf einem Intervall auftreten kénnen,

heiflen absolutstetige Funktionen. Jede absolutstetige Funktion 148t sich als Differenz

von isotonen Funktionen darstellen. Aber nicht jede isotone stetige Funktion ist absolut

stetig.

2) Ein beriihmtes Beispiel ist Cantors Funktion

[V

N[

=

1—

T T | | T T
12 1 2 71 8
0 5 § 3 3 9 9
1 (1 2]
C = — fi €=, =
() ; firw 3 3]
1 (1 2]
C(.%') = Z fir x € _5, §-
3 (7 8]
C(IE) == Z fir = € _5, 5_
1 (1 2
_ L 1oz
C(z) g fir ze P 27}
3 (4 5
C = — fi —, =|,-.-.
(x) g fir ze |, 27},
c() ist ~ differenzierbar im Innern der Intervalle
i1 1 1 1 1 1
3° 90 9 270 200 27 20 ¢
1 2.4 8 1 1+2+22+ 1
39 27 81 3 37\3 )3

2
3

mit

1.

den

Langen

Die Menge der =z, in welchen C(-) nicht differenzierbar ist, ist eine Lebesguesche

Nullmenge; sie heifit das Cantorsche Diskontinuum. Ein Punkt x gehort dann zum
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3)

Cantorschen Diskontinuum, wenn in der terndren Entwicklung

(o]
x:Zwi-?)_i w; =0 oder w; =2 fir alle 7.
i=1

Die Funktionen beschriankter Schwankung (und zwar nicht nur die stetigen) erfreuen
sich in der Mafltheorie seit langem grofler Beliebtheit. Das Stichwort ist die Lebesgue-
Stieltjes—Integration. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dafi F(-) isoton und
rechtsstetig ist. Fiir alle borelmeBbaren nichtnegativen h(-) wird das ,Integral®

/ h(z)dF(x)

definiert; und dieses Integral bzgl. dF hat die grundlegenden Eigenschaften der Linea-

ritédt und monotonen Stetigkeit.

Die Funktionen unbeschriankter Schwankung treten erst seit neuerem als Elemente einer
Integrationstheorie auf. Die stochastische Integration ist ein hochst lebendiger Zweig der
Wabhrscheinlichkeitshteorie. Besonders wichtig und beliebt ist die Integration bzgl. des
Wiener-Mafles oder bzgl. des Prozesses der Brownschen Bewegung. Die zufélligen und
deterministischen Objekte, die hier integriert werden

0/ B(s)dW,

sind aber nicht so einfach zu beschreiben. Die Produktregel und die Kettenregel wird
in der stochastischen Integration durch eine etwas komplizierte Regel abgelost (,Ito—
Formel®).

Von Differentialquotienten ist in keiner dieser weitergehenden Theorien die Rede. Die
Fortfithrung des Begriffs des Differentialquotienten in der abstrakten Mafltheorie ist der
Begriff der Radon—-Nikodym—Ableitung.
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A.5 Variablensubstitution. Spezielle Kurven.

Zu Newtons Ansatz.

Die Aussage ,,J(-) ist Stammfunktion zu j(-)* schreiben wir
dJ = j(z)dz oder auch J = /j(x)dz .

Sie ist genau dann wahr auf dem Intervall (a,b), wenn

d
J(d) = J(c) = /j(a:)da: fir alle [c,d] < (a,b) .

C

Nicht jede elementare Funktion j(-) besitzt eine elementare Stammfunktion J(-).

Auch

dann, wenn es zu j(-) eine elementare Stammfunktion gibt, ist diese nicht immer leicht zu

finden. Geschick und Erfahrung ist erforderlich; die Produktregel (Regel von der partiellen

Integration) und die Kettenregel (Regel von der Variablensubstitution) sind die wichtigsten

Hilfsmittel. Die Kettenregel hilft weiter, wenn es gelingt, den Integranden j(x) so zu fakto-

risieren, dafl
j(x)dx = h(F(z)) - dF (z) .

Wenn H(-) die Stammfunktion zu h(-) ist, dann hat man

d d

/j(w)dm = /h(F(x)) - f(x)de = H(F(d)) — H(F(c)) -

c c

Den genauen Geltungsbereich dieser Formeln wollen wir hier nicht zu bestimmen versuchen.

Im Montagszug geht es um den Kalkiil.

Beispiele

1
1) / ————5— - cos v dx = arctan(sin z).
1+sin“z

In der Tat gilt mit

y=F(x) =sinx , dy = f(z)dr = cosz dz
1 1 1
Tranls 0 F = Ty S0 = a W

= d(arctany) = d(arctan F(x)) .

2) /e‘/idac:?(\/i—l)'e‘/5 fir x € (0,00 <)
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Das ergibt sich mit der Substitutionsmethode wie folgt

de oder z=1vy%, drx=2ydy

DN | =

Sl -

y=vr, dy=

/eﬁ dr = /ey 2ydy = €Y 2y — /ey -2-dy (partielle Integration)

= V2 —2¢ = 2y—1)-e¥ = 2. (Y —1)eV.

1 T ..
3) / der = In <tan 5) fir z € (0,7) .

sin x

Daf die Funktion j(z) = z1— in (0,7) eine Stammfunktion besitzt, ist offensichtlich;
j(-) hat iiber jedem Intervall [c,d] C (0,7) ein endliches Integral. Wer von irgendwo die
Vermutung gewonnen hat, da J(z) =1In (tan %) diese (bis auf eine additive Konstante

eindeutig bestimmte) Stammfunktion ist, priift sie leicht nach

1 x 1 1 1
dJ = -d(m—): : = d
tan £ 2 tan$  cos? (%) 2
B 1
- 2sin 5 - cos 5
denn
i 1 -1
d<smy> = cosydy +siny - —— - (—siny)dy
cosy cosy cos?y
2 .9
1
_ cos“ytsmTy dy = d
cos?y cos? y
. X xz .
2.8in —-cos — = sinx
2 2

Um zur Vermutung zu gelangen, braucht es die schlaue Idee, y = tan 5 als neue

Integrationsvariable einzufiihren. Diese Idee liefert

1
4) /7dx = ln<x+ 1—|—x2) fir z € (—o0, +00)
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Eine gute Chance, die Losung zu vermuten, hat derjenige, der die sog. Hyperbelfunk-
tionen kennt

sinht :=

(¢~ )

cosht := (et —i—e_t) .

| — N

Man priift leicht nach

d(sinht) = cosht-dt
d(cosht) = sinht-dt
(cosht)? — (sinht)> = 1 fiir t € (—o0,+00) .
Der hyperbolische Sinus besitzt eine Umkehrfunktion auf R; denn

(et—e*t) — e = -1 — e —2met =1

— (f—2)? = 1422 —= e = z+V1+22
t = ln<x+ 1—|—x2> .

xr =

DO =

—

Fiir die neue Integrationsvariable ¢ haben wir

x = sinht dx = (cosht)dt

1 1
andererseits =

V14 22 cosht

1 1
—— de = [ —— (cosht)dt = t=1 < 1 2) _
/ = dx /cosht (cosh t)dt t=In(z+ +

Die Integration der gebrochenrationalen Funktionen

A) Wenn das quadratische Polynom z? + cx +d keine reelle Nullstelle besitzt, d.h. wenn
d— % > 0, dann gilt

1 1 T+ 5
m dr = 72 - arctan 72
x
d— 7 d—F
2z +c 9
Durch eine affine Transformation kénnen wir das Problem, % zu integrieren
auf die Probleme,
1 q 2z
(14 22)n (14 22)n
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zu integrieren, zuriickfithren. n =2,3,...

/ 2x d 1 1
(14 z2)" 1-n (1+a2)n1

Betrachten wir fiir n=1,2,...

1
F,(z):= /m dx .

Es gilt die Rekursionsformel (fir n =2,3,...)

x 2n—3
2n— D +22m 1 T 2m—1)

Fn(l') = Fn—l(x)

B) Fiir jedes z* € R gilt in (—o0,z*) undin (z*,00)

1 dr — In |z — z*| falls n=1
/(x_x*)n v L1 fills n=2,3,...
1—n (m—x*)”fl »
C) Sei
p()
fa) =22
(@) q(z)

eine gebrochenrationale Funktion. Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung finden wir in den
Intervallen zwischen den Nullstellen des Nennerpolynoms die elementare Stammfunkti-
on. Diese Stammfunktion ist im allgemeinen keine gebrochenrationale Funktion.

Beispiele
1 1
) [ ———dr==1
) /xQ—ldx 5o
1 1./, 1./,
2) 2.2 dex = 5111(56 —|—\/§-x—|—1)—§ln<x —\/§-x+1>

14 24
+ arctan (\/§-x+1> + arctan <\/§-x—1) .

r—1

Y 1‘ fir € (—oo,—1)U (=1,+1) U (+1,400)

Dem Buch von Courant (S. 204) entnehmen wir, dafl Leibniz mit dem Beispiel Schwierigkeiten
hatte. Offenbar hat er sich verrechnet; und das Prinzip der Partialbruchzerlegung stand ihm
nicht so klar vor Augen, dafl er aufgab, bevor er den Rechenfehler entdeckt hatte. Courants
Buch behandelte einige weitere Klassen von elementar integrierbaren Funktionen, indem er
sie mit Hilfe der Substitutionsregel auf rationalgebrochene Funktionen zuriickfiihrt.
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Hinweis zum Begriff der elementaren Funktion Es hat sich im 19. Jahrhundert
in der Lehrbuchliteratur eingebiirgert, diejenigen Funktionen als elementare Funktionen zu
bezeichnen, die sich aus den Konstanten und den Funktionen

x,Inx,e”, sinx, cos x, arcsin x, arctan x

mittels der Grundrechenoperationen, dem Hintereinanderschalten und der Bildung der Um-
kehrfunktion gewinnen lassen. Diese Namensgebung hat keinen tieferen Grund; Funktionen

wie die Gammafunktion oder das ,, Fehlerintegral“

[
O(z) = / Wer e 3v’ dy

verdienen das Etikett ,elementar* mindestens ebensosehr wie irgendwelche komplizierte zu-

sammengesetzte Funktion wie z.B. In(sin(e”)). Wie immer man den Begriff der elementaren
Funktion fassen mag, wenn man verlangt, dafl nicht nur die Ableitungen sondern auch die
Stammfunktion von elementaren Funktionen elementar heiflen sollen, dann wird man keine
wirklich iiberschaubare Klasse von Funktionen erhalten. Die Stammfunktion von so einfachen
Funktionen wie

1 1, 1. 1 1
_— ', —¢e', — sinx, —, ——
Vi+azr' oz x Inx Vcos 2x

sind im traditionellen Sinne nicht elementar — was allerdings nicht ganz leicht zu beweisen
ist. Manche dieser Stammfunktionen haben Anlafl zu interessanten mathematischen Uberle-
gungen gegeben.

wird durch die Variablensubstitution x =siny zu

V| om

/ dr
VA=) —227)

b) Die Stammfunktion

|
CcoS . — COS Y
wird durch die Variablensubstitution x = cos % zu

dx 1
—k:\/i/ mit k= .
V1 —22 /1 — k222 cos §

X

/ dy , / d
c) ———  wird zu :
1 — k2sin?y V(1 —22)(1 — k222)
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Bekanntlich gilt

S

arcsin(s) —/ _dz
= — .
) Vi-u

Man kann den Sinus als die Umkehrfunktion dieses unbestimmten Integrals einfiihren
(mit 27—periodischer Fortsetzung).

d) Man erhélt hochst interessante Funktionen s(u), die sogenannten elliptischen Funktio-
nen, wenn man die Umkehrfunktion von

/ dzx
v = 0/ JI-2)(1 - )

studiert. Diese Funktionen s(-) sind im 19. Jahrhundert eingehend untersucht worden.

Die Anwendungen gehéren nicht zum traditionellen Stoff der Anféngervorlesung.

Die exzessive Beschéftigung mit den sogenannten elementaren Funktionen, die manche
Lehrbiicher fiir lehrreich halten, wollen wir hier nicht mitmachen.

Geschichtliches : Newtons Ansatz

Wie schon in A.4 erwihnt, geben die Notationen, die wir heute verwenden, im groflen Ganzen
auf Leibniz zuriick. Leibniz konnte die Grundlagen des neuen Kalkiils ebensowenig schliissig
erkldren wie Newton. Seine Symbole dz,dy wurden manchmal wie endliche Grofien behandelt
und manchmal als Groflen aufgefafit, die kleiner als jede angebbare Zahl und doch nicht Null
waren. Ahnlich war es mit den ,Fluxionen® bei Newton. Beide Viiter des Kalkiils wurden
wegen der mangelnden Grundlagen heftig kritisiert, Newton insbesondere von BERKELEY
(1685-1753), der die Fluxionen als die ,Geister von abgeschiedenen Groflen verspottete.
Berkeley glaubte, dafi die offenbar richtigen Resultate des Kalkiils durch eine Kompensation
von Fehlern erzielt wiirden. (sieche Struik, insbesondere S. 141 ff). Die Differentiale dx,dy, ...
kamen im 19. Jahrhundert auler Mode; man arbeitete nur noch mit Differentialquotienten.
(Genaueres siche Struik S. 151). Erst im 20. Jahrhundert kamen sie wieder in der nun streng
begriindeten Theorie der Differentialformen.

Newton dachte nicht im gleichen Sinne wie Leibniz an Funktionen. Er dachte nicht an
eine ,unabhéngige Variable® x und eine ,abhéngige Variable“ y. Fiir ihn waren z und
y gleichberechtigte ,,Fluenten“. Das folgende Zitat (nach Struik S. 123) kann so verstanden
werden, dafl Newton an Bahnen dachte, auf denen man sich infinitesimal bewegen kann.
In Newtons ,Methode der Fluxionen®“ (1736) heifit es: Die Variablen fiir Fluenten werden
mit v,x,Y,2,... bezeichnet ,und die Geschwindigkeiten, mit denen jede Fluente durch ihre
Bewegung vergréifert wird (die ich Fluzionen oder einfach Geschwindigkeiten nennen will)
werde ich durch dieselben (punktierten) Buchstaben bezeichnen, also ©,%,y,2.“
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Die infinitesimalen Groflen werden bei Newton ,Momente der Fluxionen“ genannt und
durch #o,90,z0 bezeichnet, wo o eine ,unendlich kleine Grole® ist. Newton fiéhrt dann
fort:

90 sei eine beliebige Gleichung

23 —ar’+ary—y> =0

gegeben. Man setze darin x4+ to fir x,y-+yo fir y wund erhdlt dann

23 + 32240 + 3zioto + &30 — ax® — 2axio — aioio + axy
+ ayio + atoyo + azxyo — y° — 3yyo — 3ygoyo — 20 =0 .

3

Nun gilt nach Voraussetzung x> — ax® + axy —y> = 0, so daf8 sich nach Streichung dieser

Grdfien und Division des verbleibenden Ausdrucks durch o ergibt
32%d — 2axd + ayd + axy + 3riio — aido
+ adgjo — 3yyyo + 300 — 300 = 0
Da aber o als unendlich klein vorausgesetzt wird, so daf8 es Momente von Groflen darstellen

kann, ergeben die damit multiplizierten Ausdriicke im Vergleich zu den dibrigen nichts. Ich

lasse sie deshalb weg, und es bleibt tibrig
32%d — 2axd + ayd + azxy — 3y’y =0 . ¢

Die Division des verbleibenden Ausdrucks durch o und das Weglassen der Glieder mit einem
mehrfachen o hat allerseits grofies Unbehagen ausgelost. (vgl. Struik S. 128 und S. 140).
Ahnlichkeiten mit Newtons Notation haben sich aber dennoch in manchen Zusammenhéngen
bis heute gehalten; der Punkt (wie in ©,%,9,2) wir heute hiufig verwandt, wenn man an
Ableitungen nach einem Zeitparameter denkt. Wenn man Newtons Kurve

xg—axz—l-axy—yg =0
durchliuft, dann stehen die infinitesimalen Anderungen von z und y in der Beziehung

(322 — 2ax + ay)t + (ax — 3y*)y =0 .

Newton redet aber nicht von einem Zeitparameter; wenn man die Zeit anders parametrisiert,
dann multiplizieren sich die ,Geschwindigkeiten“ & und ¢ mit derselben Funktion von f.

Hinweis In der modernen Auffassung des 20. Jahrhunderts wiirde man das Resultat von
Newtons Uberlegung etwa folgendermafien ausdriicken:
Auf der Mannigfaltigkeit

{(z,y) cad —ax? +axy — P = 0}
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verschwindet die Differentialform
(322 — 2az + ay)dx + (ay — 3y*)dy .

Fiir eine differenzierbare Kurve (z(t),y(t)), die auf der Mannigfaltigkeit verlduft, gilt fiir den
Geschwindigkeitsvektor (& (t),y(t)) die Beziehung

(32°(t) — 2ax(t) + ay(t))a(t) + (ay(t) — 32*(t))y(t) =0 .

Im Gegensatz zu Newtons Bezeichnung mit dem Punkt iiber der Variablen wird die Ableitung
in Bezug auf den Ort seit der Zeit von Euler mit einem Strich bezeichnet. Das iiberragende
Ansehen der Lehrbiicher von Euler (insbesondere die ,Introductio ad analysin infinitorum*
von 1748) bereinigte iiberhaupt viele strittige Bezeichnungsfragen (vgl. Struik S. 136). Zum
Gebrauch der Bezeichnungen

o), L et

siehe auch Walter, S. 238.

Kurven

Wir zitieren aus W. Walter, Analysis 2 (S. 151): ,, Es gibt zwei Arten, den Begriff der Kurve zu
bestimmen. In der geometrischen Auffassung ist eine Kurve der Ort von Punkten in der Ebene
oder im Raum, die durch gewisse Figenschaften charakterisiert sind. So wird etwa in der Ebene
ein Kreis durch den konstanten Abstand zu einem Punkt und eine Ellipse durch die konstante
Abstandssumme zu zwei Punkten beschrieben. Im mechanischen Bild erscheint die Kurve als
Bahnkurve eines bewegten Punktes. Beide Auffassungen finden sich bereits bei den Griechen.
Die Kegelschnitte, ein Hauptgegenstand der griechischen Mathematik, sind durch geometrische
Eigenschaften definiert. Die erste mechanisch erklirte Kurve ist die Archimedische Spirale.“

Beispiel fiir Kurven

1) Ellipsen x,y seien cartesische Koordinaten in der Ebene. Betrachten wir zwei Punkte

im Abstand 2e, etwa

(@,y)(P-) = (=€,0) 5 (z,9)(P4) = (+¢,0) .

Der geometrische Ort aller Punkte P, fiir welche die Summe der Absténde zu diesen
Punkten gleich 2a ist, ist folgendermafien zu beschreiben

2a=1/(z —e)? +12 +/(z +e)? + 12
Die Gleichung kann man umformen, etwa durch Erweitern mit der Differenz der Wurzeln

2a - {\/(m—{—e)2+y2—\/(m—e)2+y2 = 4dex .
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Aus den beiden Gleichungen erhélt man durch Linearkombination

da-+/(z 4 e)? + y2 = 4a® + dex
und schlie3lich
2 2
%+Z_2:1 mit 2 =a%—¢?.

Als Parametrisierung der Ellipse bietet sich an
r=a-cost, y=2>b-sint.

t heiBt die exzentrische Anomalie; wenn ¢ das Intervall [0,27] durchlduft, dann
durchlduft P, mit den Koordinaten (a-cost,b-sint) die Ellipse.

Die Funktionen
x =sinht, y=cosht

heiflen deswegen Hyperbelfunktionen, weil (z,y) den Hyperbelast
{(z,y) :y> — 2% =1, y > 0} durchliuft, wenn ¢ das Intervall (—oo,+o0o) durchliuft.

Hinweis Die Kurve y = coshx heifit Kettenlinie. Zur geometrischen Begriindung
dieses Namens siehe Heuser, S. 296.

Die Lemniskate ist geometrisch definiert als der Ort aller Punkte P , fiir welche das
Produkt der Abstinde r(P-) und r(Py) von zwei feltgehaltenen Punkten P_ bzw.
P, im Abstand 2a den Wert a® hat. Fiir

(xvy)(P—) - (_a70)7 (xay)(P-i-) = (+a70>

2 = (z+a)’+y?, rt o= (@—a)’+y’

ergibt sich aus 72 -ri = a* durch eine einfache Umrechnung die Lemniskatengleichung

(2 +yH)? —2d%(2® —y?) = 0.
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Fiihren wir Polarkoordinaten ein
r=r-cost, y=r-sind,

so erhalten wir
rt —2a% - r%(cos? ¥ — sin®¥) = 0
r? =242 - cos 20 .

4) Zykloiden entstehen, wenn ein Kreis auf einer Geraden oder auf einem anderen Kreis
abrollt. Jeder Punkt der rollenden Kreisscheibe beschreibt dabei eine Zykloide. Betrach-
ten wir den einfachsten Fall, daf§ ein Kreis vom Radius a auf der z—Achse sollt. Wihlen
wir den Anfangspunkt des Koordinatensystems und den der Zeitrechnung so, dafl der
Kurvenpunkt fiir ¢t =0 in den Ursprung fillt, dann ergibt sich fiir diese ,,gewohnliche*
Zykloide die Parameterdarstellung

x=ua(t—sint), y=a(l—acost);

dabei bedeutet ¢ den Winkel, um den sich der rollende Kreis aus seiner Anfangslage

herausgedreht hat und der bei gleichférmiger Rollbewegung der Zeit proportional ist.

1 T T T T T T T

0.4*(t-sin(t)), 0.4*(1-0.4*cos(t)) ——

0.8 A

0.6 A

02 - A

Zykloide mit a = 0,4

Man kann nach Elimination des Parameters ¢ die Gleichung der Zykloide auch in

rechtwinkligen Koordinaten schreiben

_ _ PRY
COStza y, t:arccosa y, sint = 4+ 1—%
a a a

a —

Z = @ - arccos Yy (2a —y)y .
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Wir haben schon erwihnt, dafi Leibniz 1686 das Symbol [ eingefiihrt hat. Leibniz
schrieb die Gleichung der Zykloide folgendermafien

V2r — 22’

5) Die van der Waals Gleichung

Es seien a,b, ¢ positive Zahlen. Wir studieren im Bereich x > b die Funktionen f.(z),

die durch die Gleichung
a
(v+35) @b =

gegeben sind. (y steht fir f.(z)).

Es handelt sich um eine auf den Nobelpreistriager van der Waals (1837-1923) zuriick-
gehende approximative Beschreibung der Zustandsgleichung realer Gase. x steht fiir
das Volumen, y fiir den Druck, c¢ ist proportional zur absoluten Temperatur. Die
Konstanten a und b héngen davon ab, mit welchem Gas man es zu tun hat. Der
Grenzfall a =0 =5 liefert die Zustandsgleichung des idealen Gases.

Das Bild zeigt die Funktion f.(-) fiir einige c¢. Fiir die physikalische Interpretationen
ist das zweite Bild mafigeblich. Fiir nicht allzu hohe Temperaturen #ndert sich der
Druck durch die Verdnderung des Volumens in einem gewissen Bereich nicht; Volu-
menénderung fithrt zum Verdampfen einer Fliissigkeitsmenge bzw. zum Kondensieren
einer Gasmenge.

Y
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Eine qualitative Diskussion der Gleichung fiir festes (a,b) in einem gewissen Bereich
ergibt, daB8 f.(-) fiir ¢> ¢* (die kritische Temperatur) antiton ist.

Wir bestimmen c*

a &
G 22 z—b
, _ 2a c

fe(z) = B o0

Wir interessieren uns, ob f/(x) fiir gewisse x > b den Wert 0 annehmen kann, ob also
x

2
die Gleichung = (x —b)? =23 Losungen > b besitzt.
c

0.3

T
Mo —0.14)2

0.25 -

0.2 -

0.05 -

-0.2 0 0.8

Das Bild zeigt die Funktionen

2
x»—»—a(ac—b)z und z+——x
c

3

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



A.5. VARIABLENSUBSTITUTION. SPEZIELLE KURVEN. ZU NEWTONS ANSATZ. 63

Fir =z — oo steigt die zweite schneller an als die erste. Fiir kleine Parameter 27“

schneiden sich die Funktionsgraphen im Bereich x > b nicht. Fiir grofie %a gibt es im
Bereich =z > b genau zwei Lésungen; besonders interessant ist der Fall, wo diese beiden

Losungen zusammenfallen, wo also die Ableitungen im Schnittpunkt gleich sind.

0.3 T T T 7 T
14(x,0.548/27)*2 ——
/ X**3 -

0.25 -

0.2 -

0.15 -

0.1 r

0.05 -

0.8

In diesem Fall gibt es ein z > b mit

2 4
L@-02=3 und 2 (T-b)=32.
C C

Aus den beiden Gleichungen ergibt sich durch Division

2a ¢ 1 2
2 (F-b=7 1 T—b=-7 z=3b.
; 4a(x ) 3%, abso 2 3%,
Dies, eingesetzt in die zweite Gleichung, ergibt 2 = % b. Die kritische Temperatur ist

. x _ 8 a
also ¢ =93

Die Funktion F,(-), die die Isotherme physikalisch beschreibt, ergibt sich aus f.(-)
dadurch, dafl man die Nichtisotonie so bereinigt, dafl

zo

[ 1B~ fo) dz =0
Tn
Fiir x < xy(c) ist aller Dampf verfliissigt; fiir @ > z(c) ist alle Fliissigkeit verdampft.

Die mathematische Funktion F.(-) beschreibt die realen Verhéltnisse natiirlich nur
approximativ. Die Modellvorstellungen, die zu dieser einfachen Gleichung fiihren, sind
recht grob. Eine Diskussion findet man z.B. im beriihmten Lehrbuch: R.W. POHL:
Einfiihrung in die Physik, Mechanik, Akustik und Warmelehre. Springer, 17. Aufl. 1969.
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Anhang : Zum Lehrprogramm

Struik schrieb 1963 (er war damals Professor emeritus der Mathematik am MIT): , Eine
ungewdhnlich fruchtbare Periode mathematischer Schaffenskraft wurde durch die Verdffent-
lichung der Arbeiten von 1684 und 1686 eingeleitet. Nach 1687 war Leibniz eng mit den
Briidern Bernoulli verbunden, die seine Methode begierig aufnahmen. Noch vor 1700 hatten
diese Mdnner das meiste von dem gefunden, was heute den Studenten der Differential— und
Integralrechnung geboten wird, dazu aber wichtige Teile hoherer Gebiete einschliefflich einiger
Probleme aus der Variationsrechnung. ...“

Heute haben die Studenten der Mathematik keine Mufe, sich wie die Bernoullis iiber all die
interessanten Kurven zu freuen: Kettenlinie, Lemniskate, Isochrone, Brachistochrone etc. Man
befafit die Studenten hauptséchlich mit der Begriindung des Kalkiils. Es wird allenfalls ober-
flachlich auf die Spezialitdten der alten Meister verwiesen. Courant bemerkt dazu in seinem
seit dem ersten Erscheinen 1927 bis heute hochst populdrem Lehrbuch (Vorbemerkungen zur
3. Auflage von 1955): ,, Die Grundtendenz aller neueren Mathematik ist die Ersetzung von Ein-
zelbetrachtungen durch immer allgemeinere systematische Methoden, welche wvielleicht nicht
immer den individuellen Ziigen des einzelnen Falles in vollem Majfe gerecht werden, aber doch
durch die Kraft ihrer Allgemeinheit eine Fille neuer Resultate versprechen. Auf der anderen
Seite gewinnt die Zahl, die analytische Behandlung der Dinge, immer mehr ihr selbstdindi-
ges Recht, um schlieflich gdinzlich zur Herrschaft tiber die Geometrie zu gelangen. ... Dabei
sei auf eine Gefahr, die aus der eingangs erwdihnten Diskontinuitit (zur geometrischen Be-
trachtung der einzelnen mathematischen Objekte in der Elementarmathematik) entspringt,
besonders hingewiesen. Der elementare Standpunkt der Schulmathematik verleitet zwar dazu,
an Einzelheiten haften zu bleiben und den Blick fir die allgemeinen Zusammenhdnge und sy-
stematischen Methoden zu verlieren. Der ,hdhere Standpunkt der allgemeinen Methode birgt
aber die umgekehrte Gefahr in sich, daf$ der Zusammenhang mit dem konkreten FEinzelnen
verlorengeht und daf$ man den einfachsten individuellen Schwierigkeiten ratlos gegeniibersteht,
weil man in der Welt allgemeiner Begriffe verlernt hat, das Konkrete zu sehen und zu fassen.
Der Leser muf$ mit eigenen Kriften dafiir sorgen, durch dieses Dilemma hindurchzukommen.
Nur das immer wiederholte selbstindige Durchdenken der Einzelheiten und das vollstindige
Erfassen der allgemeinen Gedanken im speziellen Beispiel kann zu diesem Ziele fithren, und
hierin liegt die Hauptaufgabe fiir jeden, der sich um das Studium der Wissenschaft bemiiht.”
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A.6 Elementare Losungen von Differentialgleichungen

Beispiel zum Einstieg

Bei gewissen einfachen Bimolekiilreaktionen wéchst die Menge x des Reaktionsprodukts
mit einer Geschwindigkeit, die proportional zum Produkt der gerade vorhandenen Mengen
der reagierenden Ausgangsstoffe ist (, Massenwirkungsgesetz“). Am Anfang sei a die Menge
des einen und b die Menge des anderen Ausgangsstoffes (0.B.d.A. a < b). Dies fithrt auf die
Differentialgleichung

de=k-(a—z)- - (b—x)dt

Wegen

b— 1 1
( )([jl ) = b (Partialbruchzerlegung)
a—z)b—x a—2x —z

kann man das auch so schreiben

( ! ! )dm:k-(b—a)dt.

a—xr b—=x

Der Zuwachs auf der linken Seite ist gleich dem Zuwachs auf der rechten Seite. Wir gehen zu

den Stammfunktionen iiber
97T 4 const = (a—0b)-k-t.

— X

In

Die Konstante ergibt sich aus z(0) =0

T

In 9 = (a—Db)kt
1-%
_r T gla—b)kt
! a <1 b) ¢

a-b- (1 _ e(a—b)kt)
b —a - e(d—b)kt

x(t fir t>0.

~—

Damit ist die Menge des Reaktionsprodukts zur Zeit ¢ bestimmt.
Die Suche nach einer (elementaren) Stammfunktion y = Y(x) zu einer gegebenen (ele-

mentaren) Funktion f(z) (in einer Umgebung von z¢ mit Y (z9) = yp) kann man als die
Aufgabe interpretieren, eine Losung der Differentialgleichung

dy = f(z)dz  durch den Punkt (z,yo)

zu finden. Integration liefert

Y(z) o = / f(€)de .
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Wir betrachten allgemeinere Differentialgleichungen
dy = f(z,y)dy .

Definition Die Funktion Y (x) ist eine Losung mit Y (z¢) = yo, wenn
x
V() - = [ £EY©)de
o

Hier wird = als unabh#ngige und y als abhéingige Variable betrachtet. Man kann (z,y) auch
symmetrisch behandeln, indem man einen Kurvenparameter einfiihrt und nach (z(t), y(¢))
fiir ¢ in einer Umgebung von ¢y sucht, so dafl

In integrierter Form ergibt das fiir die Losung mit (z(to),y(to)) = (zo, o)
¢
(6 w0 - = [ falu®) s
to

Die Frage ist nun, ob es eine (lokale) Lésung gibt: Gibt es (z(t),y(¢)) mit dieser Eigenschaft
(%) fir alle ¢ in einer Umgebung von tg?

Existenz— und Eindeutigkeitsfragen fiir lokale Losungen von Differentialgleichungen wer-
den uns im C—Zug beschéftigen. Hier geht es darum, heuristisch mit Hilfe der Methode der
Stammfunktionen in einfachen Féllen Losungen zu gewinnen. Ob das, was beim heuristischen
Vorgehen herauskommt, das Problem 16st, mufl dann durch eine Probe bestétigt werden. Die
Frage nach der Eindeutigkeit mufl zuriickgestellt werden.

Beispiel Mit der Methode von oben gelangt man zu der Vermutung, dafl

1 _a
mit c:yoib

a
Y(p)= = ——
(z) b 1—c-e™® %0

eine Losung der Differentialgleichung
dy=(a—by) y-dr

ist. Die Probe bestétigt das.

Betrachten wir allgemeiner eine Differentialgleichung

‘M(w,y)d:c—l—N(x,y)dy:O ‘

In zwei Fillen kénnen wir mit der Methode der Stammfunktionen Lésungen angeben
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A) (,,Getrennte Variable*)

Nehmen wir an, dafl

M(z,y)

N(r.y) —f(x)-g(y) -

Die Differentialgleichung hat dann die Gestalt
1
dy = f(x)-g(y)de oder —— dy= f(z)dx.
(x) - 9(y) 50 (z)

Diese Beziehung zwischen den infinitesimalen Zuwéchsen liefert eine Beziehung zwischen den

Stammfunktionen
Yy x
(X R BIGL
9(y)
0 zo
Beispiel

1
—3 vdr+axdy=0.

Die Variablen lassen sich trennen. Man sieht aber auch, dafl mit den Loésungen etwas Ir-

reguldres passiesen kann, wenn sich x oder y dem Wert 0 ndhert. Wir studieren die

Losungskurve durch (zg,y0) mit zo # 0, yo # 0.

2 1
r o2 [
Ly = / ~de
/ y? 3
Y0 zo
1 Yy
S = [Inl|z/]®
[ y} In|z]%,
1 1 x
Yy Yo Zo

Diese Gleichung kann man sowohl nach y als auch nach x auflésen.

~1/2
Y(z) = =+ <i2 —In ﬁ)
Yo Lo

1
X(y) = const-exp <——2>
)
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4 T T T T T T T T
-exp(-1/(tt)), t ——
10*exp(-1/(t4)), t -
3 0.1*exp(-1/(t*t)), t -----
2 = -
1 = . -
0
ERs - 4
2+ 4
-3 kY|
4 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

B) (,,Exakte Form¢)
M(z,y)dx + N(z,y)dy
heifit eine ezakte Differentialform, wenn es eine Funktion F(z,y) gibt, so da8

M('a'):FI("')7 N('a'):F2('a')'

Hierbei bezeichnet Fj(-,-) die partielle Ableitung nach der ,ersten Variablen x und Fy(-,-)
die partielle Ableitung nach der ,,zweiten* Variablen y.

Mit partiellen Ableitungen werden wir uns spéter ausfiihrlich beschéftigen.

Nehmen wir das Beispiel von Newton (siche oben)

F(z,y) = 2°—az®+azy—9°
Fi(z,y) = 32%—2az+ay
Fy(z,y) = az -3y
Dieses F'(-,-) fiihrt auf die exakte Differentialform

(322 — 2az + ay) dz + (ax — 3y*) dy .
Betrachten wir nun die Differentialgleichung
Fi(z,y)dz + Fy(x,y)dy =0 .
Wir erhalten die Losung in impliziter Gestalt
F(z,y) = const .

Die Losung durch (zg,y0) erhalten wir, wenn wir die Konstante gleich F'(xg,y0) setzen.
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Beispiel Zu 16sen ist die Differentialgleichung
By +€*)dx + (3 + cosy)dy =0
sagen wir durch den Punkt (xg,y0) = (0, 7). Die Differentialform ist exakt; denn fiir
F(z,y) =3zy + ¢* +siny
erhalten wir
Fi(z,y) =3y +e"; Fy(z,y) =3zy +cosy .
Die gesuchte Losung der Differentialgleichung (in implizierter Gestalt) ist
3xy +e* +siny=1.
Es war A.C. CLAIRAUT (1713-1765), der die Bedingung der Exaktheit von Differentialfor-
men
M(z,y)dx 4+ N(z,y) dy

herausgearbeitet hat. Clairaut hat sie in seiner Theorie der Gleichgewichte von Fliissigkei-
ten und der Anziehung von Rotationsellipsoiden entwickelt, um die Erdgestalt zu verstehen
(,Théorie de la figure de terre“, 1743). Clairaut hat seine Methode weitergefiihrt in seiner
,» Théorie de la lune“, 1752. Die Begriindung stand zwar auf schwachen Fiiflen; aber die Me-
thode funktionierte. In moderner Notation lautet die Bedingung von Clairaut

Theorem (Clairaut) Die Differentialform
M(z,y)dz + N(z,y)dy

ist genau dann exakt, wenn
Ma(z,y) = Ni(z,y) -

(Vorausgesetzt M(-,-) und N(-,-) sind entsprechend glatt).

Den Beweis verschieben wir auf spéter.
Es kann als gliicklicher Zufall gelten, wenn eine Differentialgleichung

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

in der Form gegeben ist, dafl M (z,y)dx + N(z,y) dy exakt ist. Beispielsweise ist
(a—by)y-de—dy=0

eine unpassende, jedoch
1
dr — —— dy=20
(a—byy

ein passende Form.
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Definition Die Funktion m(x,y) (# 0 in der Nidhe von (xg,yo)) heiit ein integrierender
Faktor fiir die Differentialgleichung M (z,y)dz + N(z,y) dy = 0, wenn

eine exakte Differentialform ist.

Leute mit Erfahrung und Fingerspitzengefiihl erraten manchmal zu einer gegebenen Diffe-
rentialgleichung

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

einen integrierenden Faktor m(z,y).

Mit der Methode der Stammfunktionen erhalten sie dann eine Funktion F(z,y) mit

Fl(‘r’y) = m(x,y)M(:n,y)
Fy(z,y) = m(z,y)N(z,y) ;

und das liefert ihnen dann eine Losung der Differentialgleichung (in impliziter Gestalt)
F(z,y) = F(xo,y0) -
Beispiel
(zy® +y)de —xdy =0
Die Differentialform ist nicht exakt
1

’I’I’L(IE, y) )
y2

ist ein integrierender Faktor; denn

1 x
m(z,y) - (z-y* +y) de +m(z,y)(—z) dy = (”C + 5) dov =5 dy
ist exakt. Fir
2
T T
F .z
(z,y) ) +5
erhalten wir
1
Fi(z,y) =z + ~
)
T
F2 -T,y - —— .
@) =
Die Losungen haben also die Gestalt
T n x2
-+ —=c.
Y 2
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Man kann sowohl nach y als auch nach z auflésen

_ 2x
92— g2

Y(z)

(Die Abszissenachse y =0 ist ebenfalls eine Losungskurve.)
Im Falle ¢ < 0 erstrecken sich die Losungen iiber die ganze Achse. Fiir C > 0 erhalten

wir Losungskurven in  (—oo, —v/2¢) U (—v/2¢, +v/2¢) U (V/2¢, +00)

1 / 1

Einige elementarlésbare Differentialgleichungen

Wir betrachten Differentialgleichungen der Form

dy = f(t,y)dt

fiir einige spezielle f(-,-). Die ,unabhéngige Variable“ ¢ wird als die Zeit interpretiert.
Zur Zeit to setzen wir y(tp) = yo fest und studieren den zeitlichen Verlauf y(-) in einer

Umgebung von tg. Man schreibt auch

Z]:f(y,t)-
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Lineare Differentialgleichungen

Man spricht von einer linearen Differentialgleichung, wenn f(-,-) als Funktion von y
affin ist

J+a(t)y = b(t) .

Dabei sind a(-) und b(-) als stetig angenommen. Im Falle b(-) =0 spricht man von einer
homogenen linearen Differentialgleichung

y+a(t)y=0.

Offenbar sind Linearkombinationen von Losungen ebenfalls Losungen. Betrachte

t

Alt) = / als) ds

2(t) = exp(—A(t))yo -
Es gilt
dz = e O (—a(t))yodt = —a(t) - z(t) dt
Z4a(t)-z(t) = 0

Die Funktionen z(t) losen also die homogene Gleichung. Sie sind die einzigen Losungen
der homogenen linearen Gleichung, denn wenn 7(t) irgendeine Losung ist, dann ist eA®7(t)
eine Konstante wegen

d(e2Dg(t) = eAD(dy + a(t) 7 - dt) =0 .
Die Losungen der inhomogenen Gleichung

Y+ a(t)y = b(t)
ergeben sich als die Summe einer speziellen Losung und einer beliebigen Losung der homoge-
nen Gleichung

t

() = Oy + exp(~A(0) [ exp(A(s)b(s)) ds

to

Man kann das einfach nachrechnen. Es gibt aber auch einen Trick, wie man die Lésung finden
kann, den sog. Ansatz der ,, Variation der Konstanten*:
Gesucht ist C(t) so, daB

2(t) := exp(=A(t))C(?)
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die inhomogene Gleichung 16st. Nach der Produktregel gilt

i(t) = exp(—A(£)C(H) — exp(—A()a(t)C(t)
— exp(—AW))C(t) — a(t)=(t) .

Zu l6sen ist also die Gleichung
exp(—A(1)C(t) = b(t) .

Das ist eine einfache Integrationsaufgabe. Sie fithrt auf

t

C(t) = C(to) + /exp(A(s))b(s) ds

to

und damit auf die obige Formel.

Hinweis Wenn a(t) und b(t) Konstante sind, dann spricht man von einer linearen

Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. In diesem Falle haben wir
A(t) =tA also y(t) = exp(—tA)y(to)

als allgemeine Losung der homogenen Gleichung.

Verallgemeinerung In den Anwendungen interessiert man sich fiir Systeme linearer
Differentialgleichungen

y+alt) -y =b(t)

U1 an(t) a(t) -+ awa(t) Y1 bi(t)

2 az (t) a(t) --- ag(t) Y2 ba(t)
_|_ =

Un agi(t) ag(t) -+ aa(t)) \ya ba(t)

Wer etwas Matrizenkalkiil beherrscht, sieht sofort, dal im d-dimensionalen Fall alles fast

genau so ist wie im eindimensionalen Fall.

A(t) = / a(s) ds

to

und

exp(—A(t)) =T — A(t) + %AZ(t) - %Ag(t) +...
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sind d x d-Matrizen. Zu jeder Spalte g ist

y(t) = exp(—A(t))yo

die eindeutig bestimmte Losung der homogenen Gleichung mit der Anfangsbedingung y(tg) =
Yo
t
() = expl(~A(1) [ exp(A(s))b(s) ds
to

ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Alle weiteren Losungen der inhomogenen Gleichung ergeben sich durch Addition einer
Losung der homogenen Gleichung.

Anwendung Ein aufgeladener Kondensator (mit Kapazitit C) wird iiber eine Spule
(mit der ,Impedanz® oder ,Selbstinduktivitdt“ L) und einem Ohmschen Widerstand R
entladen

R

! o —]

Die Spannung U ist durch die Ladung des Kondensators gegeben. Die zeitliche Anderung
U durch den Strom I:

C-U=-I.
Am Ohmschen Widerstand ist die Spannung (wegen der Selbstinduktivitéit) gleich
U-L-I=R-T.

Das ergibt ein System linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

(-1, 4O

1 _
L
Wenn man nicht einfach den Schalter schliefit um die Entladung herbeizufiihren, sondern

S Q-

stattdessen dort eine von einer &uflern Spannungsquelle gelieferte Spannung anlegt, dann
fithrt das auf ein inhomogenes Gleichungssystem (,erzwungene Schwingungen*).
Man kann das System in eine Differentialgleichung zweiter Ordnung umschreiben

. .1
L-I+RI+=1=0.
R+
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Die Losungen findet man durch den Ansatz der komplexen Amplituden
I(t) = exp(iwt)I(0) .
Von w ist zu fordern, dafi die folgende quadratische Gleichung erfiillt ist.

(—w?L + (iw)R + é =0.

In der Einfithrung in die Elektrizitéitslehre diskutiert man die verschiedenen Fille, die da mit
reellen oder komplexen Wurzeln auftreten kénnen. Wir bemerken hier nur ganz kursorisch:

Im Falle R =0 schwingt der Schwingkreis periodisch. Im Falle R # 0 haben wir eine
sog. geddmpfte Schwingung mit der Frequenz

1 R?
VIC 4L
und der ,,Dédmpfungskonstanten* % .
Auf eine formal identische Gleichung fiihrt die Konstellation des , harmonischen Oszilla-

tors“. Man stelle sich einen Massenpunkt vor, der von einer Feder gehalten wird, bei welcher
die riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung x ist.

Kraft = Masse x Beschleunigung = m-& = —kx .

Die Reibung setzen wir proportional zu & an. (Reibungskraft = —r - )
Daraus ergibt sich die Schwingungsgleichung

mx+rz+kr=0.

Weitere klassische Typen von Differentialgleichungen

Zum Kreis um die Bernoullis gehorte auch RI1CATTI (1676-1754). Nach ihm ist die Gleichung
y = f(t,y) benannt, wo f(¢,-) quadratisch in y ist

g+ a(t)y +b(t)y® = c(t) .
Den Fall ¢(t) =0 kann man in einen allgemeineren Rahmen stellen. Wir behandeln diesen
Fall zuerst und kommen dann zur Riccati-Gleichung zuriick.
Sei « beliebig reell (#0,%# 1) und g(t), h(t) stetig;
y+9t)y+ht)y* =0

heifit dann eine Bernoullische Differentialgleichung. Man fiihrt sie durch eine Transformation

der abhingigen Variablen y auf eine lineare Differentialgleichung zuriick. Setze

z(t) = (y(1)'™°
a(t) = (L=a)(y(®)™" -y

1-a)y *@G+gt)y+ht)y®) = &+1—a)gt)y "+ (1—a)h(t)
= t+(1—-a)glt)r+(1—a)h(t).
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Fazit y(+) 16st die Bernoullische Differentialgleichung genau dann, wenn z(-) = (y(-))'~®
die angegebene lineare Differentialgleichung 16st.

1 t
Beispiel y+§y+§y4:0.

Hier ist a =4, g(t) =13, h(t)=1%.

16st die lineare Differentialgleichung

rT—x = t

z(t) = c-et—(t+1).
Die allgemeine Losung der gegebenen Bernoullischen Differentialgleichung hat also die Gestalt
y(t) = [const - e — (t +1)] /3 .

(Der Punkt ¢*, in welchem y(-) verschwindet, ist ein Ausnahmepunkt).

Zuriick zur Riccati—Gleichung
Es gibt kein allgemeingiiltiges Losungsverfahren. Man kann aber alle Losungen beschreiben,
wenn man eine spezielle Losung y;(-) erraten kann.

g1+ a(t)yr +b()y; = e(t) .
Wenn y(-) irgendeine weitere Losung ist, dann haben wir fiir die Differenz

z(t) = y(t) —vyi(t)
i=g—y1 = —a(t)(y—y1)— bty — i)
= —a(t)z—=0bt)z (24 2y1)

s+ (a(t) +2b(t) y1 (1) 2 +b(t) 22 =0 .

Dies ist eine Bernoulli-Gleichung, die man bekanntlich durch Quadratur (d.h. Stammfunkti-
onsbildung) 1ésen kann..

Beispiel g+ @2t —-Dy—y>=1—-t+1t%).
Eine spezielle Losung ist y;(t) = t. Fiir

erhalten wir die Bernoulli-Gleichung

3—2-22=0.
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Fir vw=z"2= % ergibt sich
u+u = -1
u(t) = cet—1
1
) = ———
() ce t—1

y(t) = t—i—# fir t#Inc.
Schlu3bemerkung Es gibt eine Reihe von speziellen Differentialgleichungen, die in
der Geometrie, der Mechanik oder auch in anderen Disziplinen immer wieder auftreten. Eini-
ge dieser Gleichungen haben zu ausgedehnten mathematischen Theorien Anlafl gegeben. Die
Modellbildungen der Anwender fiithren nicht immer direkt auf die bekannten wohlstudierten
Gleichungen; oft ist viel Kunstfertigkeit nétig um durch geeignete Variablentransformationen
die Beziehungen aufzudecken. Diese Kunstfertigkeiten haben aber wenig zu tun mit dem,
was heute die “Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen® heifit. Dort geht es weniger
darum, spezielle Differentialgleichungen ,,explizit“ zu lésen, als vielmehr darum, das qualita-
tive Verhalten der Losungskurven von recht allgemeinen Typen von Differentialgleichungen

zu verstehen.
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A.7 Die Gammafunktion

Das ,,erste Eulersche Integral® ist definiert fiir o« > 0, 5 > 0:

1

/w 1—m61dx

0

Wir wollen uns zunéchst mit dem ,,zweiten FEulerschen Integral“ beschéftigen

:/x)‘_l e ¥dxr fir A>0.
0

Fiir A€ (0,1) ist der Integrand unbeschrinkt. Wegen

£

1 I3
/CEAI e Fdx < [X :rz)‘} — 0 fir e—0
0

xT

und dem starken Abfallen von e™® fiir x — oo ist das Integral aber endlich. Fiir grofie

A kommt der (prozentual) iiberwiegende Anteil zum Integral von dem Integrationsgebiet
A + const - V.

Das Integral wéchst sehr schnell an fiir A — oo.

'(n)=(n—-1)! fir neN.

oo
Dies ergibt sich aus IT'(1 / “Pdr=1 und der
0

Funktionalgleichung Fiir alle A >0 gilt
A-T(AN)=T(A+1).

Beweis durch partielle Integration.

Die Gamma-Funktion TI'(\) interpoliert also die Fakultétsfunktion. Im 18. Jahrhundert
wurden auch andere Interpolationen der Fakultétsfunktion diskutiert. Einen sehr lesenswerten
Bericht gibt PHILIP J. DAvVIS: Leonhard Euler’s Integral. A historical profile of the Gamma
function in der Sammlung ,, The Chauvenet Papers“, ed. Abbott.

Mit Hilfe des Eulerschen Integrals kann man I'(z) auch fiir komplexe z mit A =Re z >0
erkléren

o0
:/azz_1 e Tdxr fir Rez>0.
0
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Es gilt ndmlich fiir £ >0, A=Rez>0

z—1 efm| (z—=1)Inz e T

X = ‘ €

_ e()\fl)lnx et — x)\fl e T
Fiir die Fortsetzung auf den natiirlichen Definitionsbereich

C\{0,~1,-2,...}

ist aber das Eulersche Integral nicht geeignet. Eine fiir alle z passende Darstellung hat Gauf3
angegeben.

Satz Fiir alle z € C\{0,—1,—-2,...} existiert der Limes

n! n?
T =1
a(?) oo 2(z4+1)...(z+n)

und fiir Re z >0 gilt

o
Fa(z) = /wz_l e “dx .
0
Bemerke
n! n? n! n#tt z+14+n
z - — .
2(z+1)...(z+n) (z+1)(z+2)...(z+1+n) n
Folgerung Wenn der Limes existiert, geniigt er der Funktionalgleichung

z-Tg(z) = Ta(z+1) firalle z € C\{0,1,2,...}.

Es geniigt daher, die Konvergenz fiir z mit Re z € (0,1] zu beweisen. Es geniigt auch, die
Konvergenz fiir reelle Argumente X € (0,1] zu beweisen. Betrachten wir die Ableitungen des

Logarithmus
iln nl n’ = —<1+L+...+ ! >+lnn
dX AA+1)...(A+n) A A+1 A+n
£ o’ P
d\? AA+1)...(A+n) A2 (A+1)2 0 T (A+n)?2

Diese Funktionenfolgen haben einen Limes fiir n — oo. Die zweite Ableitung strebt gegen
eine positive Funktion.

Nach dem Gesagten ist es nach den Mafistiben des A—Zuges evident, daf§ der Limes exi-
stiert und logarithmisch konvex ist. (Eine gewisenhafte Herleitung findet sich z.B. in Barner—
Flohr Analysis I.) Wir werden sehen, daf} diese Feststellungen geniigen, um nachzuweisen,

daf3

o0

La(\) = / 2t e T dx fiir alle A >0 .
0
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Wir studieren nun das Eulersche Integral T'(\) fiir A € (0,00). Es handelt sich um eine
positive Funktion. k(A) =InT'(\) ist also wohldefiniert. Wir zeigen, da§ k() konvex ist.

Satz I'(A\) ist logarithmisch konvex in (0, 00) .

Es gibt viele lehrreiche Beweise dieses fundamentalen Satzes. Wir fiihren hier drei Beweise,
die aber zum Teil Fakten beniitzen, die wir noch nicht vollstdndig bewiesen haben. Einen
kompletten Beweis ohne Anleihen bei Unbewiesenem zeichnet die Ubungsaufgabe vor.
=1

1. Beweis Wir wollen zeigen, daf} fiir alle A\, > 0 und alle p,g > 1 mit = +

D=
Q=

gilt

A 1 1
’“(W&) S P RO+ AW

oder, dquivalent damit

é Jad 1/p . 1/q
r(2+2) < .

Dies bewerkstelligen wir mit Hilfe einer Verallgemeinerung der Holderschen Ungleichung auf
Integrale. (Den Beweis fithren wir in C8.)

Betrachte
fla) = arOY molp
mit der p-Norm ||fll, = (f(f())Pdx)/? = (T(A)MP,

g(m) — z%(ﬂ_l)e—x/q

mit der ¢-Norm |gll, = (f(g(x))?dz)"/? = (I'(u))"/7.
Wir haben

F@) - glz) = 2% Ma Wl gme it /f(x)g(q:) dz =T (% + %) .

Die Héldersche Ungleichung

/ F@g@)dz < 1fl, - gl

liefert die Behauptung.
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2. Beweis kE(X) ist zweimal differenzierbar. Wir zeigen k”(\) > 0.

FO) = W0 = 55T
/ 2
KO = ﬁf”@)-(%@)) .

Wir zeigen
T\ -T7(\) — (TV(N)2 >0

indem wir zeigen
I"(\) - & —2T'(\) - €4+T(\) >0 firalle £E€R .

In der Integrationstheorie zeigt man, dafl auch die Ableitungen durch Integrale dargestellt

werden und zwar

1
ro) = /x>‘ e’ —dx
x
— /eAlnx e % = dr
x
/ Alnz —z 1
') = /lna:e e’ —dx
x
= /lnm e ® l dx
x
o) = /(lnx)2 e — dx
x
1
I"(NE =2V (NE+T(N) = / ((Inx)? — 26z +1)2* e —dz
1
= /(511133—1)2 e’ —dxr > 0.
x

|
Ein wirkliches Versténdnis fiir die logarithmische Konvexitdt der Gamma-Funktion auf
(0,00) kann man wohl nur dadurch gewinnen, dal man die Aussage weitreichend verallge-
meinert. Man mufl von Wahrscheinlichkeitsdichten (oder von Wahrscheinlichkeitsmaflen) im
R? und deren kumulantenerzeugenden Funktionen sprechen. Wahrscheinlichkeitsdichten auf
dem R? kann man auch im Rahmen der Mechanik interpetieren.
Der Einfachheit halber betrachten wir nur den eindimensionalen Fall. Fiir eine nichtnega-
tive Funktion auf R

p(z) >0 mit /p(m) dr =1,

welche fiir |z] — oo geniigend schnell abfillt, definiert man den Schwerpunkt und das
Trégheitsmoment der Massenverteilung p(-):

Schwerpunkt : z* = /CEp(.’E) dx

Triigheitsmoment : ¢ = /(w —2%)?p(x) dx .
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AuBlerdem definiert man die kumulantenerzeugende Funktion

P(A) = ln/emp(a:) dx

Lemma Kumulantenerzeugende Funktionen sind stets konvex
Beweis (im eindimensionalen Fall)
Fir M(\) = [ e p(x)dr gilt im Innern des Endlichkeitsintervalls

M'(\) = /x e p(z) dz
M"(\) = /x2 e p(x)de .

Setze fiir A im Innern des Endlichkeitsintervalls von (X)) =1In M(\)
pa(e) = e pa) eV

Es gilt [pa(z)dz =1

v = A = [enGas

sy = M (MY
- /(m—d),()\)) pa(z) dx

Durch Spezialisierung dieses Lemmas erhalten wir den

[ patayde - 02
>0

3. Beweis fiir die logarithmische Konvexitidt der Gammfunktion

oo oo

1 1
L) = /x)‘ et —dr = /e)‘lnx e —dx .
x x
0 0
Mit y=Ilnz, dy=41dz
+oo
') = /e)‘y exp(—eY)dy fir A>0.

InT'(\) ist eine kumulantenerzeugende Funktion.

Theorem (Charakterisierung der Gamma-Funktion)
Es gibt genau eine Funktion F(A) auf (0,00) mit den Eigenschaften

(i) AF(A)=F\+1)
(ii) F(-) ist logarithmisch konvex
(iii) F(1)=1
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Beweis Angenommen wir hétten ein F'(-) mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii).

1) Es geniigt F'(\) fir X € (0,1) zu bestimmen. Die Beweisidee orientiert sich an der
Vermutung, daf fiir groBe n und A € (0,1)

Fin+A) ~F(n)-n*, Fn+\Nn+N)"~Fn+1)

in dem Sinne, da der Quotient nahe bei 1 liegt. In der Tat gilt

Fin+)X) = F((1-XMn+Xn+1))
< (F@)MFr+1) = (F(n)' M nF(n) = Fn)n*
Fin+1) = FOAn+AN)+0-Nn+A+1)
< (Fn+M))MFn+A+1) = Fn+ N (n+ 1)
oo PN nFnt N

F(n) F(n+1)

> 0 = — .
Z e " <”n>

Der Quotient strebt nach 1 fiir n — oo .

2) Wegen F(1)=1 gilt F(n)=(n—1)! fir n e N. Fir A€ (0,1) haben wir

— D't
F() = F(A+n) < (n—1!n
AA+1)...(A+n—-1) AA+1)...A+n—-1)
F(A+n) n! n? AN\
F(\) = > 14+ 2
) AA+1D)...A+n—-1) = AMA+1)...(A+n) < +n>
Da der Quotient der oberen und der unteren Abschitzung nach 1 konvergiert, ergibt
sich
n! n?

FQ) = Jlim] AA+1)...(A+n)

Es gibt nur ein F'(-) mit den geforderten Eigenschaften.
Korollar Fiir alle A € (0,00) gilt

n! n?
li = Al e=Tde =T()\) .
oo AA+1)... (A+n) /x e"dz =T()

Wir beniitzen nun die Charakterisierung der Gammafunktion zum Studium von Eulers
erstem Integral, der Betafunktion B(«, ) fir a >0, g > 0.
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Satz (Funktionalgleichung fiir die Betafunktion)

Bla+1,08) = aiﬁ B(a, ) fiiralle o,3>0.
Beweis
Bla+1,5) = (1 — x)% 1t dx

Partielle Integration liefert wegen

(=) - o) -

Bla+1,5) = ja< i )a_l (; L - )Py
0

1—x 1—2)?2 a+p
1

- aiﬁ/mal(l—x)ﬁl = aiﬁB(a, ).
0

Satz Fiir alle o, >0 gilt

L(0) T(B)

PO = T )

Beweis

1) Mit der Methode mit welcher wir den 3. Beweis der logarithmischen Konvexitét des zwei-
ten Eulerschen Integrals gefiihrt haben, ergibt sich auch die Konvexitét von In B(a, 3).
Das Produkt zweier logarithmisch konvexer Funktionen ist logarithmisch konvex.

Fiir jedes feste >0 ist also B(a, ) und auch

F(a) = ﬁ I'(a+ B)B(a, B)

logarithmisch konvex.

2) Wir beweisen auf der Grundlage unserer Charakterisierung der Gammafunktion, dafl
F(-) die Gammafunktion ist.
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Aus der Funktionsgleichung fiir die Betafunktion ergibt sich

1
aF(a) = —— -I'(a+P) (a+0) Bla+1,
(@) ) (a+3)-(a+5) B( f)
1
= — - I'(a+1+p3) Bla+1, = Fla+1
w7 TO+140) Bla+1.6) = Fla+1)
L 1
g1 1 6 1
B(1,8) = [(Q1—-2)"de = |—=(1—2) = =
g o P
0
F) = ——.T(1+8)+ =1
INGE)) B '
Also ist F(-) die Gammafunktion.
Hinweis Die Zuriickfithrung der Betafunktion auf die Gammafunktion ist ein eindrucks-

volles Beispiel fiir die Niitzlichkeit unserer Kennzeichnung der Gammafunktion, die auf keine
spezielle Darstellung (wie Eulers Integral, die Formel von Gaufl oder die von Weierstrafl in
den Ubungen) Bezug nimmt.

Bemerke, daf§ die Funktionalgleichung

AGN) =GA+1), G =1

viele Moglichkeiten zuldfit. Fiir jede in (0,1) beliebig vorgegebene Funktion p()\) geniigt
namlich G(X) = p(AM)I'(A\) der Funktionalgleichung.

Die Kennzeichnung durch die logarithmische Konvexitét findet sich zum ersten Mal im
Lehrbuch von H. BOHR und J. M@LLERUP (1922, dénisch). EMIL ARTIN hat den Gedanken
populédr gemacht in seinem Biichlein , Einfiihrung in die Theorie der Gammafunktion“. Das
Anliegen von Artin war es, zu zeigen, ,dafl die Gammafunktion in jeder Hinsicht zu den
Elementarfunktionen gerechnet werden kann und daf fiir alle Eigenschaften dieser Funktion
elementare, durchsichtige und dem Standpunkt eines Kollegs iiber Integralrechnung angepafite
Beweise gegeben werden konnen.“

Welche Eigenschaften der Gammafunktion so bedeutsam sind, dafl sie eine Behandlung
in der Anfiingervorlesung verdienen, ist strittig. Das Studium der Gammafunktion eroffnet
jedenfalls ein weites Feld fiir allerlei bezaubernden Umgang mit den Methoden der klassischen
Analysis.

Wir erwédhnen einige, die in Betracht kommen als

Merkwiirdigkeiten
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Der Beweis ist sehr einfach: Wegen I'(1) =1 gilt
PN (L) - (L1
2 2 2° 2

Als eine Konsequenz erhalten wir

+oo
1 1,
exp| —=z°)de=1.
/ V2 p( 2 )
—00

In der Tat haben wir

QZexp (—% x2> dz = /2 Z% eydy:\/iPG) =V2r .

So erklért sich der merkwiirdige Normierungsfaktor fiir die ,,Gauf3’sche Glockenkurve*.

2

o _
—
| —
<
Do
QU
<
I
3

Die Binomialkoeffizienten sind eng verwandt mit gewissen Werten der Betafunktion. Es

gilt

1 I'n+1)
k D(k)T(n—k+1)

= - ()

Fiir festes n steigen die Binomialkoeffizienten (Z) bis k < 5 an; dann fallen sie

kB(k,n—k+1)]7" =

wieder ab

(ﬂk) - <Z> '

Eine ungefdhre Auskunft iiber den gréfiten Binomialkoeffizienten gibt die folgende For-

mel:
2n 1
<n> QTn\/ﬁ—> Vro fiir n— oo .
Eine Approximation von n, die in der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie her-

vorragende Dienste leistet und dort auch ausfiihrlich diskutiert wird, ist die folgende
Formel, die urspriinglich auf den Newtonschiiler J. STIRLING (1692-1770) zuriickgeht

nl = 2 (g)" . exp (S (%))
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mit einem Fehler S(-), welcher wie folgt abgeschéitzt werden kann:

1 1 1 1 1
——— =<5 £ —.
12n 360 n3 — n) ~— 12n
Es ist umstritten, wie lehrreich die elementaren Beweise sind. Die professionellen Beweise

beniitzen die sogenannen ,,Methoden von Laplace®, die wir wir hier aber nicht behandeln
wollen. Alternative Formulierungen der Stirlingschen Formel sind z.B.:

1 1 1
InT(a+1) = alna—a—|—§ lna—|—ln\/27r—|—m—360a3—|—...

1 1 1 1
= ~ )1 i V+mver— ———— ...
(w3 m(ow3) = (o) oy

Die Approximation ist schon fiir recht kleine « sehr gut.

4) Mit méfBiger Miihe findet man die Abschéitzungen
A1 A A+1 A A1 1
v§‘1'F<§> < F<T> < F<§>'\/<§‘z>+m

Hinweis zum Beweis der unteren Abschétzung: Betrachte
A+1
1 T(3)
By
'(2)

Bemerke c¢(X)-c(A+1)>1 und beweise

A+1
% < 1 (wegen der logarithmischen Konvexitit)
c
lim ¢(A4+n) = 1.

n—oo

5) Eine Identitét, deren Bedeutung fiir die Anwendungen weniger offensichtlich ist, ist die
,» Verdoppelungsrelation“ von LEGENDRE (1752-1833). Sie besagt

A A+1 NZs
=) rr{——,1 ) = =—-T(\\) .
(2) 1 (%) = oo
Den Beweis kann man z.B. als eine Ubungsaufgabe zur Gaufischen Darstellung oder auch

auf der Grundlage der Charakterisierung der Gammafunktion fithren. Mit derselben
Methode findet man fiir p = 3,4,5,...

r(%)-r(%)-...-r(%) - (21;);2 T(N) .
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6) Fiir die in C\{0,—1,—2,...} definierte Gammafunktion findet man eine merkwiirdige
Beziehung zur komplexen Sinusfunktion

I'(z) - T(1-2) = Sin”m = ﬁ (1-2-2)1 .

Artin gibt einen elementaren Beweis. Wirklich transparent wird die Situation aber wohl
nur in der Weierstrafischen Theorie der Produktdarstellungen holomorpher Funktionen.
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A.8 Die Fehlerfunktion, Kettenbriiche, eine Riccati—
Gleichung, Eulers Behandlung des Wallisschen
Produkts

Die GauBische Glockenkurve ist so beriihmt, daffl man sie fiir wert befunden hat, auf jedem
10 DM—Schein in Formel und Bild zu erscheinen. Die wom&glich noch wichtigere Stammfunkti-
on, Fehlerfunktion genannt, ist keine elementare Funktion im iiblichen Sinn. Die Statistiker
entnehmen ihre Werte bis heute aus Tabellen, was als ein Anachronismus erscheint, wenn man
die Rechenkraft der Taschenrechner bedenkt und das (seit den Tagen von Lagrange und Euler
verfiigbare) theoretische Wissen iiber diese spezielle Funktion. Die iiblichen Bezeichnungen

sind
(z) 1 L (,Glockenkurve*)
olr) = exp | —= =z ,»Glockenkurve
V2T 2
d(z) = / o(y) dy (,,Fehlerfunktion®)

Offenbar gilt ®(—z) =1—®(z) = }0 o(y)dy. 2®(—z) ist die Wahrscheinlichkeit, daf eine
normalverteilte Zufallsgrofie um me}fr als « (z >0) Standardabweichungen von ihrem Mit-
telwert abweicht. Beispielsweise mufl man mit einer Abweichung um mehr als 2 Standardab-
weichungen mit der Wahrscheinlichkeit 5% rechnen. (Den genaueren Wert @®(—1.960) = 0.025
entnimmt man Tabellen (oder dem Taschenrechner), wie man sie in den meisten Biichern zur
elementaren Statistik findet.)

Das Studium von @(-) wird uns Gelegenheit geben, einige Techniken zu skizzieren, die
die Mathematiker des 18. Jahrhunderts entwickelt haben, um konkrete Funktionen darzustel-
len und zu behandeln. Insbesondere wollen wir am Beispiel einige grundlegende Tatsachen
iiber Kettenbriiche vorstellen. Diejenigen, die die Theorie von Grund auf erlernen wollen,

verweisen wir auf die beiden Standardwerke:

O. PERRON: ,Lehre von den Kettenbriichen“, Teubner 1913
H.S. WALL : ,Analytical Theory of Continued Fractions®, Chelsea 1948

Als Ausgangspunkt unserer theoretischen Uberlegungen zur Fehlerfunktion ®(-) soll uns
ein Kettenbruch dienen, der bereits Lagrange bekannt war (bei Perron S. 472; bei Wall S. 358,
Formel 92.15)

p(x) 1 20 3

= — 4+ — 4+ —+... fii 0
<1>(—:U) m+|m+|x+|x+ ur x >

Der unendliche Kettenbruch konvergiert nur fiir grofe x so gut, dafl man ihn fiir effiziente
Approximationen von ®(—z) benutzen kann.

Zur numerischen Berechnung siehe
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ABRAMOWITZ und STEGUN: “Handbook of Mathematical Functions*
(7. Error Function & Fresnel Integral, 26. Probability Functions)

Ad-hoc-Approximationen fiir ®(x) oder qu(_mg)g) (,Mills’ ratio“) findet man in

KENDALL—STUART: The Advanced Theory of Statistics, Vol. 1, p. 137 ff

Fiir kleine positive = benutzt man lieber die endlichen Kettenbriiche

olz) - _ z+ri(z) = _
o—wy ~ TTn@ = et

JE— 1 JE—

T+ x + r3(x)

zusammen mit einer Approximation des Restterms 7 (z).

Mit diesen Resttermen und ihrer zu einer Kettenbruchentwicklung fithrenden Beziehung

A

’I“)\(CIT) = CE—|—’I")\+1(‘T)

werden wir uns ausfiihrlich beschéftigen.

Ein wesentliches Hilfsmittel wird uns dabei die Theorie der Riccati—Gleichungen sein.
Dabei befinden wir uns auf den Spuren von Euler. Euler hat (wie Perron in § 80 seiner
Monographie ausfiihrt) in den meisten seiner Arbeiten, die von Kettenbriichen handeln, einen
Zusammenhang mit der Riccatischen Differentialgleichung hergestellt. Allerdings hat Euler
das uns hier interessierende Thema nicht mit der Strenge behandelt, zu der wir uns heute
verpflichtet fiihlen miissen.

Interessant ist auch der Grenzfall x = 0. Wir haben

2 go(O) _ 1 1-r3000  1-3
T ®0) ri(0) = r(0) 2 2-my(0) T
~1-3-5-...-(2m—1)
O 2:4-6-...-(2m —2) - 12, (0)
_ 1-3- (2m—1)-r2m+1(0)
2-4-...-(2m —2)-2m
Tgm(O) . T2m+1(0) =2m 7’2m+1(0) . T2m+2(0) =2m—+1

Die Konvergenz des Wallisschen Produkts ist dquivalent mit der Tatsache 74(0) ~ /A fiir
grofle natiirliche A.

Mit Hilfe des ,,Eulerschen Integrals“ (Gamma-Funktion) kénnen wir 7,(0) auch explizit
angeben

ST L (TN
r\(0) = V2. O 2“(0)_4(?%)
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(Zunéchst sind natiirlich nur die r5(0) mit natiirlichem X vorgegeben. Die Konstruktion
von 7y(-) fur beliebige reelle A > 0 ist noch zu leisten.)

Wir werden unten (auf den Spuren von Euler) die Kettenbruchdarstellung herleiten
1 | 9 | 25 |

- -

230) = A= 1)+ A —2 T -2 Jan—2

1
... fi — .
+ ir )\>2

Auch hier gilt, dal man fiir kleine A nicht die ,,Ndherungsbriiche“ des unendlichen Ket-

tenbruchs zur effizienten Approximation der Zahlenwerte 2r3(0) (wie z.B. 2r}(0) = 2 =
1+ |1—2‘ % + f—;" + 4—3' + ... ) beniitzen wird, sondern lieber die endlichen Kettenbriiche
2 2 2
T (AL 4 (1 4(3
r(3) 4N —2 4N —2

4(%+m—1)2 |
+ ..+ 1
[AAN=2—(2A=1)+ W (3 +m,]A)

mit einer Abschétzung der Reste W (n, A), fiir welche gilt
W (n,A) — (A = D][W(n+1,A) + 2\ — 1)] = 4n? fiir alle X .

(Fiir groBe n, A kommt die folgende Approximation in Betracht

W(n,A) ~+/(2n—1)2+ 21 —-1)2 )

Dazu miissen wir aber weiter ausholen. Es handelt sich um Themen, die Euler so fasziniert
haben, dafl er mehrere Arbeiten dariiber verfafit hat. Der Herausgeber von Eulers Gesammel-
ten Werken, Georg Faber, meinte 1934, daf§ zur vollstéindigen Aufklarung der Sachverhalte
eine griindliche Kenntnis der Theorie der Kettenbriiche nétig sei (siche Vorwort zur Serie
prima, Band 16/2). Wir werden aber sehen, dafl man alles mit elementaren Mitteln erledigen
kann.

I) Kettenbriiche

Im 17. Jahrhundert, als die Dezimalbruchentwicklungen noch nicht die Alleinherrschaft bei
der Zahlendarstellung angetreten hatten, wurden die (regelméfligen) Kettenbriiche als ein Ver-
fahren konzipiert, um Irrationalzahlen durch Rationalzahlen mit moglichst kleinen Nennern
Zu approximieren.

Wichtigen Anteil an der Entwicklung hatte CHRISTIAAN HUYGENS (1629-95), der nicht
nur eine bedeutende Abhandlung iiber Wahrscheinlichkeitstheorie schrieb (1657), den Sa-
turnring erklirte (1655), eine Theorie der Bewegung der Koérper durch den Stofl und eine
Wellentheorie des Lichts entwickelte (1690), sondern auch die Pendeluhr und die Federuhr
mit Unruh erfand. Das Werk ,, Horologium ocillatorium* (1673) iiber die Pendeluhr mit einer
mathematischen Theorie des Pendels gilt sogar als sein Hauptwerk. In den Uhren muften
vorgegebene Verhiltnisse von Drehgeschwindigkeiten durch Zahnréider mit nicht allzuvielen
Zahnen realisiert werden. Die Berechnungen wurden auf Kettenbriiche gestiitzt.
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Das Verfahren, eine Zahl = > 0 in einen regelméfligen Kettenbruch zu entwickeln, ist
das folgende: Finde zu zy = = die grofite ganze Zahl darunter, by := [xg] und setze x
gleich dem Kehrwert des Rests

1 1
>1); =b —.
.%'o—bo( ) 0 O+1‘1

xr1 =

Konstruiere nun zu der Zahl z; > 1 in derselben Weise den ,, Teilnenner“ b; und die Zahl
To > 1

1 1
>1, x9g=by+

by =[z]eN, = .
1 [:El] T2 Tr1 — b1 bl + L

Genau dann, wenn z = x( rational ist, bricht der Kettenbruch ab. (Man beachte die Analogie
zum Euklidischen Algorithmus.) Es sind zweierlei Schreibweisen in Gebrauch
by + L + L +...+ ! |
r9 = —t —+ . —
’ O b by b1 +

1
= (bo;1,b151,...51,bp—1 + —;0,...)
T

n

Beispiel Der regulédre Kettenbruch zur Zahl =« lautet

SR SR SR R S
7 s T 02 L

= (3;1,7;1,15;1,1;1,292; 1, 1;...)

Die Approximation durch den ersten Naherungsbruch # ~ 3 + % = % ist bereits von
Archimedes benutzt worden. Der dritte Naherungsbruch
1 1 355
T3+t ————— =3+ ——— = —
1 1
7T+ — 7T+ — 113
1 16
15+ -
1
geht auf METIUS (1527-1607) zuriick. 7 ist in Wirklichkeit etwas kleiner. Dafl der Néhe-
rungsbruch &uflerst genau ist, zeigt sich in der Grofle des vierten Teilnenners by = 292.

Der Fehler ist kleiner als wie man mit den unten bereitgestellten Mitteln leicht

1
113-33102°
nachrechnen kann.

Als Verallgemeinerung der regelméfligen Kettenbriiche betrachtet man Zahldarstellun-

gen der Art

ai|  asl ap |
T = bo+—+ 4. "
0 |b1 |b2 |bn + rnt

= (bo;a1,b1;...;an,by + 1041;0,...)

Man spricht von einem endlichen Kettenbruch der Tiefe n.
Ein unendlicher Kettenbruch ist ein formaler Ausdruck der Art

bo+ o+ e
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auch geschrieben (bg;aq,bi;a9,bs;...) .
Zu einem solchen formalen Ausdruck definiert man rekursiv die Folgen (A, )n, (Bp), wie
folgt

Ao = bo; By = 1;
A1 = bhAgta-1; By = WiBota-0;
Az = beAr+az-Ag; By = beBi+az-Bo;
An+1 = anrlAn + anJrlAnfl i Bpy1 = bppiByt+app1Bao1 .
Die Quotienten g—: heiflen die Néherungsbriiche des unendlichen Kettenbruchs. Offenbar
gilt
Ag Ay ai Az ai
— =b — =by+ — —=by+—.
B~ B Th B hte

Wir werden sehen, daf} fiir alle n

A, ai| | as an_|
¥) — = b+ o—+—+...+
() B, T b, + 0

= (bo;a1,b1;...3an,0,;0,...)

Uns interessiert hier nur der Fall a, > 0,b, > 0 fiir alle v. Beachte: Wenn a1 = 0,

dann spielen die weiteren a,,b, fiir die Berechnung der weiteren g—’; keine Rolle; wir wollen

einen solchen Kettenbruch mit einem endlichen Kettenbruch der Tiefe n identifizieren.

Lemma Die folgenden Kettenbriiche haben dieselben Néherungsbriiche

(b0§ ai, bi;...; ap, bn; Qn41, bn-‘,—l; 0, )

~ . . . an+1 .,
~ (bo7 ai, bi;...; an, bn—i-b:_H7 0, )

Beweis Fiir k < n ist die Aussage trivial. Fiir den zweiten Kettenbruch ergibt sich der
n—te Néaherungsbruch aus dem Ayg, B des ersten Kettenbruchs wie folgt

a a 1

A;'; - <bn + n+1> An—l + anAn—Q = An + das An—l = An+1 )
bn+1 bn+1 bn+1
a a 1

B;kz - <bn + n+1> Bn—l + Gan_Q = Bn + ntl Bn—l = Bn+1 .
bn+1 bn+1 bn+1

*

Also gf = ’gzi; und alle weiteren Ndherungsbriiche sind gleich diesem ultimativem Wert.
Und das beweist (x).
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Lemma Wenn die a,,b, allesamt positiv sind, dann gilt
AO A2 A4 A5 A3 Al
§0<§2<B—4<<§5<F3<E
mit
[An+1 B ﬁ} (-1 [1 B bn+1Bn:| [ﬁ B An—1:|
Bn+1 Bn Bn+1 Bn Bn—l .
Beweis %g < % und % > %ﬁ sind offensichtlich. Fiir alle n gilt
Ay A 1
BZil - B—: = m [Br(bny1An + any14n—1) — (bns1Bn + any1Bn-1) Ay
_ (_an—l—l)Bn—l |:ﬁ _ An—1:| _ (_1) [1 _ bn+1Bn:| [ﬁ _ An—1:|
Bn+1 Bn Bn—l Bn+1 Bn Bn—l
Sprechweise Man sagt von einem unendlichen Kettenbruch mit positiven Eintrégen

ay, by, dafl er konvergiert, wenn

Aon1 Ao
Bont1 Bay,

Der Limes der Naherungsbriiche heifit der Wert des unendlichen Kettenbruchs.
Bemerke Fiir einen konvergenten Kettenbruch (mit dem Wert w*) gibt es eindeutig
bestimmte r9 > 0,73 > 0,..., so dafl

. a1 a az |
w* = by + =bo+—+ =...
0 by + 7o 0 ’bl ‘b2+7“3

Fiir diese Reste gilt
n(bn + rpg1) = apn fiir alle n .

Den n-ten Ndherungsbruch erhilt man, wenn man 7,41 durch 0 ersetzt. Es ist klar, dafl
eine bessere Approximation von r,41 eine bessere Approximation von w* liefert

Dabei ist zu beachten, daf§ die Abbildung

a1 an |
—— b — 4 ...
v 0+‘b1+ +]bn+w

auf der Halbachse (—b,,00) antiton ist fiir ungerades n und isoton fiir gerades n.
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IT) Verallgemeinerung des Kettenbruchs von Lagrange

Fir alle A > 0 studieren wir die Funktionen
(@)

My(z) = /yHexp <—% (y+w)2> dy
ra(z) = Lﬁ}iég@

Satz A.8.1 (Funktionalgleichung)

A+ My(x) =2 - Myi1(x) + Mygo(x)

Beweis
r 1
A My(z) = /)\yk_leXp <—§ (y+w)2> dy
0
1 © T 1
= [zﬁ exp (—5 (y + ar)Q)] + /yA(y + ) exp <—5 (y + x)2> dy
0
0
= wM)\Jrl(l') + M)\Jrg(l') .
Korollar
@ ot
Beweis Dividiere die Funktionalgleichung durch My 1 (z).
Bemerkung 1 Man kann My;1(-) (bis auf eine multiplikative Konstante) aus 7 (z)
zuriickgewinnen. Es gilt ndmlich
oo
d A 1 9
T Myii(z) = [y exp 3 (y+2)° ) (y+)dy

= MA+2(1’)+$MA+1(1‘) = AM)\(.%')
d _
0 InMyii(z) = Ara(z)™?

Myi(z) = Myor(zo)exp | - / ra(y) " dy

o

Satz A.8.2 (Riccati—Gleichung)
Fiir alle X\ >1 lost ry(-) die Differentialgleichung

(Ry):  7h(x) =ri(z) +ary(z) — X .
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Beweis
M1 (x) — M3 1
/ — AT\ — A M = M/
T)\(m) ( M)\(x) Mg A1t M}\ A1
My + My
= ——5—— My — A
M
= ar(z) +ri(@) — A\
Bemerkung 2 Die Funktionen M) (z) liefern ein Bindeglied zwischen der Gamma-—

Funktion (x =0) und der Gaufschen Fehlerfunktion (A =1). Es gelten

0 <= @ = [ e (-5 w+o?) dy
0
= [ewdv = e(-2)
\/LQ_TFMQ(IE) = /le_w(v—x)exp <—% 1)2> dv
= o(x) —2®(-2)
7“(1') _ M;(z) o(z) .
1 Mi(r) — @(-a)

0
_ /ux/2—1exp(_u) du-oM2-1 _ T (%) 9A/2-1
0 (2£2)
(2L
m0) = V2. 2
r(21)\”
2P (0)+1 = 2r3(0)—(2A—1) = 4 2 — (22 —1)
r(3)
Korollar Die Funktionen 7, (z) sind die Reste in den Kettenbruchdarstellungen
px) _ _ 1 _ 1 _
<I>(—a:)_m+r1(x)_$+x+r2(x)_m+x+ 5 =...
x4+ r3(x)

Als Approximation fiir kleine x > 0 empfehlen sich aber nicht die Néherungsbriiche des
unendlichen Kettenbruchs von Lagrange, sondern vielmehr die endlichen Kettenbriiche
p(z) 1 2| (m—1) |

N
O(—x) x| |z + 7 ()
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mit einer passenden Approximation 7,,(z) &~ r,,(x). In Betracht kommt z.B.

x x2 2 (ﬂ) x x2 1 .
m(m):—§+ Z—l—QTé)%—g—i— Z+ <)\—§> fiir grofe A .

Entscheidend fiir eine gute Approximation von

®(—x) x|z @+ T (2)

fiir = nahe bei 0 ist offenbar eine gute Approximation von

[Ty
hA(o)_4<ﬁ§)> — (2 —1).

Diese Approximationsaufgabe fiihrt auf den Brounckerschen Kettenbruch.

Die Art, wie die Analytiker des 18. Jahrhunderts operierten, ist im 19. Jahrhundert in
Frage gestellt worden. Es wird aber heute weithin als Defizit in der Ausbildung angesehen,
wenn die Studenten der Mathematik mit der naflforschen Analysis der &lteren Zeit gar nicht
mehr in Beriihrung gebracht werden. Laplace pflegte zu jiingeren Mathematikern zu sagen:
,Lest Euler, er ist unser aller Meister.“ Gauf: ,,Das Studium der Werke Eulers bleibt die
beste Schule in den verschiedenen Gebieten der Mathematik und kann durch nichts anderes
ersetzt werden.“ (zitiert nach Struik S. 135) Der Anhang stellt einen Versuch dar, den Geist
der Analysis des 18. Jahrhunderts an einem Beispiel sichtbar werden zu lassen, ohne auf die
heute zu fordernde Strenge zu verzichten.

G. FABER schreibt im Vorwort zu Eulers Gesammelten Werken, Series prima, 16/2,
Seite XII:

,Hulers unermiidliche Freude am Zahlenrechnen war stets beherrscht von dem Ge-
danken, die Tragweite solcher Verfahren darzutun, die geeignet waren, die Arbeit
des Rechnens durch die Uberlegung des Mathematikers abzukiirzen. Rechenfehler
grofferen Ausmafles sind ihm selten unterlaufen; doch befolgt er nicht die strenge,
erst spéter zur allgemeinen Geltung gelangte Regel, dafl der Fehler nicht mehr als
eine halbe Einheit der letzten noch beibehaltenen Stelle betragen darf. Bei den
halbkonvergenten Reihen, die er als erster ausgiebig benutzte, und die er auch
in seiner Wesensart richtig erkannte, findet er mit sicherem Takt die Stelle, an
der am giinstigsten mit der Summation aufgehort wird. Dabei wird er sich we-
nigstens an Beispielen klar, dafl es sich um divergente Reihen handelt. Aber auch
bei solchen divergenten Reihen, die keineswegs zur Klasse der semikonvergenten
gehoren, kam nach seiner Auffassung, die sich freilich schon bei einem Teil sei-
ner Zeitgenossen und erst recht spéter nicht durchsetzen konnte, ein bestimmter
Summenwert zu, den er durch folgende Festsetzung sicher stellen zu kénnen glaub-
te: Die Summe jeder unendlichen Reihe ist der Wert des endlichen Ausdrucks,
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durch dessen Entwicklung die Reihe entsteht. Diese Auffassung hat mit gehori-
ger Einschrankung hinterher durch den Weierstraflschen Begriff der analytischen
Fortsetzung einen bestimmten mathematischen Sinn und damit eine gewisse Be-
rechtigung erlangt. Nachdem man noch vor wenigen Jahrzehnten die Eulerschen
mit divergenten Reihen arbeitenden Ansitze allgemein als rettungslos verfehlt an-
gesehen hatte, braucht man heute nur manche seiner Entwicklungen etwas anders

14

zu begriinden, um ihnen einen guten Sinn zu geben. ...

Allgemeine Bemerkungen zum Begriff ,, Approximation*

)

Aus der Sicht eines reinen Mathematikers unserer Tage kann jede Folge, die gegen die
Zahl a* konvergiert, als Approximation dieser Zahl gelten. Beispiele sind etwa

I R NN S
e = nl—{go +E = +ﬁ+i+§+...
™ 1 1 1
— = Li der Partials l—=-—4+-—=4...
4 1mes der rartialsumimen von ( 3 + 5 - >

Eine Funktionenfolge, die gleichmé&fig oder in irgendeiner passenden Norm gegen die
Funktion f*(-) konvergiert, kann (in abstrakter Sicht) zur Approximation von f*(-)
herangezogen werden. So kénnen z.B. Potenzreihen, die bekanntlich in jedem Kompak-
tum innerhalb des Konvergenzkreises gleichméflig konvergieren, zur Approximation der
Grenzfunktion herangezogen werden.

Die Approximation von Funktionen durch die N&herungsbriiche von Kettenbriichen, die
Euler in seinem Lehrbuch ,Introductio ad analysim infiniterium“ den Partialsummen
von Reihen mehr oder weniger ebenbiirtig zur Seite gestellt hat, fiihrt heute eher ein
Schattendasein.

In den Anfingervorlesungen verschweigt man {iblicherweise, dafl es auch andere (nicht
auf den Konvergenzbegriff gestiitzte) Vorstellungen von (guter und effizienter) Appro-

ximation gibt.

Beispiel Die Stirlingsche Formel schreibt man manchmal

n! = v2mn <E>n ex L—L:I:
T e P\ T2n ~ 360m3 ~

und man gibt vielleicht sogar eine Formel an fiir die weiteren Koeffizienten der Reihe

5(3)

1
Inn!— [n Inn—n+ 3 ln(27rn)]
3
_ Ly LV
12 \ n 360 \ n
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6)

Hier handelt es sich aber nicht um eine (in irgendeinem Bereich der Argumente) kon-
vergente Reihe. Es handelt sich vielmehr um eine sog. asymptotische Entwicklung des
Restterms S (%)

Die Approximation durch die Partialsummen der Reihe ist niitzlich, obwohl man fiir
festes n die Approximation von S (%) durch Hinzunahme weiterer Summanden nicht
beliebig genau machen kann. Man beweist: Der Unterschied zwischen S (%) und einer
Partialsumme mit fester Lange strebt schneller nach 0 fiir n — oo als alle Terme in
der Partialsumme.

Der Anfiéinger mufl vor dem Denkfehler gewarnt werden, die Taylor—Approximation einer
n—mal stetig differenzierbaren Funktion generell fiir eine abgebrochene Potenzreihen—
Entwicklung zu halten.

f(@) = f(xo) + f'(wo)(x — wo) + ... + % £ (o) (z — z0)™ + o(|z — xo|")

Der Approximationsfehler kann im allgemeinen fiir festes = # xy nicht beliebig klein
gemacht werden. Man beweist nur: Der Unterschied zwischen f(x) und dem Taylor—
Polynom strebt fiir z — x( schneller nach 0 als alle Terme des Polynoms. Der allgemeine

Fall dhnelt also mehr der in 2) skizzierten Situation als der in 1) beschriebenen.

Praktiker sind interessiert an ,,guten“ Approximationen. Sie wollen mit geringem Re-
chenaufwand die gemeinte Zahl a* mit hinreichender Genauigkeit approximieren.
Limesprozesse sind als solche ohne praktisches Interesse; asymptotische Aussagen haben
nur dann praktisches Interesse, wenn sie ,,gute” Approximationen liefern. ,, Hinreichende
Genauigkeit® ist kein mathematischer Begriff. Eine Garantie, daf§ eine gewisse (einiger-
mafen realistisch geschétzte) Genauigkeit eingehalten wird, ist bei vielen den Praktikern
geldufigen Approximationen schwer theoretisch zu untermauern. Praktiker verlassen sich
lieber auf die Erfahrung. Konvergente Folgen und asymptotische Entwicklungen werden
genau dann hochgeschéitzt, wenn sie Approximationen suggerieren, die sich ,,bewahren*.

Nicht alle von Praktikern verwendeten Approximationen griinden auf einer nur den
Einzelfall betreffenden Theorie. Viele sind Anwendungsfille einer allgemeinen Approxi-
mationstheorie; die Koeffizienten, die die Anwendung auf den konkreten Fall regulieren,
miissen dann aus Tabellen entnommen werden. — Wir denken etwa an die Theorie der
Approximation durch Tschebyschev—Polynome. Bei Abramowitz & Stegun finden sich
mehrere Vorschldge dieser Art fiir die Approximation der Fehlerfuntion ®(-).

Wir wollen rekapitulieren, was wir iiber die Approximation der Zahl m wissen.
a) In vielen Formelsammlungen findet man
= 3,141592653 .. ..
Ahnlichen Charakter hat die Information
L R O S O B

S T T N L T
A AN T TR AT T
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Fiir die zweite Approximation mufl man sich etwas weniger Bits Informationen fiir
die gleiche Genauigkeit merken. Leider gibt es anscheinend keinen einfachen Algo-
rithmus, um sich die Dezimalstellen oder die Teilnenner des regelméfligen Ketten-
bruchs zu besorgen.

Wir hatten 3 als die kleinste positive Nullstelle der durch die Potenzreihe gegebe-
nen Cosinusfunktion ,definiert“. Die Suche nach der kleinsten positiven Nullstelle

der Gleichung

R

-+ gt =0

kann als ein Anwendungsfall von allgemeineren Verfahren zur numerischen Lésung
von Gleichungen behandelt werden. In der ,Numerischen Mathematik“ lernt man
die Techniken und die Abschitzung der Fehler. Das fiir den Anwendungsfall §
Spezifische sind nur die (nun wirklich leicht zu merkenden) Koeffizienten der Co-

sinusreihe.

In einer Ubungsaufgabe haben wir gelernt, wie man mit Hilfe des Additionstheo-
rems fiir den Tangens das Problem der Berechnung von 7 = arctanl so umfor-
men kann, daf Potenzreihenentwicklung (oder auch die Kettenbruchdarstellung)

des Arcustangens

x| 2| 42?922

t, = — 4+ — — 4 ...
arctan x |1+|3 |5+|7+
_ I 5,1 5 1 4
= x 33: —|—53: 73: +...

tatsiachlich effizient beniitzt werden kann.

Euler war fasziniert von dem Brounckerschen Kettenbruch
T 2 12 |2 7

Dieser Kettenbruch und die Verallgemeinerungen sind aber wohl weniger als Vor-
schlige zur Approximation gedacht gewesen, als vielmehr als Ausdruck von theo-

retisch interessanten Zusammenhéngen.

Zum Abschluf} unseres Einblicks in die konkrete Analysis des 18. Jahrhunderts zitieren wir

aus dem bereits erwidhnten Artikel

PuiLip DAvis @ Leonard Euler’s Integral,
abgedruckt in den Chauvenet Papers, ed. Abbot (S. 345).

,Functions are the building blocks of mathematical analysis. In the 18th and

19th century mathematicians devoted much time and loving care to developing

the properties and interrelationships between special functions. Powers, roots,

algebraic functions, the gamma function, the beta function, the hypergeometric
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function, the elliptic functions, the theta function, the Bessel function, the Mathieu
function, the Weber function, Struve function, the Airy function, Lamé function.
Literally hundreds of special functions were singled out for scrutiny and their main
features were drawn. This is an art which is not much cultivated in these days.
Times have changed and emphasis has shifted. Mathematicians on the whole prefer
more abstract fare. Large classes of functions are studied instead of individual ones.
Sociology has replaced biography. The field of special functions, as it is now known,
is left largely to a small but ardent group of enthusiasts plus those whose work in
physics or engineering confronts them directly with the necessity of dealing with

such matters.“
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A.9 Frithe Ansitze zur Theorie der Fourier—Reihen

1.) Anléisse fiir die Theorie der trigonometrischen Reihen

Das Problem der schwingenden Saite spielte eine wesentliche Rolle bei der Herausbildung
des Begriffs der ,,willkiirlichen Funktion“ im 18. und 19. Jahrhundert. Eine knappe Einfiihrung
in die physikalische Modellierung und eine Heranfithrung an moderne Fragestellungen findet
man in ROLF LEIS ,, Zur Entwicklung der angewandten Analysis und mathematischen Physik
in den letzten hundert Jahren® in: Ein Jahrhundert Mathematik, Festschrift zum Jubildum
der DMV, Vieweg 1990 (S. 491-535).

Sehr lesenswert sind auch die Ausfithrungen von HEUSER im ,,Lehrbuch der Analysis, Teil
2“,S. 685-700. Wir stiitzen uns auf Heuser.

DANIEL BERNOULLI ging 1753 von der physikalischen Vorstellung aus, daf jeder Ton durch
eine Uberlagerung von Grund- und Obertoénen entsteht und schloB daraus, daf die Bewegung
einer beidseitig eingespannten Saite der Lénge L stets in der Form

nmwx nmat
u(x,t):z ap sin Z - cos 72

n=1

fiir die Anfangsauslenkung ¢. Ohne weitere mathematische Argumente kam D. Bernoulli zu
dem SchluB, daf§ sich jede (,willkiirlich wihlbare“) Anfangsauslenkung in der angegebenen
Weise schreiben 148t. Euler, d’Alembert und spéter auch Lagrange verwarfen diese Argu-
mentation von Bernoulli. Sie glaubten auch das Resultat nicht. Die trigonometrischen Reihen
schienen ihnen zu starke analytische Eigenschaften zu besitzen, als daB sie ,,willkiirliche Funk-
tionen* ¢ darstellen kénnten. Bernoulli lief§ sich nicht beirren und meinte, daf3 die unendlich
vielen Koeflizienten sehr wohl ausreichen konnten, um die Reihe ,jedem“ ¢ anpassen zu
kénnen.

Fiir die These von D. Bernoulli sprach, daff man auch sehr bizarre g¢(-) als trigonome-
trische Reihen darstellen kénnen. Dafiir sprach z.B. auch die Entdeckung von Euler, dafi die
Reihe

1 1
sinx + 3 sin 2x + 3 sin3x + ...

die unstetige 2m—periodische Funktion darstellte, welche im Intervall (0,27) mit der Funktion
$(m — ) iibereinstimmt.

FEuler hat an verschiedenen Stellen seines umfangreichen Werks verschiedene Definitio-
nen angeboten, was man sich unter einer Funktion vorstellen sollte. Das Ubergewicht hatte
zunichst der auf analytische Ausdriicke eingeschriankte Funktionsbegriff: ,,Eine Funktion ei-

ner veranderlichen Grofle ist ein analytischer Ausdruck, der in beliebiger Weise aus dieser
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verdnderlichen Grofie und aus Zahlen oder konstanten Groflen zusammengesetzt ist.“ Dabei
bleibt aber unklar, was unter einem ,analytischen Ausdruck® zu verstehen ist. Euler dachte
nicht nur an die gingigen finiten Operationen sondern sehr wohl auch an Grenzprozesse, was
er aber nicht genauer fafite. Eine wirkliche Theorie der Konvergenz von Funktionenfolgen
entstand erst im spéten 19. Jahrhundert.

Die Theorie der trigonometrischen Reihen gab immer wieder bedeutsame Anstofle, {iber
den allgemeinen Funktionsbegriff nachzudenken. FOURIER (1768-1830) befafte sich in seiner
vielbeachteten Theorie der Wéarmeleitung sehr griindlich mit den trigonometrischen Reihen.
Er stellte die Tatsache klar, dafl eine Funktion, die sich durch ein stetiges Kurvenstiick oder
durch die Aneinanderreihung von solchen darstellen 148t, durch eine trigonometrische Reihe
dargestellt werden kann. Es wird berichtet, dal er 1807, als er seine Idee zum erstenmal
bekanntgab, auf den scharfen Widerspruch von Lagrange stiefl (vgl. Struik S. 168).

2.) Formale Fourier—Reihen

Der moderne Begriff der formalen Fourier—Reihe nimmt keinen Bezug auf den Funktionsbe-
griff; formale Fourier-Reihen sind abstrakte Rechenobjekte. Erst durch Konvergenzbetrach-
tungen fiir die Folge der Partialsummen wird der Bezug zu 27—periodischen Funktionen (oder
auch Maflen) auf dem Intervall (0,27 hergestellt.

Definition

a) Eine formale Fourier—Reihe ist ein formaler Ausdruck der Gestalt
+o0
Z c, - %
— 00

mit komplexen Koeffizienten c,.

b) Wenn nur endlich viele der ¢, ungleich 0 sind, spricht man von einem trigonometri-
schen Polynom.

c) Die N—te Partialsumme der formalen Fourier—Reihe ist das trigonometrische Polynom

+N

Sn(z) = ch -ene

-N

Fiir viele Anwendungen ist es bequem, die formalen Ausdriicke folgendermaflen umzu-

schreiben
1
co = an und fir k£=1,2,...
ary = ctcp, by = i(cy —c_p)
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1 1
d.h. ¢, = §(ak — Zbk) , c_ = §(ak —i—ibk) .
Man hat dann

- € 4oy e ay, - cos kx + by, - sinkx
N
Sn(z) = %+kzl(ak-coskx+bk-sink:x) :

Dieses Umschreiben ist besonders dann bequem, wenn
C_p = Cp fiir alle n € Z ;

in diesem Falle sind némlich die ax, b reelle Zahlen.

1 . >
Beispiel — " liefert
eispie T e iefer Z

n#£0 k=1

-sinkx .

e

Rechnen mit formalen Fourier—Reihen

Man kann formale Fourier—Reihen addieren; man kann sie mit Skalaren multiplizieren; und
man kann sie komplex konjugieren.

(1) ch etne + Z d, eine Z(Cn + dn) eine
(ii) - Z Cn einx — Z(}\ Cn) eing;
(iii) (Z o emx)* _ ZE" pine

(Genauer = Y d, ™ mit d, =¢_,.)

Sprechweise Eine formale Fourier-Reihe heifit eine reelle formale Fourier—Reihe,
wenn sie mit ihrer komplex konjugierten formalen Fourier—Reihe identisch ist, d.h. wenn
C_, =c, fur alle n € Z. Eine reelle formale Fourier—Reihe hat also die Gestalt

(o]
% + ;(ak cos kx + by sinkx) mit ay, b reell .

Aufgabe Man schreibe die Formel fiir die schwingende Saite

u(x,t) = Z dy, - sin(kx) - cos(a - kt)
k=1

in komplexer Form.

Absolute Konvergenz

Definition Eine Fourier-Reihe Y ¢, € heifit absolut konvergent, wenn Y |c,| < oo.
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Satz Fine absolutkonvergente Fourier—Reihe stellt eine stetige 2m—periodische Funktion
dar. Gleichméafig fiir « € R gilt

—N

f(m):]\}gnoo Z cn €M

Die Koeffizienten sind durch f(-) eindeutig bestimmt. Es gilt némlich

27
1 .
Ch = — / flx) e "™ dx .
21
0
Beweis
o0
1) [f(x) = Sn(z)] < > e
n=N-+1
27 .
2m ) 0 fir m#n
27 .
27 ; 0 sonst
2T
1 .
— / flx)e ™™ de = ¢, furalle n.
2
0
Bemerke

o0
% + ; (ar coskx + by sinkx)

ist absolutkonvergent genau dann, wenn Y |ax| < oo und ) |bg| < co. Aus der dargestellten
Funktion f(z) erhalten wir die Koeffizienten

2
1
a = —/f(a:)coska:da:
™
0
21

1
by = —/f(m)sinkmdx
T
0
Satz Wenn f(-) und g(-) absolutkonvergente Fourier—Reihen besitzen, dann auch das

punktweise Produkt h(-) = (f - g)(-).
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Beweis

f(x)-g(x) = (Z Cn ei’m) (Z dm, eim) = Y p et

mit p = Z Cn'dmzzcn'dk—n
m+n=~k n

S 1pkl < S el - S fdol

Sprechweise Wenn die Koeffizientenfolge

P = ( -+»P-1,P0,P1,D2, - - )
in dieser Weise aus

C = (...,671,60,61,62,...)
D = (...,d_1,dg,dy,do,...)

hervorgeht, dann heiit P das Faltungsprodukt von C' und D und man notiert

P=CxD.

Hinweis FEine Folge

P = ( -+»P-1,P0,P1,D2, - - )

mit pr > 0 fir alle & und > pr = 1 heiBt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine
Wahrscheinlichkeitsgewichtung auf Z. Die Funktion Y pj e*® heiBt die charakteristische
Funktion dieser Gewichtung.

3.) Die Fourier—Koeffizienten einer 2r—periodischen Funktion

Definition Wenn f(-) auf [0,27] integrabel ist, dann definiert man die Fourier—
Koeffizienten
2T
1 4
Cp = %/ f(z) e "™ dx fir neN.
0

Man nennt Y. ¢, €* die formale Fourier-Reihe zu f und notiert traditionellerweise

—+00
fN § :Cn etne
—00

(Beachte: Das Zeichen ~ soll nicht suggerieren, dal es um eine Aquivalenz geht; f und
> ¢, €™ sind mathematische Objekte verschiedener Art.)
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Beachte Wenn man die (nicht notwendigerweise stetige) Funktion f(-) auf einer Null-
menge abéindert, dann #dndert das die Fourier—Koeffizienten nicht. Man kann auf der ande-
ren Seite zeigen, dafl die Abdnderung auf einer Nicht—Nullmenge die formale Fourier—Reihe
tatséchlich &ndert; der Beweis braucht aber Vorbereitungen.

Satz
(1) f ~ ch eina: , g ~ Zdnemx _ f +g ~ Z(Cn + dn) einx
(ii) Ao~ Z()\ cn) €™ fiir alle Skalare X

(ii) f o~ <ch eim)*

Der Beweis ist trivial.

Beachte Wir reden hier von integrablen Funktionen auf [0,27]. Wir kénnten ebensogut
von 2m—periodischen Funktionen reden, die auf jedem endlichen Intervall integrabel sind.

2
Satz Sei f(-) integrabel auf [0,27] mit ¢y = 5 [ f(x)dx = 0. Fiir die Stammfunktion
0

2
F(-) mit [ F(z)dz =0 gilt dann
0
F~ Z — ¢, €M%
n
Wenn f(-) reellwertig ist mit
[~ Z(ak coskx + by sinkzx) ,

k=1

dann haben wir
F i la sin kx—lb cos kx
— \ & k k" ‘

Beweis (mit Hilfe partieller Integration)

T 27

1 ; 1 1 ;

. F —inx (). = —inx )

o (x) e dx < n) 277/ f(z)e dx
0 0

Ebenso der reelle Fall.
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Beispiel Fiir die folgende 27—periodische Funktion f(-) und ihre Stammfunktion F(-)
studieren wir die formalen Fourier-Reihen:

1 fir 0<z<
flx) = ot reT (ungerade)
-1 fir -7 <z<0
F(z) = |z| fir |z|]<w (gerade)
Wir haben fir £=1,2,...
+m

l/f() inkede = —-o [coska]l + — [cos ka]’
- z) sinkzdr = —o—lcoska]y + .— [coskz]_;

1
= k—[QCOSO—QCOSk?T]
T

. I 1 .
f o~ smx—i—g sm?)x—i—g sinbx + ...

F ~

SESESN S

1 1
[cosx—!— ? cos 3 + 5—2 cos5x—|—...]

Die Fourier-Reihe fiir F(-) ist absolutkonvergent. Es stellt sich heraus, dafl sie tatséchlich
F(-) darstellt.

2] T 4 n 1 32+ 1 b+ fitr [2] <
. _Z — — - r .
x 5 . |C08T+ g5 cos3T+ 5 cosba ir |z <7
Zusatz Die Folge der Partialsummen
— sinz ,

s

. 1 41 . 1 . 1 .
— |sinz + - sindz| , — |sinz+ - sindx + - sindbzr +...
3 s 3 5

ist im Buch von FORSTER, Analysis 1, S. 198 graphisch dargestellt. In jedem abgeschlossenen
Intervall C (0,7) herrscht gleichméBige Konvergenz gegen die Konstante 1.
Man kann das #hnlich wie in der Ubungsaufgabe zeigen, indem man beachtet, daf

4 1 1
s(zx) = = [Sinx—F 3 sindz + ...+ 5N 1 sin(2N — 1)x]

die Stammfunktion ist fiir das elementar summierbare trigonometrische Polynom

4
c(x) = —|[cosx +cos3x+ ...+ cos(2N — 1)z]
T
_ 2 {e(—2N+1)¢x+e(—2N+3)¢x+m+e(2N—1)m}
T
2 eNiw _ o= Niz 2 sin2Nzx .
= - — = — — fir 0<ax<m
T e¥—e W T sinx
i [ 2 sin2N
T sin 2Nt
—s(=) = tydt = = dt .
s(z) = s (2) e(t) / T sint
w/2 w/2
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Partielle Integration zeigt, dal diese Funktion in jedem abgeschlossenen Intervall [a,b] C
(0,7) gleichméBig nach 0 konvergiert. Daraus ergibt sich

xT

/ [s(y) — s(7/2)] dy — 0 gleichméBig fiir x € [a,b] C (0,7) .

w/2
Aus 7r/4:arctan1:]\}iinoo (1—%+%—...+(—1)N*1W1_1)
4 1 1 1

Daraus ergibt sich leicht die Behauptung

7'('2 7T

1
cosx—|—? COS3£L‘—|—5—2 cos5x+...:§—z |x|  fir |z| <.

Rechnungen dieser Art passen ins 18. Jahrhundert. Die modernere Theorie greift die Darstell-
barkeit von Funktionen durch ihre Fourier—Reihe viel allgemeiner und wirksamer an.

4.) Anhang fiir Informatikstudenten:

Die Z—Transformierte

In der Elektrotechnik treten Folgen
C = (...,6_1,60701,...)

als Folgen von Signalen auf oder auch als die Abtastwerte einer Funktion h(t) zu #quidistan-
ten Zeitpunkten. Zum Zwecke der Analyse betrachtet man dazu die sog. Z-Transformierte

—+00
n=-—00

Dies ist zunéchst nur ein formaler Ausdruck, mit dem man Rechnungen anstellen kann.

Beispiel Man sagt, die Folge D entsteht aus der Folge C' durch einen linearen Filter
mit den Filterkoeffizienten (ag,ai,...,ay), wenn fiir alle n € Z

dp = aoCp + a1¢cp—1 + a2cp—2 + ... Fancy—nN -

Die Z-Transformierte ist offenbar

1 N\
Z(D): ag + ai ;—i—...—&—aN ; Z(C)
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Als Mathematiker bemerken wir: Wenn ¢, = 0 fiir alle n < 0, dann ist die Z-
Transformierte Z(C) eine formale Potenzreihe in der Unbestimmten z~!.
Eine solche Potenzreihe hat in giinstigen Fillen Werte fiir gewisse komplexe Werte z.

Wie wir wissen, gibt es in diesem Fall ein r > 0, so da Z(C) Werte hat im Bereich
D={z:]z] >r}

(unter Umstédnden auch noch auf einem Teil des Randes von D).

Wenn ¢, =0 fiiralle n > 0, dannist Z(C) eine formale Potenzreihe in der Unbestimm-
ten z. Sie hat in giinstigen Fillen Werte im Innern eines Konvergenzkreises {z : |z| < R}
(unter Umstédnden auch auf einem Teil des Randes).

In giinstigen Fillen (wenn die |c,| fir n — Zoo geniigend schnell fallen) liefert die
Z-Transformierte eine Funktion F(z) in einem Kreisring

D={z:r<|z| <R} .

In anderen (nicht so giinstigen) Féllen hat Z(C) vielleicht immerhin Werte auf einem Kreis
K ={z:|z| =R} .

In solchen Fillen bietet sich an, die Unbestimmte umzubenennen
z=R-e @

Die Z-Transformierte hat dann die Gestalt einer formalen Fourier—Reihe

+oo

+o0o
Z(0) = Z cp 2= Z(cn -R7") e

—00

Diese Fourier-Reihe (die ja nach Annahme Werte hat) liefert uns eine 27—periodische Funk-
tion f(z), aus welcher man die Folge C' zuriickgewinnen kann. Manchmal kann man aus
dem Studium dieser Funktion niitzliche Schliisse ziehen.

Viele der in der Praxis (der Elektrotechnik) auftretenden Z-Transformierten haben die
Gestalt einer gebrochenrationalen Funktion F(z) = f[(é)) mit Polynomen Z(-) und N(:).
Ein probates Mittel zum Studium der Koeffizienten von F(-) ist die Partialbruchzerlegung.

Die Frankfurter Informatiker erwarten von ihren Studenten zwar keine Kenntnisse in ir-
gendeiner Theorie der Z-Transformierten; sie erwarten aber, dafl die Studenten nicht er-
schrecken, wenn irgendwo (z.B. in der technischen Informatik) einfache Beispiele auftreten.
Wir erwéhnen hier drei Beispiele und verweisen im iibrigen auf Tabellen, wie man sie z.B. im
bekannten ,, Teubner Taschenbuch der Mathematik“ (,, Bronstein“ oder Springers Mathemati-
sche Formeln, L. Rgade u. Bertil Westergren) findet.
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{0 fiir n <0
1) ¢, =

a fir n>0

Z(0) = ianz_" = 1+%+(g)2+...

= 1% = ;2 fiir |z| > |a .

Wenn man im Falle a =1 eine Folge D = (...,d_1,dp,d,
erhélt man die Folge

(D*C)p=> dn,

n<k

..) mit diesem C faltet,

d.h. die Folge der Partialsummen und dazu die Z-Transformierte

z
Z(Dx(C) = - Z(D
(D*C)= 2= - Z(D)
2) Fiir reelle Q
0 fir n<O0
cos(n) fir n>0.
100
n | —iQn) -
Z _ 52 ein zn)zn
n:O 0

_ 1 z z
2\ z— e z—em

22 — zcosQ)

_ i 1
241220080 2>
0 fir n <0
3) ¢p =
sin(Qn) fir n>0.
<1 Q
Z(C) = ——0 fir |2 > 1.

224 1—2zc080)

Mit diesen Andeutungen héren wir hier auf, denn die Angelegenheit kann nur durch echte
Anwendungen wirklich spannend gemacht werden.
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5.)

a)

Geschichtliches: Impulse, die von Fragen

iiber Fourier—Reihen ausgegangen sind

BERNHARD RIEMANN (1826-1866) legte 1854 seine Habilitationsschrift vor: ,, Uber die
Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe®. Er schreibt, dafl
durch Dirichlets Untersuchungen zwar wohl alle in der Natur auftretenden Fille erle-
digt seien, hebt dann aber hervor, dafl ,,die Anwendbarkeit der Fourier’schen Reihen
nicht auf physikalische Untersuchtungen beschrinkt [ist]; sie ist jetzt auch in einem Ge-
biete der reinen Mathematik, der Zahlentheorie, angewandt, und hier schienen gerade
diejenigen Funktionen, deren Darstellbarkeit durch eine trigonometrische Reihe Dirich-
let nicht untersucht hat, von Wichtigkeit zu sein.“ Eine der Bedingungen bei Dirichlet
forderte, dal die Funktion ,integrabel* sein muf. Was bedeutet das aber? Cauchy und
Dirichlet hatten schon gewisse Antworten gegeben; Riemann setzte an ihre Stelle seine
Konstruktion, die in den heutigen Lehrbiichern als das ,Riemannsche Integral“ ab-
gehandelt wird. Riemann zeigte u.a., dal durch Fourier—Reihen definierte Funktionen
solche Eigenschaften haben kénnen, wie das Auftreten unendlich vieler Maxima und Mi-
nima, die von alteren Mathematikern bei der Definition einer Funktion nicht zugelassen
worden wéren. In seinen Vorlesungen gab Riemann ein Beispiel einer stetigen Funktion
ohne Ableitung.

Auch Weierstrafl bentitzte 1861 Fouriersche Reihen fiir sein Beispiel fiir eine stetige
Funktion, die stetig aber nirgends differenzierbar ist. Sein Beispiel war die Funk-

tion
flx) = Z b" - cos(a” wz) ,
0

wo a eine ungerade ganze Zahl ist und b € (0,1) mit

3T
b>1+— .
a +2

Solche Funktionen wurden von den meisten Zeitgenossen als , pathologische® Funktio-
nen abgelehnt. Die Beispiele machten aber klar, daf3 die Grundlagen der Analysis neu

bedacht werden miifiten.

Aufgabe Fiir die Weierstrafische Funktion f(-) ist zu zeigen

IM>0 Ve>0 Jay,z0 :

(|lex —z| <e) AN (Jag —z] <e)

A <f(1’1)—f(ﬂ?) S M)

(Lt )
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¢) Das Riemannsche Integral kann heute nur noch als eine Vorstufe zum allgemeinen In-
tegralbegriff von Lebesgue gelten. Fiir jede Lebesgue—integrable Funktion f(x)
definiert man die Koeffizienten

-
Cp = — / f(z) e ™ dg fir neZ
27
und die trigonometrischen Polynome
+N '
Sn(z) = Z cn €M
—N

Generationen von Mathematikern haben sich mit der Frage beschéftigt, in welchem
Sinne die Folge Sy(:) konvergiert. Es wird heute bezweifelt, daf} es eine erschopfende
Antwort, die alle integrablen f(-) erfait, je geben wird. Ein Aufsehen erregendes
Resultat ist 1966 LENNART CARLESON gelungen. Carleson hat bewiesen, dafl fiir alle

£() mit
/|f($)|pdw<oo fir p> 1

die Folge (Sn(-))n fast tiberall gegen f(-) konvergiert. Der Beweis ist auflerordentlich
schwierig. Es ist bekannt, dafl etwas Besseres als (im Lebesgueschen Sinne) Fastiiberall-
konvergenz nicht zu erwarten ist. Es gibt stetige Funktionen, fiir welche Sy (x) nicht
fiir alle = konvergiert. (Heuser sagt mehr zur Problematik auf S. 154 seines Lehrbuchs
der Analysis, Teil 2).

Anhang: Zum Kontext bei Dirichlet, Riemann und Weierstraf

Die Fourier—Reihen lieferten, wie gesagt, im ganzen 19. Jahrhundert immer wieder Anlésse zur
Frage, was man sich nun eigentlich unter einer “ganz allgemeinen“ Funktion vorstellen sollte.
Besonders P.L.. DIRICHLET und B. RIEMANN gaben dazu wichtige Impulse. Zum Wirken von
Dirichlet und Riemann in weiten Bereichen der Mathematik schreibt Struik in seinem ,,Abrif3
der Geschichte der Mathematik“ (S. 181 ff):

Peter Lejeune Dirichlet war sowohl mit Gaufl und Jacobi als auch mit den franzésischen Mathe-
matikern eng verbunden. Er lebte von 1822-1827 als Privatlehrer und traf mit Fourier zusammen,
dessen Buch er studierte; er machte sich auch mit den , Disquisitiones arithmeticae“ von Gaufl ver-
traut. Er lehrte spéater an der Universitdt Breslau und wurde 1855 Nachfolger von Gauf} in Gottingen.
Seine personliche Bekanntschaft sowohl mit franzosischen und deutschen Mathematikern als auch mit
der mathematischen Wissenschaft beider Lénder lieen ihn zum geeigneten Mann werden, um als
Interpret von Gaufl zu wirken und die Fourierreihen einer tiefschiirfenden Analyse zu unterziehen.
Dirichlets ausgezeichnete ,, Vorlesungen iiber Zahlentheorie“ (1863 veréffentlicht) bilden noch immer
eine der besten Einfithrungen in die Gaufischen Untersuchungen zur Zahlentheorie. Sie enthalten auch
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viele neue Ergebnisse. In einer Arbeit aus dem Jahre 1840 lehrte Dirichlet, wie man die volle Kraft der
Theorie der analytischen Funktionen auf Probleme der Zahlentheorie anwendet; eben in diesen Unter-
suchungen fiihrte er die ,,Dirichletschen“ Reihen ein. Er erweiterte auch den Begriff der quadratischen
Irrationalitéiten zu dem der allgemeinen algebraischen Rationalitétsbereiche (Kérper).

Dirichlet gab als erster einen strengen Konvergenzbeweis fiir Fourierreihen und trug auf diese
Weise zum richtigen Versténdnis des Wesens einer Funktion bei. Aufierdem fiihrte er das sogenannte
Dirichletsche Prinzip in die Variationsrechnung ein, das die Existenz einer Funktion v als gegeben
annnahm, die das Integral [(vZ + ’U; + v2) dr bei vorgegebenen Randbedingungen zum Minimum
macht. Es war eine Abinderung eines Prinzips, das Gau$ in seiner Potentialtheorie von 1839/40
eingefiihrt hatte, und diente spéter Riemann als kraftvolles Hilfsmittel bei der Losung von Problemen
der Potentialtheorie. Es wurde schon erwihnt, dafl schliefllich Hilbert die Giiltigkeit dieses Prinzips
streng nachwies (S. 164).

13. Mit Bernhard Riemann, dem Nachfolger Dirichlets in Go6ttingen, kommen wir zu dem Mann,
der mehr als irgendein anderer den Weg der modernen Mathematik beeinflufit hat. Riemann war der
Sohn eines Landpfarrers und studierte an der Universitit Gottingen, wo er 1851 den Doktorgrad er-
warb. Im Jahre 1854 wurde er Privatdozent und 1859 Professor an der gleichen Universitét. Er war wie
Abel krénklich und verbrachte seine letzten Tage in Italien, wo er 1866 im Alter von 40 Jahren starb.
In seinem kurzen Leben hat er nur eine verhéltnisméBig kleine Anzahl von Arbeiten veroffentlicht,
aber jede von ihnen war — und ist es noch — bedeutend, und einige von ihnen haben ganz neue und
fruchtbare Gebiete ertffnete. Im Jahre 1851 erschien Riemanns Doktordissertation iiber die Theorie
der komplexen Funktionen u + iv = f(z + iy). Wie d’Alembert und Cauchy wurde Riemann von
hydrodynamischen Vorstellungen beeinflult. Er bildete die z,y—Ebene konform auf die w,v-Ebene
ab und wies die Existenz einer Funktion nach, die die Transformation eines beliebigen einfach zu-
sammenhéngenden Gebiets der einen Ebene in ein beliebiges einfach zusammenh#ngendes Gebiet der
anderen Ebene leistete. Das fithrte zur Idee der Riemannschen Fléche, die topologische Betrachtungen
in die Analysis hineintrug. In jener Zeit war die Topologie noch ein fast unberiihrtes Gebiet, iiber das
J.B. Listing in den ,,Gottinger Studien von 1847 eine Arbeit verdffentlicht hatte. Riemann zeigte ihre
zentrale Bedeutung fiir die Theorie der komplexen Funktionen. Diese Dissertation erlduterte auch die
Riemannsche Definition einer komplexen Funktion: Real- und Imaginérteil miissen in einem gegebenen
Gebiet den ,,Cauchy-Riemannschen“ Differentialgleichungen geniigen: u, = vy, u, = —v, und miissen
auferdem gewisse Bedingungen beziiglich des Randes und der Singularitéten erfiillen .

Riemann wendete seine Ideen auf hypergeometrische und abelsche Funktionen (1857) an, wobei er
ausgiebig von dem (von ihm so bezeichneten) Dirichletschen Prinzip Gebrauch machte. Unter seinen
Ergebnissen findet sich die Entdeckung des Geschlechts einer Fliche als einer topologischen Invarian-
te und eines Hilfsmittels zur Klassifizierung abelscher Funktionen. In einer posthum veréffentlichten
Arbeit werden diese Ideen auf Minimalflichen angewendet (1867). Zu diesem Teil der Riemannschen
Tatigkeit gehoren auch seine Untersuchungen iiber elliptische Modulfunktionen und Thetareihen von
p unabhéngigen Verdnderlichen ebenso wie die iiber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen
Koeffizienten. Riemann wurde im Jahre 1854 Privatdozent, indem er nicht weniger als zwei grundlegen-
de Arbeiten vorlegte, eine iiber trigonometrische Reihen und die Grundlagen der Analysis, die andere
iiber die Grundlagen der Geometrie. In der ersten Arbeit wurden die Dirichletschen Bedingungen fiir
die Entwickelbarkeit einer Funktion in eine Fourierreihe untersucht. Eine dieser Bedingungen forderte,
dafl die Funktion ,integrabel“ sein mufl. Was bedeutet das aber? Cauchy und Dirichlet hatten schon
gewisse Antworten gegeben; Riemann ersetzte sie durch seine eigene umfassendeAntwort. Er gab jene
Definition, die wir heute als ,, Riemannsches Integral*“ kennen und die erst im zwanzigsten Jahrhundert
durch das Lebesguesche Integral ergénzt wurde. Riemann zeigte, da durch Fourierreihen definierte
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Funktionen solche Eigenschaften besitzen kénnen wie das Auftreten unendlich vieler Maxima und
Minima, die von &dlteren Mathematikern bei der Definition einer Funktion nicht zugelassen worden
wéren. Der Funktionsbegriff begann sich ernstlich von der ,curva quaecunque libero manus ductu
descripta“?)) von Euler zu befreien. In seinen Vorlesungen gab Riemann ein Beispiel einer stetigen
Funktion ohne Ableitung; ein Beispiel einer solchen Funktion, das Weierstrafl angegeben hatte, wurde
im Jahre 1875 veroffentlicht. Die Mathematiker weigerten sich, derartige Funktionen besonders ernst
zu nehmen und nannten sie ,,pathologische®* Funktionen; die moderne Analysis hat nachgewiesen, wie
naturgeméf solche Funktionen sind und wie Riemann hier wieder zu einem grundlegenden Gebiet der
Mathematik vorgestofien war.

Die andere Arbeit aus dem Jahre 1854 behandelte die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde
liegen. Der Raum wurde als topologische Mannigfaltigkeit von beliebiger Dimensionszahl eingefiihrt; in
einer solchen Mannigfaltigkeit wurde mittels einer quadratischen Differentialform eine Metrik definiert.
Wiéhrend Riemann in der Analysis eine komplexe Funktion durch ihr lokales Verhalten definiert hatte,
definierte er in dieser Arbeit den Charakter des Raumes in derselben Weise, Riemanns vereinheitli-
chendes Prinzip ermoglichte ihm nicht nur, alle vorhandenen Formen der Geometrie zu klassifizieren,
einschliefllich der noch sehr undurchsichtigen nichteuklidischen Geometrie, sondern gestattete ihm
auch die Schaffung einer beliebigen Anzahl von neuen Raumtypen, von denen seither viele einen niitz-
lichen Platz in der Geometrie und mathematischen Physik gefunden haben. Riemann verdoffentlichte
seine Arbeit ohne irgendwelche analytischen Hilfsmittel, wodurch es schwierig war, seinen Ideen zu
folgen. Spéter erschienen einige der Formeln in einer Preisschrift iiber die Warmeverteilung in einem
festen Koérper, die Riemann der Pariser Akademie eingereicht hatte (1861). Hierin ist eine Skizze der
Transformationstheorie der quadratischen Formen enthalten.

Die letzte Arbeit von Riemann, die erwihnt werden muf, ist seine Diskussion der Anzahl F(z) der
Primzahlen, die unterhalb einer gegebenen Zahl z liegen (1859). Es handelte sich um eine Anwendung
der Theorie der komplexen Zahlen auf das Problem der Verteilung der Primzahlen, und es wurde die

xr

GauBische Vermutung untersucht, dal F(z) durch ,den Integrallogarithmus“ [(log¢)~' dt angenihert
2

werden kann. Diese Arbeit ist berithmt, weil sie die sogenannte Riemannsche Vermutung enthélt, dafl
die Eulersche Zetafunktion ((s) — diese Bezeichnung stammt von Riemann —, wenn man sie fiir
1

komplexe Werte s = x + iy betrachtet, sdmtliche nicht reellen Nullstellen auf der Geraden z = 3

besitzt. Diese Vermutung ist bis jetzt weder bewiesen noch als falsch nachgewiesen Worden.4))

14. Riemanns Auffassung der Funktion einer komplexen Verinderlichen ist oft mit der von Wei-
erstraf} verglichen worden. Karl Weierstrafl war viele Jahre hindurch Lehrer an einem preufischen
Gymnasium und wurde 1856 Mathematikprofessor an der Universitét Berlin, wo er dreiflig Jahre lang
lehrte. Seine stets auf sorgfiltigste vorbereiteten Vorlesungen erfreuten sich wachsender Berithmtheit;
hauptséchlich durch diese Vorlesungen sind die Gedanken von Weierstrafl zum Gemeingut der Mathe-
matiker geworden.

In seiner Gymnasiallehrerzeit schrieb Weierstrafl mehrere Arbeiten iiber hyperelliptische Integrale,
abelsche Funktionen und algebraische Differentialgleichungen. Seine am meisten bekannt gewordene
Leistung ist die Begriindung der Theorie der komplexen Funktionen durch die Methode der Potenz-
reihen. Das war in gewissem Sinne eine Riickkehr zu Lagrange, allerdings mit dem Unterschied, daf}
Weierstrafl in der komplexen Ebene arbeitete und durchweg vollige Strenge erzielte. Die Werte der
Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises ergeben das ,Funktionselement“, das dann, falls es

3)) Eine Kurve, die man mit der freien Hand zeichnen kann. Aus Institutiones Calculi Integralis 111 § 301.
4)) R. Courant, Bernhard Riemann und die Mathematik der letzten hundert Jahre, Naturwissenschaften 14,
813-818 (1926).
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moglich ist, mit Hilfe der sogenannten analytischen Fortsetzung erweitert wird. Weierstrafl studier-
te insbesondere ganze Funktionen und solche, die durch unendliche Produkte definiert sind. Seine
elliptische Funktion p(u) ist ebenso mafigeblich geworden wie die &lteren sn w, cn u, dn u von Jacobi.

Der Ruhm von Weierstrafl beruht auf seinen mit hochster Sorgfalt ausgefiihrten Schluweisen, auf
der ,, Weierstrafischen Strenge“, die nicht nur in seiner Funktionentheorie zutage tritt, sondern auch in
seiner Variationsrechnung. Er klérte die Begriffe des Minimums, der Funktion und der Ableitung vollig
auf und beseitigte damit die noch vorhandene Unbestimmtheit der Ausdrucksweise in den grundlegen-
den Begriffen der Infinitesimalrechnung. Er war das mathematische Gewissen schlechthin, sowohl in
methodischer als auch in logischer Beziehung. Ein anderes Beispiel seiner peinlich genauen Denkweise
ist seine Entdeckung der gleichméfligen Konvergenz. Mit Weierstrafl begann jene Zuriickfithrung der
Prinzipien der Analysis auf die einfachsten arithmetischen Begriffe, die wir die Arithmetisierung der
Mathematik nennen.

, Wenn heute in Verfolgung der Schlufiweisen, die auf dem Begriff der Irrationalzahl und iiberhaupt
des Limes beruhen, in der Analysis volle Ubereinstimmung und Sicherheit herrscht und in den ver-
wickeltsten Fragen, die die Theorie der Differential- und Integralgleichungen betreffen, trotz der kithn-
sten und mannigfaltigsten Kombinationen unter Anwendung von Uber—, Neben— und Durcheinander—
Héufung der Limites doch Einhelligkeit aller Ergebnisse statthat, so ist dies wesentlich ein Verdienst
der wissenschaftlichen Titigkeit von Weierstraf.«®))

) D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95, 161-190 (1926).
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Kapitel B

ANALYSIS 1

B.1 Das Programm der Arithmetisierung der Analysis

Im 18. Jahrhundert wurde die Mathematik als eine Hilfswissenschaft der Naturwissenschaften
angesehen. Eine mathematische Formel mufte in wahrnehmbarer, direkter Weise eine Inter-
pretation in den Naturwissenschaften zulassen. Das Hauptkriterium fiir eine Sinnhaftigkeit
einer mathematischen Aussage lag auf seiten des Gegenstands, da ihre Ubereinstimmung mit
den Objekten der Naturwissenschaft als entscheidend fiir die Giiltigkeit der Aussage betrach-
tet wurde; in der Mathematik herrschte eine weitgehende Methodenfreiheit. — Der A-Zug
dieser Vorlesung versucht einen Eindruck von dieser Auffassung zu vermitteln.

Im 19. Jahrhundert setzte ein Theoretisierungsprozef ein, der gegen Ende des 19. Jahrhun-
derts zur Entstehung der ,, Reinen Mathematik® fiihrte. In den abgeschlankten, zur Priifungs-
vorbereitung wohlgeeigneten Lehrbiichern (besonders beliebt ist O. FORSTER Analysis I)
erfihrt der Student leider kaum etwas davon, daf§ die Loslésung von empirischen Sachverhal-
ten und die relative Eigensténdigkeit mathematischer Theorie im 19. Jahrhundert getragen ist
von erfolgreichen Versuchen, diese Theorien nicht nur auf die traditionellen Gebiete Mechanik
und Astronomie zu beziehen, sondern die Anwendung auch auf andere Bereiche auszudehnen,
die den urspriinglichen, bei der Formulierung der Theorien intendierten Anwendungen fremd
sind. Eine der ersten bedeutenden Arbeiten dieser Art stellt die im Jahre 1822 von J.B.J.
FOURIER vorgelegte ,,Theorie analytique de la Chaleur® dar, in der die Theorie der Wérme
hauptsichlich mit den Methoden der Analysis entwickelt wurde.

In dem im 19. Jahrhundert sich herausbildenden Verstdndnis von Mathematik wird die
Wahrheit einer mathematischen Aussage nach und nach weniger an der Widerspiegelung eines
physikalischen oder empirischen Sachverhalts gemessen. Statt dessen erhalten theorieinterne
Kriterien zur Feststellung der Wahrheit einer Theorie eine immer gréfiere Bedeutung.

Am Wendepunkt zur Mathematikauffassung des 19. Jahrhunderts steht C.F. GAuUss
(1777-1832). K. REIDEMEISTER (1893-1971), (als Mathematiker insbesondere durch seine
Beitriage zur Knotentheorie bekannt), hat in einem Aufsatz iiber Gaufl (Springer—Verlag 1957)
aus philosophischer Sicht dargestellt, was die ganz wesentlich von Gaufl geprégte Mathematik
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des 19. Jahrhunderts von der dlteren Mathematik unterscheidet.

Das 17. und 18. Jahrhundert ist die Epoche der mathematischen Erfindung. Sie
steht unter der Vorherrschaft des Kalkiils und versteht das exakte Denken als einen
Prozef3, der durch den rechten Kalkiil befestigt und vorwirts getrieben werden
soll. Dieser Gedanke bestimmt sowohl die Wendung Descartes’ zur analytischen
Geometrie, mit deren Hilfe die Schliisse Euklids durch den Kalkiil der Algebra
ersetzt werden, wie Leibniz’ Konstruktion der Differentialrechnung, durch die eine
Fiille von Einzeliiberlegungen methodisch zu einem Kalkiil zusammengefafit wird.
Das Imaginére und die unendlichen Reihen fiigen sich in diesem Zusammenhang
so ohne Anstof} ein, weil sich mit ihnen Rechnungen durchfiihren lassen, welche
die RegelméBigkeit eines Kalkiils besitzen.

Diesen Erfindungen stellt Reidemeister die ,Entdeckungen® von Gaufl in der Zahlentheorie
gegeniiber. (Die Zahlen sind uns direkt, und nicht auf irgendeinem Umweg iiber die Natur-
wissenschaften gegeben; und im Reich der Zahlen gibt es Entdeckungen zu machen). Nur am
Rande erkennt Reidemeister an, daf die Vielseitigkeit und die Intensitét der Durchdringung
exakter und praktischer Interessen, die sich in Gaufy’ Arbeiten iiber Geodésie, Astronomie
und Physik bekundet, kaum ihresgleichen kennt.

Als Advokaten der Angewandten Mathematik geben wir Reidemeister insofern recht, dafl
die Leistungen von Gauf} in der reinen Mathematik (insbesondere in der Zahlentheorie) sehr
viel schneller Nachfolger angeregt (und somit eine neue Epoche eingeleitet) haben als seine
Leisungen in der angewandten Mathematik. Die Ansétze von Gaufl zu einer eigensténdigen
Angewandten Mathematik (etwa in der Wahrscheinlichkeitstheorie) fielen nicht sofort auf
fruchtbaren Boden. Zu den Schwierigkeiten, die sich im 19. Jahrhundert einer neuen Auffas-
sung von Angewandter Mathematik entgegenstellten, siche G. RICHENHAGEN: ,,Carl Runge
(1856-1927), von der reinen Mathematik zur Numerik“, Vandenhoek & Ruprecht, 1985.

Es scheint, daff Gaufl mit seinen Beitrigen zur Angewandten Mathematik seinen Zeitge-
nossen noch weiter voraus war als mit seinen zahlentheoretischen Entdeckungen.

Bei den alten Griechen war die Mathematik eng mit der Philosphie verbunden. Den Grie-
chen galt das mathematische Wissen wegen seiner Begriindbarkeit aus Axiomen als ein
Wissen ganz besonderer Art. Im Gefolge der Entdeckung des Irrationalen (,,Die Diagonale
des Quadrats hat kein gemeinsames Mafl mit der Seite*) waren sie zum Schlufi gekommen,
dal Arithmetik und Geometrie als getrennte Bereiche zu sehen sind. Das die Arithmetik
beherrschende Diskrete (,,Alles ist Zahl“) sahen sie als unvertriglich an mit dem Kontinu-
ierlichen; sie hatten grofie philosophische Probleme mit der Realitdt der Verdnderungen. Im
17. Jahrhundert waren die Autoren bereit, die archimedische Strenge zugunsten von Gedan-
kengéngen aufzugeben, die auf unstrengen Voraussetzungen beruhend schnell zu Ergebnissen
fithrten (vgl. Struik, S. 106 ff). Im 18. Jahrhundert kam die Entwicklung zu einer gewissen
Séttigung. Im 19. Jahrhundert stellten sich die Mathematiker nun die Aufgabe, die bei der
Beschreibung von Bewegungen so erfolgreiche Infinitesimalrechnung zu begriinden, und zwar
im Sinne einer Arithmetisierung. Dazu mufite nicht nur der Zahlbegriff erweitert werden;
es mufiten auch die Vorstellungen von der Existenzweise (von der Anschaulichkeit und von
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der Beschreibbarkeit) der mathematischen Objekte revidiert werden. Im Aufsatz ., Eine Be-
griindung der Infinitesimalrechnung® (in der Sammlung , Raum und Zahl“, Springer 1957)

schreibt Reidemeister:

»,Die Hauptschwierigkeit der Infinitesimalrechnung ist die Einfiihrung der reel-
len Zahlen. Dort liegt das Kernproblem der mathematisch—logischen Begriindung,
dort liegt die erkenntnistheoretische Schwierigkeit, die man kurz das Problem der
reinen Anschauung nennt, dort liegt aber auch die Schwierigkeit fiir den Lernen-
den und Lehrenden: Wie genau soll ein Beweis gefiihrt werden, an welcher Stelle
soll der kritische Sinn geweckt werden? Was ist bekannt und sicher und was nur
scheinbar bekannt und unsicher?

Die Entdeckung des Differentialquotienten und des Integrals erfolgte zu einer
Zeit, als man in der Mathematik nicht ,,more geometrico“ dachte. Das Vertrauen zu
der neuen Methode stiitzte sich auf ihren Erfolg; die logischen und erkenntnistheo-
retischen Zweifel beschieden sich und iiberlieflen der formalen Phantasie die Ziigel.
Erst nach etwa 100 Jahren tritt hierin eine Wandlung ein. CAUCHY und DEDE-
KIND bezeichnen die zwei klassichen Etappen der kritischen Besinnung; CAUCHY
untersucht den Grenzwertbegriff, DEDEKIND fiihrt den Begriff des Schnitts — ganz
dhnlich wie es EUKLID schon getan hatte — ein; alsbald entsteht aber jene Krise
der mathematischen Logik, von der heute so viel gesprochen wird und die auch
den DEDEKINDschen Begriff der reellen Zahlen erschiitterte.* ...

»,Die Grundelemente der Infinitesimalrechnung sind die Funktionen von einer
Verénderlichen y = f(x). Der anschauliche Anlaf}; solche Funktionen zu kon-
struieren, sind Kurven, die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem festgelegt
werden sollen. Das beruht auf der Vorstellung, dafl ein Punkt durch Abszisse und
Ordinate bestimmt ist und diese durch Mafizahlen gemessen werden kénnen. Kurz,
wir haben zur Definition einer Funktion zunéchst einen Bereich von Zahlen nétig.
Beispiele von Zahlen sind bekannt; die natiirlichen Zahlen, die rationalen Zahlen
— wir lassen dahingestellt, ob es noch weitere Zahlen gibt, und schlieflen diese
Moglichkeit jedenfalls nicht aus. Fiir die rationalen Zahlen gibt es zwei Rechen-
operationen, die Addition und Multiplikation, die einigen Rechenregeln geniigen,
welche aus dem sogenannten Buchstabenrechnen bekannt sind. Ferner lassen sich
die rationalen Zahlen anordnen, und die Gréflenrelation ist durch die sogenann-
ten Monotoniegesetze mit Addition und Multiplikation verkniipft. Diese Tatsa-
chen sprechen wir kurz so aus: Die rationalen Zahlen bilden einen geordneten
Zahlkorper. Unsere erste Grundannahme sei nun:

Es gibt einen geordneten Zahlkorper, welcher die rationalen Zahlen enthélt und
hinreicht, um die anschaulichen Kurven durch geeignete streng definierte Gebilde

zu ersetzen.“

Das, was Reidemeister hier als Grundannahme bezeichnet, ist die Quintessenz aus Einsich-
ten aus der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts. Die Menge R der reellen Zahlen, genauer
gesagt, der (im Sinne von DEDEKIND) vollsténdig angeordnete Korper der reellen Zahlen
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(R,0,1,+,+,<) wird axiomatisch bestimmt. Zur Bestimmung des Gegenstandsbereichs der
mathematischen Analysis horen wir nochmals auf Reidemeister (im Artikel ,,Geometrie und
Zahlentheorie“):

,Die Gegenstinde, die der mathematischen Analysis als analytisches Aquiva-
lent von Kurven in der Ebene und Flachen im Raum zuwachsen, sind die Funk-
tionen, die als Zuordnung von Zahlen zu Zahlen oder von Zahlen zu Zahlenpaaren
analytisch erklédrt und unter recht allgemeinen Voraussetzungen iiber den Charak-
ter dieser Zuordnung den Methoden der mathematischen Analysis unterworfen
werden konnen. Das kommt dann wieder der Geometrie zugute, die sich nun nicht
mehr auf die Geraden, Kreise und Kegelschnitte zu beschrinken braucht, sondern
auch Kurven und Fldchen behandeln kann, die den allgemeinen Funktionen der
Analysis entsprechen. So entsteht z.B. die Differentialgeometrie der Flachen und
daraus dann die Theorie der gekriimmten Rdume, die das mathematische Geriist
fiir die allgemeine Relativitéitstheorie ist.“

Wir halten fest: Um eine mathematisch strenge Theorie der anschaulichen Kurven zu
entwickeln, braucht man eine Erweiterung des Zahlbegriffs iiber den Begriff der ratio-
nalen Zahlen hinaus. Die fiir die mathematische Analysis passende Erweiterung kann streng
gefafit werden durch das Vollstandigkeitsaxiom von Dedekind. Dieses Axiom stiitzt sich auf
den Begriff des Schnitts in der linear angeordneten Menge der rationalen Zahlen. Dedekinds
Zugang soll hier kurz skizziert werden. (Der Begriff der Vollsténdigkeit wird uns in anderer
Form im Kapitel iiber die Vervollstéindigung eines metrischen Raums wieder begegnen.)

Bekanntlich gilt fiir jedes Paar rationaler Zahlen a,b genau eine der Relationen a < b
oder b < a oder a=>5. Wir schreiben a <b, wenn a <b oder a =0b gilt, so daf} also
a=b < (a<b und b<a), a<b <= (a<b und a#b).

Definition Ein Dedekindscher Schnitt ist eine Partition von @Q in zwei nichtleere
Mengen (Q = M, U My, M, N My = 0), so daB fiir jedes a € M,, und jedes b€ My gilt
a<b.

Bemerke Der Begriff des Dedekindschen Schnitts kann auf beliebige linear angeordnete
Mengen (M, <) iibertragen werden.

Definition Eine zweistellige Relation ,,<*“ auf einer Menge (M, =) heift eine partielle
Ordnung, wenn

a<a fir alle ae M
a<b

fi— )

b<c impliziert a < ¢

a<b b<a impliziert a = b .

Man spricht von einer linearen Ordnung, wenn fiir a # b entweder a <b oder b<a gilt.
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Definition Sei (M,<) eine lineargeordnete Menge. Ein Schnitt ist eine Partition

M =M, + My mit a<b firalle a € M,, b€ M, .

Definition Eine lineargeordnete Menge (M, <) heifit vollstindig im Sinne von Dede-

kind, wenn es zu jedem Schnitt M = M, + My ein Element a* € M gibt, so dafl

a<a* firalle ae M, , a*<b firalle be M.

Bemerke

1) Die Menge Z der ganzen Zahlen mit der iiblichen Ordnung ist vollstdndig im Sinne

von Dedekind.
2) Die Menge Q; ist nicht vollstindig. Sei z.B.

My = {r : r rational, 72> 2}, M, =Q4\ M, .

Dann existiert keine rationale Zahl a*, die diesen Schnitt erzeugt; +/2 ist eben keine

rationale Zahl.

3) Jeder, der sich die Menge R der reellen Zahlen als die Menge der Punkte auf der
Zahlengeraden vorstellt, wird zugeben, dafl R vollstdndig ist im Sinne von Dedekind.

Man kann die reellen Zahlen in der Tat identifizieren mit der Menge aller Schnitte

in (Q,<). Es ist das Verdienst von Dedekind, daf er dieser intuitiven Einsicht eine

scharfe Fassung und damit dem System der reellen Zahlen eine axiomatische Fundierung

gegeben hat.

Wir zitieren nun aus C.H. EDWARDS, JR.: The historical development of the calculus.

Springer Verlag 1979. (Unsere freie Ubersetzung)
Im Kapitel ,,The arithmetization of Analysis“ heift es:

Der Kalkiil von Newton und Leibniz war ein Kalkiil geometrischer Va-
riabler, von Groflen, die explizit mit geometrischen Kurven verkniipft sind,
und ihre Analyse beruhte weitgehend auf intuitiven geometrischen Begriffen.
Euler, Lagrange und Cauchy versuchten in ihrer Begriindung der Analysis
die geometrische Intuition durch die Prinzipien der Arithmetik zu ersetzen;
in ihren Biichern iiber Infinitesimalrechnung findet sich kein einziges geome-
trisches Diagramm. Diese ersten Versuche einer Arithmetisierung des Gebiets
waren jedoch nur teilweise erfolgreich, weil bis zum Ende des 19. Jahrhunderts
die reellen Zahlen selbst nur intuitiv verstanden wurden.

Seit dem 17. Jahrhundert hatten die Mathematiker die Irrationalzahlen
(wie etwa 1/2) pragmatisch und unkritisch verwendet, ohne ernsthaft nach
ihrem prézisen Wesen zu fragen, wobei sie fiir das Rechnen davon ausgingen,
dafl jede Irrationalzahl beliebig genau durch rationale Zahlen approximiert
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werden kann (z.B. /2 = 1.41421...). Dabei nahm man nicht nur an, daf
die Irrationalzahlen, die man fiir die tiblichen Zwecke brauchte, existieren,
sondern auch, daf fiir sie die von den Rationalzahlen her bekannten Regeln
der algebraischen Operationen gelten. Es gab aber, wie RICHARD DEDEKIND
(1831 — 1916) in einem Aufsatz 1872 bemerkte, keine strenge Begriindung fiir
so einfache Tatsachen wie etwa /2 -3 = V6.

Da das System der reellen Zahlen nicht vollig verstanden wurde, konnte

man den Kalkiil nicht solide begriinden. ... *

Edwards fiihrte als Beispiele fiir Beweisliicken, die hierauf zuriickzufiihren sind, auf:

i) Bolzanos Beweis des Zwischenwertsatzes,
ii) Cauchys Kriterium fiir die Konvergenz von Zahlenfolgen,

iii) die von Cauchy und Riemann implizit verwendeten Annahmen bei Beweisen, dafl
Funktionen unter geeigneten Voraussetzungen ein Integral besitzen.

Grundlegende Eigenschaften der reellen Zahlen wurden nicht verifiziert, sondern aus
geometrischen Griinden fiir evident gehalten. Edwards fiihrt weiter aus:

»,Diese Vagheit in der Begriindung der Analysis fiihrte nicht nur zu Liicken
in der Beweisfiihrung, sondern gelegentlich auch zu falschen Vorstellungen.
Z.B. glaubte man im frithen 19. Jahrhundert ganz allgemein, dafl jede stetige
Funktion allenfalls in isolierten Punkten nichtdifferenzierbar sein kénne (wie
z.B. die Funktion f(z) = |z| im Nullpunkt nicht differenzierbar ist). In der
Tat taten einige Analysistexte so, als ob sie diese falsche Aussage bewiesen. Es
kam daher als heilsamer Schock, als KARL WEIERSTRASS (1815-1897) 1861
in seinen Berliner Vorlesungen eine Funktion angab, die {iberall stetig aber
nirgends differenzierbar ist. ...

Zwar hatte Bolzano schon 1834 eine stetige nichtdifferenzierbare Funk-
tion angegeben; das war aber nicht beachtet worden. Erst das Beispiel von
Weierstral machte klar, dafl die Grundlagen der Analysis neu zu iiberden-
ken waren. Insbesondere wurde klar, dal man das System der reellen Zahlen
nicht als gegeben ansehen darf, sondern dafl man es in einer Weise konstru-
ieren oder definieren muf}, dafl man die Eigenschaften der Irrationalzahlen

streng beweisen kann. ... *

R. DEDEKIND (1831-1916) kann als Vollender des Programms der Arithmetisierung der
Analysis gelten. Thm ist die Einsicht zu verdanken, dafl die Analysis keinerlei Anleihen bei
der geometrischen Intuition n6tig hat, wenn man die Vollstéindigkeit des Systems der reellen
Zahlen als Axiom einfiihrt, d.h. wenn man zu den Axiomen, die einen angeordneten Korper
charakterisieren, die Vollstdndigkeit als weiteres Axiom hinzufiigt. Dedekinds Einsicht soll
durch die Beweise, die wir im B—Zug unserer Einfiihrung fithren werden, plausibel gemacht
werden. Es kann aber nicht unser Ziel sein, eine streng arithmetisierte Analysis von Grund auf
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zu entwickeln. Wir halten es mit Dedekind, der aus didaktischen Griinden den gelegentlichen
Rekurs auf die Anschauung empfiehlt: Um nicht allzuviel Zeit zu verlieren, miisse man wohl an
die geometrische Intuition appellieren, wenn man in einer ersten Einfiithrung solche Tatsachen
vermitteln will, wie z.B. dafl jede monoton steigende Zahlenfolge, die nicht iiber alle Grenzen
wéchst, einen Grenzwert besitzt.

Nach dem Gesagten sollte klar sein, inwiefern der folgende (hier nicht bewiesene) Satz als
das Fundament des B-Zugs unserer Vorlesung anzusehen ist.

Axiomatische Kennzeichnung des Korpers der reellen Zahlen Es existiert (bis
auf anordnungserhaltende Isomorphie) genau ein im Sinne von Dedekind vollsténdiger ange-
ordneter Korper

(R7 Svoa 17 =+, ) .

Wir zitieren aus einigen bekannten Lehrbiichern detaillierte Axiomensysteme fiir diesen
vollstédndigen angeordneten Korper, den Korper der reellen Zahlen.

Gesetze der Gleichheit
G1  (Reflexivitat) A,a=a
Ga  (Komparativitit) A,, .(a=cAb=c)—a=0b

Gesetze der Addition
Ay (Verkniipfung) A, , \/i at+b=c

A, (Konmsistenz) A, ,..la=bAc=d) —a+c=b+d
As  (Assoziativitét) 7/\1a7b Ja+b)+c=a+(b+c¢)
Ay (Streichregel) /\a,b,; a+c=btcoa=bh
As  (Kommutativitit) A,,a+b=b+a
As  (Neutrales Element 0 oder Null) \/é Nea+0=0+a=a
A7 (Subtraktion) A, \/; a+b=0=0+a. Dieses wird mit —a bezeichnet.
Anmerkung Ein Teil der vorstehenden Gesetze ist in verkiirzter Form geschrieben. Z.B. ist

a+b=0b+a in As keine Grundaussage. Im Sinne des eingangs erklérten Rechnens wire A vielmehr
in der Form A, , .

fiir andere Falle.

a+b=c— b+a=c zuschreiben, worin nur Grundaussagen vorkommen. Analog
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Gesetze der Multiplikation
My (Verkniipfung) A, , \/i ab=c

M, (Konsistenz) A, , . (a=bAc=d) — ac=bd
Mz (Assoziativitdt) A, , .(ab)e = a(bc)
My (Streichregel) A, , . (ac=bcAc#0)—a=0b

(

(

(
Ms  (Kommutativitit) A, ,ab=ba
Mg (Neutrales Element 1 oder Eins) \/] A, al =la=a
M; (Division) A, a#0— \/;ab=1=ba. Dieses b wird mit a~' bezeichnet
Ms  (Distributivitét) A, , . a(b+c)=ab+acA (b+c)a=ba+ca

Anmerkung 1 Statt ab schreibt man auch a-b

Anmerkung 2 Summen bzw. Produkte aus n gleichen Summanden bzw. Faktoren a werden

mit na oder n-a bzw.mit a” bezeichnet (also na:=a1+...+a, mit A, a, =a usw.)

Gesetze der Ordnung  (Relation <). Es wird gesetzt ¢ > d <> d < c¢. Dannsei a <b:—

a<bVa=0b und c>d:—=d<c sowie bfa: (b<a)—:a}b
Ui (Konsistenz) A,, 4 a=bAc=dANa<c)—b<d
U,  (Einsinnigkeit) A,,a<b—b%Za
Us (Transitivitdt) A,,.(a <bAb<c)—a<c
Uy (Linearitdat) Fir beliebige a,b liegt genau einer der drei Fille vor:
a=0b oder a<b oder b<a, dh. A\, ,a#b— (a<bVb<a)
Us (Monotonie der Summe) A,, . a<b—a+c<b+c
Us (Monotonie des Produktes) A, .(a <bA0 <c)—ac<be
Uz (Archimedisches Axiom) A, ,(0<aA0<b)— (V,n€NA b<na)
Us (Vollstiandigkeit (im Sinne der Ordnung) von M nach oben)

Jede nicht leere nach oben beschriankte Teilmenge A von M beseitzt in M eine kleinste obere

Schranke, d.h. es existiert in M das Supremum sup A von A, in Zeichen:
Nacr Noert(A#DNA<E) =V (A< ) AN\ jey(A<d—c<d)

Aus Aumann-Haupt: Einfithrung in die reelle Analysis, de Gruyter, 1974.
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Zusammenstellung der Axiome der reellen Zahlen

Korperaxiome: Es sind zwei Verkniipfungen (Addition und Multi—
plikation) definiert, so dafl folgende Axiome erfiillt sind.

Axiome der Addition
Assoziativgesetz
Kommutativgesetz
Existenz der Null
Existenz des Negativen

Axiome der Multiplikation
Assoziativgesetz
Kommutativgesetz

Existenz der Eins (# 0)
Existenz des Inversen

(zu Elementen # 0)

Distributivgesetz

Anordnungsaxiome : Es sind gewisse Elemente als positiv ausge—
zeichnet (z > 0), so daB folgende Axiome erfiillt sind.

Fiir jedes Element x gilt genau eine der Beziehungen
>0, x2=0, —x>0

x>0&y>0 = z+y>0

x>0&y>0 = zy >0

Zahl n mit nz >y

Archimedisches Axiom: Zu z >0, y > 0 existiert eine natiirliche

Vollstindigkeitsaxiom: Jede Cauchy—Folge konvergiert

Die Axiome bis einschliefllich Distributivgesetz definieren einen Koérper. Die weiteren ohne die

beiden letzten Zeilen einen angeordneten Korper.

Zur Charakterisierung des Korpers der reellen Zahlen kommen noch die beiden letzten Axiome

hinzu. Die reellen Zahlen bilden einen vollsténdigen achimedisch angeordneten Koérper.

Bemerkung In vielen Lehrbiichern wird das sog. Dedekindsche Schnittaxiom verwendet. Die-
ses ist gleichwertig mit dem Archimedischen und dem Vollsténdigkeits—Axiom und kann deshalb an-
stelle dieser beiden Axiome verwendet werden. Ebenfalls gleichwertig mit dem Archimedischen und
Vollstandigkeits—Axiom ist der Satz, dafl jede nicht—leere, nach oben beschrinkte Menge von reellen
Zahlen eine kleinste obere Schranke besitzt. Also kann man auch diesen Satz statt der beiden Axiome

selbst als Axiom verwenden.

Aus O. Forster: Analysis 1, Vieweg—Verlag
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B.2 Wurzelziehen

Mit Hilfe des Dedekindschen Schnittaxioms sieht man leicht, dafl es zu jeder positiven Zahl
r genau eine positive Zahl +/x = sup{r : r?> < z} gibt, deren Quadrat gleich 2z ist.
Es gibt viele Algorithmen, diese Zahl beliebig genau zu approximieren. Wir diskutieren hier
einen beliebten Algorithmus, der auf der Einsicht beruht, daf§ das geometrische Mittel zweier
positiver Zahlen a,b nie grofler ist als das arithmetische Mittel, und dal Gleichheit nur

herrscht, wenn a = b.
Satz Va-b <i(a+b) firale a,b> 0.
Beweis Wir miissen zeigen a-b < i(a +b)2. Dies ergibt sich aus

1 2 1 2
— — . — — > .
(a/ + b) a-b (a/ b) 0

vz ist das geometrische Mittel von = und 1 oder auch, fiir beliebiges y > 0, das geometrische
Mittel von % und y.

Algorithmus Beginne mit irgendeiner Zahl yg > 0 und setze
1 x 1 x .
Y1 = = <y0+—>, Yntl = = (yn+—> fir n=1,2,...
2 Yo 2 Yn

Es gilt dann
y1 > y2 > ... und lim \, y, =7 .

Beweis

1) Der Beweis beruht auf einer Idee, auf die der Anfinger wohl kaum selber kommen wiirde.
Man betrachtet (fiir ein festes > 0) die Funktion

1
9(y) ::§<y+§> fir y>0.

2) Wir beweisen einige Eigenschaften dieser Funktion. Es gilt ¢(y) > v/ und g¢g(y) <y
fiir alle y > /x; denn

g(y)—y=%<—y+5> Z%(—yQ—l—x) :

Also haben wir

Y1 > yo > mit  y, > /2 fiir alle n
£§£§ mit igﬁfﬁrallen
Y1 Y2 Yn

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.2. WURZELZIEHEN 11

3) Sei y* =inf{y, : n € N}. Dann gilt einerseits

X X
o Z) - 2 20
Y )

n

und andererseits aufgrund der Konstruktion von 4,41

(=) =3 (0 —5) N3 (v 57)
1—— =3 - — 5 -— -
Ity ) T2\, 2 \Y T

Daraus folgt y* = yﬁ . |

Figur B2.1 Approximation von /13 mit yp =1

1 13 1 13
yo = 1, =3 yo+t— ), - Ynr1=z Ut — ), ..
Yo 2 Yn

T T
0.5%(x+13/x) ——
M
yl 80 B
1
1
6 F I
1
1
1
5F |
1
)g U S N Y
1
4+ 1 -
Booboniennnn ey
Y, |
1
3F 1 -
1
1
1
2 F \ -
1
I/
1
yorpe
1
1
0 1 L L L L L
0 1 2 4 6 8 10 12

Approximation der Wurzelfunktion
Uns interessieren nicht nur Zahlenfolgen, sondern auch Funktionenfolgen. Wir wollen die
Wurzelfunktion /z approximieren. Betrachten wir also z als eine Variable mit Werten
> 0.
Beginnen wir z.B. mit der Funktion fo(z) =1 und setzen wir
1

filz) =5 (fo(w) + %) , fara(z) = % (fn(m) + %) .
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Es gilt dann f,(z) > /2 fiir alle n und

fil@) > fo(z) > ... mit inf{f(z) :neN}=x.

Man schreibt auch: /z =lim \ f,(z).

Figur B2.2 Approximation von +/z fiir 0 <z <25

olo) = 1, i) = 50+ o) = (Al + 50 o

6 T L T T

Aufgabe 1 Sei >0. Setze yo=1,Ynt1 =73 <2yn + 1) Studiere das Verhalten der Folge.

v

Aufgabe 2
a) Zeige, dafl die Zahlenfolge

V2, 2+ V2 242+ V2, ..

monoton ansteigt und berechne ihr Supremum.

b) Fir = > 0 betrachte

fl(z) :\/Ev fn+1(1'): .T+fn($) fiir TL:172,...

Zeige f1 < fo < f3 <... und berechne die Grenzfunktion f*(-).
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Aufgabe 3 Betrachte die fiir « > 0 definierten Funktionen

1
filz) ==z, fg(x):a:—i—m, falx) =z +

1
fa(x)
Zeige
s o f6<falfo
und berechne
nh—>H;o T f2n+1(‘r) ; nh—>Holo l f2n($) .
(In der Theorie der Kettenbriiche notiert man die Grenzfunktion

N B B
f(x)f;z:+|x+|x+|x+...)

Die Folge der Fibonaccischen Zahlen 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... entstand aus folgender
Aufgabe 4 Wieviele Kaninchenpaare konnen in einem Jahr von einem einzigen Paar erzeugt
werden, wenn a) jedes Paar in jedem Monat ein neues Paar erzeugt, das vom zweiten Monat an selbst
wieder neue Paare erzeugt, b) keine Todesfille vorkommen?

In moderner Notation lautet die

Aufgabe 4a) Y=0,y1=1, Yni1 =Yn +yn_1 fir n=1,2,....
Wie schnell steigt die Folge an?

Loésung Setze z1 =1, zn:% fir n=1,2,....
Es gilt dann z; =1, x5 = 2, 1:3:%, x4:%,
1
Tpe1 = 14+ — fir n=1,2,...
Ty
14 !
x = R
n+2 1—’—&

T <2x3<T5<...<Tg<xg <.
(Man beweise das durch vollstindige Induktion !)
a) Topy1 < To, fir alle n

b) $2n+2:1+1%>1+ﬁ:$2n+1-

+ Ton41 Z2n

Es gilt sup{xont1} = inf{xe,} = 2* mit
1 1
¥ =14+ — z*:—(lJr\/g)
x* 2

Dies ist die Zahl des Goldenen Schnitts: Eine Strecke soll so geteilt werden, daf3 der kleinere Abschnitt
zum groferen im selben Verhéltnis steht wie der groBere zur ganzen Strecke.

a b a+b b

b atb’ b a
Mit yzg also y:1+%.
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Anhang : Zur Geschichte der Zahlen \/5, 7 und e

1) Wir zitieren aus D.J. STRUIK: Abri8 der Geschichte der Mathematik. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin 1963, S. 39:

Die wichtigste den Pythagoreern zugeschriebene Entdeckung war aber die
Entdeckung des Irrationalen mit Hilfe von inkommensurablen Strecken. Diese
Entdeckung kann das Ergebnis ihres Interesses fiir das geometrische Mittel
a:b=1>:c gewesen sein, das als Symbol der Aristokratie galt. Wie grof3
war das geometrische Mittel von 1 und 2, von zwei heiligen Symbolen? Das
fiihrte zum Studium des Verhéltnisses von Seite und Diagonale eines und
desselben Quadrates, und man fand, dafl dieses Verhéltnis nicht durch ,,Zah-
len“ ausgedriickt werden konnte — d.h. durch positive ganze Zahlen und ihre
Verhéltnisse, die in der Pythagoreischen Arithmetik allein zugelassenen Be-
griffe.

Angenommen, dieses Verhéltnis sei p: ¢, wobei man stets p und ¢ als
teilerfremd voraussetzen kann. Daraus folgt p? = 2¢2, also ist p? und damit
auch p eine gerade Zahl, etwa p = 2r. Dann miifite ¢ ungerade sein, aber we-
gen ¢?> = 2r? miiite es zugleich gerade sein. Dieser Widerspruch wurde nicht,
wie im Orient oder in Europa im Zeitalter der Renaissance, durch eine Ver-
allgemeinerung des Zahlbegriffs aufgeldst, sondern unter Ablehnung einer auf
Zahlen beruhenden Theorie durch den Versuch einer geometrischen Synthese.
Diese Entdeckung, die die wohlabgestimmte Harmonie zwischen Arithmetik
und Geometrie zerstorte, wurde wahrscheinlich in den letzten Jahrzehnten
des fiinften Jahrhunderts v.u.Z. gemacht.

2) Auf Seite 91 schreibt Struik iiber das Interesse an den Wurzeln im Mittelalter:

Leonardo (von Pisa), auch Fibonacci (,,Sohn des Bonaccio“) genannt, rei-
ste als Kaufmann in den Orient. Nach seiner Riickkehr schrieb er das ,Liber
Abaci“ (1202), das arithmetische und algebraische Unterweisungen enthilt,
die er auf seinen Reisen gesammelt hatte. In der ,, Practica Geometriae“ (1220)
beschrieb Leonardo in dhnlicher Weise alles, was er in Geometrie und Trigo-
nometrie in Erfahrung gebracht hatte. Er diirfte zudem auch ein selbsténdi-
ger Forscher gewesen sein; denn seine Biicher enthalten viele Beispiele, die
keine genauen Vorlagen in der arabischen Literatur zu haben scheinen. Er
zitiert jedoch besonders Al-Khwarizmi, z.B. in der Diskussion der Gleichung
22 + 10z = 39. Das Problem, das zur Folge der Fibonaccischen Zahlen
0,1,1,2,3,5,8,13,21,... fiihrt, von denen jede die Summe der beiden voran-
gehenden ist, scheint neu zu sein, ebenso wie sein bemerkenswert durchdachter
Beweis, da die Wurzel der Gleichung 23 + 222 4+ 10z = 20 nicht mit Hil-
fe von Euklidischen Irrationalitdten der Form +a + Vb ausgedriickt (und
daher nicht unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal konstruiert)
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3)

werden konnen. Leonardo fithrte den Beweis, indem er jeden der fiinfzehn
Félle bei Euklid nachpriifte und berechnete danach die positive Wurzel dieser
Gleichung niéherungsweise auf sechs Sexagesimalstellen.

Das Konstruieren mit Zirkel und Lineal hat eine grofle Geschichte. Das geometrische
Mittel h = ,/p-q gewinnt man mit Hilfe des Satzes des Thaleskreises

p q

Man hat hier dhnliche Dreiecke, also p_n

Die Entdeckung der Konstruierbarkeit des regelméfiigen Siebzehnecks, die Gaufl am
30. Mérz 1796 in der Morgenfrithe gemacht hat, soll ihn im Alter von 19 Jahren dazu
bestimmt haben, sich zum Studium der Mathematik zu entschliefen. Und die Mathe-
matikhistoriker sind sich einig, daf§ es Gaul war, der am Anfang des 19. Jahrhunderts
den Blick auf einen ,neuen Kontinent mathematischer Sachverhalte* eroffnet hat. , Ma-
thematicorum princeps“ lautet die Inschrift der Medaille, die der K6nig von Hannover
zum Andenken an Carl Friedrich Gauf} in dessen Todesjahr 1855 schlieflen lief. (vgl.
Reidemeister: Raum und Zahl. Kapitel VIII) (vgl. auch Struik, S. 156 und S. 160 ff).

Man kann also sagen, daff die Quadratwurzeln und insbesondere die Irrationalzahl +/2
eine zentrale Rolle in der von den Griechen begriindeten Linie der Mathematik gespielt

haben.

FEine vergleichbare Bedeutung kommt wohl nur der Zahl 7 und dem Problem der
Quadratur des Kreises zu. Mit der Zahl 7 haben sich schon die alten Agypter befaft.
Fiir sie war 7 das Verhéltnis des Kreisumfangs zum Durchmesser; da§ m/4 auch
das Verhaltnis der Kreisfliche zur Fldche des umbeschriebenen Quadrats ist, war ihnen
anscheinend nicht bekannt (vgl. Struik S. 17).

Charakterisierungen der Zahl 7, die keine Anleihen bei der Geometrie machen, werden
uns im Verlauf der Vorlesung immer wieder einmal begegnen. Grofies Aufsehen erregte
um 1882 der Beweis der Transzendenz von 7 durch Lindemann (Cantor war der Gut-
achter fiir die Aufnahme dieser Arbeit in die Mathematischen Annalen). 7 spielt eine
wichtige Rolle in der Theorie der trigonometrischen Reihen. Diese Theorie war in der
historischen Entwicklung mehrfach Ausgangspunkt fiir die Schaffung tiefliegender neuer
Begriffe. Auch fiir Cantors Weg als Wissenschaftler waren Probleme der Eindeutigkeit
der Fourierentwicklung von entscheidender Bedeutung. Es fiihrt also ein direkter Weg
vom Interesse an 7 in die abstrakte Analysis des 20. Jahrhunderts.
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5)

Das Interesse an der Zahl e, der Basis des natiirlichen Logarithmus, ist jiingeren
Datums. Die Erfindung der Logarithmen geht auf praktische Interessen zuriick. Zwar
erschienen Logarithmen auf der Grundlage der Funktion y = e® fast gleichzeitig mit
den Briggsschen Logarithmen (um 1618 veroffentlichte E. WRIGHT einige natiirliche
Logarithmen, J. SPEIDEL 1619, aber danach wurden bis 1770 keine Tafeln dieser Lo-
garithmen mehr veroffentlicht); ihre fundamentale Bedeutung wurde aber nicht eher
erkannt, als bis die Infinitesimalrechnung besser verstanden worden war (siehe Struik,
S. 104).

J. LIOUVILLE (1809-1882) war in Frankreich in den vierziger bis sechziger Jahren der
fiihrende Mathematiker. Er wies die Existenz von transzendenten Zahlen nach und be-
wies 1844, dafl weder e noch e? Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen
Koeffizienten sein kann. 1873 zeigte Hermite die Transzendenz von e. Nach Struiks
Meinung war HERMITE (1822-1901) nach dem Tode von Cauchy im Jahre 1857 der
fiihrende Vertreter der Analysis in Frankreich. Sein Werk bewegte sich ebenso wie das
von Liouville in der Tradition von Gaufl und Jacobi; es zeigte auch eine gewisse Ver-
wandtschaft mit Riemann und Weierstrafl (Struik, S. 212).

Bemerkenswert ist der Widerstand, den hochangesehene und méchtige Mathematiker
den Irrationalzahlen entgegengesetzt haben. L. KRONECKER (1823-1891) ragt heraus;
Hilbert hat ihn ,,den klassischen Verbotsdiktator“ genannt. GG. CANTOR hat schwer
unter der Machtausiibung von Kronecker gelitten (siehe Purkert, insbesondere S. 72, S.

76/77). Auf S. 51 heift es

,Kronecker vertrat beziiglich der Grundlegung der Mathematik Ansichten,
die in vielen Punkten die Konzeptionen des Intuitionismus vorwegnahmen. Er
sah es als das hochste Ziel an, die gesamte Mathematik zu arithmetisieren,
d.h. sie auf die sogenannte allgemeine Arithmetik zuriickzufiithren. Unter all-
gemeiner Arithmetisierung verstand er die Theorie der ganzen Zahlen und
die Theorie der Polynomringe mit ganzzahligen Koeffizienten. ,Die ganzen
Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk’ war sein
Wahlspruch. Er war davon iiberzeugt, dafl ,alle Ergebnisse der tiefsinnigsten
mathematischen Forschung schliefflich in jenen einfachen Formen ganzer Zah-
len ausdriickbar sein miissen‘ . Insbesondere wollte er ,die Hinzunahme der
irrationalen sowie der continuirlichen Grofien wieder abstreifen ...¢ . Von den
Schlufiweisen, die zum Aufbau der Mathematik auf der so fixierten Grundlage
erforderlich sind, verlangte Kronecker, daf sie finit und konstruktiv sind.

Alle Definitionen miissen entscheidbar sein, d.h. es mufl ein Verfahren
geben, welches es ermdglicht, in endlich vielen Schritten zu entscheiden, ob
ein Objekt der gegebenen Definition entspricht oder nicht. Existenz bedeu-
tet Konstruierbarkeit durch ein finites Verfahren. Es ist Kronecker gelungen,
einige der von ihm entwickelten Theorien in diesem Sinne konstruktiv zu
gestalten, z.B. de Idealtheorie in algebraischen Zahlenkorpern. Im allgemei-
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nen jedoch gelang das nicht, insbesondere hat er sich bei seinen beriihm-
ten Arbeiten iiber elliptische Funktionen vollig auf die traditionelle Analysis
gestiitzt. Es ist festzuhalten, dafl eine Beschrinkung der zuldsigen Hilfsmit-
tel, wie Kronecker sie vornahm, auch positive Seiten hat und zu interessanten

[13

methodischen Fortschritten fiihren kann. ...

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.3. KONSTRUKTION DER EXPONENTIALFUNKTION 18

B.3 Konstruktion der Exponentialfunktion

Aus der Sicht der arithmetisierten Analysis ist es nicht zuléssig, die Exponentialfunktion und
die trigonometrischen Funktionen aus geometrischen Gegebenheiten abzuleiten. Ihre Definiti-
on darf sich nur auf die Axiome stiitzen. Wir werden die Konstruktion in aller Ausfiihrlichkeit
durchfiihren. Das Ziel ist das

Theorem

a) Fiir jede komplexe Zahl z konvergiert die Folge
(+2)
n
gegen eine Zahl e(z).
b) Fiir die Grenzfunktion e(-) gilt
e(z+w) =e(z) e(w) firalle z,w.
c¢) Setzen wir

1 1
en(z):1+z+az2+...—|—az"
so gilt

en(z) — e(z) firalle z.

Wir studieren zuerst reelle Argumente x, insbesondere x > 0. Die Beweise sind ein her-
vorragendes Ubungsfeld fiir den Umgang mit Ungleichungen. Die Resultate werden wir dann
beniitzen, um die trigonometrischen Funktionen ohne Anleihen bei geometrischen Konstruk-
tionen einzufiihren.

Lemma 1 Fiir beliebiges x € R ist die Zahlenfolge

(1+3)

beschrankt und fiir = > 0 gilt

n+1
<1+£>n§<1+ L > .
n n+1

Als Vorbereitung beweisen wir (durch vollsténdige Induktion nach n) zwei Aussagen, die

uns auch sonst noch von Nutzen sein werden.

Bernoullische Ungleichung Fir alle y > —1 und alle n € N gilt

I+y)">1+ny.
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Beweis : Fiir n =1 ist die Aussage trivial. Weiterhin gilt

I+ =0+y" - 1+y) >Q+ny)(l+y) >1+(n+1)y.

Binomische Formel Fiir alle Zahlen a,b und alle n € N gilt
(a+0b)"=a"+ (T)a"l b+ (Z)a"Q B4 = ];) <Z>a”k b

wobei die Koeffizienten (Z), die sogenannten Bionomialkoeffizienten, die Eintrige im Pas-

calschen Dreieck sind

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==~6 1 6 15 20 15 6 1
n="17 1 7 21 35 35 21 7 1
n=2=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Die (n+ 1)-te Zeile ergibt sich aus der n—ten durch

(oY= () () =) () e

Beweis Fir n =1 gibt es nichts zu beweisen. Weiterhin gilt

n

@+ = (a+b)"(a+d) = Y <k> a" " bF(a+b)
_ Z (Z) QR gk Z (Z) am—t pt
S ORANRE
— Z (”‘k':' 1>an+1k b

Hinweis Man definiert die Binomialkoeffizienten

[0
k=20,1,2,...
<k>7 ) Ly &y

auch fiir beliebige reelle «, und zwar

(o) =1 (1)

<Z> = Soa-(a=l-(a—k+1) fir k=23,
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Man beweist leicht, dafl sich fiir natiirliche n die Eintréige des Pascalschen Dreiecks ergeben.
Was die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten mit den ,gebrochenen Potenzen“ (1 + x)®
zu tun haben, werden wir spéter sehen.

Lemma 2 Sei >0 und m,n € N mit x <m. Dann gilt
7\ ntm T n+1+m
1 —) > (1 .
< +n _< +n—i—l)
Beweis
+14+
1+ 2 . B (n(n—{—l)+(n+1)x>n+1+m
1+ 25 nn+1)+nx
T n+1+m
S (5 .
nn+1+z)
> n+1+m‘£21+§.
n+l4+xz n n
Beweis von Lemma 1

(1+3)" = 1—|—x+<;>

—
S

I

—

+

8

+

|
7 N

—_

|
SEES

S|
— N~ —r

|

3

3|

—_

~_

8

3

1 n—1
L+ —(1- 1-— n
* +n!( n—|—1> ( n—i—l)x
n+1
< 1+ v )
n—+1

Spezialfall r=1

Die Folge (1 + %)n ist monoton steigend,

die Folge (1 + %)nﬂ ist monoton fallend,
die Folgen haben den gemeinsamen Grenzwert

1 n 1 n+1
limT<1—|——> :e:liml<1—i——> .
n n
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Ebenso ergibt sich der

Satz 1 Fiir jedes > 0 und jedes m > x

sup{(l—l—%)n:neN}:inf{<1+%>n+m:n€N} .

Den gemeinsamen Grenzwert bezeichnen wir mit e(z).

Satz 2 Sei e(z) fiir x>0 wiein Satz 1 und e(—x) = ﬁ
Es gilt dann fiir alle z,y € R

e(r +y)=e(@) - ey) .

Beweis

1) Es geniigt die Funktionalgleichung fiir « >0, y > 0 zu beweisen.
Sei ndmlich z = x 4+ y mit irgendwelchen z,y, z

-z = (—z)+(-v),
r = z+(~y), -z = (—2)+y,
y = z+(-z), -y = (-2 +x.

0.B.d.A. nehmen wir an, da} z dem Betrag nach am grofiten ist, also |z| = |z| + |y].

Wenn wir

e(|z]) - e(lyl) = e(lz])

bewiesen haben, dann haben wir auch

bewiesen.
2) Sei x>0, y>0, z=x+y. Esgilt
(+2) = (2 ()
n n n
also e(z) <e(x)-e(y).
3) Setze fiir = >0

1 1
en(m):1+x+5x2—|—...+mx”.

Im Beweis von Lemma 1 haben wir gesehen
T\ "
<1 + —) < ep(z) < e(x).
n

Also gilt e(z) =lim T ey (z) .
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4) Fir z,y,> 0 haben wir

en() - en(y) < eam(z+y);

denn Ausmultiplizieren liefert nach der binomialen Formel

n n 2n
(ZH”C)( W) = Z—m!<H we Y
+l=m

2n

= > % (@ +y)™ .
5) e(x)-e(y) > ean(x+y) firalle n, also mit 2)
e(z) -e(y) = e(r +y) .

Didaktischer Hinweis Die elementare Analysis bietet eine Unzahl von Gelegenheiten,
wo der Student seine Findigkeit zeigen kann. Identitdten und Abschétzungen, die zunéchst mit
dem vorgegebenen Ziel nichts zu tun zu haben scheinen, miissen vermutet und (hiufig durch
vollstéindige Induktion) bewiesen werden. Wer wenig Erfahrung hat, muf} viel ausprobieren;
es ist fast wie bei Schachproblemen. Wer mehr weif}, tut sich leichter mit den Vermutungen.
Der Student staunt oft, wie wohl der Dozent auf seine Vermutungen gekommen ist, die er da
beweist.
Wie konnte er etwa auf die Vermutung gekommen sein, dafl

AT T n+1
<1——> > <1— > fir0O<ax<n?
n n—+1

Der Dozent hat eben das Bild der Funktion

1
” In(1+y) (fir y>-1)
vor Augen. Er weif}, dafl sie fallend ist; wegen (—%) > <—ni) gilt

(w5 < (7 )n(-5)

Wer nichts vom Logarithmus weif3, hat es schwerer.

Den Beweis von
€T n

<1——> N\ e(—z) = 1 fir >0

n e(z)

iiberlassen wir dem Leser.
Leichter zu vermuten und zu beweisen sind die Abschétzungen

eon(—x) < egpio(—x) < e(—x), wenn 0<z<2n

)
eon—1(—x) > egpii(—x) > e(—x), wenn 0<z<2n+1
|

len () —e(x)] < len(|z]) —e(|z])| fiir alle = .
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Miihevoll fiir einen, der keine Theorie kennt, sind die folgenden Abschéitzungen zu beweisen:
Fir z >0 gilt

:Un—l—l
le(—z) — en(—2)| m )
wnJrl
le(z) —en(z)] < € e

Eine wirklich wichtige Abschétzung ist die folgende

Satz e(r) > 1+x furalle x €R.
(Beweis mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung !)

Korollar Die Funktion e(-) ist iiberall stetig und

% (e(x+h) —e(z)) — e(x) fir h—0.

Beweis e(r+h)—e(x) = e(z) [e(h) —1] .
Es geniigt also zu beweisen

1
— (e(h)=1) — 1.
h
Wegen eh21—|—h, e*thLh, ehgﬁ, eh>1-nh gilt

-1 — 0 fir h—0
€2h—1 — eh(eh_efh) > eh + _L

1+h

h

I

Q

>
’_\‘

>
[\]
>
N
—_
_|_
0o |
N—— —

1
o1 s (g -aen

1 h
— N - =
-7 = e 1_h2h<1 2).

Daraus folgt die Behauptung.

Bemerke Fiir jede konvergente Folge z, — z* gilt
<1 + @> — e(z") .
n
Fiir jedes € > 0 gilt ndmlich schlielich
T —e <z, <zt +e

und daher
* n * n
<1+”’C 6) < <1+@>n < <1+x +€> .
n n n
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Der begriffliche Standpunkt (Vorgriff auf weitere Begriffsbildungen)

Ist nun die oben konstruierte Funktion e(-) wirklich dieselbe Funktion, die andere Autoren
auf andere Weise konstruieren und dann die Exponentialfunktion nennen? Manche Autoren
konstruieren zuerst den natiirlichen Logarithmus als Stammfunktion der Funktion % und
nennen dessen Umkehrfunktion die Exponentialfunktion. Andere fiithren die Exponentialfunk-

tion ein als die (eindeutig bestimmte) Losung der Differentialgleichung

f(x) = f(z) mit f(0)=1.

Die einen brauchen also etwas Integrationstheorie, die anderen ein wenig Theorie der Differen-
tialgleichungen. In einer solchen Situation suchen die modernen Mathematiker nach mo6glichst
einfachen intrinsischen Charakterisierungen des Gesuchten, d.h. Befreiung von den Eigenarten
der speziellen Konstruktion.

Cauchy hat in seinen ,,Cours d’analyse* von 1821 den folgenden Charakterisierungssatz
bewiesen:

Satz Die stetigen Lésungen der Funktionalgleichung

fl@+y)=f(@)-fy) firalle z,ycR

sind die Funktionen f,(z) =€ (a reell). Andere stetige Losungen gibt es nicht.

Im 20. Jahrhundert konnte dann im Zuge des Aufkommens der Mengenlehre bewiesen
werden, daf} es auch keine weiteren borelmefbaren Losungen der ,,Cauchy-schen Funktional-
gleichung® gibt, dafl jedoch die Annahme, dal es nichtmefibare Losungen gibt, nicht zum
Widerspruch gefiihrt werden kann (wenn nicht iiberhaupt die klassische Analysis in sich wi-
derspruchsvoll ist).

Fazit Jeder, der mit irgendwelchen Mitteln eine stetige Losung der Cauchyschen Funk-
tionalgleichung gewonnen hat, hat eine der Funktionen f,(-) gewonnen.

Cauchys Anstrengungen wurden von prominenten Zeitgenossen kritisiert. M. OHM schrieb
1829 in seiner Rezension:

»oieht nicht der Anfanger sogleich, dafl der Verfaser das Gesuchte bereits im
Sacke mit sich herumtrigt und nur gegen seinen Begleiter so tut, als suche er es?
... allein wenn die ganze Untersuchung sich blof} auf die Auffindung der Funktionen
A% Dbeschrinkt, so erscheint uns das Ganze, wenn man dem Anfénger von den
Dingen, die er kennen lernen soll, nur die Schatten zeigen wollte; und dem Geiibten
sind dergleichen Wendungen in seinen Fragen nichts Neues.“ (zitiert nach H.N.
JAHNKE: ,Motive und Probleme der Arithmetisierung der Mathematik in der
ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts®, Archive for History of Exact Sciences, Vol. 37
Nr. 2, 1987, pp. 101-182).
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Ohm hat andererseits in seinem Lehrbuch von 1822, als einer der ersten Autoren in
Deutschland eine dem modernen Versténdnis entsprechende Definition des Stetigkeitsbegriffs
gehabt. Jahnke kommentiert, dafl es fiir die Tatsache, ob ein Autor wirklich iiber einen be-
stimmten Begriff verfiigt, nicht so sehr seine verbale Definition entscheidend ist, sondern vor
allem die Art und Weise, wie er damit arbeitet. Wihrend ,,stetig” bei Ohm eine unter vielen
moglichen Eigenschaften seiner (durch Potenzreihen konkret vorgegebenen) Funktionen dar-
stellte, hatte der Stetigkeitsbegriff in Cauchys Werk die fundamentale Aufgabe, den bis dahin
algebraischen Funktionenbegriff begrifflich zu verallgemeinern. (Jahnke, S. 155).

Der natiirliche Logarithmus

Die Logarithmen wurden um 1600 herum erfunden, nicht lange nach der allgemeinen
Einfithrung der indisch—arabischen Zahlenschreibweise und nachdem sich die Dezimalbriiche
durchgesetzt hatten. SIMON STEVIN hatte sich darum 1585 verdient gemacht. Mehrere Ma-
thematiker des sechzehnten Jahrhunderts hatten mit der Moglichkeit gespielt, arithmetische
und geometrische Reihen zu verkniipfen, hauptséchlich zu dem Zweck, das Arbeiten mit den
komplizierten trigonometrischen Tafeln zu erleichtern. (Trigonometrie gab es schon langer,
siche Struik S. 95 ff).

JOHN NEPER (oder Napier), ein schottischer Gutsbesitzer, hat 1614 einen wesentlichen
Beitrag geleistet. Sein Bewunderer Briggs veroffentlichte 1624 eine erste Logarithmentafel,
die 1627 von EZECHIEL DE DECKER, einem holldndischen Feldmesser vervollstdndigt wurde
(Struik S. 103/104, Walter S. 57). Die Bedeutung der natiirlichen Logarithmen wurde erst mit
dem Aufkommen der Infinitesimalrechnung erkannt (siche auch Walter S. 132). GREGORIUS
A SANTO VICENTIO hat 1647 entdeckt, dafl man Logarithmen als Fléchen zwischen einer Hy-
perbel und ihrer Asymptote ansehen kann. MERCATOR verdffentlichte 1668 die logarithmische
Reihe

a
2 3 4

1 a a a
In(1 = dtr=a— — +— — — + ...
n(l+a) /1—|—x T =a 2+3 4+

0
Wir haben oben die Exponentialfunktion direkt vom Prinzip der oberen Grenze (einer mo-
notonen Zahlenfolge) her konstruiert. In ganz #hnlicher Weise kann man auch die Logarith-
musfunktion konstruieren. (Wenn man den Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion einfiihren will, braucht man den Zwischenwertsatz, was als weniger direkt gilt.)
Die Idee der direkten Konstruktion beruht auf der (fiir viel allgemeinere Zusammenhinge
niitzlichen) Einsicht
fllli%% (z" —=1) =z .
In Barner—Flohr, Analysis I, 1974 wird das Programm auf S. 130 ff durchgefiihrt:

hy(z) = 2 < Y 1)

ist monoton fallend fiir alle = >0

gr(@) = 2" (1 - 2{@1/5>
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ist monoton steigend. hy(x) — gi(z) > 0.
Der gemeinsame Grenzwert ist eine monotone Funktion f(x) mit

(i) f(zy) = f(x)+ f(y) firalle z,y>0

(i) flx) < -1 fir alle >0

Man zeigt, dafl es nur eine Funktion mit diesen Eigenschaften gibt; man nennt sie den nattirli-
chen Logarithmus. Von diesem Eindeutigkeitssatz her findet man die Briicke zu allen anderen
direkten Konstruktionen des natiirlichen Logarithmus. Bei jeder Konstruktion kann man et-
was lernen. Eine Frage, die wir nicht behandeln wollen, ist die nach einer effizienten Berech-
nung der Logarithmen. Das ist Sache der numerischen Mathematik; die Mittel sind da das
Entscheidende.
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B.4 Konstruktion der trigonometrischen Funktionen

Definition Fir y ¢ R und n € N setze

1 n
%@>:1‘5y+@y— D g
1 ) 1 )
) = g )
Weiterhin
[oe)
C(y) = JLH;OCQ" Z 2k' k
k=0
s(y) = lim i # 2%—1
k=0
e(ty) = c(y) +is(y)
Theorem

(i) le(iy)| =1 fur alle y
(ii) e(iy1) - e(iy2) = e(i(yr + y2)) fiir alle y1, yo.
(iii) e(im) = —1

Fiir den Beweis bendtigen wir einige Vorarbeiten. Insbesondere miissen wir die Ludolfsche
Zahl 7 mit rein analytischen Mitteln einfiihren.

Lemma 1 Die Folgen c¢o,(y) und s9,(y) konvergieren fiir jedes y.

Beweis

1) Setze fir n=1,2,...

em(iy) = con(iy) + ison—1(iy)
egn_l(iy) = an_g(iy) +i82n_1(iy) .

Es gilt fir N =1,2,...

entiy) = 1+ (ig) + 57 ()" + 35 () + ..+ 57 ()"

2) Zu jedem y € R, >0 existiert ein N, so dafl fir N <n<m
lem (1y) — en(iy)| < e .

Es gilt ndmlich

o0

emlin) —enlin)l < 3 2 1" = elyl) — ex(ly)

k=N+1

mit den oben fiir reelle Argumente definierten Funktion e(-).
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3) Aus der Konvergenz der Folge en(iy) folgt die Konvergenz des Real- und des Ima-
ginérteils. ]

Satz Fiir jedes z € C konvergiert die Folge e,(z). Die Grenzfunktion e(z) ist stetig

und es gilt
zZ— W

gleichméBig fiir |z|, |w| beschrénkt.

Beweis

1) Fir |2/ <C und N <n gilt

= 1
lem(2) — en(2)] < Z 7 CF =e(C) = en(C) .
k=N+1
Die e,(z) bilden also eine Cauchyfolge, die gleichméBig in |z| < C' konvergiert.

2) ZF—wf=(z—-w) <zk_1 + 220+ b+ wk_l)

k k

U kb= (zkil - wk%) + <zk72 - wk72> w4 ...+ (z —w)wt?
Z—w
1 b —wk —1
[Z v —kwk_l] <EZDE o2 gy g o3
zZ—w | z2—w 2

n—2
en(z) — en(w) 1 1
T . —w —enl(w)‘ <lz—wl- 53_0@ <lz—wle(C).

Fiir festes z # w wihlen wir n so grof3, dafl

en(2) —en(w)  e(z) —e(w)

zZ— W zZ—w

= -l

9
‘ < 4

und |e,—1(w) —e(w)| < § |z —w| .
Dann haben wir

en(z) — en(w)

—e(w)‘ <zl 3 (@) +4]
|

Hinweis Das Argument wird uns wieder begegnen, wenn wir beweisen, dafl man eine

konvergente Potenzreihe gliedweise differenzieren darf.
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Satz Fiir jedes z € C gilt

lim (1 + %)m =e(z) = lim e,(2) .

n—0o0 n—oo

Die Konvergenz ist gleichméBig fiir |z| < C (C beliebig < o0).

Beweis

1) Fir n<m gilt

m 1 1
m 2! m
+i'< _i> ..<1—n 1>z"+R(”’m)(2)
n m m
mit
1 1 n
(n,m) = — - — |- ' - i
R () = CE <1 m> (1 m)z +...
1 n m—1 m
+m(1‘a)““'<1‘7>z
[REme)| < S Lk g <0
k=n4+1 "~
Z\™ n,m n m
2) <1+g> = RO (2) —en(z) = Tppaf™ - Lt

=: P("’m)(z)

w0 (2) (-2) o (-52)

P™™)(2) st ein Polynom vom Grad n.

Die Koeffizienten streben nach 0 fiir m — oo.

3) Wihlen wir n so groff, daf fiir alle |z| < C

() leaz) —e(2)] < 3
. =1 €
(ii) kzn;H o oF < 3

Waihlen wir sodann m so grof3, daf3

(i) ‘P(”’m)(z)

< g fir alle |2| <C'.
Wir haben dann
Z\m

‘(1 + E) —e(z)

<e€.
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Korollar Fir z=xz+iy gilt |e(z)] =e(x) .
Insbesondere gilt fiir alle y € R

Aly)+5°(y)=1.

Beweis
212 T 2 2 2
1+ 2] = e+ 2 = 1+ 2) +
m m m m
2z
o142t 2,2
+ - + — @@ +y°)
z|m 2x m/2
R (R R ) R
[
Satz
e(z4+w) =e(z) -e(w) firalle z,weC.
Beweis Wir brauchen hier, dafl (1+%)m in einer Umgebung des Nullpunkts
gleichméfig konvergiert
(1+2)(1+2) 1 Zw
= 1+ — it = —— 0
14 2w o fm T Zm m+(ztw)
1 m
<1+ — Zm> —e(0) = 1
m
[

Beweis des Theorems Die Abbildung
R3y — e(iy)

bildet die reelle Achse auf den Einheitskreis ab. Wenn man die reelle Achse mit gleichférmiger
Geschwindigkeit durchlduft, dann durchléduft der Bildpunkt den Einheitskreis mit gleichférmi-
ger Winkelgeschwindigkeit; denn bei der Multiplikation komplexer Zahlen vom Betrag 1 ad-
dieren sich die Winkel.

Bezeichne % die kleinste positive Nullstelle der Funktion c(y) = Re(e(iy)). e (i §) = i.
Wir zeigen mit Mitteln, die spéter systematisch entwickelt werden (Variablensubstitution bei
Integralen), dafl das so definierte 7 das Volumen des Einheitskreises ist. (Die Idee, 7§ als die
erste Nullstelle durch die Potenzreihe definierte Cosinusfunktion zu definieren, wurde 1933 als

undeutsche Unnatiirlichkeit gebrandmarkt (siche SCHAPPACHER u. KNESER in der Festschrift
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zum 100jidhrigen Bestehen der Deutschen Mathematikervereinigung, 1990, S. 58).

e(i(y+5)) = iey), e(~iy) = eliy) = i
cly+3) = —sty), sy+3) = cl
co(-y) = cly), s(—y) = s(y)

T T T
- ' ‘ f” [__ _i| (__) - _1 (_> - 1
u s(y) st isoton fir y € 2,—1—2 » 8 (3 > 53

cly) = VI—s2(y) fir ye [—g%} .

c(-) und s?(-) sind 7periodische Funktionen

+/2 +/2
1 s
/ A (y)dy = 3 / (y) + s°(y)) dy = 5
—7/2 —7/2

Auf der anderen Seite liefert Variablensubstitution « = siny

+/2 +1
/ Ay)dy = / V1 —u? du = Volumen des Halbkreises .
—7/2 —1

Damit ist die Verbindung zwischen der Exponentialfunktiom im Komplexen und der Ludolf-
schen Zahl 7w hergestellt. |

Hinweis Die oben konstruierte Funktion
1 Z\"M
e(z):kz_oﬁzk:lim@—i—E) fir zeC

bezeichnet man gewohnlich mit

z

e® oder exp(z) .

Die Funktionen
cosz = E (eiz + e_iz) , sinz = 1 (eiz + e_iz)
2 21

heiflen die Cosinusfunktion bzw. Sinusfunktion im Komplexen. Wir haben damit auch fiir
komplexe Argumente z

e =cosz+i-sinz.
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Es gilt auch fiir komplexe 2z

cosz = 1—52 —i—zz—gz—i—
. L 3 1 5 1 4
sinz = z—gz —i—az—ﬁz +...

Die Additionstheoreme gelten auch fiir komplexe Argumente

COs z - cosw — sin z - sinw
- (eiz + e—iz) (eiw + e—iw) _ i (eiz o e—iz) (eiw o e—iw)

1

e . e 5 e~ L T w

DN S| =

= cos(z+w) .
Ebenso
sin(z +w) =sinz - cosw + cos z - sinw .

Die Funktionen cosz und sinz sind komplex differenzierbar mit dem Ergebnis

— cosz = —sinz, — s8inz =cosz .

dz dz
Schliellich gilt auch fiir komplexe z

2

cos’z+sin2z=1.

Aufgabe Zeige

sinz # 0 fiir igéZ.
s
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B.5 Konvergente Potenzreihen
Ein formaler Ausdruck der Art
S(2):ag+aiz +az® + ...

heifit eine formale Potenzreihe. Die a, sind komplexe Zahlen und heiflen die Koeffizienten.
Die Unbestimmte z wird auch hdufig mit anderen Buchstaben bezeichnet, z.B. mit =z.

Das formale Rechnen mit Potenzreihen wird uns in der néchsten Stunde beschiftigen.
Solange man nur addiert, subtrahiert und multipliziert, ergibt sich kaum Neues gegeniiber
dem formalen Rechnen mit Polynomen. Interessant wird es, wenn man auch zu dividieren
versucht (mit Vorsicht!) und wenn man eine formale Potenzreihe in eine andere einsetzt (mit
Vorsicht).

Hier interessiert uns schon einmal die ,,formale Ableitung*

S'(2) : a1 + 2a2z + 3azz® + . ..
SP(2):2a9 +3-2a32+4-3-a42® + ...

SM(2) :nla, + [n+ Unane1z + [0+ 2panioz + ...

(Wir beniitzen hier die Notation aus der Kombinatorik
lg:=nn—1)-...-(n—k+1) »n untere Faktorielle k“ )

Fiir jede formale Potenzreihe S(z) kann man den ,, Wert im Nullpunkt“ S(0) = ag definieren
und die ,, Werte der Ableitungen im Nullpunkt, S (")(0) := Nla,. So etwas wie den ,,Wert in
einem Punkt z # 0“ gibt es jedoch nur fiir Potenzreihen besonderer Art. Diese Potenzreihen

interessieren uns hier.

Definition Man sagt von einer Potenzreihe

S(2):ag+aiz+a2® +...

daB sie im Punkt z einen Wert hat, wenn die Folge (ag+a1z+...4+a NV )~ konvergiert.

Beispiel Die Potenzreihe

2 3 4

() z n z z N
s(z)iz——+———+...

2 3 4
hat einen Wert im Punkt Zz = 1; sie hat aber keinen Wert im Punkt Z = 1. (Die

harmonische Reihe divergiert!)
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Satz 1 Wenn die formale Potenzreihe S(z) in z # 0 einen Wert f(z) hat, dann
haben die formalen Ableitungen S (z) einen Wert f(™(z) fiir alle z mit |z| < |Z]
(n=0,1,2,...).

(Beweis unten!)

Sprechweisen Wenn eine formale Potenzreihe S(z) in keinem Punkt z # 0 einen
Wert hat, dann sagt man, sie hat den Konvergenzradius 0.

Man sagt, S(z) hat den Konvergenzradius R, wenn S(z) einen Wert hat fiir alle z
mit |z| < R.

Beispiele

a) Die folgenden Potenzreihen haben den Konvergenzradius R = oo

3
1—%2’2—1—%2'4—%2'64—...

z—%zg—l—ézf’—%z?—l—...

b) Die folgenden Potenreihen haben den Konvergenzradius R =1

1.,2,1.3_ 1.4
z—35Z —i—3z 4z—|—...
1. 3,15 _ 1,7
A 32—1—52 7z+...

(Wir werden sehen, dafl der Wert dieser letzten Reihe fiir reelle z mit |z| <1 gleich

arctan z ist.)

Satz 2 Wenn die formale Potenzreihe S(z) in z # 0 einen Wert hat, dann konvergiert
die Folge der Partialsummen gleichméBig in jedem Kreis B, (0) = {z: |z| <7 < |Z|}

f(z) = lim (ag+az+... +ayz") gleichmifigin B,(0) .
— 0
Hinweis Der Satz impliziert zusammen mit Satz 1, dafl die Folge der Partialsummen der

formalen Ableitungen ebenfalls in jedem B, (0) gleichméBig konvergiert. Wir werden sehen,
dafl der Grenzwert gleich der Ableitung (in dem von der Schule her bekannten Sinn) ist.

Beweis der Séidtze 1 und 2

1) Aus der Konvergenz der Zahlenfolge

L)
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folgt, dafl es eine Zahl C' gibt mit
lan, 2| < C  fiir alle n .
In der Tat gilt sogar |a, z"| < e fiir alle geniigend groen n.
2) Wihle g < 1. Fiir |2] < ¢|z] haben wir
lan, 2" < C g™ .

Fiir alle m,n > N gilt somit
m n [e.e]
Zak Zk—zak 2| < Z jarl 12" < C ¢V (1 +q+¢*+...)
k=0 k=0 k=N

Dies ist <&, wenn N so groB ist, daB C ¢V 1T1q < e. Die Folge der Partialsummen

konvergiert also gleichméBig in B, (0).
3) Wir wissen zwar nicht, ob die Folge ‘n G, 2’”*1‘ beschrankt ist. Jedoch gilt fiir jedes
Z mit |z] < |Z]

’:ﬂ—1’

Inan z beschrinkt

~n—2
In(n—1)a, z |  beschrénkt

Mit dem Schlufl in 2) ergibt sich die gleichméBige Konvergenz der Folge der Partial-
summen fiir S’(z),S5”(z),... injedem B.(0), r < |Z].

Die Begriffe und Aussagen iibertragen sich sofort auf Potenzreihen mit der Unbestimmten

Z— 20
S(z —20) s bo+ b1(z — 20) + ba(z — 20)° + ...

Wenn die Folge der Partialsummen in z # 2y konvergiert, dann konvergiert die Folge der
Polynome

(bo + bl(Z — 20) + ...+ bN(Z — Zo)N)N
gleichméBig in jedem Kreis
Br(z0) ={z:|z— 20| <r} mit r<|z—z].

Wir gewinnen als Limes eine Funktion  f(z) im Innern des Konvergenzkreises
{z 1]z — 20| < R}.
Auch die Folge der Partialsummen von

S'(z — 20) : by 4 2bo(z — 20) + 3b3(z — 20)% + ...
konvergiert gleichméfig in jedem Kreis

Bi(20) :=={z:|z — 20| <7} .
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Wir haben gesehen, dafl man von einer formalen Potenzreihe S(z—zp), d.h. durch Vorgabe
der Koeffizientenfolge (im Falle von einem positiven Konvergenzradius) zu einer Funktion
f(2) in einem Kreis {z: |z — 20| < R} gelangt. Wir gehen nun von den Funktionen aus. Wir
fragen, ob man ein vorgegebenes f(-) (in einem kleinen Kreis um zg) durch eine Potenzreihe
S(z — 2z9) darstellen kann. Da wir hier noch keine iiberzeugenden (d.h. sowohl einfachen als
auch allgemeinen) Kriterien nennen konnen, erledigen wir die Frage durch die

Definition Von einer Funktion f(-), definiert in D € C (offen) sagt man, sie sei
holomorph in zp € D, wenn es ein R >0 gibt und Zahlen bg,b1,... so, daf3

f(z) = A}iinoo(bo +bi(z—20) + ... +bn(z — 2)N)

fiir alle z mit |z — 29| < R.

Beispiel f(2) = & definiert fir z € D =C\{1} ist in allen zp € D holomorph.

Beweis
1 1 1 1 . zZ— 2
= = mit w =
11—z (1—2z20)—(2—20) 1—2\1—-w 1— 2
GleichméBig in {w : Jw| <r <1} gilt
1
— =l+4w+uw+...
1—w
In {z:|z— 20| <7r|l— 20|} gilt also gleichm#Big
1 1 zZ— 2 z— 29 2
= 1
1—=z2 1—ZO<+1—20+<1—20> * )
= bo—i—bl(Z—Zo)+b2(2—20)2+...
: _ _ 1 _ 1
mit bo—m,bl—m,...,bn—m,...
Theorem Wenn f(-) in z* holomorph ist, dann ist f(-) in einer vollen Umgebung

von z* holomorph.

Es geniigt, das Theorem fiir z* =0 zu beweisen. Betrachten wir also eine Potenzreihe
S(2):ag+aiz+az® + ...,
welche in |z| < R die Funktion f(z) darstellt.
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Satz Die von S’(z) dargestellte Funktion ¢(z) hat die folgende Eigenschaft:
Fir z,w mit |z|,|lw| <r <R gilt

w) — f(z 1 _
POV ZTE) o)) < w21 £ S nln — Dlagls™=2
Beweis
w'— 2" = (w—2) (Wt w4 w22
w" — 2"
P —n"t = (w2 (w2 ) (w0 — 2) 2

= (w—2)| (" 2 +uw" 324, 42772

B ") (w A 2)2V R 4 R

Die Anzahl der Summandenist (n—1)+(n—2)+...+2+1= @

Jeder ist im Absolutbetrag < r"2

anl

‘ 1

1
> < |w — z| |ay| 2n(n )r

(anw"™ —an2") —nay

(Flw) = F(2) —9()| < w2 5 3 nln—1)]an|

1
w—z

|
Die Abschitzung impliziert eine Eigenschaft von f(-), welche man die in B,(0)
gleichméflige Differenzierbarkeit nennen konnte.

Satz Wenn f(-) im Nullpunkt holomorph ist, dann existiert eine Funktion g¢(-) so, daf

Ve>030>0V z,we B.(0) (\w—z\<5m‘M—g(z)

w—z

Diese Funktion g¢(-) wird durch die formale Ableitung S’(z) dargestellt.

Damit ist der Zusammenhang zwischen der Ableitung einer holomorphen Funktion f(-)
und der formalen Ableitung der darstellenden Potenzreihe hergestellt.
Durch Induktion beweist man

Satz Die k—te Ableitung der holomorphen Funktion f(-) wird durch die k—te Ableitung
der f(-) darstellenden Potenzreihe dargestellt

1

> k
Ef(’f)(ZO) = =50 (5) = Z [m + ki amykzg  fir |zol < R .
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Satz Fiir jedes zp im Konvergenzkreis und r < R — |zp| haben wir gleichméfig in
Br(z20) = {lz— 20| <7}

@) = 3w i) - )
k=0

Beweis
o0 o0
1 m+ k)!
Z 0 FB(z)(z = 2)F = Z ( mlkl) amir7g (2 = 20)"
k=0 k,m=0 o
: —k k
= Zanzik!(n—k)! 20 (2 — 20)
n=0 k=0
o
- So
n=0
Bemerke Die Annahme |z9| + |z — 20| < 7 < R garantiert, da das Umsummieren

der unendlich vielen Summanden unproblematisch ist. Es ist aber durchaus moglich, daf§ die
Potenzreihe

> % F¥(20)(z = 20)"
k=0

in einem weitaus grofleren Kreis als B, (z9) gleichméBig konvergiert. Man findet also u.U.

eine holomorphe Fortsetzung der durch _ a,z"

gegebenen holomorphen Funktion.

Dieses Phéanomen ist der Ausgangspunkt der Theorie der Riemannschen Flachen. Eine
wunderschéne Darstellung dieser bezaubernden Theorie ist H. WEYL: “Die Idee der Rie-
mannschen Fldche®.

Wer nur einfach einmal die Anfangsgriinde der Theorie erlernen will, sei verwiesen auf
die Goschenbéndchen von KNOPP ,, Funktionentheorie“. Diese Anfangsgriinde gehtren im ge-
genwértigen Lehrbetrieb iiblicherweise zum Stoffkanon der Vorlesung Analysis I11.
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B.6 Formale Potenzreihen

Definition Eine Potenzreihe ist ein formaler Ausdruck

o0
ap + ay(x — x9) + az(x — x0)? +... oder Zan(x—xo)” .
0

Die Zahlen a, heiflen die Koeffizienten der Potenzreihe.

Uber die Rolle und Bedeutung von (z —z0) sagen wir vorerst nichts; ebensowenig fragen

wir nach dem ,,Wert“ der Potenzreihe.

Formale Potenzreihen

a)

Die formalen Potenzreihen erfreuen sich heute in der Algebra allgemeiner
Wertschitzung. Formale Potenzreihen sind Rechengrofien von der Gestalt

o
ao+ay-x+as-x>+... oder E an -2 .
0

Die Koeffizienten a, sind irgendwelche Elemente aus einem Korper. Die Bezeichnung
der Unbestimmten tut nichts zur Sache.

Man kann formale Potenzreihen addieren und mit Koérperelementen multiplizieren. Die
Gesamtheit der Potenzreihen ist also ein Vektorraum.

Formale Potenzreihen kann man aber auch multiplizieren. Mit dieser Multiplikation
gewinnt man eine Algebra. Die Multiplikationsregel ist die folgende

<Zak xk> . <Zbg $Z> :ch ",

wenn cy =ag-by, ¢ =agby+ aiby,...,cp, = ZkJrZ:n apby .

Das Einselement bzgl. der Multiplikation ist
1=140-2+0-2°+0-2° +...

Die Polynome sind spezielle formale Potenzreihen, die namlich, wo nur endlich viele
Koeffizienten # 0 sind.

Fine spezielle Rolle spielen diejenigen formalen Potenzreihen, deren nullter Koeffizient
verschwindet; man kann sie ndmlich in eine beliebige formale Potenzreihe einsetzen.

Man definiert fiir

S(x) = aw + ax + agx? +

T(y) = biy + by? +
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(SoT)(y)=5(T(y) = ao
+ai(biy+bay®+...)
+ag(biy+byy? +..)% + ...
= ag+aiby+ (ap by + azb?)y?
—|—[albg+a22blbg—i—agbi{’]yg—i—...

Man rechnet leicht nach

(S1+9)(T(y) = Si1(T(y)) + S2(T(y))
(S1-82)(T'(y)) = S1(T(y))- ST (y)) -

Man kann nochmals einsetzen S(T'(U(z)); und man rechnet leicht nach
S(ToU)=(SoT)oU=8S0ToU,
wobei natiirlich zu beachten ist, dafl in 7" und U der nullte Koeffizient verschwindet.

Eine spezielle Rolle spielen auch die formalen Potenzreihen, deren nullter Koeffizient
nicht verschwindet. Zu einer solchen Potenzreihe gibt es namlich eine multiplikative
Inverse. Es geniigt, den Fall zu untersuchen, wo der fithrende Koeffizient = 1 ist. Z.B.
gilt

A-—2)1+z4+22+..)=1=O+z+2°+...)1—-2)
oder allgemeiner fiir ein 7" mit verschwindendem fiihrenden Koeffizienten
A+T(x)(1-T(x)+T*@x)—...)=1
=(1-T) +T*=z)—..)1+T(z)) .
Damit haben wir die multiplikative Inverse von 1+ T'(z). Beispielsweise
(1—aiz —az®)(1+ a1z + (ag + a2z’ +..)=1.

In T*(x) verschwinden offenbar die ersten k Koeffizienten; in der Summe 1+ 7 (x) +
T?(x)+... tragen daher nur endliche viele Summanden zum Koeffizienten von " bei.

Fiir formale Potenzreihen definiert man die formale Ableitung

S(x) = ag+ arx + agz® + azx® + ...

S'(z) = ay+agxr+ 3azx® + ...
Man verifiziert leicht die Produktregel und die Kettenregel

(S-7) = S T+8-T
(SoT)(y) = S(T(y) -T'(y)

Bei der Kettenregel ist zu beachten, dafi der fithrende Koeffizient des eingesetzten T'(y)
verschwindet.
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)

Umkehrung  Fiir jedes S(z) mit verschwindendem nullten Koeffizienten und nicht
verschwindendem ersten Koeflizienten eine Umkehrung existiert; es existiert genau ein
T(y) (ebenfalls mit verschwindendem nullten Koeffizienten, so da8

STy) =y,
und fiir dieses T gilt auch T'(S(z)) = «.
Man findet diese Umkehrung durch ,,Koeffizientenvergleich“

S(z) = a1 T+ asx® +asx® +... mit a1 #0
T(y) = biy+boy® +b3y®+...
!
y = S(T(y)

= a1b1y+(a1b2+a2b%)y2+ [a1b3+a22b1b2—|—a3b‘z’]y3—|—...
Man muf3 also wahlen

by so,dal a1b; =1
by so,dall  ayby+ as b? =0
by so,dall aq b3+ as 2b1 by + ag b% =0

Bemerke, dal man aus den b,, die a, zuriickgewinnen kann

a1 so,dafl bra; =1

as so, daf3 b1a2+b2a%=0

Der formale Beweis fiir ,, SoT =id <= ToS=id “ geht so:
SoT =id(y) = S(z) = (SoT)(S(x)) = S(T o S(x)) .
Die einzige formale Potenzreihe, die in S eingesetzt S selbst liefert, ist die Identitét

id(z); also (T'o S)(x) = =.

Bemerke  S(T(y)) =y = 1=95(T(y)) - T'(y)
d.h. T'(y) ist die multiplikative Inverse von S’(-) ausgewertet in T'(y).

Den nullten Koeffizienten ay der formalen Potenzreihe
S(z) = ap + ajx + agz® + ...
nennt man auch den Wert von S im Nullpunkt

S(O) = ag .
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Weitere ,,Werte“ kann man den formalen Potenzreihen im allg. nicht zuweisen. Man
kann die Wertzuweisung im Nullpunkt aber dazu beniitzen um die Koeffizienten von S
zu identifizieren. nla, ist der Wert im Nullpunkt fiir n—fach iterierte formale Ableitung
von S

S(0)=ap, S0)=ar, S"0)=2as, ..., S™0)=nla,, ...

an = — SMO0) fir n=0,1,2,...

S(x) = S(0) +% S'(0) -x—i—% S"(0)-22 + ...

Beispiele

a) Eine bemerkenswerte formale Potenzreihe ist
r? a3
exp(z) := 1—i—x—|—§—|—§—|—...

Offenbar ist exp(z) die einzige formale Potenzreihe f(x) mit
flla)=f(), fO)=1.

b) Man definiert

1 1 1
In(1+ x) ::x—§m2+§m3—1x4+...
. . . _ 2 3 _ 1
Die formale Ableitung ist (In(1+2)) =1-z+2° —2°+... = 117 .

Der nullte Koeffizient verschwindet. Man kann In(1 + x) also einsetzen, insbesondere
in die formale Potenzreihe exp(-). Die Rechnung ergibt

exp(In(l1+2)) =1+ .

Man beweist das am einfachsten mit Hilfe der Kettenregel
(exp(In(1 + 2))) = exp(In(1 + z)) - (In(1 + ))’

Fiir exp(ln(l+x)) =>_ a,z™ haben wir also

(1+x) Z napz" "t = Z anz" .

Das ergibt ag=1=a1 und 0 =as =az=....

Setzen wir = = exp(y) — 1, dann erhalten wir

exp(lnexp(y)) = exp(In(1+exp(y) —1))
= 1+ (exp(y) —1) = exp(y)
In(exp(y)) = y.

Beachte Von Werten ist hier nicht die Rede.
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c¢) Fiir beliebiges reelles « definiert man

e ¢}

-1
(1+z)* ::1+a$+% z® + <§>x3+...zzo:<z>xk .
Diese Notation ist vertrdglich mit der Definition bei ganzzahligen Exponenten.
2-1
(1+xz)* = 1—|—2x—|—7 2 +0-2° 4 ...
(1+2z)" = Z(Z)xk fir n=3,4,5,...
—1)(—2 —-1)(—2)(-3
= l—z+22—2>+...
1+z)™ = (1+z)™1+2) fir n=2,3,...

Wir beweisen allgemeiner

(1+a2)* (1+a)=(1+z)*"

—1 —1 —2
(1+x)a-(1+a:):1—i—o4x+a(a2' )x2+a(a 3)'(04 )m3+..
—1
—i—x—f—amQ—i—%x?’—i—...
a+ 1) a+ lDala—1
— 1—{—(a—|—1)x+( 2') x2+( )3'( )x3—|—..

Satz Fiir alle o, gilt

(1+2)*1 +2)’ = (14 z)*tF .

Beweis

(i) Formales Differenzieren liefert zunéchst einmal fiir alle «

(14t = (a+1)+%2x+(a+l);<a_l) P
= (a+1) 1—|—O[£L‘—|—MCU2+...

2!
= (@+1)1+2)~.
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(ii) Wir beniitzen die Produktregel

(A+20+2)) (1 +2)
= [a+o B0+ 2" +a(l +2)* 7 (1 +2)°| (1 + )
= (a+p5)(1 —i—a;)a(l—i-a:)ﬁ

(iii) Andererseits gilt

(@ +09) = (@ B+ )+

Da beide formale Potenzreihen dieselbe formale Ableitung haben, ergibt der Koeffizien-
tenvergleich die Behauptung.

Satz
(14 2)* =exp(a-In(l+2x)) .

Beweis mit Hilfe der Kettenregel

1
1+x

(exp(a-In(1+2)) = exp(a-In(l+z)) -«

Fiir exp(a-In(l+z)) = > ap,z™ haben wir also agp =1 und

x 2T = o« anz"
(1+ )Znaaz ! Z "

nay + (TL + l)an—i—l = Qanp , an+1 = n+1 Qan ;
a—1 ala—1)
ay = aayp = o, ay9 = 5 al = ol usw
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Zur Geschichte der Potenzreihen

Die Potenzreihen waren zunéchst eine Spezialitéit der Nachfolger von Newton, insbesondere
B. TAYLOR (1685-1731) und C. MACLAURIN (1698-1746). Taylor wendete die Reihen dieser
Art auf die Integration einiger Differentialgleichungen an. In den Herleitungen von Taylor gab
es keine Konvergenzbetrachtungen; es war Maclaurin, der mit solchen Betrachtungen anfing.

LAGRANGE (1736-1813) lehnte die Theorie der Grenzwerte ab, wie sie von NEW-
TON (1643-1727) angedeutet und von D’ALEMBERT (1717-1783) formuliert worden war. Er
konnte sich keine genaue Vorstellung davon machen, was dann geschah, wenn % seinen
Grenzwert annahm. L. CARNOT (1753-1823), der sich ebensowenig mit Newtons Methode
der infinitesimalen Groflen befreunden konnte, hat seine Bedenken so formuliert: ,, Jene Metho-
de hat die grofle Unannehmlichkeit, Groflen gerade in dem Zustande zu betrachten, in dem sie
sozusagen aufhoren, Grifien zu sein; denn obgleich wir das Verhdltnis von zwei Griflen immer
sehr gut verstehen kdnnen, solange sie endlich bleiben, liefert dieses Verhdlinis dem Verstand
keinen klaren und genauen Begriff, sobald ihre beiden Bestandteile zugleich verschwinden.“

Die Methode von Lagrange unterschied sich von der seiner Vorgénger. Er ging von der
Taylorschen Reihe aus, die er mit Restglied ableitete, wobei er in recht naiver Weise zeigte,
dafl eine ,beliebige“ Funktion f(z) mit Hilfe eines rein algebraischen Prozesses in eine
derartige Reihe entwickelt werden kann. Dann wurden die Ableitungen f'(z), f”(z) usw.
als Koeffizienten von h,h?,... in der Taylorentwicklung f(z 4 h) nach Potenzen von h
definiert. [Die Schreibweise f'(z), f”(x) stammt von Lagrange].

2

e+ h)=f(e)+h- )+

E f”(m) 4+ ...

Die von Lagrange propagierte abstrakte Behandlung einer Funktion war ein betréachtlicher
Schritt vorwérts. Lagrange wurde damit zu einem Griindervater der Theorie der Funktionen
einer reellen Verénderlichen. Er wandte seine Methode hochst erfolgreich auf eine Vielzahl
von Problemen der Algebra, der Geometrie und vor allem der analytischen Mechanik an.

Die ,,algebraische“ Methode der Begriindung der Infinitesimalrechnung von Lagrange war
der Ausgangspunkt fiir viele Mathematiker des 19. Jahrhunderts, die sich gegen Cauchys
Auffassung stellten. Cauchys Insistieren auf Konvergenzbetrachtungen schien ihnen allzu
schwerfillig. Bei der herrschenden bequemeren Praxis des formalen Rechnens kamen kaum
Fehler vor. Fiir das Auftreten von Paradoxien fand man immer wieder Argumente, die die
Prinzipien der kombinatorischen Herangehensweise nicht antasteten. Es war schon klar, dafl
»einige“ Funktionen nicht in eine Taylor—Reihe entwickelt werden konnten. Man war aber der
Meinung, daf} sich das in jedem Einzelfall zeigen wiirde, indem dann die Taylor—Reihe nicht
hingeschrieben werden kann bzw. eine ,unbrauchbare oder einen Widerspruch anzeigende
Form“ annimmt. (Siche Jahnke S. 156).

Die auf Potenzreihendarstellungen gegriindete ,algebraische Analysis* wurde im 19. Jahr-
hundert als ein Gegenprogramm zum begrifflichen Vorgehen von Cauchy gepflegt. Ein wichti-

ger Vertreter der algebraischen Analysis in Deutschland war MARTIN OHM (1792-1872), der
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Bruder des Physikers GEORG SIMON OHM (1789-1854). 1822, also gerade parallel zu Cauchys
,Cour d’Analyse®, erschienen die esten beiden Binde seines Hauptwerks ,, Versuch eines voll-
kommen consequenten Systems der Mathematik“. Es heifit da in der Einleitung: ,,... Die Ver-
gleichung der Groflen geschieht mittels absoluter ganzer Zahlen. Andere Zahlen gibt es nicht.
Die Lehre der Zahlen mufl der Lehre der Grdffen vorangehen, unabhdngig vom Begriff der
Grofie. — Die Zahlen und ihre Verbindungen miissen bezeichnet werden (durch Buchstaben,).
Die Zahlenlehre wird deshalb eine Zahlzeichenlehre und existiert als solche selbstindig, un-
abhdingig von dem Begriff der Griffe. — Man kann zundchst sieben Verbindungen der Zahlen

betrachten und erhdlt dadurch zundchst 7 Zahlzeichen

a+b, a—b, a-b, a:b, a’, Va, a?b,

welche beziigliche Summe, Differenz, Produkt, Quotient, Potenz, Wurzel und Logarithme ge-
nannte werden. ... Man kann nun die allgemeinsten Begriffe der Gleichung . .. entwickeln . . .
. Diese Elementarformeln ... bilden nun die Grundlage der gesamten Zahlenlehre (die wieder
in Arithmetik, Algebra, Analysis, Differential—, Integral- und Variationskalkil etc. classificirt
werden kann), insoferne keine anderen Zahlverbindungen als die angefiihrten, und daher keine
anderen Ausdriicke, als Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten, etc etc vorkommen
und zu verbinden seyn kinnen.* (,,7¢ ist bei Ohm das Symbol fiir den allgemeinen Logarith-
mus, wihrend er den natiirlichen Logarithmus durch Log bezeichnete) (zitiert nach Jahnke
S. 121).

Eine paradigmatische Bedeutung in der Theorie der Potenzreihen hatte die von Newton
entdeckte Reihe (1665). In moderner Notation lautet sie

(a—-1) 5 afla—1)(a—-2)

a
(1+m)a~1+a-x+Tm+ 30 4

wo « eine beliebige reelle Zahl ist. Von einer Bedingung |z| > 1 und von irgendwelchen
Konvergenzbetrachtungen ist bei Newton nicht die Rede. Mit solchen Reihen rechneten die
Anhéinger der ,algebraischen Analysis“ rein formal. Die Erfolge, die mit solchem formalen
Rechnen erzielt wurden, setzten Cauchy und seine Anhénger unter erheblichen Druck.

Ohm hatte 1829 Cauchy kritisiert, weil dieser seiner Auffassung nach ein zuwenig all-
gemeines Vorgehen wéhlte und die existierende erfolgreiche Praxis der Mathematik zu sehr
beschriankte: ,,...; dagegen wiirde es schlimm mit der Anwendung der Analysis aussehen,
wenn wir mit Reihen nur dann rechnen konnten, sobald sie konvergent sind, wenn wir des-
halb die Sditze mit derjenigen Beschrinkung nur stattfinden lassen dirften, welche, um ein
Beispiel zu geben, S. 122 fiir den Gebrauch der Binomialreihe fir (14 x)* gegeben wird,
die nur so gebraucht werden konnen fir ein gebrochenes u, wenn x zwischen den Grenzen
+1 und -1 liegt. Der grisste, ja vielleicht der einzige Werth der Analysis besteht ja gerade
darin, daf$ wir in ihr gerade diejenigen allgemeinen Betrachtungen anstellen, welche von den
bestimmten speziellen Werthen der Gréffen ganz unabhdngig sind, oder, um es praktisch aus-
zudriicken, daf8 wir mit noch ganz unbestimmiten Groflen rechnen konnen. Wer mdchte noch
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analytische Rechnungen anstellen wollen, sobald er keinen Schritt mehr tun konnte, ohne erst
alle maéglichen Beschrinkungen gehorig beriicksichtigt zu haben? “ (Das Zitat stammt aus
der Rezension der deutschen Ubersetzung von Cauchy ,Cours d’analyse“ in der Leipziger
Literatur—Zeitung; hier zitiert nach Jahnke S. 151/2.)

In seinen Bemiihungen, die Stetigkeit als das eigentliche Beweisprinzip der (reellen) Ana-
lysis zu etablieren, mufite Cauchy den Glauben in die Allgemeingiiltigkeit des Taylorschen
Satzes erschiittern. Zu diesem Zweck hat er 1823 die Funktion

e—x2 + e—l/a:2
angegeben. Das Beispiel deutet darauf hin, dal von einer konvergenten Potenzreihe, die sich
etwa als Losung einer Differentialgleichung ergibt, nicht eindeutig auf die Losungsfunktion
geschlossen werden kann. Wie die Verfechter der kombinatorischen Analysis mit Cauchys
Beispiel umgegangen sind, beschreibt Jahnke in einigem Detail (S. 157 ff).

Uber die allgemeine binomische Reihe hat N. ABEL (1802-1827) eine wichtige Arbeit pu-
bliziert. Er fiihrte dem mathematischen Publikum nach dem Vorbild Cauchys vor, wie man
unter Verzicht auf den Begriff der allgemeinen (formalen) Potenzreihe mit rein numerisch ver-
standenen Reihen konkret und erfolgreich rechnen konnte. Abel versuchte aufzudecken, warum
die herrschende Praxis recht erfolgreich war, obwohl sie seiner Auffassung nach grundséitzliche
Miéngel aufwies. Es gab auch Beispiele an, wo die algebraische Analysis zu falschen Aussagen
fithrte (vgl. Jahnke S. 137).

Wirklich transparent wurde die Sachlage erst ganz allméhlich durch die Arbeiten von
Weierstrafl. Eines der groflien Verdienste von Weierstrafli um die Theorie der Funktionen be-
stand darin, dafl er die Bedeutung des Begriffs der (lokal) gleichméfiigen Konvergenz von
Funktionenfolgen herausgearbeitet hat. Weierstrafl sieht in seiner Funktionentheorie diejeni-
gen Eigenschaften von Funktionen als wesentlich an, die beim Ubergang von endlichen zu
unendlichen arithmetischen Ausdriicken erhalten bleiben. Bei seinen Funktionen einer kom-
plexen Verdnderlichen, die durch Potenzreihen dargestellt wrden, geht die Sache in eine ganz
andere Richtung als bei den von ihm ebenfalls studierten Funktionen einer reellen Verénder-
lichen. In jedem Falle spielt fiir seine Funktionentheorie die (lokal) gleichméBige Konvergenz
eine entscheidende Rolle (vgl. Richenhagen, insbesondere S. 17).

Die Techniken der formalen Potenzreihen sind erst viel spéter wieder zu Ehren gekommen,
als die Mathematiker endlich gelernt hatten zwischen der syntaktischen Aufassung von For-
meln fiir Funktionen und der semantischen Bedeutung, wo Gleichheit numerische Gleichheit
bedeutet, scharf zu unterscheiden.

Der Zugang zur Taylorschen Formel, den wir im néchsten Kapitel ausfiihren, ist neueren
Datums; er beniitzt den Begriff der Totalstetigkeit, der eigentlich in die Integrationstheorie
von H. Lebesgue gehort. (Diese wird in Analysis II ausfiihrlich behandelt.)
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B.7 Totalstetige Funktionen; die Taylorsche Formel

Definition 1 Man sagt von einer Funktion F(-), sie sei auf dem Intervall (a,b) total-
stetig, wenn eine Funktion f(-) existiert, so daf

F(z) = F(xo) + /f(y) dy fir alle = € (a,b) .
o
(o kann irgendwo in (a,b) gewihlt werden.)

Beachte Der Integrand ist nicht ganz eindeutig bestimmt. Man kann ihn auf einer sog.
Lebesgueschen Nullmenge beliebig abéindern. Man muf den Integranden als eine Aquivalenz-
klasse von Funktionen auffassen. Je zwei Repréisentanten unterscheiden sich auf einer Lebes-
gueschen Nullmenge. (Uber Nullmengen wird in Analysis I ausfiihrlich gesprochen werden.)

Definition 2

a) F(-) heiBt in (a,b) stetig differenzierbar, wenn es eine stetige Funktion f(-) gibt,
so dafl

F(z) = F(xo) —i—/ f(y)dy fiir alle x € (a,b) .

b) Die in (a,b) totalstetige Funktion F'(-) heiBt in z( stetig differenzierbar, wenn
man den Integranden in x( stetig wéhlen kann.

Satz Wenn F(-) totalstetig ist in einer Umgebung von x( und stetig differenzierbar

in xg, dann existiert der Limes

lim % (F(zo + h) — F(xo)) -

k—0

Beweis Sei f(-) stetigin zp und

F(a) = Flao) + [ f(o)dy.

Wiéhle (zu € >0) § so klein, da8

ly —wol <0 ~ [f(y) = flzo)| <e.
Dann gilt fiir || < ¢
zo+h

| G- s < <.

o

S| =

% (F(z0 + h) = F(z0)) — f(z0)
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Warnung Eine Funktion G(-), die in jedem Punkte z € (a,b) differenzierbar ist, ist
nicht notwendigerweise totalstetig. Als Beispiel betrachte man

1 1
G(x) = 3 z? - sin o
G() istin (0,00) und in (—o0,0) stetig differenzierbar, also auch totalstetig. G(-) ist

aber nicht totalstetig in R; denn

ist nicht integrabel in einer Umgebung des Nullpunkts.
Beachte, dal G(-) im Nullpunkt sehr wohl differenzierbar ist:

F G0 =GO < |3 = .

Didaktische These

Bekanntlich bedeutet Stetigkeit von F(-) in einem Intervall die Stetigkeit in jedem Punkt.
In der Theorie der Mef3barkeit (Analysis IT) und in der Theorie der Differenzierbarkeit sollte
man (im Interesse einer Entriimpelung) aber anders vorgehen. Es erscheint uns verfehlt, den
Begriff der differenzierbaren Funktion einzufiihren, indem man etwa festlegt, eine Funktion
solle differenzierbar im Intervall (a,b) heiflen, wenn sie in jedem =z € (a,b) differenziert
ist, wenn also in jedem xzg der Grenzwert

lim % (G(o + h) — G(xp))

existiert. Es gibt ndmlich keine nennenswerte Theorie der so umrissenenen Funktionenklasse.
(Die Freunde des Satzes von Rolle und des sog. Mittelwertsatzes der Differentialgleichung
konnten uns nicht {iberzeugen.)

Die fruchtbaren Begriffsbildungen sind. u.E. einerseits ,, Totalstetigkeit in einem Intervall*
und andererseits ,,polynomiale Approximierbarkeit bis zu Ordnung n im Punkte xz¢“.

Definition 3 F(-) heifit polynomial approximierbar von der Ordnung n im Punkte z,
wenn es ein Polynom

p(x) =ag+ai(x—x9)+ ... +ap(x —z0)"

gibt, so daf
1

EEEE |f(z) —p(x)] —0  fiir 2 —29—0,

(anders geschrieben: f(x) — p(x) = 0(|x — xo|™) fiir = — x0.)
Besonders wichtig ist natiirlich der Fall n = 1. Da lautet die Bedingung einfach: f(-)
ist in xg differenzierbar.
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Zunichst ein Satz {iber ganz allgemeine totalstetige Funktionen.

Satz Wenn F(-) iiber (a,b) totalstetig ist, dann gibt es Lipschitzstetige Funktionen
Fy(2), welche F(-) auf jedem [c,d] C (a,b) beliebig genau gleichméflig approximieren.

Beweis Es existiert f(-) so, daB fiir alle z’,2” € (a,b)

F(a") - F(a') = / f(y)dy .

Wenn f(-) beschrinkt ist, etwa |f(z)] < M, dann haben wir
|F(z") = F(a)| < M- 2" —2'| ;

also ist F'(-) Lipschitzstetig mit Streckungsfaktor < M.
Im allgemeinen Fall gibt es zu jedem [c,d] C (a,b) ein M, so dafl
d

d
/(\f(y)lAM)dy > /!f(y)!dy—g.

[

Fir die ,,trunkierte” Funktion

fly) falls [f(y)| <M
fuly) =med{—M, f(y), M} =< +M falls f(y)>M
—M falls f(y) <M

liefert (mit z¢ € [c,d])
xT
Fu(a) = Flao) + [ futw)dy
o
eine Lipschitzstetige Funktion mit

F(z) - Fa(a)] < / @) — fu)ldy <e firalle € ed) .

Sprechweise

a) Totalstetige Funktionen nennen wir auch einmal ableitbare Funktionen.

b) Was eine n—mal ableitbare Funktion ist, definieren wir rekursiv: Eine stetig diffe-
renzierbare funktion f(-) heifit n—mal ableitbar, wenn ihre Ableitung (n — 1)-mal
ableitbar ist.

Fir 0 <k <n—1 bezeichnet
fPE) oder  DWF()
die k-te Ableitung.
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Bemerke f(-) ist genau dann in (a,b) n-mal ableitbar, wenn f®)(.) in (a,b)
(n — k)—mal ableitbar ist.

Beachte Die n—te Ableitung einer n—mal ableitbaren Funktion existiert im allg. nicht
als eine Funktion; sie ist vielmehr als eine Aquivalenzklasse von Funktionen zu verstehen,
némlich als der Integrand, wenn man die totalstetige Funktion f (”_1)(-) als Stammfunktion
schreibt

FO (@) = ;D () + / £ () dy .

Beispiele

1) Ein Polynom ist beliebig oft differenzierbar. Fiir ein Polynom vom Grade < n ist die
n—te Ableitung eine Konstante

flx) = ao + a1z + asx® + ...+ apa”
fY@) = a1+ 202+ 3a322 + ... 4+ napz™ !
f@@) = 2a9+3-2a32 +4-3a42> + ... +n(n — ayz" 2
= [2]2(12 + [3]2(1356 + [4]2(145[72 + ...+ [n]Qan:c"72
@) = [3]zas + [4]sasz + [5]sasz® + ... + [n]sana™ >
fB @) = [Kkak + [k + Uparpaz + [k + 2rapgor® + .. + [plrana™F

Dabei haben wir die Notation beniitzt
[y =ala—1)(a—=2) ...-(a—k+1) fir k=1,2,..., a€R.

) flz)=/|z] fiir @€ (o0, +o0)

f(-) ist einmal ableitbar, aber nicht stetig differenzierbar in (—o0,400)

2
3)

~

(

(

(z) =2%sinl fir z#£0, f(0)=0

f(-) ist einmal ableitbar, aber nicht stetig differenzierbar in (—o0, 400)

xT

1 1
flx) = /[stin— —cos—|dy firalle z€R.
) )
0

Der Integrand ist im Nullpunkt unstetig.

4) (Das Lemma von Morse im eindimensionalen Fall)

Sei k(-) in einer Umgebung des Nullpunkts zweimal stetig ableitbar mit

k(0)=0, K (@©) =0, £'(0)>0.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.7. TOTALSTETIGE FUNKTIONEN; DIE TAYLORSCHE FORMEL 52

Setze

) = 2k(x)  fir >0
e —/2k(z) fir z<0

Dann ist f(-) in einer Umgebung des Nullpunkts stetig differenzierbar.

Beweis In allen z mit k(z) >0 haben wir
V2 K () 2k(z)\ "V 1 [

/ :i— — L k// d .

p = S0 = (B) L e wa
0

Fir = — 0 konvergiert der erste Faktor gegen (k”(0))~%? und der zweite gegen
K"(0); also gilt

linn f'(2) = /K7(0) -

Andererseits ist  f(-) im Nullpunkt differenzierbar mit f’(0) = /k”(0).

xT

@ - v = [ @) - o F0)] dy—0 fin 20

X
0

5) flz)=exp(—Z5) fir #0, f(0)=0
f(-) ist beliebig oft differenzierbar in (—oo,+00) .

1 T T

09 F E
0.8 g
0.7 F ]
0.6 |- ]
05 ]
0.4 g
03 g
02+ ]

0.1 - f(l') — e—l/m2

0 L
-10 -5 0 5 10

P = e (-23) 5

3

Man sieht leicht, dal «=" - e~1/2* fiir alle n nach 0 strebt, wenn x — 0.
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Exkurs (Zerlegung der Einsfunktion)

Gelegentlich mochte man eine unendlich oft differenzierbare Funktion f auf R darstellen
als eine Summe von unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die auflerhalb von einem
kurzen Intervall verschwinden. Die eben behandelte Funktion erweist sich als ein natiirliches
Instrument. Setze

o(z) = exp (—m%) fir x>0
' 0 fir <0

T

C(x) = const/c(y)-c(l—y)dy

—00
Der Integrand verschwindet auflerhalb des Einheitsintervalls; wir wéhlen die Normierungs-
x
konstante so, da [ C(x)dzr =1 .
— 0o

Setze nun
H(z)=C(x+1) - C(x) .

Diese nichtnegative Funktion verschwindet fiir |z| > 1. Fiir alle z gilt

—+00

> H@-j)=1,

j=—o00

wobei nur zwei Summanden einen positiven Beitrag liefern.
Fiir jede unendlich oft differenzierbare Funktion f(x) summieren sich die unendlich oft
differenzierbaren Funktionen f(z)-H(x —j) zu f(z) auf.

Satz Taylorsche Formel mit Restglied
Wenn f im Intervall (a,b) m—mal ableitbar ist, dann gilt fiir alle zg,z € (a,b)

F@) = Flo)+ @) — o) + 5 f (o) — o)’

L 0D () (& — )

T )

T

+/ﬁ($ —y)" () dy

Zo

Der letzte Term heifit das Restglied; das Polynom (n — 1)-ten Grades heifit das Taylor—
Polynom

f(z) = Th-1(xo, ) + Rp—1(x0, ) .

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.7. TOTALSTETIGE FUNKTIONEN; DIE TAYLORSCHE FORMEL 54

Beweis

1) Fiir n =1 besagt die Taylorsche Formel: Es existiert eine Funktion f1)(.) (genauer:
eine Aquivalenzklasse von Funktionen), so daf

f(2) = flxo) + / ) dy

Dies ist gerade die Bedingung der einmaligen Ableitbarkeit (= , Totalstetigkeit®).

2) Fiir n > 1 ergibt sich die Taylorsche Formel durch Rekursion mittels partieller Inte-
gration.

T

Roaana) = [ e=ia =) £ ) dy

o s A I e i IO
= G ) ) + (o)

Spezialfall (Lagrangesche Form des Restglieds)
Wenn f ("_1)(-) stetig differenzierbar ist, dann existiert fiir jedes x ein & zwischen =z,

und z, so daf

f@) = flxo) + f'(zo)(x — x0)

1 1
(n—1) o n—1 = r(n) - n
+...+ = 1)1 U (@o) (@ —2o)" ™ + ] () (x —20)"
Beweis Wir beschrinken uns auf den Fall x > xg. Betrachte fir y € [z9,2z] die
Funktion
() - —2 L (e—y)" >0 firm <y<
= . T — ir x T .
ply (x—a:o)” (n—l)! Yy =z 0xY >

Esgilt [p(y)dy=1.

zo

T

inf{f™(y) :y € [z, 2]} < /P(y) ™M (y) dy

zo

< sup{f"(y) : y € [xo, 2]} .
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Da f(™(.) stetig ist, gibt es nach den Zwischenwertsatz ein & € [xq,z] mit
[pw)- 1wy = 1)

Zusatz Von einer komplexwertigen Funktion auf (a,b) sagt man, sie sei n—mal ableitbar,
wenn sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil n—mal ableitbar ist.

Beispiel Die Funktion
f(z) =€ =cosz +isinx

ist in (—oo,+00) beliebig oft ableitbar. Es gilt

fE () =ik f(x) fiir alle k
O ) N G0 il W
¢ 2 T =Dl = al

Zu zeigen ist die Abschéitzung des Restglieds

xT

L e ) ||
| = s wa] < S
0

Wir haben
f(")(y)‘ = ‘z" . eiy‘ =1 firalle y

T

1 n—1 _ ’x‘n
/r_l)!(x‘y) dy| =
0

Satz (Taylorscher Satz ohne Restglied)
Wenn f(-) in (a,b) n-mal ableitbar ist und f™~1(.) in zg stetig differenzierbar ist,
dann ist f(-) polynomial approximierbar von der Ordnung n im Punkte xy. M.a.W.: Es

existieren ag,aq,...,a, so, dal
f@)=ag+ai(x —z0) + ...+ an(z —x0)" + o|x — z0|")

(Landaus Notation) .
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Beweis Nach der Taylorschen Formel haben wir

f(x) = f(zo) — f'(zo)(x —20) — ... — % F0) (o) (@ — o)™
= % (x — z0)" / p(y) - [ﬂ”) (y) — f™ (mo)] dy

zo
mit der oben definierten Funktion

n! 1
(x —z9)" (n—1

Das Integral strebt nach 0 fiir x — xg.

n—1

p(y) = p([wo, z];y) = I (. —y)

Warnung Wenn es zu einer Funktion f(-) Zahlen ag,aq,as9,... gibt, so daB fiir jedes
neN
(x —xo) "[f(x) —ap —a1(x —x) — ... —ap(x —29)"] — 0 fiir x — xg

dann bedeutet das noch lange nicht, dafl es ein = # xy gibt, so dafl

N
f@) = an(x—z0)" — 0.

N—oo

Beispiel Die Funktion
fla)=e "

ist beliebig oft differenzierbar im Nullpunkt. Alle Ableitungen verschwinden. Die Taylor—
Polynome sind allesamt identisch 0. Die Folge der Taylor-Polynome konvergiert in keinem
Punkt (auBerhalb 0) gegen den Funktionswert f(-) .

Anhang: Landaus Notation

Ein wichtiges Thema der klassischen Analysis ist das qualitative Studium von Kurven. Man in-
teressiert sich manchmal fiir das globale Verhalten, manchmal aber auch nur fiir das ungeféhre
Verhalten bei Annéherung an ein zy (z( ist meistens ein Randpunkt des Definitionsbereichs
oder auch #4o00). Die Techniken sind vielféltig; es kommt sehr darauf an, wie die Kurve
gegeben ist. Wichtige Fille sind

y = f(x) (,explizite Gestalt“)
F(z,y) = const (,,implizite Funktion®)
y = F(x,y) (,,Losungskurven einer Differentialgleichung*)

Wenn man eine schwierige Funktion f(z) in der N#he von zp (auch Zoo) durch ei-
ne wohlbekannte einfachere Funktion ¢(z) approximieren will, dann empfiehlt sich fiir die
Beschreibung des Fehlers eine von E. LANDAU (1877-1938) einfiihrte Notation: Der Appro-
ximationsfehler wird durch eine Funktion h(z) (fir = — z() abgeschétzt.
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Notation Seien f(-) und ¢(-) in D\{xo} wohldefiniert und sei |h(-)| in D\{zo}
strikt positiv. Man schreibt:

a) f(@) —g(z) = o(h(x)) fir 2 — o
oder f(z) = g(z)+o(h(x)) fir z— x

und liest: ,f — g ist ein klein o von h fir z — x¢*, wenn

o flx) —g(=)
Jm hz) 0

b) f(x)—g(z) = O(h(x)) fir x— xo

»f —g ist ein GroB O von h fir z — z¢*, wenn f(mli(;g)(m) beschréankt ist in einer

Umgebung von xy.

Formal geschrieben:

a) f—g = o(h) fir r—xzy <=
<— Ve>0 35>0 VaeD\{zo}
(d(z,20) <6 ~ |f(x) - g(x)] <e-|h(z)])

b) f—g = O(h) fir z—o1zy <—
< J60>0 IC>0 VazeD\{zo}
(d(z,x0) <& ~ |f(z) = g(z)] < C[n(z)])

Die Notation pafit fiir reellwertige (oder auch komplexwertige) Funktionen auf einem me-
trischen Raum (D, d(-,-)). Eine Variante ergibt sich, wenn D eine nach oben unbeschrénkte

Teilmenge von R ist. Man schreibt dann

a) f—g = o(h) fir = — +oo <=
< Ve>0 dM VzeD
(=M — |f(z) —g(x)] <& [h(z)])

b)) f—g = O(h) fir z— 400 <
<~ dM>0 3C>0 Vuz
(=M — [f(z) —g(x)] < C-|h(z)])

Beispiele

1) Sei f(x)= % e fiir 2z >0. Esgilt dann

fla) = o(%) fir -0

f(x) = o(e™™) fir z— 400
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2) Sei f(z)=Inz fir 2z >0. Esgilt dann fiir alle o >0

flx) = o(z%) fir x— 400

flx) = o(xz™) fir x—0.
,Der Logarithmus wéchst langsamer als jede Potenz.“
3) Fiir alle n gilt
" =o(e”) fir = —

,Die Exponentialfunktion wichst stiarker als jede Potenz fiir x — o00.¢

Bemerke Die Aussagen in 2) und 3) sind in der Tat dquivalent.
Setze y =Inx. = — oo bedeutet dasselbe wie y — oo.
Inz = o(z®) fiir * — oo bedeutet dasselbe wie y = o(e®) fir y — oo.

Mit der Notation von Laudau 148t sich der Taylorsche Satz folgendermaflien formulieren:

Satz Wenn f(-) in einer Umgebung von g n-mal ableitbar ist und f~D(.) in g
stetig differenzierbar ist, dann gilt

fx) = flzo) + f'(z0)(z —20) + ...
+ % £ (@)@ — o)™ + o((@ — 20)") fiir & — a0 .

,In der Ndhe von z( 148t sich f(-) bis auf einen Fehler o(|x — 2¢|™) durch ein Polynom
n—ten Grades approximieren.*
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B.8 Totale Differenzierbarkeit

Wir betrachten hier stetige reellwertige Funktionen F'(-) auf einer offenen Teilmenge D
eines d—dimensionalen linearen Raums. (Der Buchstabe D suggerierte ,domain®.)

Wir brauchen (voriibergehend) eine Norm auf dem Vektorraum V' der Translationen des
R; diese liefert uns auch eine Metrik auf D

In den konkreten Rechnungen wird V der Raum aller d-Spalten sein. Die Norm kénnte
dann eine der p—Normen (p > 1, auch p = o) sein; es wird aber nicht wichtig sein, welche
Norm wir wahlen.

V* bezeichnet den Dualraum von V, also den Vektorraum der Linearformen auf V;
wenn V' der Raum der d-Spalten ist, dann ist V* der Raum der d-Zeilen.

Fir 9 € V* und x —xg € V schreiben wir
(1)

20 — o

Wz —z0) = (Vays-- - Y (a)) : — Zﬁ(j) (x(j) _ m((]J')) _
J
(d)

2@ g
(Die Notation mit unteren und oberen Indizes werden wir nicht durchhalten. Sie soll hier nur
einmal die Physiker an die Unterscheidung von cogredienten und contragredienten Vektoren
erinnern, die in der Tensoranalysis gepflegt wird.)

Wenn V' mit der p—Norm ausgestattet ist, dann ist es verniinftig, V* mit der ¢—Norm
auszustatten, % + % = 1. Es kommt aber auf die in V* gewéhlte Norm nicht an. Es hat
allerdings schon manchen Anfinger verwirrt, wenn er an p = 2 = ¢ gedacht hat, weil ihm
dann die Unterscheidung von V' und V*, die Unterscheidung zwischen Translationen und
Linearformen, gefihrdet werden kénnte.

A) Richtungsableitbarkeit

Definition (Richtungsableitung)

a) Sei xp € D und t e V. Wir sagen, die Funktion F'(-) besitzt in x eine Rich-
tungsableitung in der Richtung t, wenn es eine Zahl «(zo) gibt, so da8

F(zo+1t-t) = F(x0) + a(xg) - t + o(t) fiir ¢\, 0
d.h

lig 5 [F(zo+t+0) = F(zo)] = alao)

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.8. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT 60

b) Wir sagen, F(:) sei stetig differenzierbar in der Richtung t, wenn «a(z() stetig
von zp abhingt. Die Funktion «a(-) = a4(-) heifit die Richtungsableitung von F(-)
in der Richtung t.
(Bemerke: an¢(-) = A- () firalle A >0.)

Der Begriff der Richtungsableitung reduziert sich im eindimensionalen Fall im wesentlichen
auf den Begriff der rechtsseitigen bzw. linksseitigen Ableitung

fi(zo) = li\_‘m — (f(@) = f(20))
rN\xo T o
fL(zo) = lim (f(z) = f(z0))

x,/xg T — T(
Beispiele

1) Die Funktion F(x) = |z| ist in allen Punkten rechtsseitig und linksseitig ableitbar.
Fiir 9 >0 haben wir f! (zo) = f'(z0) =1.
Fiir 29 <0 haben wir f! (z9) = f’ (x9) = —1.
AuBerdem f1(0) =1, f~(0) = —1. Die Richtungsableitungen von |z| sind also
unstetig im Nullpunkt.

2) (Verallgemeinerung von 1) )
k(-) sei eine konvexe Funktion. In den Ubungen haben wir gezeigt, da8 die rechtsseitige
und die linksseitige Ableitung in allen Punkten existiert. Es handelt sich um isotone
Funktionen, die in héchstens abzéhlbar vielen Punkten verschieden sind; die rechtsseitige
Ableitung f/ (-) ist rechtsseitig stetig, die linksseitige Ableitung ist linksseitig stetig.

3) Die Funktion F(z) = z?sini, F(0) =0 ist in allen Punkten (auch in z = 0) rechts-
seitig und linksseitig differenzierbar. Die rechtsseitige und die linksseitige Ableitung ist
iiberall gleich. Die Ableitung ist aber im Nullpunkt unstetig

£10) = lim (f@) - F(0)) = lim (@sing) = 0
fl(xg) = 2xosini—cosi fiir oo #0.
i) Zo

4) Sei k(-) zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung des Nullpunkts mit
E0)=0, K(0)=0, E'(0)>0

1
k(z) = = 2 K"(0) + o(z?) fir z — 0.

2
Setze
f(2) 2k(z)  fir >0
T) =
—+/2k(z) fir <0

Behauptung :  f(-) ist stetig differenzierbar in einer Umgebung des Nullpunkts.
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Beweis Betrachten wir zunéchst die = # 0. Wir haben

"z z)\ 2 ’
)=+ w = (5R) L [rew,

Diese stetige Funktion f’(-) konvergiert fiir x — 0 gegen

[K"(0)]71/2 - K"(0) = V/E"(0) -

Wir zeigen nun, da3 /k”(0) die Ableitung von f’(-) im Nullpunkt ist

L @ -2 O] = [ (P - VI dy — 0 fin 20,

T
0

d.h. f(z) =2 -/Kk'(0) 4+ o(|z]) fir x —0.

B) Totale Differenzierbarkeit

Definition

a) Die Funktion F'(-) heifit total differenzierbar in 3, wenn es eine Linearform
¥ =1, gibt, so dafl

F(z) = F(xo) + ¥(x — x0) + o(||z — zol|) fiir x — z0 .

Wenn eine solche Linearform existiert, bezeichnen wir sie mit F’(zp) oder mit
gradF(xg).

b) Wenn F’(x) in einer Umgebung von z( existiert und in xo stetig ist, sagen wir,
F(-) sei stetig differenzierbar in .

c) Wenn F'(z) iiberall in D existiert und stetig ist, dann sagen wir, F(-) sei stetig
differenzierbar in D.

Satz B.8.1 (Produktregel)
Wenn F und G in xqo total differenzierbar sind, dann ist auch F -G in xo total

differenzierbar mit

(F - G) (w0) = F(0) - G'(20) + G(0) - F' (o) -
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Beweis

)= F(xg) = F'(x0)(x —x0) +0o(]|]z — z0]]) fiir z — x
G(z) = G(zo) = G'(x0)(x — x0) + o )
(- G)(z) = (F-G)(xo) = [F(z)— F(20)][G(z) — G(z0)]

( G(

+ Fxo)[G(z) — G(zo)] + G(0) [F(x) — F(x0)] -

[l — o

Der erste Term ist O(||z — x0]|?) also auch o(||z — zo]|).
Neben der Produktregel (F-G) = F-G'+G-F' ist die Kettenregel die bedeutendste
Rechenregel fiir die totale Differentiation. Symbolisch geschrieben lautet sie

(H(G(-)) = H'(G())-G'(-) .
Wir beweisen sie im néchsten Abschnitt.

Hinweis Die Funktion f konnte man zweimal (total) differenzierbar im Punkt x
nennen, wenn es eine Linearform v und eine symmetrische Bilinearform B(:,-) auf V
gibt, so daf}

F(a) = F(ao) +9(z — 20) + 5 Bla — 0, — o) + olllz — zo]®).

Diejenigen, die in der linearen Algebra noch nichts von symmetrischen Bilinearformen gehort
haben, mégen diese Definition hier iibergehen. Man schreibt diese Bilinearform als eine sym-
metrische Matrix (,,Hesse-Matrix“) F”(zg) und hat dann

F(z) = F(zo) + F'(z0) (@ — 20) + 3z —20) - F"(x0) - (2 — 0) + o({l — o|1>) .

Der Begriff der zweimaligen totalen Differenzierbarkeit in einem Punkt scheint unwichtig
zu sein. Wichtig dagegen ist der Begriff der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit, wie wir
sehen werden.

C) Die Jacobi-Matrix (Funktionalmatrix)

Ein m-tupel von (in z¢) total differenzierbaren Funktionen G (.),... G™(.) fassen wir
als eine Abbildung auf

G

G=| : :RDD — R™.

Gm)
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Die (als Zeilen geschriebenen) Gradienten fassen wir zu einer m x d-Matrix zusammen. Diese
Matrix heifit die Jacobi-Matrix der Abbildung G(-) oder auch die Funktionalmatrix

grad G ()

aG®
J(QZQ) = = ( Oz ) .
T )=t ms j=1,....d

grad GU™ (z¢)

(C.G. Jacobi, 1804-1851)

Definition

a) Die Abbildung G(-) von einem Gebiet D C R? in den R™ heifit total differen-
zierbar in zyp € D, wenn eine m x d-Matrix J(z() existiert, so daf

G(z) = G(zo) + J(x0)(x — z0) + o(l|lz — zol])  fiir & — 0.
(Diese Matrix ist notwendigerweise die Jacobi-Matrix; man notiert sie auch G'(z).)

b) Die Abbildung heifit stetig differenzierbar in zy, wenn J(z) in einer Umgebung
von zp existiert und J(-) im Punkte xo stetig ist.

c) Die Abbildung heifit stetig differenzierbar in D, wenn sie in allen z € D stetig
differenzierbar ist.

Satz B.8.2 (Kettenregel)
Betrachte F(-) = H(G(")). Wenn G(:) in x¢ € R total differenzierbar ist mit Werten
im R™ wund H(:) in G(xzo) total differenzierbar ist (mit Werten im R™), dann ist die

zusammengesetzte Abbildung in xqg total differenzierbar. Es gilt
H(G("))) (o) = H'(G(x0)) - G'(x0) -

Beweis Mit yo = G(x0), y € G(x) gilt
H(G(z)) — H(G(x0)) — H'(G(x0)) - H'(20) - (x — o)
= [H(y) — H(yo) — H' (o) - (y — wo)] + H'(v0) [(y — vo) — G'(z0)(z — x0)] .

Der zweite Summand ist o(||z — zo]|) .
Der erste ist o(||ly — yol|) d.h. o(]|G(z) — G(xo)]|)-

Wegen der totalen Differenzierbarkeit von G(-) haben wir
|G(x) — G(z0)]|| < const - || — xo]| .

Also ist auch der erste Summand o(||z — xgl|). q.e.d.
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D) Stetige partielle Ableitungen

Notation (Partielle Ableitungen)
Sei D eine offene Menge im R? (d-Spalten), zo € D.
Wenn fiir den j-ten Einheitsvektor e; der Limes

lim F(IEO + tej) - F(:L‘(])
t—0 t

=q; fir j=1,...,d,

existiert, dann heifit «; die j-te partielle Ableitung in zy. Man schreibt «o; = D;F(x)
oder auch «a; = % F(z9).

Satz B.8.3  Genau dann ist F(-) in xo total differenzierbar, wenn es eine d-Zeile
(a1,...,aq) gibt, so daff gleichmdfsig in {t: ||t] <1} gilt

L [Flwo+t-t) = Flao)
t—0 t

—(a1,...,aq)-t| =0.
Der Beweis ist trivial.

Satz B.8.4 (Kriterium fiir totale Differenzierbarkeit)
Wenn die partiellen Ableitungen von F(-) in einer Umgebung von xq existieren und in xg

stetig sind, dann ist F(-) im Punkte xzy total differenzierbar.

Beweis Betrachte t mit [[t]] <1, t = cje1+coea+...+cqeq. Fiir kleines |¢| betrachten
wir den Streckenzug durch die Punkte xzg,x1,...,24, wobei
xr1 = X + tcrer, T2 = xg +t(0121 —i—chg),...,xd =x0+t-t

Fiir kleines ¢ verlduft er ganz in einem Gebiet, in welchem sich die partiellen Ableitun-
gen Fi(-),...,Fy(-) um weniger als ¢ (beliebig klein vorgebbares ¢ > 0) von den Zahlen
Fi(zo0),...,Fq(xo) unterscheiden. Andererseits gilt

—F(z0) + F (o + tt)

= [—F(xo)+F(x1)] [ F(z1) + Fa2)] + . + [ F(zg1) + F(2a)]

= 01/F1 1‘0+861€1)d8+62/FQ 1‘1+86262)ds+
0

t
+Cd/Fd Tg—1 + scded) ds
0

= Clt(Fl(.To) + 81) + Cgt(FQ(xo + 62) + ...+ Cdt(Fd(.To) + 6d)
mit ;] <e fiir alle j

‘F(ﬂﬁo + tt) — F(zo)
t

— (ClFl(l'Q) + ...+ CdFd(xO)) <e*.
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Fiir alle t mit [[t|| <1 und [t — 0 gilt also

F(QZQ + tt) — F(a}())
t

—gradF(zo) -t — 0 gleichméBig in ||t <1 .

Satz B.8.5  Wenn die partiellen Ableitungen in einer sternformigen Umgebung von xq

stetig sind, dann existiert dort eine stetige zeilenwertige Funktion

M(z) = (My(z),..., Mg(x)) M (z0) = grad F'(zo)

4

y F(xo+t(x —x0))dt

~

g
=
|
3
&
N
I
o _

I
M=~

/(DjF)(xo +t(z — 20)) <x(j) - ng'>) dt

1

<.
Il

I
M~

My () (29 - 2f)

1
(x) - (& — o)

[
< T

Satz B.8.6 Sei F(-) total differenzierbar in einer Umgebung von xo mit partiel-
len Ableitungen Fj(x) = (D;j F)(x), welche selbst wieder partielle Ableitungen besitzen
(D Fj)(x) = (D, Dj F)(x), diein x¢ stetig sind. Dann gilt fir alle k,j

Dk Dj F(xo) = Dj Dk F(xo) .

Beweis Betrachte Fj, F}, Fji, F}; in dem Viereck mit den Ecken zg,x; = xo + tny,
xp = xo +tng, =9+ t(n; +ng). Wenn |[¢| klein ist, dann sind diese Funktionen bis auf
ein beliebig klein vorgebbares € > 0 durch die Werte Fj(xg), Fi(x0), Fjr(xo), Fij(xo) zu
approximieren. Andererseits haben wir

(F(z) = F(x))) = (F(ex) — F(zo)) = (F(x) = F(zr)) — (F(a;) — F(20))

(F(.Z') —F(:Cj)) — (F(l‘k) —F(m'o)) = Fk mj —|—sek Fk(xo—i—sek)) ds

[
0/ /D F)(xo + se, +ue;) du | ds
t? [(D Fio) (o) + €]
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Dieselbe Rechnung auf die rechte Seite angewandt ergibt
2 [(Dy, Fy)(wo) + "] mit ||, |€"| < e .
Dies ergibt Dy, Fj(x¢) = Dj Fj(x0). Anders geschrieben

O’F (20) = O°F (z0)
axjaxk w0 = 8$k8$] ¥o) -

Korollar Wenn F(-) in z9 € R? stetig differenzierbare partielle Ableitungen besitzt,
dann existiert eine d—Zeile F’(zy) und eine symmetrische d x d-Matrix F”(zg), so daB

F(z) = F(zo) + F'(z0) (@ —20) + 3(x —20) - F'(z0) (& —20) +o(lz — o)

Die Matrix F"(zg) heifit die Hesse—Matrix; ihre Eintréige sind die zweiten partiellen
Ableitungen. (O. HESSE 1811-1874)

E) Komplexe Differenzierbarkeit
Definition

a) Eine komplexwertige Funktion f(), die in einer Umgebung von z* € C definiert ist,
heifit in z* komplex differenzierbar, wenn es eine komplexe Zahl ~ gibt, so daf3

f(2) = f(z7) =v(z = 2") +o(|]z = 2*) .
Man schreibt v = f/(z*).

b) Eine in einer offenen Teilmenge D von C definierte Funktion heifit komplex differen-
zierbar, wenn sie in jedem Punkt komplex differenzierbar ist.

Der folgende Satz, den E. GOURSAT (1858-1936) um 1900 bewiesen hat, hat sich als ein
fundamentales Resultat der Funktionentheorie erwiesen.

Theorem B.8.7 Wenn f(-) in D komplex differenzierbar ist, dann existiert zu jedem

z* ein Kreis, in welchem f(-) durch eine konvergente Potenzreihe dargestellt wird.

Bemerke Insbesondere folgt also aus der komplexen Differenzierbarkeit in allen Punkten
von G die stetige Differenzierbarkeit, die stetige Differenzierbarkeit der Ableitung

o) e 1 TE ) = 1)

w—0 w

und so weiter .

Eine in D komplex differenzierbare Funktion ist automatisch unendlich oft differenzierbar.
Der Beweis wird in jeder Einfithrung in die komplexe Funktionentheorie gefiihrt. Stichworte
sind der Cauchysche Integralsatz und die Cauchysche Integralformel.
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Sei f(-) in D komplex differenzierbar
z = x+1iy firzeD
f(z) = utiv = u(z,y) +iv(zy)
Fir z — z* gilt

fz) = f(z") =
= [ulz,y) —u(z®,y")] +ifo(z,y) —v(a”,y")]

ou ~  Ou .
-5 | ey | e
(2%, y) (=", y7)
. ov * ov * *
vilge | e g | wewn| el )
(@, y") (@, y")
Andererseits gilt mit f/'(2*) = a + i3

fz) = f(z7) =
= fl(Z")(z—2") +o(lz = 2")
= lafe—2") =By —y) +ilaly—y") + Bz —a%)] + (z = 2) + o]z = 27]) .

Daraus ergibt sich

ou Ll
ox N Oy

(@, y") (@, y")
ou ov
oy - e

(@, y") (=, y")

Der Realteil u(-,-) und der Imaginérteil v(-,-) der komplex differenzierbaren Funktion f(-)
erfiillen die ,,Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen“

ou Ov ou ov

dx —dy Jy Oz

Daraus ergibt sich, da8 u(-,-) und ov(-,-) ,harmonische“ Funktionen sind, d.h. daf§ u(-,-)
und ov(-,-) Losungen der sogenannten Laplaceschen Gleichung sind

0? 0?
<W + W) h =0, kurz geschrieben Ah =0 .
T Y
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Die harmonischen (und noch mehr die superharmonischen) Funktionen spielen eine zentrale
Rolle in der Potentialtheorie, einem wichtigen Kapitel der Reellen Analysis, das wir aber hier
nicht behandeln kénnen.

F) Bemerkungen zur Geschichte der Theorie der Differenzierbarkeit

Bei einer unendlich oft differenzierbaren reellen Funktion f(-) in einem Gebiet des R¢ sagt
das Verhalten in der Nidhe eines Punkts x* nichts aus iiber das Verhalten in irgendeinem
anderen Punkt. Es gibt unendlich oft differenzierbare Funktionen h(-), die in einer vorge-
gebenen Umgebung U* von z* identisch = 1 sind und auflerhalb einer vorgegebenen
Umgebung U** D U* identisch verschwinden (vgl. Ubungen). Die Funktion f-h(-) stimmt
also in U* mit f(-) iiberein, wihrend sie aulerhalb U** verschwindet.

Bei komplex differenzierbaren Funktionen ist die Lage ganz anders. Das Verhalten in ei-
ner beliebig kleinen Umgebung bestimmt den globalen Verlauf. Diese Eigenschaft der komplex
differenzierbaren Funktionen entsprach der bis ins 20. Jahrhundert hinein herrschenden Philo-
sophie der Mathematik viel eher als der mangelnde Zusammenhang, den man bei den stetigen
Funktionen im Sinne von BOLZANO, CAUCHY, DIRICHLET, RIEMANN u.a. feststellen mufite.
Die meisten Mathematiker des 19. Jahrhunderts erwarteten von einer wertvollen Theorie der
stetigen (oder glatten) Funktionen, daf§ sie ein ,,Prinzip der Kontinuitit* bewahrt. Funktio-
nen sollten ja insbesondere dazu dienen, naturgesetzliche, vorausberechenbare Entwicklungen
zu fassen. Ein Schliisselbegriff mufite nach der vorherrschenden Meinung die ,,Kontinuitat*
oder die ,,Stetigkeit“ sein.

Fiir die Geometrie hat PONCELET (1788-1867), ein Griindervater der projektiven Geome-
trie, das ,,Prinzip der Stetigkeit* so ausgedriickt: ,, Wenn eine Figur aus einer anderen durch
eine stetige Verdnderung hervorgeht und ebenso allgemein ist wie die erste, dann kann eine fiir
die erste Figur bewiesene Figenschaft ohne erneute Untersuchung auf die andere iibertragen
werden.“ (zitiert nach Struik, S.191).

H. HANKEL (1839-1873) formulierte fiir die Algebra ein ,,Permanenzprinzip* mit einer
dhnlichen Zielrichtung. Hankel beschéftigte sich dann auch mit der Theorie der Funktionen
und empfand es als auflerordentlich enttduschend, daf die Funktionentheorie in der Tradition
von Cauchy offenbar kein solches Permanenzprinzip zuliel. Es war aber in der Mitte des 19.
Jahrhunderts nicht zu verleugnen, dafl die Funktionentheorie in der Tradition von Lagrange,
die auf den Potenzreihenentwicklungen aufbaute, nicht auf die neue Theorie der Funktio-
nen pafite, auf eine Theorie, die allein auf Axiome aufgebaut war, die also insbesondere die
Stetigkeit (in der Form der Stetigkeitsdefinition von Bolzano und Cauchy) als ein Axiom be-
handelte. Die ,,mathematische Strenge“ erwies sich als notwendig, um die neue Auffassung
von den stetigen Funktionen zu befreien von den tradierten intuitiven Vorstellungen von Ste-
tigkeit. Solange die Intuition die neuen mathematischen Objekte nicht erfafite, stand sie in
Konkurrenz zur ,,Strenge”.

Fiir die komplexe Funktionentheorie verlief die Entwicklung ganz anders. Es entstanden
da im 19. Jahrhundert rivalisierende Ansétze; man sprach vom Cauchy—Riemannschen An-

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.8. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT 69

satz im Gegensatz zum Weierstrafischen Ansatz. Wahrend Cauchy von der komplexen Diffe-
renzierbarkeit ausgehend iiber die ,,Cauchysche Integralformel“ zur Potenzreihenentwicklung
gelangt, waren bei Weierstrafl die (lokal) durch Potenzreihen gegebenen Funktionen der Aus-
gangspunkt. In der Theorie von Weierstral werden die Eigenschaften der Funktionen dadurch
erschlossen, dafl die Eigenschaften der sie definierenden Potenzreihen untersucht wurden.
,Eine ... Eigenart bei Weierstrafl ist“, so schreibt 1875 der schwedische Mathematiker und
Weierstra3—Schiiler G. Mittag—Leffler, ,,dafl er alle allgemeinen Definitionen und alle Bewei-
se, die sich auf Funktionen insgemein beziehen, vermeidet. Fiir ihn ist eine Funktion eine
Potenzreihe und aus der Potenzreihe deduziert er alles“. (zitiert nach Richenhagen, S. 9).

Gliicklicherweise hat sich die Weierstra3sche komplexe Funktionentheorie etwa um 1900
als inhaltlich dquivalent erweisen mit der komplexen Funktionentheorie von Cauchy und Rie-
mann. Die endgiiltige Vereinigung der beiden im 19. Jahrhundert koexistierenden Theorien
bewerkstelligte E. GOURSAT (1858-1936) mit dem Beweis, dafl jede komplexwertige Funkti-
on, die in jedem Punkt zg eines Gebiets komplex differenzierbar ist, holomorph ist: zu jedem
zp gibt es eine Umgebung, in welcher die Funktion durch eine konvergente Potenzreihe darge-
stellt wird. Alle hoheren Ableitungen existieren und die Ableitungen in einem einzigen Punkt
zo bestimmen den globalen Verlauf der Funktion. Bei den analytischen Funktionen gibt es
also einen direkten Zusammenhang zwischen dem lokalen Verhalten und dem globalen Verhal-
ten. Man konnte diesen ,,Identitéitssatz fiir holomorphe Funktionen“ als ein Exempel fiir das
Kontinuitétsprinzip (im Sinne von Poncelet z.B.) ansehen. Der Identitétssatz kam jedenfalls
den philosophischen Vorstellungen von einer mathematischen Erfassung der Weltgesetze viel
mehr entgegen als die Theorie der reellen Funktionen im Sinne von Cauchy oder gar eine
auf den Dirichletschen Funktionenbegriff aufbauende reelle Analysis. In der reellen Analysis
ist es auflerordentlich miihsam, einen Zusammenhang zwischen dem lokalen und dem globa-
len Verhalten der Funktionen herzustellen; die Theorie der Differentialgleichungen handelt
davon. Vielen Mathematikern des 19. Jahrhunderts galt der Mangel an Glattheit bei den ste-
tigen Funktionen im Sinne von Cauchy zunéchst nur als ein bedauerlicher Schonheitsfehler.
Immerhin haben viele geglaubt, dafl jede stetige Funktion einer reellen Verénderlichen mit
Ausnahme (evtl. auch einer unendlichen Anzahl) isoliert liegender Stellen iiberall differen-
zierbar ist. Ein renommierter Mathematiker wie JOSEPH BERTRAND (1822-1900) ,bewies®
das auch in seinem Lehrbuch iiber Differential- und Integralrechnung (1864). Gegenbeispiele
von Bolzano (1834) und Riemann (1854) waren von der Fachwelt nicht beachtet worden. Erst
die Konstruktionen von Weierstrafl schreckten die Mathematiker auf (siche Edwards S. 330,
Struik S. 184).

G) Didaktische Herausforderung

Die Determiniertheit der Funktionen durch ihr Verhalten in einer beliebig kleinen Umgebung
eines einzigen Punktes ist, wie gesagt, nicht gegeben fiir die Funktionen, von welchen die
reelle Analysis handelt. Weitverbreitete alltagsphilosophische Vorstellungen von der Mathe-
matisierung unserer Welt bestimmenden Gesetze stehen diesem Befund entgegen. Mathemati-
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sierung ist fiir viele fast identisch mit Vorausberechenbarkeit. In vielen Einfithrungen wird der
Schock, den die Mathematiker Ende des 19. Jahrhunderts erlebten, dadurch verschleiert, dafl
in den Beispielen nur immer wieder von den speziellen Funktionen die Rede ist, welche die fiir
die komplexe Funktionentheorie typischen Eigenschaften besitzen. (Das globale Verhalten ist
durch das lokale Verhalten determiniert.) Die Stetigkeit (oder die stetige Differenzierbarkeit)
erscheint in solchen , elementaranschaulichen Einfithrungen® als eine unter vielen méoglichen
Eigenschaften, die man bei einer konkret vorgegebenen Funktion konstatieren und ausschlach-
ten kann. Sie tritt nicht als die theoretische Grundlage der weiteren Konstruktionen hervor.

Weierstrafl war der erste, der die Unterschiede zwischen reeller und komplexer Analysis
klar erkannt hat. Mit seinem kompromifllosen Festhalten an strenger Beweisfiihrung hat er die
allgegenwirtigen intuitiven Vorstellungen von Stetigkeit demontiert und die weiterfiithrenden
Begriffe neu sortiert. Vor demselben Problem steht jeder Student: die tragfdhigen intuitiven
Vorstellungen miissen von den irrefiithrenden geschieden werden. Das didaktische Problem
besteht darin, die ,,Beispiele“ so zu préasentieren, daf3 sie nicht als Beispiel fiir untypisches
Verhalten rezipiert werden. Dafl dies nicht leicht ist, lehrt die Geschichte. Bekanntlich stie-
Ben die Konstruktionen von Weierstrafl auf Widerstand bei seinen Zeitgenossen. Diese hatten
(dhnlich wie die heutigen tiichtigen Gymnasiasten) festverwurzelte Vorstellungen von Stetig-
keit und die wollten sie nicht aufgeben. Die Reaktion auf das Weierstra3sche Beispiel einer
stetigen nirgends differenzierbaren Funktion (1875 publiziert) reichte vom Erstaunen iiber
Unglauben bis hin zu Abscheu. Viele Mathematiker weigerten sich, derartige Funktionen erst
zu nehmen und nannten sie , pathologische“ Funktionen. Noch zwanzig Jahre spéter klagte
HERMITE in einem Brief and TH.J. STIELTJES vom 20.5.1893: ,, Aber diese so eleganten Ent-
wicklungen sind mit einem Fluch belegt. Die Analysis nimmt mit der einen Hand zuriick,
was die andere gibt. Ich wende mich mit Abscheu und Schrecken von dieser beklagenswerten
Wunde der stetigen nirgendsdifferenzierbaren Funktionen ab. “ (zitiert nach Bolling 1994,
Mitteilungen der DMV).

Wie sollte die reelle Analysis den heutigen Studenten leicht fallen? Was mufl die Vorlesung
tun, um intuitive Vorstellungen von den Gegensténden der reellen Analysis zu entwickeln,
nach welchen das als das normale Verhalten erscheint, was sich aus den Deduktionen ergibt?
Mit mathematischer Strenge ist allenfalls eine gewisse Disziplinierung zu erreichen, die fiir
fruchtbares Mathematiktreiben nétige Intuition ist damit nicht aufzubauen. Man muf} sich
daher nach unserer Meinung bewufit von den ,Beispielen* aus der Zeit von Euler und den
Bernoullis 16sen; man mufl den Blick auf die wesentlich abstrakteren Anwendungsintentionen
der neuen Theorie lenken.

Hier steht die Didaktik der Analysis vor ungeldsten Problemen. Dafl die Theorie der
Fourierreihen in den Kanon der Anfangervorlesung aufgenommen worden ist, kénnte als ein
Anfang angesehen werden. Auf der anderen Seite entspricht die Art und Weise, wie etwa
die Integrationstheorie weithin behandelt wird, in keiner Weise diesem Anliegen. Vor lauter
Bemiihen, leicht verstédndlich zu sein, verpassen manche Einfiihrungen das Ziel das Wichtige
versténdlich zu machen; die Intuition bleibt dem Geist des 19. Jahrhunderts verhaftet und

der Zwang zum strengen Beweisen lduft der Intuition zuwider.
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B.9 Von Cauchys Begriff der stetigen Funktion bis zum sog.

1)

allgemeinen Dirichletschen Funktionsbegriff;

Zur Rezeption in der Lehre

Nach landléufiger Meinung miissen die zu untersuchenden Objekte zun#chst einmal mit
irgendwelchen Mitteln vorgegeben sein. Im 18. Jahrhundert wurde das auch nicht
in Frage gestellt. Euler schreibt in seiner richtungsweisenden ,,Introductio ad analysin
infinitorum* (1748): ,, Fine Funktion einer verdnderlichen Zahlgrifle ist ein analytischer
Ausdruck, der auf irgendeine Weise aus der verdnderlichen Zahlgrofie und aus eigentli-
chen Zahlen oder aus konstanten Zahlengrdfien zusammengesetzt ist.“ Analytische Aus-
driicke sind bei Euler Gebilde, die durch Anwendung der géngigen mathematischen
Operation einschliefllich der Grenzprozesse entstehen. Die Art, wie Euler mit Grenzpro-
zessen hantierte, war aber mit Unsicherheiten behaftet.

Wir haben hier einige Beispiele fiir Grenzprozesse mit Funktionen gesehen. Wir
haben durch Rekursion mit Hilfe der allereinfachsten Rechnungsarten Funktionen kon-
struiert, die monoton gegen die Wurzelfunktion /z konvergieren. Die Funktion |z|®
kann man aber natiirlich auch direkt als einen analytischen Ausdruck ansehen, so daf3
sich eine Konstruktion iiber Grenzprozesse eriibrigt.

Bei unserer Konstruktion von e und Inzx hatten wir schliellich monotone Konvergenz
auf jedem beschrinkten Bereich. Bei der Konstruktion von e* = e” - (cosy + isiny)
konnten wir nicht mit monotoner Konvergenz arbeiten; wir hatten hier gleichméafiige
Konvergenz auf jedem Kompaktum {z: |z| < M}.

Hinweis Ein Mathematiker ist selten zufrieden, wenn er von einer Funktionenfolge
nur weif}; dafl sie punktweise konvergiert. In unserer Analysis I wird der Begriff der
punktweisen Konvergenz nicht gebraucht.Zentrale Bedeutung hat der Begriff der (lokal)
gleichméfigen Konvergenz von Funktionenfolgen. In der Mafi— und Integrationstheorie
wird die ,,Konvergenz fast iiberall“ Bedeutung erlangen.

Man kann es sich zur Aufgabe machen, einzelne Funktionen, die mit irgendwelchen
Mitteln gegeben sind, zu analysieren. Man kann z.B. fragen, ob eine gegebene Funktion
stetig ist. Cauchy war unzufrieden mit dem Stetigkeitsbegriff des 18. Jahrhun-
derts. Cauchy schreibt (in den Gesammelten Abhandlungen VIII S. 145/6): ,In den
Werken von Euler und Lagrange heifit eine Funktion stetig oder unstetig, je nachdem
die Funktionenwerte zu den unterschiedlichen Werten der Variable durch dieselbe oder
durch verschiedene Gleichungen geliefert werden ... Dieser Definition fehlt nicht nur die
mathematische Prézision. Es kann auch passieren, dafl die angegebenen algebraischen
oder transzendenten Formeln, die eine Funktion représentieren, fiir manche Werte der
Variablen dasselbe und fiir andere etwas verschiedenes liefern.“ (freie Ubersetzung) Als
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Beispiel gibt Cauchy an

o
2/ x? {x wenn x >0
—— dt =

7TO 2 + 22 —z wenn x<0.

In Eulers Theorie wire, wie Cauchy ausfiihrt, die linke Seite stetig zu nennen, die rechte
aber unstetig. Diese Unbestimmtheit hat Cauchy durch seine Definition der Stetigkeit
beseitigt.

Euler hatte unabhéngig von allen analytischen Ausdriicken noch eine weitere Idee von
einer stetigen Funktion. In den Institutiones Calculi Integralis IIT § 301 (1768-1770)
versteht er unter einer Funktion eine Kurve, die man mit der freien Hand zeichnen kann
(,curva quaecunque libero manus ductu descripta “). Anleihen bei geometrischen
Vorstellungen wurden von Bolzano, Cauchy und anderen in Frage gestellt.

4) Der moderne Stetigkeitsbegriff ist wohl zum ersten Male von B. Bolzano klar ausge-

sprochen worden. (Ob Cauchy ihn bei Bolzano abgeschrieben oder selbsténdig entwickelt
hat, ist unter Historikern umstritten.)

»Nach einer richtigen Erkldrung ndmlich versteht man unter der Redensart, daf$ eine
Funktion f(x) fir alle Werte von x, die innerhalb oder auferhalb gewisser Grenzen
liegen, nach dem Gesetze der Stetigkeit sich dndere, nur so viel, daf§, wenn x irgendein
solcher Werth ist, der Unterschied f(x + w) — f(x) kleiner als jede gegebene Grifle
gemacht werden koénme, wenn man w so klein, als man nur immer will, annehmen
kann.* (Ostwalds Klassiker Nr. 153, 1905 S. 8/9)

Bolzano méchte keine bloflen Gewifimachungen, er will Begriindungen, d.h. Darstellun-
gen jenes objektiven Grundes, den die zu beweisende Wahrheit hat. 1817 publizierte er
seinen Aufsatz ,, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, daf$ zwischen je zwei Werthen,
die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung
liege.“

Bolzano beweist den Zwischenwert recht dhnlich, wie es heute in den Lehrbiichern iiblich
ist. Bolzanos Beweis hat nur insofern eine gewisse Schwéche als er das Problem, das
schlieBlich durch den Begriff des die Dedekindschen Schnitts geklart wurde, etwas kur-
sorisch behandelt. Bei Bolzano heifit es (S. 14):

»- - - woraus sich fiir jeden, der einen richtigen Begriff von Grofe hat, er-
gibt, dafl der Gedanke eines i, welches das griffte derjenigen ist, von denen
gesagt werden kann, daf8 alle unter ihm stehende die Figenschaft besitzen, der
Gedanke einer reellen, d.h. wirklichen Grifle sei.”

Die meisten Lehrbuchautoren tun u.E. Bolzano insofern unrecht, als sie den Anschein
erwecken, Bolzano hétte {iberhaupt nicht dariiber nachgedacht, was unter einer reellen
Zahl zu verstehen sei. Man sollte aber im angegebenen Zitat wohl eher einen Vorléufer
von Dedekinds Axiom sehen.
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Zwischenwertsatz Sei f(-) stetig auf [a,b] mit f(a) <0 < f(b). Dann existiert
mindestens ein z* mit f(z*) = 0.

Beweis Betrachte die Menge M, aller derjenigen z fiir welche f(y) < 0 fiir
alle y <z gilt.

Dieses M, bestimmt einen Dedekindschen Schnitt, also ein z*. Wére f(z*) < 0, dann
wire wegen der Stetigkeit f(x) < 0 auch noch in einer geniigend kleinen Umgebung,
was ein Widerspruch zur Konstruktion von z* ist. Ebenso fithrt die Annahme f(z*) >0
zu einem Widerspruch.

Bolzanos Idee vom Beweisen markiert den Unterschied zwischen der Analysis des 19.
Jahrhunderts gegeniiber der Analysis des 18. Jahrhunderts. Die alte Analysis stiitzt
sich auf Eigenschaften der Formeln, durch welche eine Funktion vorgegeben ist,
um Eigenschaften dieser Funktion herzuleiten. Demgegeniiber bestimmt die neue Ana-
lysis die Eigenschaften der Funktionen aus der impliziten Charakterisierung der
Klasse von Funktionen, die zur Debatte steht. Bei Cauchy (im Gegensatz zu Euler)
sind die Funktionen keine vorgegebenen mathematischen Objekte, die es zu behandeln
gilt; stetige Funktionen erscheinen vielmehr als diejenigen mathematischen Objekte,
auf welche der entwickelte Kalkiil pafit. Man hat die Herangehensweise von Bolzano,
Cauchy u.a. eine begriffliche Herangehensweise genannt. Die stetige Funktion wird
zu einem Begriff, d.h. zu einer gedanklichen Entitét, die vielfdltige Darstellungen und
Darstellungsmdoglichkeiten mit vielféltigen Problemen, Anwendungen und Bedeutungen
verbindet.

Es ist unter Historikern umstritten, inwieweit sich Cauchy der Wendung zu einem amo-
dalen Denken bewufit war, zu einem Denken also, das nicht mehr an feste mogliche
Représentationen gebunden ist. Jedenfalls 6ffnete Cauchys ,,Cours d’analyse“ episte-
mologisch den Weg zum Begriff der ,willkiirlichen Funktion“. Diesen Weg beschritten
aber zunéchst nur wenige Mathematiker. DIRICHLET und RIEMANN, die Nachfolger von
Gaufl in Gottingen, waren die erfolgreichsten. L. KRONECKER (1823-1891) in Berlin

war der einfluflreichste Gegner der amodalen Herangehensweise.

Als der Schopfer des modernen Funktionsbegriffs gilt P.L. DIRICHLET (1805-1859), der
Mann, der 1855 Nachfolger von Gauf3 in Gottingen wurde. Felix Klein zitiert ihn so: ,, Ist
in einem Intervalle jedem einzelnen Werte = durch irgendwelche Mittel ein bestimmter

Wert y zugeordnet, dann soll y eine Funktion von x heiflen.“ Bei Lobatschevskij
(1793-1856) heifit es:

“Der allgemeine Begriff erfordert, daf$ eine Funktion von x eine Zahl ge-
nannt wird, die fir jedes x gegeben ist und sich fortschreitend mit x dndert.
Der Wert der Funktion kann gegeben sein entweder durch einen analytischen
Ausdruck oder durch eine Bedingung, welche ein Mittel darbietet, alle Zahlen
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zu prifen und eine davon auszuwdhlen oder schlieflich kann die Abhdngigkeit
bestehen aber unbekannt bleiben“

(zitiert nach A.P. Juschkewitsch, The concept of function up to the middle of the 19th
century, Arch. Hist. Exact Sci. 16, S. 77 (1976)).

Der allgemeine ,,Dirichletsche” Begriff einer willkiirlichen Funktion oder Zuordnung hat
in seiner definitorischen Beschreibung wihrend des ganzen 19. Jahrhunderts Unbehagen
ausgelost. So schreibt z.B. HANKEL 1870: ,, Diese reine Nominaldefinition, der ich im fol-
genden den Namen Dirichlets beilegen werde, . . . reicht nun aber fir die Bediirfnisse der
Analysis nicht aus, da Funktionen dieser Art allgemeine Eigenschaften nicht besitzen
und damit alle Beziehungen von Funktionswerten fiir verschiedene Werte des Arguments
in Wegfall kommen“. Hankel sah auf der anderen Seite, dal man den Eulerschen Funk-
tionsbegriff (wenn man die Theorie der Grenzprozesse ernsthaft betreibt) nicht dahin
entwickeln kann, dal man einen organisch abgeschlossenen Kreis von Funktionen erhélt,
die gemeinsame Eigenschaften haben, wie etwa: Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integra-
bilitéit, Bestimmtheit und Entwicklungsfahigkeit nach dem Taylorschen Lehrsatz — bei
allen diesen Eigenschaften einzelne singuldre Punkte ausgenommen. Er leitete daraus
die Befiirchtung ab, dafl eine allgemeine Theorie der Funktionen zu einer leeren Tauto-
logie entarten wiirde; es wiirde schlechthin unmdglich sein, ,,aus gegebenen Relationen
neue abzuleiten, indem man dabei die allgemeinen Eigenschaften des Begriffs, dem al-
le jene Objekte unterstehen, zur Anwendung bringt“. Als Ausweg empfahl Hankel das
» Prinzip der Permanenz formaler Gesetze“, welches er bereits in seiner Theorie der
komplexen Zahlen als das Prinzip jedes systematischen Fortschritts nachgewiesen hat-
te. (In den beiliegenden Ausziigen (insbesondere S. 87,89) kommt Hankel ausfiihrlich zu
Wort). — Hankels Ansatz hat sich als unpassend fiir die moderne reelle Analysis erwie-
sen, hat aber bis heute starken Einflufl auf die Lehre der elementaren Analysis behalten.
Cantors Mengenbegriff und Dirichlets Funktionsbegriff werden in der elementaren Ana-
lysis meistens nur deklamatorisch beniitzt; erst in den weiterfithrenden Veranstaltungen
(Punktmengentopologie, Mafitheorie, Funktionalanalysis) machen die Dozenten ernst
mit diesen abstrakteren Begriffen.

Durch die Dirichletsche Definition wird auf keinen anderweitig festgelegten Gegenstand
verwiesen, was der dem Wiener Kreis zuzurechnende Topologe und Logiker K. Menger
einmal durch die Bemerkung ausgedriickt hat, es handle sich um ,,die Definition der
Definition von Funktion anstatt um die Definition von Funktion®. In der Tat gibt Di-
richlets Funktionsbegriff lediglich eine Antwort auf die Frage, was man haben muf}, um
sagen zu konnen, dafl man eine wohldefinierte Funktion vor sich hat.

Der heutige Student wird mit dem allgemeinen Begriff der Funktion als einer beliebigen
Zuordnung iiberfallen. Die stetigen Funktionen oder auch die borelmefibaren Funktio-
nen werden ihm dann als Zuordnungen spezieller Art herausgehoben. Dieser Zugang
stellt die historische Entwicklung auf den Kopf. Der Begriff der willkiirlichen Funktion
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hat sich erst langsam im 20. Jahrhundert im Zusammenhang mit Cantors Mengenlehre
durchgesetzt. (Im Grundlagenstreit der 20er Jahre kam er nochmals sehr stark unter
Druck.) Viele wichtige Mathematiker waren nicht bereit, ihre Wertschétzung der ma-
thematische Formel hinter den abstrakten Begriff zuriickzustellen. So schrieb z.B. L.
KRONECKER 1884 in einem Brief an G. Cantor: ,, Finen wahren wissenschaftlichen Wert
erkenne ich — auf dem Gebiete der Mathematik nur in den konkreten mathematischen
Wahrheiten, oder schirfer ausgedriickt, nur in mathematischen Formeln. Diese allein
sind, wie die Geschichte der Mathematik zeigt, das Unvergdngliche.“

Die Anerkennung, die Cauchys Theorie der stetigen Funktionen fand, hatte nichts mit
der (gar nicht explizit gemachten) amodalen Herangehensweise zu tun; sie hatte viel-
mehr {iberwiegend konventionelle Griinde. Der erkennbare Vorzug von Cauchys Theorie
gegeniiber den Auffassungen seiner Vorgéinger bestand darin, dafl sie auf vage geome-
trische Assoziationen verzichtete, Begriffe des unendlich Kleinen und unendlich Grofien
und den unsicheren Umgang mit divergenten Reihen vermied. Der Mathematiker und
Philosoph A.N. WHITEHEAD (1861-1947) schreibt in seiner ,Einfithrung in die Ma-
thematik*: |, Wir haben gesagt, daf$ eine Funktion stetig sei, wenn sie bei allmdhlichen
Anderungen des Arguments ihren Wert ebenfall nur allmdéhlich dndert und unstetig,
wenn sie thren Wert sprunghaft dndern kann. Dies ist die Definitionsweise, welche
unseren mathematischen Vorfahren gentigte, uns neuzeitliche Mathematiker aber nicht
mehr befriedigen kann. ... Ein Unterschied zwischen der dlteren und neueren Mathema-
tik besteht darin, daf wir unbestimmte Ausdricke wie allmdhlich’ aus den Erkldrungen
tilgen. ... Unsere Aufgabe ist es also, den Begriff der Stetigkeit zu definieren, ohne von
den Ausdriicken kleine‘ oder ,allmdihliche‘ Anderung des Funktionswerts Gebrauch zu
machen.“ (In Auflage von 1958, S. 89/90).

Dies ist nun freilich eine recht bescheidene Aufgabe. Aber in der Tat versdumen es bis
heute viele Einfiihrungen in die Analysis, den Studenten den tiefergreifenden Bruch mit
der Analysis des 18. Jahrhunderts vor Augen zu fiihren, den Cauchy, Dirichlet, Riemann
und andere herbeigefiihrt haben.
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Auszug aus dem Buch ,,Ostwalds Klassiker“, 153.

Untersuchungen iiber die unendlich oft
oszillierenden und unstetigen Funktionen.

Von

Hermann Hankel 7.

(Abdruck aus dem Gratulationsprogramm der Tiibinger Universitét

vom 6. Mérz 18701)). (Mathematische Annalen. XX. 1882, S.63-112.)

Einleitende Bemerkungen iiber den Funktionsbegriff.

Nicht allein entschiedene Vorliebe fiir die Synthese und génzliche Verleugnung allgemeiner Metho-
den charakterisiert die antike Mathematik gegeniiber unserer neueren Wissenschaft; es gibt neben
diesem mehr &ufleren, formalen, noch einen tiefliegenden realen Gegensatz, welcher aus der verschiede-
nen Stellung entspringt, in welche sich beide zu der wissenschaftlichen Verwendung des Begriffes der
Verdanderlichkeit gesetzt haben.

Denn wihrend die Alten den Begriff der Bewegung, des rdumlichen Ausdruckes der Veranderlich-
keit, aus Bedenken, die aus der philosophischen Schule der Eleaten auf sie {ibergegangen waren, in
ihrem strengen Systeme niemals und auch in der Behandlung phoronomisch erzeugter Kurven nur
voriibergehend verwenden, so datiert die neuere Mathematik von dem Augenblicke als DESCARTES
von der rein algebraischen Behandlung der Gleichungen dazu fortschritt, die Gréfenverdnderungen
zu untersuchen, welche ein algebraischer Ausdruck erleidet, indem eine in ihm allgemein bezeichnete
Grofle eine stetige Folge von Werten durchléduft.

Die Abhéingigkeit, in welcher hiernach die Wertreihen zweier verédnderlicher Gréfien stehen, findet
ihren anschaulichen Ausdruck in dem Verhéltnis der Ordinate zur Abszisse einer krummen Linie, und
bedurfte so lange keines besonderen Terminus, als man sich auf die Untersuchung spezieller Félle
beschrankte.

Die Entdeckung des Infinitesimalkalkiils aber mit seinen umfassenden Methoden dringte zu einer
allgemeinen Bezeichnung dieses Abhingigkeitsverhiltnisses, das nach LEIBNITZens? Vorgange JOH.
BERNOULLI®) im Jahre 1718 als »Funktion< bezeichnete.

DIndem wir die letzte Arbeit von HERMANN HANKEL, welche bisher durch die Art ihrer Veroffentlichung nur
schwer zugénglich war, erneut zum Abdruck bringen, rechnen wir auf den Dank des mathematischen Publikums;
wird doch auf dieselbe bei fast allen neueren Untersuchungen iiber den Funktionsbegriff zuriickgegangen! Dabei
wird man es nur billigen, dal wir den Abdruck durchaus wortlich gestalteten und also die Inkorrektheiten,
welche die Arbeit im einzelnen enthalten mag, als nebenséchlich betrachteten.

Die Red. d. math. Annalen.

2 Acta Erudit. 1692. April p. 170, und 1694. Juli p. 316

3 Opera omnia. t. IT. p. 241. Vgl. auch LEIBNITII et JOH. BERNOULLII commerc. epist. t. I. p. 386, und JAc.
BERNOULLII, Oper. omn. t. II. p.788.
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Der Begriff der Funktion ist von da an der fundamentale Ausgangspunkt fiir die Analysis geworden,
deren epochemachenden Fortschritte aufs engste mit der Ausbildung zusammenhéngen, welche er
allmahlich erlitten hat.

EULER, der das wissenschaftliche Bewuftsein in der Mitte des vorigen Jahrhunderts am

vollstindigsten vertritt, definiert in wesentlicher Ubereinstimmung mit seinen Vorgéingern®)

>Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quomodocunque composita ex illa

quantitate variabili et numeris seu quantitatibus constantibus.<
Wir haben uns unter einem solchen > analytischen Ausdruck<, dessen Bedeutung EULER néher zu be-

stimmen nicht fiir n6tig hélt, nichts anderes zu denken, als eine nach dem Typus algebraischer Funk-
tionen gebildete Groflenabhéngigkeit. Denn die transzendenten Funktionen dachte man sich durch
Entwicklungen bestimmt, welche aus einer Anzahl von Elementaroperationen (Addition, Subtrakti-
on, Multiplikation und Division) ebenso gebildet werden, als die algebraischen durch eine endliche
Anzahl solcher, ohne dafl man sich iiber die Zuléssigkeit einer solchen grenzenlosen Fortsetzung der
Operationen, Bedenken gemacht hétte. Zu jenen vier Spezies traten dann noch die Differentiation und
Integration als die der Analysis eigenen Operationen hinzu.

Indem man sich immer an jenes Vorbild der algebraischen Funktionen anlehnte, so iibertrug man
alle allgemeinen Eigenschaften, die man an den algebraischen Funktionen bemerkte, ihre besondere
Stetigkeit, ihre Singularitéten, ihre besondere Weise, unstetig oder unendlich zu werden, ohne weiteres
auf alle Funktionen. Da man bei den algebraischen Funktionen die Reihenentwicklung nach Potenzen
eines Inkrementes, den Differentialquotienten und das Integral direkt ableiten konnte, so hielt man sich
nicht nur fiir berechtigt, die Existenz einer solchen Reihe, des Differentialquotienten und Integrales
ganz allgemein fiir alle Funktionen anzunehmen, sondern man kam iiberhaupt nicht auf den Gedanken,
daB hierin eine Behauptung, sei es nun als Axiom oder Theorem liegt, — so selbstversténdlich erschien
diese, von der geometrischen Anschauung der die Funktionen reprisentierenden Kurven scheinbar
unterstiitzte Ubertragung der Eigenschaften algebraischer Funktionen auf die Transzendenten; und
Beispiele, in denen recht eigentlich analytische Funktionen® Singularitiiten zeigten, die von denen der
algebraischen Funktionen wesentlich verschieden waren, blieben génzlich unbeachtet.

Wenn beliebig gezeichnete Kurven in irgend einer Beziehung von dem Verhalten algebraischer Kur-
ven abwichen, so nannte man sie® scurvae discontinuae seu mixtae seu irregulares< im Gegensatze
zu den in einer Gleichung enthaltenen >curvae continuae<, und war der Uberzeugung, da jene auf
keine Weise durch eine analytische Gleichung darstellbar seien. Indem man jedoch die Abhéingigkeit
der Ordinate solcher Kurven von der Abszisse als willkiirliche Funktion in dem Problem der Saiten-
schwingungen einfithrte, ging man bereits iiber die eigentliche Definition des Funktionsbegriffes hinaus,

und D’ ALEMBERT hatte recht, wenn er behauptete, dies sei >contre les regles d’analyse<).

Dntrod. in an. inf. 1748. t. L. p. 4.

x
®)'Wie sin %, e, —+ J do_ y.a. fiir = 0. Zum Beweise des im Texte Gesagten, diese z.B. D’ ALEMBERT
1

Hist. de I'Acad. Berlin fiir 1747, p. 236.

S EULER, Introd. in an. inf. t. II, p 6.

'Opusc. math. t. I. p. 32. Die ganze Polemik, die sich iiber das Problem de chardis vibrantibus zwischen
D’ALEMBERT, EULER, DAN. BERNOULLI und LAGRANGE erhob und uns vollsténdigen Einblick in die Anschau-
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In noch viel starkerem Mafle aber geschah dies, indem man sich gedrangt sah, die fiir ein gewisses
Intervall der Verénderlichen wohl definierten Funktionen auf ein weiteres Gebiet auszudehnen, und
Funktionen fiir alle reellen Werte des Argumentes zu bestimmen, wenn auch ihre urspriingliche
Definition auf ein bestimmtes Gebiet beschrinkt war. Das erste Beispiel einer solchen Fortsetzung
war die Bestimmung der Logarithmen negativer Zahlen. Damit aber hatte man den Boden génzlich
verlassen, auf den man sich durch die Definition der funktionellen Abhingigkeit gestellt hatte, und

ein neues Prinzip geschaffen, das ich etwa folgendermaflen aussprechen zu kénnen glaube:

Wenn fiir ein Gebiet der Verdnderlichen eine Entwicklung gegeben ist, welche nicht
unmittelbar iiber die Grenzen desselben fortgesetzt werden kann, weil sie aulerhalb ihre
Bedeutung verliert, wenn ferner fiir ein anderes Gebiet der Veranderlichen eine andere
Entwicklung gegeben ist, welche in das erste Gebiet nicht fortgesetzt werden kann, und
es keine fiir beide Gebiete giiltige Entwicklung gibt, so sollen beide Entwicklungen als zu
einer Funktion gehorig angesehen werden, wenn die Funktion in jedem der beiden Gebiete

dieselben FEigenschaften zeigt.
Dafl man hiermit einen wesentlich neuen Funktionsbegriff gesetzt hatte, konnte um so weniger bemerkt

werden, als man niemals dieses Prinzip als solches erkannte, wenigstens nicht ausdriicklich formulierte,
und so sah man sich denn auch nicht veranlaflt, genauer zu untersuchen, welche Eigenschaften und
Relationen zwischen den Funktionswerten dazu erforderlich seien, um die Einheit der funktionellen
Abhéngigkeit in zwei verschiedenen analytischen Entwicklungen fiir verschiedene Groflengebiete zu
verbiirgen.

Eine ganze Reihe von unzureichend oder fehlerhaft erwiesenen, nicht geniigend determinierten,
sowie von durchaus falschen Sétzen®) legen geniigendes Zeugnis davon ab, wie unsicher das Fundament
war, auf das man die ganze Funktionentheorie gebaut hatte.

Diese ganze Auffassung des Funktionsbegriffes, die ich kurz als die EULERsche bezeichnen werde,
erhielt den ersten schweren Stof im Jahre 1807 durch FOURIERs bedeutende Entdeckung?, daf es
moglich ist, durch periodische Reihen nicht nur analytische, etwa daneben in Potenzreihen entwickel-

bare Funktionen (funct. continuae), sondern auch ganz beliebige, keinem einfachen Gesetz geniigende,

ungen gewihrt, die man damals mit dem Funktionsbegriffe verband, ist in meisterhafter Weise von RIEMANN
dargestellt worden (Ub. d. Darstellbarkeit einer Funktion d. eine trigon. Reihe. 1867. Abh. d. Gott. Ges. t. 13.
Art. 1).

8)In dieser Bezichung erinnere ich nur an LANGRANGEs Beweis des TAYLORschen Lehrsatzes, wie er ihn
noch 1813 (théor. d. fonct. 2 éd.) gab, und dafl CaucHy (Leg. sur le calc. diff. p. 105) 1829 >entdeckte,
wie dieser Satz zuweilen >en défaut< ist; ferner daran, dal GAuss (Theor. d. res. funct. dem. tertia, art. 4)
erst 1816 in bestimmter Weise auf die Unzuldssigkeit einer Integration iiber unendliche Werte der Funktion
hinwies'); daB erst 1826 ABEL (Crelle, Journ. t. I. p. 311) eine richtige Bestimmung der Potenz und der
binomischen Reihe lieferte, nachdem Po0I1sSsON auf verschiedene Paradoxien in dieser Beziehung aufmerksam
gemacht, und sich Ménner, wie POINSOT (Rech. sur I’analyse d. sections angul. 1825) und viele andere vergeblich
mit deren Auflésung beschéiftigt hatten; ich erinnere ferner an die vielfachen ungeniigenden und fehlerhaften
Versuche, die allgemeine Begriffsbestimmung der numerischen Fakultéten fiir gebrochene und negative Werte
der Verdnderlichen zu geben, die erst WEIERSTRASS (Crelle, Journ. t. 51 p. 1) 1856 durch deren richtige
Definition ersetzte usw. usw.

D Bull. d. scienc. p. 1. soc. philomatique. t. I. p. 112.
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oder verschiedene Gesetze in ihren verschiedenen Teilen folgende Funktionen (funct. discontinuae), die
ich illegitime nennen werde, darzustellen.

Damit aber war, wie man, freilich z6gernd anerkannte, der ganze &ltere Begriff unmoglich ge-
worden: Wenn jene functiones discontinuae auch durch analytische Ausdriicke darstellbar waren, so
konnten die Eigenschaften algebraischer Funktionen nicht mehr als typisch auf alle Transzendenten
iibertragen werden; und wenn eine und dieselbe Reihe fiir verschiedene aneinanderstoffende Gebiete
der Verénderlichen verschiedene analytische Gesetze reprisentieren konnte, so fiel das oben fomulierte
Prinzip der Fortsetzung in sich selbst zusammen.

Es blieb nur iibrig, das Axiom, daf} jene Eigenschaften der algebraischen Funktionen, die sich auf
ihre Stetigkeit, ihre Entwickelbarkeit in Potenzreihen usw. beziehen, allen analytischen Funktionen
ebenfalls zukommen, und daher auch die Forderung, eine Funktion solle analytisch darstellbar sein,
als eine bedeutungslose fallen zu lassen; und indem man so den Knoten zerhieb, folgende Erklidrung

zu geben:

Eine Funktion heiffit y von z, wenn jedem Werte der verénderlichen Gréle = innerhalb
eines gewissen Intervalles ein bestimmter Wert von y entspricht; gleichviel, ob y in dem
ganzen Intervalle nach demselben Gesetze von = abhéngt oder nicht; ob die Abhéngigkeit

durch mathematische Operationen ausgedriickt werden kann oder nicht.
Diese reine Nominaldefinition, der ich im folgenden den Namen DIRICHLETs beilegen werde, weil sie

seinen Arbeiten iiber die FOURIERschen Reihen!®), welche die Unhaltbarkeit jenes ilteren Begriffes
zweifellos dargetan haben, zugrunde liegt, reicht nun aber fiir die Bediirfnisse der Analysis nicht aus,
da Funktionen dieser Art allgemeine Eigenschaften nicht besitzen, und damit alle Beziehungen von
Funktionswerten fiir verschiedene Werte des Argumentes in Wegfall kommen.

Es ist so eine empfindliche Liicke in den analytischen Fundamentalbegriffen entstanden, die, ob-
gleich sie iiberall mit Stillschweigen iibergangen wird, doch nicht minder vorhanden ist; wie ein Blick
selbst auf die besseren Lehrbiicher der Analysis lehrt. Das eine definiert die Funktionen wesentlich im
EULERschen Sinne, das zweite verlangt, y solle sich >gesetzméfig< mit x &ndern, ohne daf eine
Erkldarung dieses dunklen Begriffes gegeben ist, das dritte definiert sie in der Weise DIRICHLETS, das
vierte gar nicht; alle aber leiten aus ihrem Begriffe Folgerungen ab, die nicht in ihm enthalten sind.

Es war notig, iitber den DIRICHLETschen Begriff hinauszugehen, wie bereits CAUCHY dies seit
dem Jahre 1815 zu tun begann®. Aber erst in neuester Zeit (1851) ist durch RIEMANN'Y) mit echt
philosophischem Geiste ein fester Grund neu gelegt worden, indem er, von dem DIRICHLETschen
Begriffe ausgehend, den der (monogenen) Funktion einer komplexen Variabelen begriindete, und so
jener leeren Definition wieder einen Inhalt gab, der sich dem des &lteren Begriffes annéherte.

Es war dem Griinder der Funktionentheorie komplexer Verdnderlicher leider nicht vergénnt, sein
System allseitig und nach dem einheitlichen Plane aufzubauen, dessen Groflartigkeit wir aus den
schonen uns bekannten Bruchstiicken noch erschlieffen kénnen.

Die Grundpfeiler des neuen Systems werden hier und da noch nicht fiir sicher und fest genug gehal-

ten, um von ihnen aus das ganze Geb&ude der Analysis aufzufithren, und namentlich das von RIEMANN

19 Repert. d. Physik, her. v. DOVE t. I. 1837. p. 152. (S. Klass. 116, 3-34.)
D Grundlagen f. e. allgem. Theor. d. Funkt. Gottingen. Ostwalds Klassiker. 153
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in edler Bescheidenheit nach DIRICHLET benannte Prinzip ist neuerdings mehrfach angegriffen und
verteidigt worden.

Die Bedenken sind hergenommen von gewissen a priori denkbaren Ausnahmeféllen, in denen die
Funktionen Unstetigkeiten zeigen, die nicht ohne weiteres ausgeschlossen werden kénnen und doch die
Schliisse, die man auf alle der Definition geniigenden Funktionen anzuwenden hoffen durfte, alterieren?.

Ich glaube nun, daf der einzige Weg, um iiber diese Unstetigkeiten ins Klare zu kommen und damit
den Entscheid iiber die Natur der Funktionen vorzubereiten, der sei, sich von allen Vorstellungen, wie
sie auch dem modernsten Mathematiker noch aus dem EULERschen Funktionsbegriffe anhaften, loszu-
sagen und zunéchst einmal die Mannigfaltigkeit der in dem reinen DIRICHLETschen Funktionsbegriffe
enthaltenen, moglichen Groflenbeziehungen zweier Verdnderlichen auseinanderzulegen, dabei aber be-
sondere Aufmerksamkeit den bisher wenig oder garnicht beachteten, den illegitimen Funktionen zu
schenken.

In der folgenden Abhandlung habe ich den Versuch gemacht, diese Paradoxien der Funktionen zu
behandeln, indem ich mich zunéchst of reelle Variabele und reelle endliche Werte der Funktionen einer
Veranderlichen beschréanke.

Nachdem in § 1 der Sinn, den ich in dieser Abhandlung mit dem Worte »Funktion< verbinden wer-
de, festgelegt, in § 2 die verschiedenen denkbaren Arten der Stetigkeit und Unstetigkeit von Funktionen
in Punkten erortert sind, so gehe ich in § 3 zu der Betrachtung stetiger Funktionen im allgemeinen iiber
und zeige, dafl aufler den gewohnlichen analytischen Funktionen mit endlichen, in endlicher Zahl auf
einem gewissen Intervalle liegneden Oszillationen, auch Funktionen mit unendlich vielen Oszillationen
unendlich kleiner Amplitude denkbar sind. AusschlieSlich solche Funktionen dieser Klasse, welche nur
in der Nachbarschaft einzelner Punkte jene unendlich vielen Oszillationen zeigen, sind bisher, soviel
mir bekannt, durch analytische Ausdriicke dargestellt worden. Mit Hilfe eines Prinzipes, auf welches
ich durch ein Beispiel RIEMANNs'?) aufmerksam wurde?, und welches ich das der Kondensation von
Singularititen nenne (§ 4), ist es mir gelungen, in § 5 analytische, unbedingt konvergente Reihen
aufzustellen, die in ganzen Intervallen durchaus oszillieren.

Waihrend nun alle diese Funktionen stets der Integration unterzogen werden kénnen, so bietet die
Frage nach der FEwistenz eines Differentialquotienten eigentiimliche Schwierigkeiten dar. Es ist diese
bisher nur selten einer Erdrterung unterzogen worden'®, weil man die Existenz einer Tangente an
jedem Punkte einer Kurve als aus unmittelbarer geometrischer Anschauung gewif3, und fiir eine selbst-
verstidndliche Folge der »lex continuitatis< ansah, die man wie eine Naturnotwendigkeit im Gebiete
der Mathematik respektierte. Wenn aber auch dies dunkle >Gesetz der Stetigkeit< in der Tat alle Be-
wegungen in der Natur beherrschen sollte, so darf es doch das Gebiet der reinen Mathematik auf keine
Weise beschrianken; und jene unmittelbare intuitive Gewilheit hat man selbst in durchaus geometri-

schen Gebieten als so triigerisch befunden, daf sie auf den Rang eines wissenschaftlichen Beweises nicht

12Ub. d. Darst. e. Funkt. art. 6
3 Der, soviel mir bekannt, einzige Versuch AMPERESs, die Existenz eines solchen a priori fiir alle Funktionen
zu erweisen (Journ. de P’éc. polyt. cah. XIII, 1806. p. 148) ist ganz verungliickt®.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.9. ,DIRICHLETS FUNKTIONSBEGRIFF* 81

mehr Anspruch machen darf. Nach dem Vorgange von GAuss'®), DIRICHLET, JACOBI'® u. a. ist denn
auch die Uberzeugungen, daB die Existenz eines Differentialquotienten stetiger Funktionen keine not-
wendige Folge der Stetigkeit sei, sondern eine besondere Voraussetzung involviere, unter den neueren
Mathematikern eine ziemlich allgemeine geworden, obgleich noch gar mancher an stetige Funktionen
ohne Differentialquotienten >nicht zu glauben< erklért. Ich darf hoffen, in § 5 diesen Unglauben als
ein Vorurteil dargetan zu haben, indem dort vollig bestimmte Funktionen der angegebenen Art in
analytischem Ausdrucke durch unbedingt konvergente Reihen dargestellt werden.

In § 6 und 7 habe ich die linear unstetigen Funktionen untersucht, d. h. solche, welche auf einem
endlichen Intervalle eine unendliche Anzahl von Loésungen der Kontinuitéit zeigen, und diese nach
ihrem inneren Charakter in zwei wesentlich verschiedenen Klassen, die punktiert—, und die in Linien
total unstetigen geteilt, die sich auch (§ 8) insofern wesentlich verschieden verhalten, als die ersteren
immer, die letzteren niemals integrabel sind”. In § 9 sind beide Klassen unstetiger Funktionen durch
analytische Ausdriicke dargestellt.

In den SchluBbetrachtungen habe ich endlich die erhaltenen Resultate zu einer Kritik des Funk-
tionsbegriffes verwendet und zu zeigen versucht, dafl diese mit Notwendigkeit auf die RIEMANNsche
Definition fiihrt, an welche sich in der III. Note einige Bemerkungen iiber die lineare Unstetigkeit von
Funktionen komplexer Verdnderlicher anschlielen.

Soviel zur vorldufigen Orientierung iiber diesen Beitrag zur Metaphysik unserer Wissenschaft, den
ich im folgenden dem Urteile der Mathematiker unterbreite. Ich verdanke die Anregung zu diesen
Studien wesentlich RIEMANNs Schriften, insbesondere seiner glinzenden Arbeit iiber die trigonometri-
schen Reihen, nach deren Erscheinen es keiner Entschuldigung mehr bedarf, sich mit diesen Fragen zu
beschiiftigen, welche, wie ihr Verfasser in Ubereinstimmung mit DIRICHLET bemerkt, >mit den Prin-
zipien der Infinitesimalrechnung in der engsten Verbindung stehen und dazu dienen kénnen, diese zu
groferer Klarheit und Bestimmtheit zu bringen<. Sollte mein Versuch, auf einem so schliipfrigen, bis-
her nur selten betretenen Boden festen Fuf} zu fassen, teilweise mifllungen sein, und es den Resultaten
hier und da an dem wiinschenswerten Abschluf} fehlen, so glaube ich, auf einige wohlwollende Nach-
sicht rechnen zu diirfen. Denn es war bei der gelegentlichen Veroffentlichung dieser Gedanken meine
einzige Absicht, andere Gelehrte zu veranlassen, ihr Interesse auch diesen fundamentalen Problemen

der Wissenschaft zuzuwenden, welche die neuere Funktionenlehre nicht mehr abzuweisen gestattet.

§ 1.

Begriff der Funktion.

Um alle Unbestimmtheit zu beseitigen, erkléire ich hier, daf} im folgenden, mit Ausnahme weniger Stel-
len, an denen dies besonders bemerkt werden wird, nur von reellen Werten der Veradnderlichen und von
reellen Funktionen die Rede sein wird, und ein Unendlichwerden der Funktion iiberall ausgeschlossen

sein soll. Demgemé&f definiere ich:

14)Allg;. Lehrs. in Bez. auf d. im verk. Verh. etc. art. 16
15) Miindlicher Uberlieferung nach soll JACOBI in seinen Vorlesungen zuweilen bemerkt haben, »>man kénne
sich stetige Kurven mit unendlich vielen Spitzen denken.<
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Eine Funktion von x nennt man f(z), wenn zu jedem Werte von z innerhalb eines

gewissen Intervalles ein einziger bestimmter Wert von f(z) gehort.

Es ist dabei gleichgiiltig, woher und wie man f(z) bestimme, ob durch analytische GréBenoperationen
oder auf andere Weise. Nur muf3 der Wert von f(x) iiberall eindeutig und bestimmt sein. So wire
fz) = sin% in einem x = 0 umgebenden Intervalle keine iiberall bestimmte Funktion, solange sie
nur durch ihren analytischen Ausdruck definiert wird. Denn dieser wird in = 0 véllig unbestimmbar
und unbestimmt, wihrend er in jedem x =0 noch so nahen Punkte allerdings bestimmt ist. Soll sie
obigem Begriffe einer vollig bestimmten Funktion geniigen, so mufl der Wert f(0) noch besonders,
etwa =0, oder =1 oder anders festgestellt sein.

Ebensowenig ist f(z) = er in 2 =0 bestimmt, da es fiir positive unendlich zu Null abnehmende

2 unendlich zu—, fiir negative z unendlich abnimmt. Wohl aber ist

sinx sin2x sin3z

f(z) = ) + 3

trotz ihrer Spriinge eine iiberall bestimmte Funktion.

§ 2.

Begriff der Stetigkeit.

Eine Funktion f(z), welche fir = = a eine bestimmten endlichen Wert f(a) hat, nennt man in in

diesem Punkte stetig®, wenn ¢ stets so klein angenommen werden kann, daf8 die Differenz:

fla+0)—f(a)

fiir alle §, die numerisch < e sind, numerisch kleiner, als eine beliebig kleine Grofle o ist.

Unstetig heifit sie im Punkte = =a, wenn & nicht so klein genommen werden kann, daf

fla+0)—f(a)

fiir alle §, die numerisch < ¢ sind, numerisch unter jeder beliebig kleinen Grofle o liege.

Ein anderes, weniger einfaches Beispiel einer solchen total unstetigen Funktion ist in der II. Note

im Anhang behandelt worden.

§ 10.

Schluf3betrachtungen zur Feststellung des Funktionsbegriffes.

Blicken wir nun auf das durchwanderte Gebiet zuriick, und fragen wir, welchen Nutzen unsere Unter-
suchungen fiir die Aufkldrung des Funktionsbegriffes gebracht haben.
Es war von vornherein gewif3, dafl wenn wir den DIRICHLETschen Begriff der Funktion zugrunde

legen, es allgemeine Eigenschaften aller Funktionen, die unter denselben fallen, nicht geben kann.
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Aber man ist geneigt, zu vermuten, dal wenn der &ltere EULERsche Begriff zugrunde gelegt, und
unter einer Funktion nur eine in Rechnungsoperationen gesetzmifig dargestellte Grofenbeziehung
verstanden wird, die so definierten Funktionen einen engeren, in sich organisch abgeschlossenen Kreis
bilden mochten, dem eine Anzahl gemeinsamer Eigenschaften allerdings zukédme, insbesondere: die
Stetigkeit, die Differentiierbarkeit, die Integrabilitét, Bestimmtheit und Entwicklungsfdhigkeit nach
dem TAYLORschen Lehrsatze — bei allen diesen Eigenschaften einzelne singulédre Punkte angenommen.
Diese Vermutung hat sich nicht bestéitigt. Wir haben gezeigt, dafl es durch konvergente Reihen von
Groflenoperationen moglich ist, Funktionen darzustellen, welche in unendlich vielen Punkten eines
endlichen Linienstiickes unstetig oder unendlich in der verschiedensten Weise oder unbestimmt!®)
werden, welche nirgends integriert und in Potenzreihen entwickelt werden kénnen, und welche selbst,
wo sie stetig sind, einen bestimmten Differentialquotienten nicht besitzen. Kurz: Jene beiden Begriffe
der Funktionen, so verschieden sie auf den ersten Blick zu sein scheinen, haben sich insofern wesentlich
verschieden nicht erwiesen, als wir Funktionen aller méglichen Arten'” durch analytische Formeln
darzustellen imstande waren?!.

Beide Begriffe sind somit unzureichend, um die Grundlage einer allgemeinen Theorie der Funk-
tionen bilden zu kénnen. Denn die Aufgabe aller Mathematik ist die, aus gegebenen Relationen, die
sich auf ein Gebiet von Objekten beziehen, neue abzuleiten, indem man dabei die allgemeinen Eigen-
schaften des Begriffes, dem alle jene Objekte unterstehen, zur Anwendung bringt. Sind aber solche
allgemeinen Eigenschaften nicht vorhanden, so bleibt jede Transformation der gegebenen Relationen
eine leere Tautologie.

So, wenn es sich z. B. darum handelte, eine Funktion f(x) aus der Funktionalgleichung:
fle+y) = flx)+ fy)
abzuleiten, so ergibt sich sofort fiir alle rationalen g
flp) = pf(1);

ebenso konnen alle Funktionswerte fiir Argumente p&, welche rational von einer und derselben

irrationalen GréBle ¢ abhingen, durch den Funktionswert f(§) dargestellt werden, indem f(ug) =

16)Die Funktionen, welche in einzelnen Punkten oder gar Linien unbestimmt werden, haben wir aus unseren
obigen Betrachtungen ausgeschlossen, und es mag daher hier bemerkt werden, da solche in analytischer
Darstellung mittels des Prinzipes der Kondensation

f@) = Z (p(sir:l?:mr)

leicht gegeben werden kénnen, wenn ¢(y) eine fiir y = 0 nicht unbestimmt scheinende, sondern wirklich
und notwendig unbestimmte Grofle ist. Setzt man z. B.
1

.t
p(y)=sin—, oder ¢(y)= T
Yy 1+ev

so ist f(z) fiir alle irrationalen z bestimmt und endlich, fiir rationale = aber durchaus unbestimmt.
1) Dies ist cum grano salis zu verstehen; denn es ist noch nicht ausgemacht, ob sich einzelne denkbare Fille
nicht doch der Analysis entziehen.
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wf(€). Auch stehen die Funktionswerte fiir rationale und irrationale Werte des Argumentes, und

letztere untereinander vielfach im Zusammenhang, durch Gleichungen, wie z.B.
F+V3)+ f(2-V3) = f4)

usw. Trotzdem ist, soviel ich sehe, es nicht moglich, direkt anzugeben, wie f(£) von seinem Argu-
mente abhéngt; denn die verschiedenen Wertreihen fiir die wesentlich verschiedenen Irrationalitéten,
z.B. f(uv?2), f(uv5), f(u/2) usw. stehen auBer Zusammenhang miteinander; und, wie es auch
sei, es liegt jedenfalls nicht in der Absicht eines Analytikers, der auf jene Funktionalgleichung bei sei-
nen Untersuchungen sto8t, in diese intrikaten Verhéltnisse der Irrationalitidten einzugehen. Man wird
vielmehr die Bestimmung f(u) = uf(1) sofort auch fiir irrationale p in Anspruch nehmen, d. h.:

Macht man die Voraussetzung, die Funktion solle iiberall stetig sein (oder die engere, f(y), solle
sich in unendlicher Ndhe von y = 0 stetig der Null n&hern, von der dann die allgemeine Stetigkeit
die Folge ist), so ist das Problem mit einem Schlage geldst, indem die Funktionswerte fiir irrationale
x sich zwischen die f(z) = xzf(1) fiir rationale z stetig einordnen.

Oder eine anderes Beispiel: Es sei eine Funktion fiir alle Werte von = zwischen 0 und 1 durch die
unendliche Reihe 22

f(x)zl—i—T—l—g—i—g—i—...
gegeben; welche Werte hat f(x) fiir andere x? Diese Frage ist schlechterdings nicht zu beantworten,
solange wir den DIRICHLETschen Funktionsbegriff zugrunde legen, weil eben gar kein Zusammenhang
zwischen den benachbarten Funktionswerten besteht, mit anderen Worten: weil eine Funktion bisher
nicht ein Gesetz reprisentiert, sondern ihre Werte ganz willkiirlich aufeinanderfolgen.

Ein Gesetz ist iiberall da vorhanden, wo aus einer Reihe von Merkmalen auf das Vorhandensein
anderer, nicht gegebener oder beobachteter geschlossen wird. Die Funktion unter unserem bisherigen
Begriffe, der rein nominell und ohne realen Inhalt ist, sind daher gesetzlos, illegitim zu nennen; sie
konnen aber zu legitimen werden, indem sie sich einem Gesetze unterordnen.

Welches soll nun das Gesetz sein, dem diese Funktionen unterworfen werden? Es hélt nicht schwer,
sich zu iiberzeugen, daf}, soll anders der Funktionsbegriff angemessen sein und den Bediirfnissen des
Analytikers entsprechen, wir uns des allgemeinen hodegetischen Prinzipes bedienen miissen, das ich
bereits in meiner Theorie der komplexen Zahlen als das jedes systematischen Fortschrittes fiir jenes
Gebiet nachgewiesen und das Prinzip der Permanenz formaler Gesetze genannt habe'®).

Ich bin dort von den ganzen Zahlen und den auf sie beziiglichen elementaren Rechnungsoperationen
ausgegangen und zeigte, wie man von diesen aus das Zahlengebiet allméhlich erweitert, indem man
zur Auflésung von Aufgaben, die in dem bekannten Gebiete unrealisierbar sind, neue Zeichen, Zahlen
einfithrt, welche denselben formalen Operationsgesetzen, als die vier Spezies sie enthalten, unterliegen.
Nachdem so das Gebiet bis auf das der gemeinen komplexen Zahlen erweitert war, wurde nachgewiesen,
daf jede Aufgabe, welche nur eine endliche Anzahl jener Operationen zu ihrer Aufstellung voraussetzt,
in dem Gebiete der gemeinen komplexen Zahlen ihre Losung findet, und so ein organischer Abschluf} in

diesem Zahlengebiete gefunden wird. Gleichwohl waren noch andere komplexe Zahlensysteme mdglich,

) Vorlesungen iiber die komplexen Zahlen und ihre Funktionen. Leipzig 1867. Teil I, S. 10-13.
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welche teilweise andern formalen Gesetzen folgten, und es war notig, dies festzustellen, weil nur dadurch
die Eigentiimlichkeit der gemeinen komplexen Zahlen in helles Licht gesetzt wurde.

In #hnlicher Weise nun, als fiir das System der Zahlen (oder Grofien) die ganzen Zahlen und
Operationsgesetze typisch waren und weiterhin fiir permanent erklért wurden, so miissen nun fiir das
System der Funktionen die algebraischen Ausdriicke, als die aus den vier Spezies direkt abgeleiteten,
die permanenten Gesetze an die Hand geben. Denn wie dort die ganzen Zahlen gewissermaflen das
Gertist bilden, auf das mehr oder weniger direkt alle andern Zahlen gestiitzt werden, so sind die alge-
braischen Funktionen, als die, deren Werte eigentlich berechnet werden kénnen, die typischen Formen
fiir Funktionen im allgemeinen, die, insofern sie eben Grofienbeziehungen darstellen und sich daher
berechnen lassen sollen, ebenfalls durch die vier Elementaroperationen ausgedriickt werden miissen;
nur werden die transzendenten Funktionen durch eine endliche Reihe von Operationen nicht erschopft,
sondern bediirfen eines unendlichen Prozesses.

Die so nach dem Typus algebraischer ganzer und gebrochener Ausdriicke gebildeten transzenden-
ten Funktionen entsprechen nun in gewisser Weise den irrationalen und gemeinen komplexen Zahlen,
die nach dem Typus der ganzen und rational gebrochenen Zahlen gebildet sind; und ebenso, wie es un-
endlich viele Klassen z. B. von irrationalen Grofien gibt, so auch unendlich viele Klassen transzendenter
Funktionen.

Wie ferner héhere komplexe Zahlen gedacht und konstruiert werden kénnen, die sich den formalen
Gesetzen der Arithmetik nicht unterordnen'®, so auch illegitime Funktionen, welche sich nicht an den
Typus algebraischer Formen anlehnen. Ganz ebenso aber, wie die Betrachtung dieser hoheren Zah-
lensysteme ein systematisches Bediirfnis war, um sich einerseits erfahrungsméflig von der Moglichkeit
derselben, andererseits davon zu iiberzeugen, dafl der Begriff der gemeinen komplexen Zahlen den all-
gemeinen Begriff der Zahl keineswegs erschopfe, so ist auch die tatsédchliche Nachweisung der Existenz
von Funktionen der illegitimsten Arten, wie ich sie in dieser Abhandlung zu geben versucht habe,
notwendig gewesen, um unzweifelhaft darzutun, dal die Legitimitét der Funktionen uns keineswegs
von einer mysteriosen, eisernen Notwendigkeit diktiert wird, die in der »Natur der Sache« liegt, wie
man haufig héren kann, sondern daf sie eine konventionelle, aber weise und adédquate Beschrinkung
ist, die wir uns auferlegen, — und iiber deren Grenzen wir eben deshalb noch nicht im Reinen sind.

Wenn es sich ndmlich nun darum handelt, das bestimmte System der Bedingungen aufzustellen,
welches iiber die Legitimitét der Funktionen entscheidet, so werden wir dasselbe zunéchst so wihlen,
dafl es mit den Voraussetzungen, die man zuweilen bewufit, meistens unbewuflt, bei analytischen

Untersuchungen zu machen pflegt, {ibereinstimmt und nennen

legitime Funktionen solche, welche fiir alle reellen Werte des Argumentes, mit Ausnahme
einzelner, auf jedem endlichen Intervall in niemals unendlicher Zahl vorhandener Punkte,
bestimmt, endlich und stetig sind, und deren sémtliche Differentialquotienten dieselben

Eigenschaften besitzen.
Solche Funktionen sind aber nach dem TAYLORschen Satze immer entwickelbar??, d. h. es 148t sich

stets ein Intervall fiir 2 angeben, in dem die Entwicklung von f(a+ ) nach aufsteigenden Potenzen

9 Ebenda S. 99

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



B.9. ,DIRICHLETS FUNKTIONSBEGRIFF* 86

von z konvergiert, solange a nicht mit einem der Punkte zusammenfillt, in dem die Funktion oder
einer ihrer Differentialquotienten unbestimmt, unendlich oder unstetig wird. Die Werte einer Funktion
sind daher zwischen zwei Unstetigkeitspunkten immer in der Weise miteinander verbunden, daf}, wenn
nur die Funktionswerte fiir das kleinste endliche Intervall bekannt sind, sie fiir die ganze Strecke mit
Notwendigkeit bestimmt sind. Sind in einer solchen Strecke fiir zwei endliche Intervalle zwei Reihen
von Werten gegeben, so kann es niemals zweifelhaft sein, ob sie zu derselben Funktion gehoéren oder
nicht.

Wie steht es aber mit der Fortsetzung einer solchen Funktion iiber jene Unstetigkeitspunkte? Die
TAYLORschen Reihen reichen iiber diese nicht hinaus, und es bleibt génzlich unbestimmt, was wir
unter einer zwischen zwei Unstetigkeitspunkten vollig bestimmten Funktion auflerhalb dieser Strecke
verstehen sollen. Jene Punkte trennen, wie Barrieren, die verschiedenen Strecken, und es kann nach
der gegebenen Definition nicht entschieden werden, ob zwei, durch einen solchen Punkt getrennte
Wertreihen zu einer und derselben Funktion gehoren oder nicht.

In welcher Weise man durch Einfithrung eines neuen Prinzipes diese Hindernisse zu tiberwinden
versucht hat, ist schon oben S. 47 gezeigt; eine unzweideutige und annehmbare Form ist aber diesem
Prinzipe weder jemals gegeben worden, noch diirfte sie sich iiberhaupt finden lassen.

Die Wissenschaft mufite andere Mittel suchen, um die Funktionen iiber jene Unstetigkeitspunkte
hinaus fortzusetzen; und man entdeckte, dal man, anstatt diese Punkte gewissermaflen zu dbersprin-
gen, sie vielmehr umgehen konne, indem man die Variabeln nicht nur reelle, sondern auch komplezre
Werte durchlaufen 148t.

Ist hierdurch dargetan, dafl man bei der Beschrankung der Variabilitéit auf reelle Werte des Ar-
gumentes zu einer die Bediirfnisse der Analyse befriedigenden Definition der Funktion nicht gelangen
kann, so ist damit das Ziel erreicht, das wir uns in dieser Abhandlung gesteckt haben.

Sind wir aber einmal im Gange, so wird es erlaubt sein, noch einige Schritte weiter zu tun, um
eine Perspektive in das neue Gebiet zu gewinnen.

Eine Funktion w zweier Variabeln x, y wird dann als die einer Veréinderlichen (z+yi) angesehen
werden konnen, wenn sie sich in eine Form bringen 148t, dal = und y in ihr nur in der Verbindung
(x + yi) erscheinen. Diese vorldufige Definition hat nur dann eine Bedeutung, wenn die Funktion
nach dem Typus algebraischer Funktionen gebaut ist, d. h. aus ihren Verénderlichen durch die vier
arithmetischen Grundoperationen abgeleitet. Sie hat dann, wenn ihre Differentialquotienten tiberhaupt

bestimmt sind, die Eigenschaft, daf3
Ow  Ow

P =—=——".
or oy

Waéhrend nun jene Definition ihre Bedeutung verliert, wenn w nicht durch arithmetische Operationen
bestimmt wird, so behélt diese Gleichung ihre Bedeutung in jedem Falle; und wir definieren nun eine
Funktion w zweier Verénderlichen z, y als eine monogene Funktion der komplexen Verdnderlichen
(x + yi), indem wir letztere Eigenschaft fiir permanent erkliren.

Damit ist aber zugleich gesetzt, dafl jene Differentialquotienten %, %—w iiberhaupt existieren,

Yy

einen bestimmten und endlichen Wert haben; denn hétten die Quotienten der Inkremente von w

und =z, y innerhalb eines endlichen Stiickes der Ebene, in welcher die komplexe Verdnderliche
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(x + yi) dargestellt wird, keine bestimmten und endlichen Grenzwerte, so liefle sich in demselben
gar nicht konstatieren, ob die Funktionen als die einer komplexen Variabeln angesehen werden kann.
So ergibt sich die Voraussetzung, daf} eine legitime Funktion im allgemeinen bestimmte und endliche

Differentialquotienten hat, als eine fundamentale, und wir definieren nun:

Eine monogene Funktion von (z+yi) heifit eine verdnderliche komplexe Grofie w, wenn

sie sich mit z und y so &dndert, daB im allgemeinen, d. h. abgesehen von einzelnen

Punkten und Linien, die Differentialquotienten g—i’, %—Z iiberall bestimmt und endlich
sind und der Bedingung
COw  Ow
i =— ==
ox dy

geniigen.
Dies ist nun das allgemeine einfache Gesetz, dem alle legitimen, d. h. monogenen Funktionen un-

tergeordnet werden, und das wir als die RiEMANNsche Definition®?) zu bezeichnen haben. Da nach
bekannten Sétzen mit der Endlichkeit, Stetigkeit und Bestimmtheit der Funktion selbst und ihrer er-
sten Differentialquotienten dieselben Eigenschaften auch fiir alle andern Differentialquotienten gesetzt
sind, so kann eine monogene Funktion immer nach dem TAYLORschen Lehrsatze entwickelt werden,
und die obige Bestimmung der im reellen Gebiete stetigen Funktion erscheint jetzt unserer neuen
Definition untergeordet.

Nun erst gewinnt das Problem, eine fiir eine endliche Strecke oder innerhalb eines endlichen
Fldchenstiickes gegebene Funktion fortzusetzen, d.h. fiir alle Punkte der ganzen Ebene zu bestim-
men, eine feste Bedeutung, wenn man eben die Funktion obiger Bedingung unterwirft. Nun stehen die
Funktionswerte fiir die verschiedenen Argumente in unldslicher Verbindung miteinander, und es wird
nicht zweifelhaft sein, ob zwei in verschiedenen Teilen der Ebene gegebene Wertreihen zu derselben
Funktion gehéren, — wenn sich nicht jetzt, wo wir jene, die Fortsetzung im reellen Gebiete stérenden,
und alle anderen Unstetigkeitspunkte, leicht umgehen kénnen, neuen Barrieren erheben in Gestalt von
Linien, in denen die Funktion aufhort, bestimmt, endlich und stetig zu sein. Obgleich wir ndmlich Un-
stetigkeiten, die iiber ganze Flichenstiicke ausgedehnt sind, durch obige Definition der Monogeneitiit
ausgeschlossen haben, so konnten wir nicht umhin, Unstetigkeiten in Punkten und Linien zuzulassen,
wenn sie sich mit Notwendigkeit aus dem Verlaufe der Funktion in ihren stetigen Teilen ergeben. Daf3
solche Linien, in denen die Funktion punktiert oder gar total unstetig ist, trotz der Monogeneitét in der
Tat vorkommen, ist im Anhang (Note III.) gezeigt, und zwar scheidet in den angefiihrten Beispielen
diese Unstetigkeitslinie als Kreis den inneren Raum, in dem die Funktion zunéchst festgestellt gedacht
wird, in der Weise von demé&ufleren ab, dal beide durch keinen Flédchenstreifen von endlicher Brei-
te, in dem die Funktion die zur legitimen Fortsetzung notwendigen Eigenschaften hétte, miteinander
zusammenhingen.

Die Funktion ist dann auf die innere Kreisfliche beschrinkt, sie verliert fiir Punkte auflerhalb des
Kreises ihre Bedeutung, d. h. unser Funktionsbegriff gibt keinerlei Aufschlufy dariiber, was wir uns

unter Funktionswerten im dufleren Raume zu denken haben.

20 Grundl. f. e. allg. Th., S. 2.
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Es ist nun aber in der Note III. das merkwiirdige Faktum hervorgehoben, dafl es trotzdem ana-
lytische Entwicklungen solcher Funktionen geben kann, welche auch auflerhalb ihre Bedeutung nicht
verlieren, sondern innerhalb und auflerhalb des Kreises in gleicher Weise gebildet, und mit Ausnahme
jener Kreisperipherie iiberall konvergent und monogen sind.

Insofern man nun solchen Entwicklungen, welche zu beiden Seiten der geschlossenen Unstetig-
keitslinien dieselben bleiben, die Kraft nicht absprechen kann, die innerhalb gegebene Funktion auch
auflerhalb des Kreises zu reprisentieren, so erhebt sich die Frage:

In welchem Sinne sind diese beiden, durch eine iibersteigliche Schranke getrennten Wertreihen als

zu einer Funktion gehorig anzusehen?3?

Note I (zu S. 54)

Begriff der Grenze

Gegeniiber den hiufig mangelhaften, teils zu viel, teils zu wenig enthaltenden Definitionen des
in unsere Untersuchungen tief eingreifenden Begriffes der >Grenze< glaube ich hier seine strenge
Bestimmung in aller Kiirze geben zu sollen, indem ich in bezug auf die Begriindung des Folgenden auf

eine andere kleine Arbeit von mir verweise?!). Der Begriff Funktion ist hier im Sinne von § 1 zu nehmen:

Wenn es fiir eine Funktion f(x) eine bestimmte endliche Gréfie A gibt, und ein Intervall
von dem festen Punkte = =a aus bis z = a + ¢ fiir jedes beliebig kleine o bestimmt
werden kann, so dafl die Differenz A— f(a+0) jene Grofle o numerisch nicht iibersteigt,
wéhrend § alle innerhalb jedes Intervalles 0 bis ¢ liegenden Werte, § = 0 ausgeschlossen,
durchlduft, so heit A die Grenze, welcher sich f(a + ) mit unendlich abnehmendem

0 unendlich anndhert.
Wird hierin & positiv vorausgesetzt, so habe ich, indem ich f(x) als Ordinate zu der Abszisse «

konstruiert denke, A die Grenze genannt , welcher sich f(z) nihert, wenn man von rechts her zu dem

Punkte = = a gelangt. Die Grenze, der sich f(a—0) nihert, nenne ich die Grenze auf der linken Seite.

Wenn es dagegen keine bestimmte endliche Grofie A gibt, so daf die Differenz A— f(a+9)
fiir alle von Null verschiedenen § < e nicht immer numerisch kleiner als eine beliebig
kleine Grole o bleibt, wie klein man auch e bestimmen moge, so sagen wir, es néhere

sich f(a+¢) fir unendlich abnehmende ¢ keiner Grenze.
In vielen, und zwar in den meisten uns oben interessierenden Féllen ist es nicht moglich, jene

Grenzwerte, denen sich Funktionen ann&hern, ihrer wirklichen Gréfle nach zu bestimmen; vielmehr
wird man sich begniigen miissen, die Fxistenz einer Grenze iiberhaupt festzustellen, und es dient

dazu folgender aus dem Begriffe der Grenze abgeleiteter Satz:

Wenn sich ein Intervall ¢ so bestimmen 148t, daf} fiir alle in diesem enthaltenen, von Null

verschiedenen ¢ die Differenz

fla+e)— fla+9)

21)Encyk10p§idie von ERSCH u. GRUBER. Art. Grenze.
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numerisch kleiner als ein beliebig kleine Gréfie o ist, so ndhert sich f(a + J) mit
unendlich abnehmenden & einer endlichen bestimmten Grenze??.
Man bemerkt iibrigens, dafl nach der in § 2 festgesetzten Terminologie der Begriff auch so gefaf3t
werden konnte
Einer Grenze néhert sich f(a + J) fiir unendlich abnehmende 6, wenn f(z) in unmittelbarer

Néhe von z = a (auf der rechten Seite) stetig ist.

Note II (zu S. 86)
Beispiele von Funktionen, welche in ganzen Linien

total unstetig sind.

Ein in mancher Hinsicht interessantes Beispiel einer total unstetigen Funktion gibt die Reihe

m

f@)=Y ———y

= (msinmar)

worin w einen positiven echten Bruch bedeuten soll?>.
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Schlufl : Didaktische Konsequenzen

Die Ideen von Cauchy haben mit einiger Verspatung auch die Lehre der Analysis an den deut-
schen Universitidten und Gymnasien beeinflufit. J.A. GRUNERT (1797-1872) hat in Halle bei
Pfaff und in Go6ttingen bei Gauf} studiert. Er war dann Gymnasiallehrer, bis er 1834 als Pro-
fessor an die Universitét Greifswald berufen wurde. In dem von ihm gegriindeten ,,Archiv der
Mathematik und Physik*“ sollte eine Verbindung zwischen Schul— und Universit dtsmathematik
hergestellt werden. Diese Zeitschrift versuchte die Auffassungen von Cauchy zu propagieren,
strebte dabei aber Kompromisse zwischen dem komplizierten Vorgehen von Cauchy und der
heuristischen Leichtigkeit der &lteren Verfahren an. Grunert lobt z.B. in seiner Besprechung
das ,vollstindige und reichhaltige Lehrbuch der sogenannten Analysis des Endlichen, der
Differentialrechnung und der Integralrechnung“ von Salomon (1844), weil es die beiden Me-
thoden vereinigt, um auf das Publikum Riicksicht zu nehmen. Er erkennt an, dafl ,z.B. die
Methode der unbestimmten Koeffizienten bei allen ihren Unvollkommenheiten dem Praktiker,
dem es oft weniger auf die Methode an sich, als vielmehr auf die Auffindung eines Resultats
ankommt, in vielen Féllen vortreffliche Dienste leisten kann.“ (Zitiert nach Jahnke: ,,Motive
und Probleme der Arithmetisierung der Mathematik in der ersten Hélfte des 19. Jahrhun-
derts“. Archive for History of Exact Sciences, Vol. 37, Nr. 2 (1987) S. 166). Wir zitieren weiter
Jahnke:

»Eines der ersten deutschen Lehrbiicher, das sich ganz bewuft auf den Stand-
punkt CAUCHYS stellte, war die ,, Algebraische Analysis“ von OSKAR SCHLOMILCH
aus dem Jahre 1845. Dieses Buch versuchte, bei aller Radikalitéit des Eintretens
fiir CAUCHYS Ansatz, die Idee eines Kompromisses zwischen Praktikabilitéit und
Strenge im Sinne CAUCHYS zu realisieren. In dem historisch auflerordentlich in-
teressanten Vorwort bemerkte der Autor zunéchst, dafl in den 20 Jahren seit dem
Erscheinen der Werke CAUCHYS eine neue Epoche in der Geschichte der Wissen-
schaft begonnen habe, deren Eigentiimlichkeit in der Kritik der Methode bestehe.
Zu den grundsitzlichen Anforderungen an eine wissenschaftliche Behandlungs-
weise der Mathematik rechne er: heuristischen Gedankengang, Strenge und ar-
chitektonisches Gefiige. Vergleiche man unter diesen Gesichtspunkten die frithere
Behandlungsweise der Analysis mit der jetzigen, durch CAUCHY angeregten, so se-
he man, dafl die dltere Methode die Forderung nach heuristischem Gedankengang
immer, die anderen aber sehr wenig befriedige. Diese heuristische Vorgehensweise
habe zwar fiir den Praktiker einigen Wert, aber fiir ein System der Wissenschaft
sei sie unbrauchbar, da sie nur isolierte Resultate liefere ohne die ,,Schnur, an der
man die gefundenen Perlen aufreihen koénnte, auch nur im Entferntesten ahnen zu
lassen.“ Die Methode des Erfinders sei nicht immer die systematisch beste.

Dagegen bescheinigte er CAUCHYS ,,Cours d’analyse“ die ,,grofite Strenge bei
vieler Kiirze in der Entwicklung®. Allerdings leide bei CAUCHY die ,,Schénheit des
architektonischen Baus®“ und das ,,Leben der Erfindung® fehle géinzlich. ,,Dies mag
auch vielleicht bei Manchem den Glauben hervorgerufen haben, daffi Cauchy blofl
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Seilténzerkunststiicke mache, und zeigen wolle, dafl er Fertigkeit genug besitze,
um Alles auf den Kopf stellen zu kénne.“ Daraus leitete er fiir sein eigenes Werk
die Zielstellung ab: ,,Zwischen diesen beiden Extremen habe ich einen Mittelweg
einzuschlagen gesucht, welcher das Interesse des heuristischen Gedankenganges
mit der Strenge des franzosischen Analytikers vereinen und dem Gange ein bes-
seres architektonisches Gefiige verleihen soll, als man bisher an diesem Theile der
Mathematik bemerkt hat.“

CANTOR schrieb iiber Schlémilchs Buch aus dem Jahre 1845: ,Sie war aller-
dings in Anlehnung an CAUCHYS Analyse algébrique von 1821 entstanden, aber
in ihrer Ausarbeitung ein durchaus selbsténdiges eigenartiges Werk geworden, ei-
genartig auch durch die erfrischende Grobheit der in der Vorrede sowohl als in
FuBnoten sich kundgebenden Angriffe gegen das, was wir als Sorglosigkeit der
Entwicklung bezeichnet haben. In den spéteren Auflagen hat SCHLOMILCH die
polemischen Abschweifungen allmahlich gestrichen. Sie waren nicht mehr notwen-
dig, aber dafl sie entbehrlich wurden, ist unzweifelhaft eine Folge der durch die
erste Auflage vollzogenen Aufriittelung der deutschen Mathematiker.“ (Cantor,
1901, S. 262)

Schlomilch war tibrigens spéter als Beamter im séchsischen Ministerium (bis 1885) ein wich-
tiger Forderer der Entwicklung des mathematischen Seminars an der Universitdt Leipzig,
wo man sich unter Felix Klein sehr um die Verbesserung des mathematischen Unterrichts
bemiihte. Jahnke schreibt weiter: ,,Die Rezeption und Propagierung des Cauchyschen Ansat-
zes durch SCHLOMILCH ist in vielerlei Hinsicht charakteristisch fiir die Situation, auf die dieser
Ansatz in Deutschland traf. So enthiillten die vorstehend referierten Uberlegungen nicht nur
die Notwendigkeit des Kompromisses mit den Erfordernissen der Praxis, sondern SCHLOMILCH
fithrte mit dem Begriff des ,,architektonischen Gefiiges“ zusétzlich einen Terminus ein, der in
dem philosophischen und bildungstheoretischen Kontext eine Rolle spielte. In diesem Kontext
wurden Theorienideale diskutiert und entwickelt, die in der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts
in Deutschland ein wirksames Motiv auch fiir die Entwicklung der Mathematik darstellten.

Jahnke stellt fest, dafl die Haltung von Schlémilch dogmatische Ziige annahm: ,Was fiir
Cauchy, Abel, Dirichlet und andere Analytiker zweifellos eine bestimmte Gesamtsicht der-
jenigen Begriffe war, mit denen man angemessen die ,, Transzendente Analysis“ behandeln
konnte, reduzierte sich in der Propagierung durch GRUNERT und SCHLOMILCH auf die
Durchsetzung bestimmter Normen mathematischer Strenge.“ (S. 169)

Das von Cauchy eingeleitete begriffliche Denken fand nur sehr zégernd Eingang in die
Lehrbiicher; und bis heute ist dort wenig von der Offnung des mathematischen Denkens
zu spiiren, welches damit bewirkt worden ist. (Die ,begriffliche“ Herangehensweise (an die
Gegenstinde der Mathematik) wird hier als Gegensatz verstanden zu einer ,formalen®, im
Sinne einer an speziellen Darstellungen orientierten Herangehensweise.)

Dirichlet war der erste, der die neue Denkungsart klar ausgesprochen und in konkreten
Fillen verwirklicht hat. Bei ihm zeigte sich, daf3 iiberall dort die grofiten Durchbriiche und die
iiberraschendsten Erfolge erzielt wurden, wo es gelang, sich von iiberkommenen Prozeduren
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zu losen und sozusagen das ,,Wesen“ des in Frage stehenden Problems zu studieren. (Jahn-
ke, S. 173). Das Ideal des begrifflichen diskursiven Denkens hatte es sehr schwer, gegen die
Programme der Elementarisierungen einen anderen, weniger auf Disziplinierung bedachten
Typus der Lehre von Mathematik zu initiieren.

Dirichlet scheint dem Humboldtschen Ideal von , Einheit von Forschung und Lehre* be-
sonders gut entsprochen zu haben. H. Minkowski schreibt in seinem Nachruf: Peter Gustav
Lejeune Dirichlet und seine Bedeutung fiir die heutige Mathematik. (Jahresbericht der DMV
14 (1905) S. 149-163) (zitiert nach Jahnke):

,,Dirichlets durch wunderbare Klarheit und Einfachheit beriihmter Beweis, daf3
jedem Minimum potentieller Energie Stabilitdt des Gleichgewichts entspricht, ist
eine zweite Tat solcher Art, dafl er sich von verkehrten Hilfsmitteln freimachte,
indem er statt der analytischen Regeln fiir die Bestimmung der Minima einer
Funktion nur den urspriinglichen Begriff des Minimums heranzog. Immer wieder
sind doch bedeutende Fortschritte in der Mathematik auf der Stelle errungen, so-
wie man nur wahrnimmt, daff Umsténde, die stets als zusammengehorig betrachtet
wurden, nichts miteinander zu tun haben.

Dirichlets Lehrtéatigkeit beschrieb Minkowski so: ,,Sein Vortrag war dadurch so eindring-
lich, weil es schien, als wenn er im Begriff stinde, eben erst den ganzen Bau zu schaffen;
es war in hohem Grade fesselnd, ihm bei dieser Arbeit zu folgen. Er entwickelte den Stoff
in vollster Natiirlichkeit. Kein Kunstgriff trat auf als deus ex machina, tragisch geschiirzte
Knoten zu unerwartet giinstiger Losung zu fiihren.* Minkowski spricht von dem anderen Di-
richletschen Prinzip ,,mit einem Minimum an blinder Rechnung, einem Maximum an sehenden
Gedanken die Probleme zu zwingen“, von dem die Neuzeit in der Geschichte der Mathematik
datiere.

Die Forderung nach mathematischer Strenge wirkt sich auch im heutigen Analysisunter-
richt noch sehr oft als eine Fessel der begrifflichen Herangehensweise aus. Es ist aber zu beach-
ten, dafl das Bemiihen um Strenge nicht nur disziplinierende sondern auch antidogmatische
Effekte haben kann. Die Studenten kénnen den Dozenten korrigieren ohne seine iiberlege-
ne Erfahrung in Frage zu stellen. Max Dehn meinte in seiner Frankfurter Universitétsrede
1928 (,Uber die geistige Eigenart des Mathematikers®): , Zweifellos wird jeder, der sich mit
Mathematik beschdiftigt, hierdurch stark beeinflufst; sein Charakter wird in eigenartiger Weise
geformt. Die Mathematik ist der einzige Lehrstoff, der ganz undogmatisch vorgetragen wer-
den kann. Deswegen spielt der mathematische Unterricht eine hervorragende Rolle an allen
héheren Schulen seit dem Altertum. In richtiger Weise vorgetragen, wird die Mathematik
den Schiiler befihigen, soweit es ihm nach seiner Anlage mdglich ist, klar und selbstindig zu
denken. Fir seine mathematischen Arbeiten kann er wirklich die volle Verantwortung tber-
nehmen.*

Die mathematische Strenge kann offenbar vielerlei Rollen spielen. Bei Weierstrafl, dem
groflen Advokaten der Strenge, ging es vor allem darum, die Vorurteile iiber Funktionen,
welche die Mathematiker seiner Zeit mit sich herumtrugen, zu sortieren. Durch seine Arbei-
ten wurden zum einen die Kluft zwischen reeller und komplexer Analysis deutlich; und zum
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anderen wurde der Boden geschaffen fiir die (um 1900) gegliickte Vereinigung der beiden
Linien der komplexen Analysis. (Die auf die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
und das Dirichlet—Prinzip gegriindete Funktionentheorie erwies sich als inhaltlich gleichwertig
mit der auf die konvergenten Potenzreihen gegriindeten Theorie.) Weierstrafl selbst hat den
Funktionsbegriff stark an seine analytische Darstellung gebunden gesehen und den relationa-
len (Dirichletschen) Begriff der ,willkiirlichen“ Funktion als inhaltsleer abgelehnt. (Jahnke,
S. 163 u. 173). (Richenhagen). Dennoch hat er (vgl. Purkert S. 72) die Arbeiten Cantors
wohlwollend verfolgt. Er hat Cantor sogar Anregungen gegeben. Weierstrafl trat aber nicht
Offentlich fiir die revolutionéren Ideen ein.

Insofern kann sich ein Mathematikdozent unserer Tage, der sich im Analysis—Unterricht
lieber an Formeln hélt als an Begriffe, nicht nur auf die Reaktionédre um Kronecker berufen,
sondern im gewissen Sinne auch auf Weierstrafl. Es sollte ihm aber klar sein, daf3 die Weier-
straflsche Strenge nichts zu tun hat mit dem Einiiben begriffsloser ,streng mathematischer®
Argumentation, zu welchem die Analysis vielerorts miflbraucht wird.

Pliadoyer fiir eine Modernisierung der Lehre

Nach meiner Meinung erreichen die heute géingigen ersten Einfiihrungen in die Analysis im
Betreff des Funktionsbegriffs nicht das gebotene Abstraktionsniveau. Dem ,,Dirichletschen
Funktionsbegriff“ wird &hnlich wie dem Cantorschen Mengenbegriff nur ein Lippenbekenntnis
geschenkt. In dem, was entwickelt wird, orientiert man sich weiterhin recht unentschlossen
am oben beschriebenen Permanenzprinzip von H. HANKEL (1870).

Im Hinblick auf die Integrationstheorie kann man feststellen: Der Begriff der borelmef3-
baren Funktion, den Hankel noch nicht kannte und der ja auch den Ideen Hankels nicht
entgegenkommt, gilt den Autoren der elementaren Lehrbiicher als allzu abstrakt fiir den Be-
griffshorizont des Anfiangers. In der Konsequenz hélt man sich mit dem Riemann—Integral
auf, anstatt die natiirliche Integrationstheorie von Lebesgue (zunéchst einmal ohne Beweise)
vorzustellen; die Integrationstheorie schwankt in unerfreulicher Weise zwischen dem begriff-
lichen Niveau der Stammfunktionenbildung und dem Exhaustionsprinzip; sie st68t nicht vor
auf das begriffliche Niveau der linearen monotonstetigen Funktionale.

Was die Differentiation betrifft, plagt man sich mit Absonderlichkeiten des Verhal-
tens einer Funktion in einzelnen Punkten herum (partielle Ableitbarkeit versus totale
Differenzierbarkeit z.B.), anstatt entschlossen die natiirlichere Theorie der stetigen Differen-
zierbarkeit auf einer Mannigfaltigkeit (mit diversen lokalen Koordinatensystemen) anzupeilen.

In der Fortsetzung unserer Einfiihrung in die Analysis wollen wir uns mit metrischen
RAumen im Sinne der Punktmengentopologie, mit der Lebesgueschen (oder Daniellschen)
Integrationstheorie und mit der Theorie der Differentialformen auf einer (Riemannschen)
Mannigfaltigkeit befassen.
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Kapitel C

ANALYSIS 1

C.1 Zahlen aus der Sicht der Mengenlehre

1.1 Awufbau des Zahlensystems

Die natiirlichen Zahlen sind allgemein bekannt:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,. ..

oder auch
1,10,11,100,101,110,111, 1000, 1001, . ..

Es kommt nicht auf die Zahlsymbole an, sondern darauf, daf§ die Aufzihlung mit der Zahl
»Eins® beginnt, dafl es zu jeder natiirlichen Zahl einen wohlbestimmten Nachfolger gibt und
dafl man durch das Fortschreiten von der Eins aus jede natiirliche Zahl erreicht. Man kann
das mit Formeln ausdriicken (die Nachfolgerrelation wird iiblicherweise mit ,,” “ bezeichnet)
und man kann sich dann um eine axiomatische Charakterisierung der strukturierten Menge
(N,) bemiihen, wo ' die Nachfolgerrelation bedeutet. Man kann auf dieser Grundlage
(,, Definition durch Induktion“ usw.) die Operationen der Addition und der Multiplikation
natiirlicher Zahlen definieren. Und man kann dann natiirlich fiir diese Operationen allerlei
beweisen.

Dieser axiomatische Zugang zum System der natiirlichen Zahlen (N, 1,4,-) ist im Detail
durchgefiihrt in dem Biichlein

E. LANDAU: Grundlagen der Analysis, 3. Auflage, New York 1960.

Wenn man zur Menge N der natiirlichen Zahlen die Zahl 0 und die negativen Zahlen hin-
zufiigt, gelangt man zur Menge Z der ganzen Zahlen. Die Erweiterung der Addition und
der Multiplikation auf Z ist wohlbekannt, in 7Z kann man unbeschréankt subtrahieren. Zu

jedem a,b € Z existiert genau ein « mit @+ x = b. Man schreibt = =0 — a.
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Auf der anderen Seite kann man sich um die Division sorgen. Nicht fiir jedes Paar natiirli-
che Zahlen a,b gibt es eine natiirliche Zahl z mit a-x = b. Unbeschrinktes Dividieren wird
aber moglich, wenn man den Zahlbegriff erweitert. Die Menge der (echt) positiven rationalen
Zahlen konstruiert man als die Menge der Aquivalenzklassen von Paaren natiirlichen Zahlen,

wobei

(a1,b1) ~ (az,b2) <= aiby = asb; .

Die Aquivalenzklasse von (a,b) bezeichnet man mit 7

a a
Rt <= a1by = asb; .
b1 b

Diese Aquivalenzklassen kann man addieren und multiplizieren

a ¢ a-¢c a ¢ ad+bc “
S it v I S (,, Bruchrechnen*)

Wenn man die Null und die formalen Ausdriicke —% hinzunimmt, erhélt man die Menge

Q der rationalen Zahlen. Wenn man die Operationen der Addition und Multiplikation in der

naheliegenden Weise erweitert, erhédlt man den Korper Q der rationalen Zahlen

(Qv ) 07 17 +7 ) .

Wenn man Q in der bekannten naheliegenden Weise ordnet, erhélt man den linear angeord-
neten Korper

(Qa Svoa 1a +> ) .

Dies ist die bekannte Konstruktion des archimedisch angeordneten Korpers der rationalen
Zahlen aus den natiirlichen Zahlen. Nach allgemeiner Meinung sind die natiirlichen Zahlen un-
serer Anschauung oder unserem Denken unmittelbar vorgegeben. KRONECKER (1823 — 1891),
der einfluireiche Berliner Mathematiker, hat auch das Umgekehrte vertreten. Er soll gesagt
haben: ,, Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott geschaffen, alles andere ist Menschenwerk.
Hier trennt sich nun die Mathematik des 20. Jahrhunderts von der des 19. Jahrhunderts. Die
allgemeine Mengenlehre wurde die umfassende Basis aller mathematischer Argumentation.
Der Bruch begann bei den Irrationalzahlen. Die Haltung Kroneckers und seiner Anhénger zu
den Irrationalzahlen war fiir GEORG CANTOR, den Schopfer der Mengenlehre ein geradezu
existentielles Problem. (Siehe in PURKERT u. ILGAUDS: Georg Cantor 1845-1918).

In der Tat liegt in der ,, Konstruktion“ der reellen Zahlen durch die Dedekindschen Schnitte
eine radikale erkenntnistheoretische Wende — und die hat dann etwas spéter tatsdchlich eine
tiefgreifende Krise der mathematischen Logik herbeigefiihrt. Wir zitieren nochmals aus K.

Reidemeisters Artikel ,, Fine Begriindung der Infinitesimalrechung*:

»Alle reellen Zahlen sind nach Dedekind soviel wie jalle Schnitte rationaler
Zahlen‘, also fast soviel wie ,alle Eigenschaften rationaler Zahlen‘ oder wie alle
Mengen aus rationalen Zahlen‘ — und der Begriff ,alle Mengen‘ ist bei unvor-
sichtigem Gebrauch widerspruchsvoll. Um den wesentlichen Bezug auf alle reellen
Zahlen kommt man aber z.B. bei der Definition der kleinsten oberen Grenze nicht

herum.“
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Prinzip Zu jeder nichtleeren nach oben beschriankten Menge A von reellen Zahlen
existiert die kleinste obere Schranke.

Was es bedeutet, dafl a die kleinste obere Schranke von A ist, ist anschaulich klar. Man
kann es aber auch formal schreiben in einer Notation, die wir demnéchst entwickeln werden

a=supA <= VrzecAdA:z<a)AVNc:VzxeA:x<c)—(a<c)) .

Der Beweis des Prinzips ergibt sich sofort aus dem Dedekindschen Vollsténdigkeitsaxiom.
Das, was den Logikern Probleme bereitet, ist der unbekiimmert beniitzte Begriff einer , be-
liebigen“ nach oben beschrénkten Zahlenmenge. Es ist nicht die Rede davon, wie eine solche
Menge , konkret“ vorgegeben sein konnte, dafl sie durch irgendeine Vorschrift gegeben sein
sollte. Das nichtkonstruktive Element in dem Prinzip ist in der Tat der springende Punkt.
Mit den Problemen, die daraus entstehen, haben sich viele grole Mathematiker des 20. Jahr-
hunderts auseinandergesetzt. Siehe z.B. H.N. JAHNKE: , Hilbert, Weyl und die Philosophie
der Mathematik*, Mathematische Semesterberichte Bd. 38, S. 159-179 (1991).

1.2 Cantors Mengendefinition

Die ,,Beitridge zur Begriindung der Mengenlehre“ von Georg Cantor aus dem Jahre 1895

beginnen mit den Worten:

,Unter einer Menge M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die ,Elemente“ von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Diese ,,Definition“ des Begriffs Menge ist der Ausgangspunkt der ,,naiven“ Mengenlehre,
die das Bild der Mathematik des 20. Jahrhunderts bestimmt. Die Objekte der mathematischen
Betrachtung werden nicht irgendwie konstruiert, sie werden als wohlunterschiedene Objekte
gegeben angenommen. Die Gleichheit ist die grundlegende Relation der Mengenlehre. Was
eine Gleichheitsrelation ist, kann man axiomatisch fassen.

Definition Eine Gleichheits— oder Aquivalenzrelation ist eine zweistellige Relation mit
den Eigenschaften

(i) x ==z fiir jedes x (Reflexivitit)
(ii) Wenn z =2z und y =2, dann z =y (Komparativitit)

(Insbesondere gilt: Wenn z =y dann y =z (Symmetrie).)

Ein Prototyp von wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Den-
kens sind die ganzen Zahlen. Eine Aquivalenzrelation in der Menge (Z,=) ist neben der
wirklichen Gleichheit z.B. auch die ,,Gleichheit modulo n* fiir eine vorgegebene natiirliche
Zahl n. (Fir z,y € Z definiert man =z ~y <= (y—x) ist ein ganzzahliges Vielfaches von
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Die allgemeine Mengenlehre hat es mit abstrakten Gleichheiten zu tun. Zum Gleichheits-
begriff schreibt der Philosoph und Mathematiker E. CASSIRER (1920):

,Gegeniiber der empirischen Lehre, die die Gleichheit bestimmter Vorstellungs-
inhalte als eine selbstverstiandliche psychologische Tatsache hinnimmt und fiir die
Erklarung des Prozesses der Begriffsbildung verwendet, ist mit Recht darauf ver-
wiesen worden, dafl von Gleichheit irgendwelcher Elemente nur dann mit Sinn
geredet werden kann, wenn bereits eine Hinsicht festgestellt ist, in welcher die
Elemente als gleich oder ungleich bezeichnet werden sollen. Diese Identitéit der
Hinsicht, des Gesichtspunkts, unter welchen die Vergleichung stattfindet, ist je-
doch ein Eigenartiges und Neues gegeniiber den verglichenen Inhalten selbst.“

Die allgemeine Mengenlehre kann nicht Gegenstand einer Einfiithrung in die Analysis sein.
Wir gebrauchen die Symbolik der Mengenlehre als eine Art Kurzschrift, und wir benutzen die

Vorstellungsweisen der Mengenlehre in der iiblichen naiven Weise.

1.3 Spezielle Mengen von Zahlen

Wenn man bei den oben diskutierten Zahlbereichen von allen Relationen und Verkniipfungen
(mit Ausnahme der Gleichheitsrelation!) absieht, erh#lt man Mengen mit allgemein akzep-
tierten Namen:

7
N C CQCRCC (Menge der komplexen Zahlen)

Q4

Die Notation ist an einer Stelle nicht ganz einheitlich: Q4 bezeichnet héiufig nicht die Menge
der strikt positiven rationalen Zahlen, sondern die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen
(die 0 ist also eingeschlossen). R, bezeichnet iiblicherweise die Menge der nichtnegativen
reellen Zahlen. Z; = NU{0}. Wenn man zu R die Elemente 400 und —oc hinzunimmt,
erhilt man R = RU{—o00,400}. Zu C nimmt man gelegentlich den unendlichfernen Punkt
oo dazu und schreibt C = C U {oo} .

Die Ordnung auf R wird zu einer Ordnung auf R fortgesetzt und mit +oo als groftem
und —oc als kleinstem Element. Die Elemente von Ry = R, U {+00} kann man addieren
und mit nichtnegativen Zahlen multiplizieren, wobei die Konvention 0-oco = 0 iiblich ist.
Das Dedekindsche Prinzip kann man auch so formulieren: Jede Teilmenge von R besitzt ein
Supremum in R; dieses Supremum ist +oo0, wenn die Menge den Punkt 4oo enthilt oder
nach oben unbeschrinkt ist. Fiir die leere Teilmenge von R setzt man das Supremum gleich
—00.

Wichtige Teilmengen von R bzw. R sind die ,Intervalle®

(a,b) = {x:x€R,a<z<b}
[a,b] = {z:2€R,a<z<b}

wobei fiir a auch der Wert —oo und fiir b der Wert 400 zugelassen ist.
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1.4 Cartesische Produkte

Wenn FE; und Es Mengen sind, bezeichnet FEj x Fs, das cartesische Produkt, die Menge
der Paare

FE| x By = {(1’1,1‘2) X1 € El,wg S EQ}.
Entsprechend sind die cartesischen Produkte
E1><E2><E3, E1XE2XE3><E4,

definiert.
Wenn die E; alle dieselbe Menge E sind, schreibt man E x E = E? |
Ex Ex E=E3, ... fiir die cartesischen Produkte.
So bezeichnet z.B. [0,1]" den abgeschlossenen Einheitswiirfel in n Dimensionen, also
die Menge aller n—Tupel reeller Zahlen (x1,...,z,) mit 0 <z; <1 fir i=1,2,...,n.
Mit {0,1}"™ bezeichnet man die Menge der Null-Eins-Folgen der Linge n; es handelt
sich um eine Menge mit 2" Punkten.

Relationen Fine zweistellige Relation iiber der Menge E kann man mit einer Teilmenge
von FE x E identifizieren: Fiir jedes Paar (z,y) € E' x E steht fest, ob es in Relation steht
oder nicht.

Ein wichtiger Typ von zweistelligen Relationen stellen die partiellen Ordnungen dar; ein
Spezialfall davon sind die Aquivalenzrelationen.

Eine dreistellige Relation iiber E kann man als eine Teilmenge von E X E x E auffassen:
Fiir jedes Tripel steht fest, ob es in Relation steht oder nicht. Ein Beispiel ist z.B. die Addition
in R: (a,b,c) € R® steht in Relation genau dann, wenn a+ b = c.

1.5 Abbildungen und ihre Graphen

Seien F und F Mengen. Wenn jedem x € E ein eindeutig bestimmtes Element ¢(x) € E
zugeordnet ist, dann nennt man diese Zuordnung ¢ eine Abbildung von E nach F' und
man definiert den Graph der Abbildung ¢(-) als die Menge der Paare

{(z,9):y=p(x)} CEXF .

Nicht jede Teilmenge von FE x F ist der Graph einer Abbildung. Eine Teilmenge I' von
E x F ist genau dann der Graph einer Abbildung ¢ : E — F, wenn zu jedem z € E genau
ein y € F existiert mit (z,y) € T

Beispiel Die Menge I' = {(z,9) : 2 € R,y € R,2%2 +y? = 1} C R? ist nicht der Graph
einer Abbildung von R nach R. Jedoch ist die Menge

{(z,y) 12 €[0,1),y e Ry, 2* +y*> =1}
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der Graph einer Abbildung von [0,1] nach R,. Es handelt sich bei dieser Abbildung um
die in [0,1] definierte Funktion

0,1] >z +—— f(x)=vV1—2%2 e Ry .
Notation

a) Wenn ¢ eine Abbildung von E nach F ist, symbolisiert man das folgendermafien

p : E—F
¢ : Esxr—p(x)eF

Beachte, dafl der Pfeil — stets vom Pfeil —— graphisch unterschieden wird; der

erste steht zwischen Mengen, der zweite zwischen Elementen dieser Mengen.

b) Abbildungen kann man hintereinanderschalten. Seien Q’, Q" Q" Mengen und
SD' Q,—)Q” ¢ 'Q”—)Q”’
Abbildungen. Dann bezeichnet man mit 1 o ¢ die zusammengesetzte Abbildung
Pop: Q3w Ppw)) €.

Man notiert auch

Ql SO Q// w Ql/l
o
oder
Ql SO Q//
X { v x=voy
Q/I/

Sprechweisen Eine Abbildung ¢ : E — F heifit
a) injektiv, wenn verschiedene Elemente von E verschiedene Bilder in F haben.
b) surjektiv, wenn es zu jedem y € F' mindestens ein x € E gibt, so dal y = p(z)

c) bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
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Bemerke Zu einer bijektiven Abbildung ¢ : E — F gibt es eine wohlbestimmte
Umkehrabbildung, d.h. eine Abbildung ¢ : F — E mit

P(p(z)) = x firalle z€ FE

e(W(y)) = y firalle ycF .

Man notiert das auch so
Yop=idg, poyp=idp.

idg bezeichnet die Identitétsabbildung von F, entsprechend idpg.

Beispiele

1) Wenn man die Exponentialfunktion exp(-) als eine Abbildung von R nach (0,00)
auffafit

Rz — €€ (0,00),

hat man eine bijektive Abbildung.
Thre Umkehrabbildung ist der natiirliche Logarithmus

(0,00) 2y +— InyeR

In(e”) =2 firalle z € R, ™Y =y firalle y< (0,00).

2) Wenn man die Sinusfunktion sin(-) auf das Intervall [-7,+7%] einschrénkt, dann
erhélt man eine bijektive Abbildung auf [—1,+1]

[— 2,—1—%] Sz — sinx € [—1,+1] .
Thre Umkehrabbildung ist die Arcussinusfunktion

. T T
[-1,+1] 2y —— arcsiny € [—§,+§]

arcsin(sinz) = x fir alle |z| < g, sin(arcsiny) =y fiir alle |y| <1.
(Die Graphen dieser bijektiven Abbildungen sind in Al geometrisch dargestellt.)
Vergewissern Sie sich der Tatsachen: Wenn man zwei injektive Abbildungen hintereinan-

derschaltet, erhilt man eine injektive Abbildung. Wenn man zwei surjektive Abbildungen

hintereinanderschaltet, erhélt man eine surjektive Abbildung.

1.6 Abziahlbare und iiberabzihlbare Mengen
Eine surjektive Abbildung
p:N—-M

heifit auch eine Aufzéhlung der Elemente von M.
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Beispiele
1) Eine Aufzéhlung von Z ist z.B. die folgende
0,1,—1,42,-2,43, -3, ...
dh. o(1) =0, ¢(2) =1, ¢(3)=-1, ¢(4) =+2,...

2) Eine Aufzidhlung von Q4 ist im folgenden Diagramm beschrieben.

1 2 — 3 4 — 5 6

T T T T 1 T

L I e Ve 7

1 2 3 4 5 6

2 2 2 2 2 2
v e e /! e

1 2 3 4 5 6

3 3 3 3 3 3

L / e e e

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
e e e e e

1 2 3 4 5 6

L / e e e

1 2 3 4 5 6

6 6 6 6 6 6

Die Pfeile sind hier keine Abbildungspfeile; sie zeigen nur an, wie man die Menge der

Zahlenpaare durchlaufen soll. Wenn man die eingekreisten Paare 7 {iberspringt, erhélt

man eine bijektive Abbildung, fiir die m und n nicht teilerfremd sind
v N—Qy .

Definition Eine Menge M heifit abzéhlbare Menge, wenn es eine Aufzidhlung der
Elemente von M, d.h. eine surjektive Abbildung ¢ : N — M gibt.

Bemerke Jede endliche Menge ist abzéhlbar. Wenn M abzdhlbar unendlich ist, dann
gibt es eine bijektive Abbildung ¢ : N — M.

Satz Sind My, My, M3, ... abzihlbare Mengen, dann ist auch M = |J* M; abzihlbar.

Beweis Aus irgendwelchen Aufzihlungen o) fiir M, ¢® fiir Ms,... kann man
wie oben in Beispiel 2) eine Aufzéhlung von M gewinnen.

Satz Die Menge () aller Null-Eins—Folgen ist nicht abzahlbar.
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Beweis (durch Cantors Diangonalverfahren)
Angenommen, wir hiitten eine Abzéhlung : w®, w® ...

w® = g 5 s
w® = 5@ 53 5O
w® = 3 5 5P

Betrachte nun die Null-Eins—Folge
W= 51655, mit 5 =1—60) fir k=1,2,... .

Diese Null-Eins-Folge w* ist verschieden von allen w(™ ; denn w* differiert zumindest

in der n-ten Position von w(. Die Annahme, daB8 jede Null-Eins-Folge in der Liste

w w®@ . vorkommt, ist damit widerlegt.
Korollar Die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 ist {iberabzéhlbar.
Beweis Jedes reelle = € (0,1] besitzt eine dyadische Entwicklung
1 1 1 4
— - — - = . 9~
T=0 50y 0 gt > 6

mit §; € {0,1}. Man erhilt eindeutig bestimmte 0;(z), wenn man fordert, daf§ unendlich
viele 0;(z) ungleich 1 sind. z +—— (d1(s),d2(x),...) ist dann bijektiv. Die Menge aller Null-
Eins—Folgen kann man aber nicht abzéhlen, wie wir gesehen haben. Die abzahlbar vielen, die
nur endlich viele Einsen enthalten, spielen keine Rolle.

Hinweis Cantor nannte die Méchtigkeit von Mengen Cardinalzahlen. Die natiirlichen
Zahlen sind die endlichen Cardinalzahlen. Cantor hatte in der Tat eine Erweiterung des
Zahlbegriffs im Auge. Genaueres siehe : H.N. JAHNKE: Mathematikgeschichte fiir Lehrer —
Griinde und Beispiele, Mathem. Semesterber. (1996) 43:21-46. Wortlich heifit es auf S. 31-37:

, 4 Die Kulturelle Dimension der Mathematik — G. Cantors Einfiihrung

und Begriindung der transfiniten Ordinalzahlen

Als zweites Beispiel sei die Einfithrung und Begriindung der transfiniten Ordinalzahlen
durch Georg Cantor behandelt. Cantor fithrt die transfiniten Ordinalzahlen als symboli-
sche Grofen ein, die gewisse Eigenschaften haben sollen. Fiir ihn ist dieses Vorgehen nicht
so selbstverstindlich wie fiir uns heute, und so fiithrt er eine ganze Serie von Argumenten
an, die nur auf dem Hintergrund des kulturellen und philosophischen Klimas seiner Zeit
versténdlich sind. Diese sollen im folgenden n&her betrachtet werden. Cantor wird sich
dabei als typischer Vertreter einer Ubergangszeit vom 19. Jahrhundert in die mathema-
tische Moderne erweisen, und die Kenntnis seiner Denkweise fithrt uns in einzigartiger

Weise an die Entstehungsbedingungen des modernen mathematischen Denkens.
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Um dies zu verstehen, mufl man sich zunéchst vergegenwirtigen, daf es in der can-
torschen Mengenlehre zwei verschiedene Komponenten gibt. Die eine ist die mengentheo-
retische Beschreibung von Punktaggregaten des linearen Kontinuums oder héherdimen-
sionaler Rdume. Diese lag dem Bewuftsein der Zeitgenossen Cantors nahe und war durch
informelle Sprechweisen lange vorbereitet. Cantor war jedoch der este, der auf diesem
Feld ein systematisches Studium erdffnete und zu bemerkenswerten und iiberraschenden
Resultaten kam. Seine entsprechenden Ergebnise wurden von seinen Kollegen rezipiert
und benutzt. Ganz anders aber steht es mit der eigenstdndigen Theorie der transfiniten
Kardinal- und Ordinalzahlen, die Hilbert spéter als ,,eine der kiihnsten Schépfungen des
menschlichen Geistes“ bezeichnet hat. Dieser Teil seiner Theorie stief am Anfang auf
weitgehendes Unverstédndnis.

Vergegenwirtigen wir uns zunéchst die ersten Schritte in der Herausbildung der Men-
genlehre. Zu Cantors Biographie und zur Herausbildung seiner Ideen vergleiche man Dau-
ben [1979] und Purkert und Ilgauds [1987]. 1872 publizierte Cantor eine Arbeit iiber die
Eindeutigkeit der Darstellung einer Funktion durch eine Fourierreihe. Zur genauen For-
mulierung dieses Satzes benttigte er einen neuen Begriff, ndmlich den einer ,,abgeleiteten
Menge“, um gewisse Teilmengen der reellen Zahlen zu charakterisieren. Er definierte die
Ableitung P’ einer Teilmenge P der reellen Zahlen als die Menge aller Hiufungspunkte
von P. In derselben Arbeit gab er zudem eine Brgriindung des Systems der reellen Zahlen,
die allein schon hingereicht héitte, um ihm einen Platz in der Geschichte der Mathematik
zu sichern. Es folgte dann 1874 der Beweis, daf} die algebraischen Zahlen abzéhlbar, die
reellen Zahlen hingegen nicht abzihlbar sind. Nach langen Bemiithungen kam er schlief3-
lich 1877 zu dem fiir ihn selbst {iberraschenden Ergebnis, dal die Menge aller Punkte des
Einheitsquadrats gleichméchtig ist zur Menge aller Punkte des Einheitsintervalls.

Obwohl einige dieser Ergebnisse sensationell waren, bewegten sie sich doch im Bereich
der akzeptierten mengentheoretischen Beschriebung des Kontinuums. Ab 1879 begann
Cantor dann mit der Publikation einer Serie von Artikeln unter dem Titel ,, Uber lineare
unendlich Punktmannichfaltigkeiten* (Teil 1 bis 6), in der er den entscheidenden Schritt
zur Theorie der transfiniten Ordinalzahlen vollzog. Dieser erfolgte in der 5. Abhandlung,
die 1883 erschien (Cantor [1833]). Cantor leitete sie mit den Worten ein, daff seine Unter-
suchungen an einen Punkt gelangt seien, ,, wo ihre Fortfiihrung von einer Erweiterung des
realen ganzen Zahlbegriffs iiber die bisherigen Grenzen hinaus abhéingig wird, und zwar
fillt diese Erweiterung in eine Richtung, in welcher sie bisher von niemandem gesucht
worden ist.“ (l.c., 73) Er ist sich wohl bewuBt, daf} sein Unternehmen in einem , gewissen
Gegensatz zu weitverbreiteten Anschauungen iiber das mathematische Unendliche und zu
héufig vertretenen Ansichten tiber das Wesen der Zahlgrossen® (l.c.) steht. Daher widmet
er den Rest dieser Arbeit historischen und philosphischen Eréterungen iiber das Unendli-
che und iiber seine neuen transfiniten Ordinalzahlen. In ihrem ganzen Charakter féllt diese
Arbeit aus dem Rahmen des mathematisch Ublichen heraus, und es war der erstaunliche
Weitblick eines Felix Klein nétig, damit sie iberhaupt in einer mathematischen Zeitschrift
erscheinen konnte.

Um Cantors epistemologisches Problem und die Kiihnheit seines Schrittes zu verste-

hen, miissen wir etwas zuriickgreifen. Cantor hatte die transfiniten Ordinalzahlen bereits
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in der 2. Abhandlung (1880) eingefiihrt, und zwar als sogenannte ,, Operationssymbole®
(Cantor [1880]). Ist P eine Punktmenge und sind P’, P”,--- P ... ihre Ableitungen
mit endlicher Ordnung, so erhilt man die erste Ableitung mit unendlicher Ordnung und
damit die erste unendliche Ordinalzahl w gemi P(“) = N, P™ . Auf P folgen dann
P+ plt2) ysw. Die w-te Ableitung von P“) ist dann durch P2 = N> pw+n)
definiert. Diesen Prozefl kann man fortsetzen iiber alle Polynome in w, bis zu Bildungen
wie P¥”, P“*" usw. Die fiir unseren Zusammenhang wichtige Tatsache ist nun, daf fiir alle
diese Mengen tatséchlich anschaulich—geometrische Beispiele angegeben werden kénnen,
wie Cantor zeigt. Damit haben aber auch die transfiniten Operationssymbole w,w?, w”
einen wohlbestimmten anschaulichen Sinn. Um sich die Situation zu verdeutlichen, kann
man vielleicht eine Analogie mit der Bruchrechnung machen. Briiche wie % oder % konnen
als Operationssymbole verstanden werden, die aus einem Ganzen (z.B. einem Kuchen)
Teile erzeugen. In diesem Sinne haben Briiche eine wohlbestimmte anschauliche Bedeu-
tung. Etwas ganz anderes ist es aber, sie von dieser anschaulichen Bedeutung zu losen
und als autonome symbolische Objekte aufzufassen, fiir die man einen abstrakten Kalkiil,
die ,,Bruchrechnung®, aufbaut.

Genau diesen Schritt tut Cantor nun in der erwidhnten 5. Abhandlung. Die transfiniten
Operationssymbole (Cantor spricht von “bestimmit definierten Unendlichkeitssymbolen*)
werden aus ihrem inhaltlich—anschaulichen Kontext gelost und als “unendliche reale, gan-
ze Zahlen“ aufgefaft (Cantor [1883], 74). Wie wir gesehen haben, war sich Cantor der
Kiihnheit dieses Schrittes wohl bewuf3t, und im folgenden mdochte ich einige der Argu-
mente diskutieren, die er zu seiner Rechtfertigung anfiihrt. Es ist nicht die Absicht, die
mathematisch—philosphischen Auffassungen Cantors vollstdndigt zu rekonstruieren. Viel-
mehr sollen seine Argumente klassifiziert und auf ihren Hintergrund im kulturell-geistigen
Klima des 19. Jahrhunderts bezogen werden. Insgesamt kann man sieben Argumenttypen

unterscheiden.

1 Das wissenschaftstheoretische Argument: Mathematik als formale
Wissenschaft

Die entsprechenden Ausfiihrungen Cantors gehéren zu den berithmtesten und meist zi-
tierten philosphischen Aussagen Cantors (l.c., 90/91). Er unterscheidet zwischen zwei
Bedeutungen der Realitét der ganzen (endlichen oder unendlichen) Zahlen, ndmlich ihrer
intrasubjektiven oder immanenten Realitédt, und ihrer transsubjektiven oder transienten
Realitdt. Erstere besteht in den Beziehungen der Zahlen zu anderen ,, Bestandteilen un-
seres Denkens“, letzere beinhaltet, dafl die Zahlen auch als Ausdruck oder Abbild von
Vorgéngen in der dem Intellekt gegeniiberstehenden Auflenwelt zu betrachten sind. Fiir
die immanente Realitdt eines Begriffes ist es lediglich erforderlich, dafl er in wohl defi-
nierten und widerspruchsfreien Beziehungen zu den anderen vorher gebildeten Begriffen
steht. Die transiente Realitét ist nur dann gegeben, wenn sich eine Beziehung des Begriffs
auf Objekte der korperlichen und/oder geistigen Natur aufweisen 148t. Nach Cantor hat
sich die reine Mathematik nur um die immanente Realitét eines Begriffs zu kiimmern und

unterliegt keiner metaphysischen Kontrolle. In diesem Sinne ist sie ,,freie Mathematik*.
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Dagegen muf} die ,,angewandte Mathematik“ (analytische Mechanik und mathematische
Physik) die Beziehung auf duflere Objekte beriicksichtigen und ist insofern in ihren Grund-
lagen und Zielen metaphysisch.

Die strategische Funktion dieser Argumente ist klar. Cantor wollte sich angesichts
der bereits erfolgten und noch zu erwartenden Kritik von Fachgenossen einen Freiraum
verschaffen. Wiren Gaufl, Abel Jacobi, Dirichlet, Weierstraf}, Hermite und Riemann ei-
ner metaphysischen Kontrolle unterworfen gewesen, so argumentiert er, niemals hétte
sich die neuere (komplexe) Funktionentheorie, die ja zunéchst keine Anwendungen hatte,
entwickeln kénnen. Cantor untermauerte diesen Gedankengang durch ein mathematiks-

pezifisches Argument.
2 Ideale FElemente

Die transfiniten Ordinalzahlen und das Aktual-Unendliche seien genauso legitime und
zugleich fiir den Alltagsverstand befremdliche Schopfungen wie es einst die komplexen
Zahlen gewesen seien (l.c., 74). Wir konnen feststellen, da§ bereits Leibniz und andere
ihren Gebrauch infinitesimal kleiner Gréflen durch denselben Hinweis gerechtfertigt hat-
ten. Im 19. Jahrhundert war die Methode, neue anschaulich nicht interpretierbare Begriffe
rein symbolisch einzufiithren, von verschiedenen Mathematikern zu einer systematischen
Technik ausgearbeitet worden, z.B. unendlich ferne Punkte, Geraden und Ebenen in der
projektiven Geometrie, unendlich ferner Punkt in der komplexen Ebene der Funktionen-
theorie, die Einfithrung der idealen algebraischen Zahlen duch E.E. Kummer. Cantor wies
in der vorliegenden Arbeit auf alle diese Beispiele hin, und in der Tat ist es fiir den heu-
tigen Mathematiker, der mit diesen Techniken grofl wird, schwer zu vestehen, dafl Cantor
einer derart starken Kritik ausgesetzt war. Dreiflig Jahre spéater benutzte David Hilbert
genau dasselbe Argument, um seine formale Begriindung der Mathematik zu legitimieren.
Hilbert betrachtete nur die endlichen kombinatorischen Objekte als anschaulich interpre-
tierbar, der ganze Rest der Mathematik verwandelte sich fiir ihn in eine Universitum
»idealer Elemente“. Cantors Proklamierung der Freiheit der reinen Mathematik war da-
her, philosophisch gesehen, ein Schritt in die mathematische Moderne, der dennoch seine
erkennbaren Wurzeln im kulturellen und philosphischen Klima des 19. Jahrhunderts hatte.

Diese Verwurzelung im 19. Jahrhundert zeigt sich auch daran, dal Cantor eben kein
Formalist war und sich auch in Bezug auf die reine Mathematik mit einer formalen Sicht-
weise nicht zufrieden gab. Fiir ihn gabe es keinen Zweifel, dafl sich die immanente und die
transiente Realitéit stets zusammenfinden, und den Grund dafiir sah er ,,in der Einheit des
Alls, zu welchem wir selbst mitgehoren.” (l.c., 91) Unser Denken und die dufliere Realitéit
sind letztlich durch eine innere Harmonie verkniipft, wenn auch diese nicht jederzeit und
in jeder Hinsicht offensichtlich ist. Um die inhaltliche Bedeutung der transfiniten Ordi-
nalzahlen herauszuarbeiten, brachte Cantor daher eine ganze Reihe weiterer Argumente

Vvor.
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3 Der Appell an die innere Anschauung

An verschiedenen Stellen seines Textes appelliert Cantor an die ,,innere Anschauung® als
Beweis fiir die Existenz der transfiniten Ordinalzahlen. An einer Stelle sagt er, daf3 der Be-
griff der Anzahl in unerer inneren Anschauung eine unmittelbare gegensténdliche Realitét
besitze und dafl dies die Realitdt der Anzahlen auch in dem Fall beweise, wo sie bestimmt
unendliche seien (l.c., 76). ,, Anzahl® ist fiir Cantor das Ergebnis des Zdhlens, und der Kern
seines Argumentes ist, dal auch die transfiniten Ordinalzahlen Ergebnis eines gewissen
Zahlprozesses sind. Wenig spéter stellt er fest, dafl die Gesetze diese Anzahlen aus der
,unmittelbaren innere Anschauung” (l.c., 78) mit , apodictischer Gewifiheit* erschlossen
werden konnen. Er erkldrt sogar den Satz, dafl jede Menge wohlgeordnet werden konne,
zu einem allgemeingiiltigen Denkgesetz (l.c.). In seiner vollen Tragweite kann dieser Ap-
pell an die innere Anschauung nur im kulturellen Klima des 19. Jahrhunderts verstanden
werden. Der Begriff selbst tritt wohl erstmalig bei Kant auf, wo er das psychologische
Korrelat der reinen Anschauung ist. Er bezeichnet unsere Fihigkeit, unabhéngig von je-
der dufleren empirischen Anschauung rdumliche und zeitliche Formen als das Material
von Geometrie und Arithmetik innerlich zu erfassen. In der Folge wurde dieser Begriff
dann ausgeweitet und mit dem der ,produktiven FEinbildungskraft* zusammengebracht
und bezeichnete dann die Fahigkeit, sich auch Objekte, die raum— zeitliche Anschauung
iibersteigen, innerlich vorzustellen. Innere Anschauung meinte also die Fahigkeit, sich
Welten vorzustellen, die jenseits unserer empirischen Alltagswelt liegen. Der Begriff hatte
auch eine wichtige padagogische Funktion, insofern sich alle pddagogischen Autoren von
Herbart bist Diesterweg einig waren, dafl es im Unterricht der Mathematik nicht um die
duBere Anschauung gehen kénnen, sondern daf letztlich die innere Anschauung entwickelt
werden miisse (Jahnke [1990], 34—62). Im ganzen 19. Jahrhundert spielte der Begriff in
der Selbstdarstellung der Mathematik eine grofle Rolle, weil ideale Elemente, wie etwa die
unendlich fernen Punkte der projektiven Goemetrie, zwar nicht empirisch erfalit werden
konnen, aber doch der innneren Anschauung zugéinglich erschienen, und in genau dersel-
ben Funktion benutzt ihn Cantor in der vorliegenden Arbeit. Von der Existenz und der
Legtitimationskraft einer solchen inneren Anschauung war er iiberzeugt und er konnte

auch darauf vertrauen, dafl das Argument fiir seine Leser Uberzeugungskraft hatte.

4 Das dsthetische Argument

Die Schonheit einer Theorie war bein vielbenutzter Topos in der wissenschaftlichen Li-
teratur des 19. Jahrhunderts, und so sprach auch Cantor davon, daf} es ihm ein ,,wahrer
Genuf“ sei zu sehen, wie der Zahlbegriff sich in zwei Begriffe (Méchtigkeit und Ordinal-
zahl) spalte, wenn man zum Unendlichen aufsteige (l.c.).

5 Die Legitimitit abstrakter Spekulation

Kronecker, der erbitterte Gegener Cantors, vertrat bekanntlich die Auffassung, dafl nur

die endlichen ganzen Zahlen wirklich existieren und dafl alle anderen analytischen Be-
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griffe letztlich als Beziehungen zwischen endlichen ganzen Zahlen aufzufassen seien. Diese
Konzeption, spéter als frither Intuitionismus bezeichnet, war gegen die meisten Analytiker
seiner Zeit gerichtet, in besonderem Mafle aber gegen Cantor. An einer sehr bezeichnen-
den Stelle unterstellt Cantor Kronecker nun, dafl dahinter das Prinzip liege, ,,den Flug
der mathematischen Speculations— und Konzeptionslust in die wahren Grenzen zu wei-
sen, wo sie keine Gefahr liuft, in den Abgrund des ,Transcendenten‘ zu geraten.“ (l.c.,
82) Damit sind wir mitten in einer der wichtigsten und sehr deutschen Auseinanderset-
zungen in der Wissenschaft des 19 Jahrhunderts. Waren am Anfang des Jahrhunderts,
etwa in der romantischen Naturforschung, Philosophie und Wissenschaft eng verzahnt, so
trat spéter eine anti—philosphische Wende ein, die dazu fiihrte, dafl stédrker positivistische
Auffassungen herrschend wurden. Cantor sieht sich selber offenbar noch 1883 auf Seiten
des spekulativen Denkens und im Gegensatz zur positivistischen Richtung. Er glaubt ein
starkes Argument fiir sich zu haben, wenn er Kronecker vorwirft, mit seinen Auffassungen
nur dem ,,Niitzlichkeitsdenken® anzuhangen. Schon C.G.J. Jacobi hatte gegen Fourier dar-
auf insistiert, dal er die Wissenschaft ,zur Ehre des menschlichen Geistes betreibe“. In
diese Tradition reiht sich Cantor ein. In der Tat, trotz allem Positivismus, war es im deut-
schen akademischen Klima nicht opportun als Anhénger des ,Niitzlichkeitsdenkens® zu
gelten.

6 Organische Naturauffassung

Cantor sagt es nicht direkt, aber er legt dem Leser im Zusammenhang einer Bemerkung
zur Philosphie von Leibniz und Spinoza die Idee nahe, dafl mit den transfiniten Zahlen ein
erster Schritt zu einer Mathematik getan werde, die fiir eine organische Naturerkldarung
geeignet wire, wihrend die bisherige mathematische Analyse der mechanischen Naturer-
klarung zur Seite stehe. Erneut konstatieren wir ein gedankliches Motiv der romantischen
Naturforschung (l.c., 86).

7 Mathematische Verallgemeinerung und Differenzierung von Merk-
malen

Gegen diejenigen Mathematiker und Philosphen, die in der Existenz des aktual—
Unendlichen eine Widerspruch zu anderen Begriffen und Prinzipien der Mathematik sa-
hen, argumentierte Cantor, dafl es im Wesen der mathematischen Verallgemeinerung liege,
daf die verallgemeinerten Objekte nicht mehr notwendig diejenigen Eigenschaften haben,
wie die, von denen man ausgegangen ist. Fiir endliche Mengen fallen Méchtigkeit und
Anzahl in dem Sinne zusammen, dal Mengen derselben Mé#chtigkeit auch dieselbe Anzahl
haben. Dies stimmt nicht ldnger fiir unendliche Mengen. Mengen derselben Michtigkeit
konnen duchaus unterschiedliche Anzahlen haben. Der Begriff der Anzahl ist ndmlich fiir
unendlichen Mengen abhéngig von der Ordnung, fiir endliche hingegen nicht. Im Endli-
chen gilt fiir Anzahlen das kommutative Gesetz der Addition, im Unendlichen hingegen
nicht, denn 14+ w = w # w+ 1. Im Endlichen ist eine Zahl entweder gerade oder ungerade,

in Unendlichen kann sie beides sein wegen w -2 = 1 4 w - 2. Es verhélt sich hier wie bei
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den komplexen Zahlen, wo man auch nicht mehr zwischen positiven und negativen Zahlen
unterscheiden kann (l.c., 75, 77, 78). Lehrerstudenten sollten in der Lage sein, die Analo-
gien zu sehen zu Problemen, die Lernende haben, wenn sie vom Rechnen mit natiirlichen
Zahlen zu gebrochenen oder negativen Zahlen iibergehen. So gilt etwa nicht mehr das
,Gesetz*, dafl Multiplizieren eine Zahl vergroflert.

Versucht man eine Zusammenfassung dieser Argumente, so wird man die nicht als ein
in sich geschlossenes Gedankengebidude empfinden konnen. Dieselbe innere Anschauung
etwa, die Cantor seine transfiniten Ordinalzahlen ,sehen“ lie}, diente ihm als Argument,
um die unendlich kleinen Gréflen fiir mathematisch illegitim zu halten. Dennoch gibt es,
wie wir gesehen haben, einen vielleicht {iberraschenden Bezugspunkt, der in der deutschen
Kulturgeschichte des 19. Jahrhunderts liegt. Viele Argumente Cantors haben bereits 80
Jahre vorher in der Romantikistigen Auflenwelt zu haben scheinen, und zum zweiten ver-
treten viele ihrer Professoren Auffassungen, die denen Cantors zumindest nahekommen.
Im Studium gibt es allerdings im allgemeinen keine Gelegenheit, solche Auffasssungen ex-
plizig zu besprechen, und auf die sachlichen und historischen Griinde fiir ihre Entstehung
einzugehen.

Die Frage nach der Wirklichkeit und Existenz der mathemtischen Begriffe ist das The-
ma dieses Textstiicks, und es zeigt, wie sehr Cantor um seine Position gerungen hat. So
vehement er die formale Auffassung vertreten hat, dafl Widerspruchsfreiheit (immanente
Realitiit) das einzige Kriterium fiir die Akzeptanz eines Begriffs in der reinen Mathematik
sein sollte, so wenig konnte er sich damit vollig zufrieden geben. Fiir Studenten der Mathe-
matik ist der Text daher sehr lesenswert. Sie werden hier mit der Tatsache konfrontiert,
dafl das Selbstversténdnis der reinen Mathematik, mit dem sie es im Studium theoretisch
und praktisch immer wieder zu tun haben, durchaus nicht immer so existiert hat, son-
dern dafl es historisch unter ganz bestimmten Bedingungen entstanden ist. Wichtig und
aufklidrend ist es auch zu sehen, daf§ diese Position von Cantor unter grofien persénlichen
Opfern erkdmpft worden ist, und da8 er es sich dabei nicht leicht gemacht hat. IThm gingen
bestimmte Aussagen nicht so einfach iiber die Lippen wie vielen heutigen Mathematikern.

Hinter Cantors Ausfithrungen steht das Spannungsverhiltnis zwischen anschaulicher
Interpretation und theoretischem Begriff, ein Problem, das jeden Mathematiker betrifft.
Genau so betrifft es die Lernenden und ihre Lehrer. Aber es gibt keine iiberzeitlichen Ant-
worten auf diese Frage. Gerade deswegen ist die historische Sichtweise unerléaflich. Cantors
Ausfithrungen enthalten eine faszinierende Mischung von Gesichtspunkten, die sich un-
mittelbar mit Erfahrungen der heutigen Lernenden verkniipfen lassen und anderen, die
erst aus dem zeitgeschichtlichen Kontext erschlossen werden kénnne. Selbst der romanti-
sche Grundzug in Cantors Denken ist unserer heutigen Problemlage nicht so fremd, wie
es auf den ersten Blick erscheinen mag. Das grofle Thema der Romantik, sich in Welten
hineinzudenken, die jenseits der Alltagswelt liegen, hat im Computerzeitalter mit ihren
kiinstlichen Welten iiberraschende Aktualitéit gewonnen. So fithrt uns die historische Sicht
nicht nur in die Vergangenheit zuriick, sondern macht uns fihig, unsere heutigen Probleme
differenzierter zu sehen.

Auch unter rein mathematischem Gesichtspunkt stellt die Artikelserie ,,Uber unend-

liche lineare Punktmannichfaltigkeiten“, die Cantor zwischen 1879 und 1883 publizierte,
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eine einzigartige Gemengelage von reeller Analysis (speziell Fourier—Analyse), Mafi— und
Integrationstheorie, mengentheoretischer Topologie und Mengenlehre dar. Die innere
Einheit der Analysis kann wohl an keinem Dokument der Mathematikgeschichte so

eindringlich aufgezeigt werden, wie in diesen Arbeiten Cantors.*

J.N. JAHNKE: Mathematikgeschichte fiir Lehrer — Griinde und Beispiele,
Mathem. Semesterberichte (1996), S. 21-46.

Fazit Man kann die reellen Zahlen nicht in derselben Weise aufweisen wie die natiirli-
chen, rationalen oder auch die algebraischen Zahlen. Bei den Dedekindschen Schnitten handelt
es sich um eine neuartige Bildung mathematischer Objekte. Das Prinzip der kleinsten obe-
ren Grenze sprengt den Rahmen der traditionellen mathematischen Konstruktionen und ist
deswegen von vielen bedeutenden Mathematikern abgelehnt worden. Kronecker (1823-1891)
hat nicht nur Cantor sondern auch seinen Berliner Kollegen Weierstra§ (1815-1897) wegen
dieser Schluflweisen heftig angegriffen. Die erkenntnistheoretischen Probleme sind durch Can-
tors Mengenlehre verdeutlicht und zugespitzt aber nicht bereinigt worden. Der entscheidende
Wandel vollzog sich bei der Auffassung von der Existenz mathematischer Objekte. In einem
Brief an G. Frege, der in seinen Biichern (1893-1904) die Mathematik in voller Ausfiihrlich-
keit mit reiner Logik zu begriinden versucht, schreibt D. HILBERT 1899: | Sie schreiben: Aus
der Tatsache der Axiome folgt, daf$ sie einander nicht widersprechen. Es hat mich sehr inter-
essiert, gerade diesen Satz bei Ihnen zu lesen, da ich ndmlich solange ich tiber solche Dinge
denke, schreibe und vortrage, immer wieder gerade umgekehrt sage: Wenn sich die willkiirlich
gesetzten Axiome nicht widersprechen, mit samtlichen Folgen, so sind sie wahr, so existieren
die durch die Aziome definierten Dinge.“

Die Grundlagenkrise der Mathematik, von der man in den zwanziger Jahren viel sprach,
gilt heutzutage als iiberwunden. Die heutigen Mathematiker haben sich damit abgefunden,
dafl die Analysis auf erkenntistheoretisch schlecht fundiertem Boden bliiht. Hilbert hat die,
die sich dadurch (zeitweise) beirren haben lassen, immer wieder aufgeriittelt. Er meinte, die
Erkenntnistheorie miisse sich eben der Mathematik anpassen. ,, Fruchtbaren Begriffsbildungen
und Schluffweisen wollen wir, wo immer nur die geringste Aussicht sich bietet, sorgfiltig nach-
spiiren und sie pflegen, stiitzen und gebrauchsfihig machen. Aus dem Paradies, das Cantor
uns geschaffen hat, soll uns niemand vertreiben konnen.“ (D. Hilbert: Uber das Unendliche.
Math. Ann. 95, (1925), 161-190).

P. BERNAYS, der Mitarbeiter Hilberts, hat 1930 in einer seiner philosophischen Abhand-
lungen erklért: ,, Es erscheint als eine unberechtige Zumutung von seiten der Philosophie an

die Mathematik, daf8 sie ihre einfachere und leistungsfihigere Methode zugunsten einer be-
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schwerlicheren und an Systematik zuriickstehenden Methode aufgeben solle, ohne durch eine
innere Notigung dazu veranlafit zu sein.“

Besonders eindrucksvoll hat H. WEYL (1885-1947) die Grundlagenkrise durchlitten. Seine
Konklusionen beziehen auch Fragen der Anwendung in der Physik und allgemeine Vorstel-
lungen von der geschichtlichen Entwicklung mit ein. Die theoretischen Begriffe sind fiir ihn
»getragen von dem an uns sich vollziehenden Lebensprozefl des Geists und werden niemals
als ein totes jendgiiltiges‘ Resultat abgesetzt® (zitiert nach Jahnke, Math. Semesterberichte,
Band 38 (1991), S. 175). Die Mathematik kann nicht mehr als ein Reich von ewigen Wahrhei-
ten verstanden werden. Insbesondere hat die heutige Analysis mit den Motiven von Leibniz,
dem Erfinder der Infinitesimalrechnung, nicht mehr viel zu tun. Der Aufsatz von HARDY
GRANT: Leibniz — Beyond the calculus. Mathem. Semesterberichte Bd 39, 3 — 11, beginnt
mit den Worten: ,, Fiir Leibniz war die Mathematik eine Sammlung von notwendigen und
ewigen Wahrheiten. Dariberhinaus glaubte er, daf3 bei der Erschaffung der Welt Gott durch
quasi-mathematische Uberlegungen geleitet war. . .. “

Es wire ein Erfolg, wenn eine Einfiithrung in die Analysis den Bogen sichtbar machen
konnte. Mit Jahnke mochte ich die These vertreten: Wissenschaftliche Theorien sind kompli-
zierte selbstbeziigliche Systeme und die Mathematik bringt in stéindig wachsendem Mafle ein
spezifisches Element des Formalen, des Stimmigen und der Durchsichtigkeit in die Wirklich-

keitsdeutung.
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C.2 Aussagen

Die Mathematiker bedienen sich gerne, aber nicht systematisch der Notation der formellen
Aussagenlogik. Die Rechenobjekte der Aussagenlogik sind Aussagen, die wahr oder falsch sein

konnen, tertium non datur. Dafl im ,,tertium non datur® ein logisches Problem liegt, wird dem

Anfénger gern verschwiegen. Die meisten Mathematiker glauben jedenfalls an das

Rechnen mit Aussagen

)

2)

Jede Aussage von der betrachteten Art kann man negieren; mit A ist auch —=A (,non

A“) eine Aussage und es gilt
i ~(=4)=4

Beliebige Aussagen A und B kann man mit ,,Und* und ,,Oder® verkniipfen (das ,,Oder*
ist das ,nichtausschliefende Oder“; das Verkniipfungssympbol V erinnert an das la-

teinische ,,vel“ im Gegensatz zum ,ausschliefenden Oder®, dem lateinischen “aut“). Es

gilt

(i) AVB=BVA, (AvB)VC=AVv(BVv(C)=AVvBVC.
Entsprechend gilt fiir die ,,Und“~Verkniipfung

(iii) ANB=DBANA, (ANAB)AC=AN(BANC)=ANBAC .

Ferner gelten die Distributivgesetze
(iv) ANBVC) = (ANB)V(AANC)

AV(BAC) = (AVB)A(AVO)

und die sog. de Morganschen Regeln
(v) “(AAB) = (-A4)V(-B)

~(AVB) = (~A)A(=B)

Schliefllich hat man als ausgezeichnete Aussagen die ,immer falsche Aussage® 0 und

die ,,immer richtige Aussagen* 1. Wir bemerken
(vi) OVA=A, OANA=0 fiiralle A.
(vii)  AA(mA) =0, AV (-A)=1 firalle A.
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Hinweis Eine strukturierte Menge
<Ql, =0,1,-,V, /\)

mit den Eigenschaften (i) ... (vii) heifit eine Boolesche Algebra. (Wir haben uns nicht bemfiiht,
moglichst viele tiberfliissige Axiome, d.h. solche, die aus anderen folgen, wegzulassen.) Die
professionelle Aussagenlogik ist aber nicht genau dasselbe wie das Rechnen in einer Booleschen
Algebra. Ein grofles Problem liegt dort im Begriff der Gleichheit von Aussagen. Die Theorie
der Booleschen Algebren schafft es durch die Axiome der Gleichheit aus der Welt.

Notation Manche Uberlegungen werden suggestiver, wenn man A — B fiir (—A)V B
schreibt und ,Wenn A, dann B“ liest. Die Verkniipfung — heifit Subjunktion. Der Pfeil
ist die offizielle Bezeichnung in der Logik. Man beachte aber, dafl der Pfeil in der Mathematik

auch als Abbildungspfeil und als Konvergenzpfeil ausgiebig strapaziert wird.

Das Beweisen mathematischer Aussagen; Implikationen

Die Mathematiker sind sténdig damit beschéftigt, von gewissen Aussagen zu beweisen, daf} sie
wahr sind. Die Behauptungen, die es zu beweisen gilt, sind meistens sogenannte Implikationen
,A = B“ man will nachweisen, da} B aus A folgt, d.h. dal A — B wahr ist. Wenn A
falsch ist, dann ist nichts zu beweisen; wenn aber A wahr ist, dann ist nachzuweisen, daf3
auch B wahr ist. Das Beweisen geschieht mit formalen Schlufiregeln auf der Grundlage der
Axiome.

Beim direkten Beweis von ,A = B* nimmt man an, dal A wahr ist und folgert daraus
B. Beim indirekten Beweis nimmt man an, dafl B falsch ist und folgert, daff auch A falsch
ist. Beim Widerspruchsbeweis nimmt man an, dal A und —B wahr sind; wenn es gelungen
ist, aus dieser Annahme eine offensichtlich falsche Aussage, einen ,, Widerspruch*, abzuleiten,
dann hat man ,A = B*“ durch die reductio ad absurdum bewiesen. Dal A A (=B) falsch
ist, bedeutet in der Tat, dal (—A) Vv B wahr ist.

Didaktische Anmerkung Widerspruchsbeweise sind unbeliebt; denn im Laufe der De-
duktionen aus der falschen Annahme, daf A und —B wahr sind, lernt man nichts niitzliches

iiber die wahren Sachverhalte.

Aquivalente Aussagen Mit ,A < B* (gelesen: A und B sind dquivalent) bezeichnet
man die Behauptung, dal A genau dann wahr ist, wenn B wahr ist. ,A < B“ behauptet
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also die Aquivalenz der Aussagen A und B. Héiufig entstehen Aquivalenzen durch Defi-
nitionen. Und die Herkunft einer Aquivalenz aus einer Definition anzudeuten, schreibt man
A:&= B und liest: A ist definitionsgeméfl genau dann wahr, wenn B wahr ist. Dabei ist

B eine bereits wohlumrissene Aussage und A eine neugebildete Aussage.

Der Allquantor und der Existenzquantor Das Rechnen mit Aussagen wird erst in-
teressant, wenn man Scharen von Aussagen zur Verfiigung hat. Sei z.B. A(x,y) eine Aussage

fiir jedes Paar (z,y) € I x J, wobei I und J irgendwelche Indexmengen sind.

Mit (Vy A(z,y)) oder /\ A(x,y)) bezeichnet man diejenige Aussage B(x), welche

y
genau dann wahr ist, wenn A(z,y) fiir alle y wahr ist.

Mit (3 y A(z,y)) oder \/ A(m,y)) bezeichnet man die Aussage C(z), welche
y

genau dann wahr ist, wenn A(z,y) fiir mindestens ein y wahr ist.
Die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn A(x,y) fiir alle (z,y) wahr ist, kann
man auch mit Vax B(z) notieren. Interessanter sind Konstruktionen, in welchen sowohl

Allquantoren als auch Existenzquantoren vorkommen, z.B.
Vedy Ax,y) .

Diese Aussage C' ist genau dann wahr, wenn zu jedem x ein y existiert, so da A(z,y)

wahr ist.

JyVa Alz,y) .
hingegen ist die Aussage D, die genau dann wahr ist, wenn ein y existiert, so dafi A(z,y)
fiir alle x wahr ist.
Beispiele

1) Sei exp(-) die bekannte Exponentialfunktion im Reellen
Alx,y) =@ <y — " <¢’)
ist eine wahre Aussage A(x,y) fiir jedes (z,y) e RxR.

Die Aussage A=V (z,y) A(z,y) ist also eine wahre Aussage.

2) Sei f(-) irgendeine reellwertige Funktion auf R.

(z<y — [flz) <[f)

kann fiir gewisse (z,y) wahr sein und fiir andere falsch.
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Damit haben wir ein Beispiel fiir eine Aquivalenz
f() dsoton <= Va,y:(z<y — flz)<f(y).
3) Betrachte fiir n=1,2,... die Aussage
(1+ E)n < <1+ - )nH]
n n+1

Wir werden sehen, dafl diese Aussage A, wahr ist fiir jedes n, daf} also

V>0

T\ z \"*
VneNvVez0 (1+°) §<1+ >
n n+1
eine wahre Aussage ist.

4) f1(+), f2(:),... seien reellwertige Funktionen (auf einen Definitionsbereich D).

Was bedeutet die Aussage, dafl die Funktionenfolge monoton ansteigend ist? Wir defi-

nieren

(fn())rn monoton ansteigend : <= VneNVzeD (fy(z)< fori(z)) .

Die weiteren Beispiele fithren Begriffe ein, die wir im weiteren Verlauf der Vorlesung
entwickeln werden. Wir werden sehen, dafl es sich um fruchtbare Begriffe handelt, Begriffe,
mit denen man arbeiten kann. Hier kommt es uns zunéchst nur darauf an, daf es sich (prima

vista gesehen) um wohlgebildete Begriffe handelt.
5) x1,x9,... seieine Folge von reellen Zahlen
(n)n Nullfolge : <= Ve>03INVn>N (Jz, <e)

Noch formeller konnte man schreiben

(a) (zn)n Nullfolge: <= Ve>03INVn (n>N — |z, <e¢)
(b) limz, =2%: < Ve>03INVn>N (|lz,—z"<e)

(¢) (xn)n Cauchy-Folge: <= Ve>03INVnm>N (|lz, -z, <e).

Negation von Aussagen mit Quantoren Fiir jedes x aus einer Indexmenge sei
B(x) eine Aussage; und es sei B die Aussage V= B(z)

- B ist die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn B falsch ist.
-B=-(Vz B(z)) = 3z (-B(x)).
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B ist ndmlich genau dann falsch, wenn es ein x gibt, fiir welches B(z) falsch, d.h. —~B(x)
wahr ist.

Entsprechend gilt
—~(3z B(z)) = Vz (=B(z)).

6) (xn)n ist nicht Nullfolge : <= Fe>0V N In>N (|lz,]>¢).

Bemerke

“(Vn>N:lz,|<e) = =a(¥Yn (n>N) — (|Jz,] <e¢))
= dn (n>N)A-(lz,] <e)

= dn>N (x| >e).

7) f(-) ist nicht isoton <= 3 (z,y) (z <y)A(f(z)> f(y))

Fiir die Aussage

Alz,y) = (x<y) — (f(2) < fy) =<y V(f(z)<fy)

haben wir ndmlich
—Az,y) = (2 <y) A(f(@) < fy) = (@ <y) A(f(2) > f(y)) -

Bemerkung zum Auswahlaxiom Fiir jedes (z,y) € I xJ sei A(z,y) eine Aussage.

Nehmen wir an, die Aussage
A=Vzel3dyed Alxy)

sei wahr. Zu jedem z € I existiert dann mindestens ein y, so daBl A(z,y) wahr ist. Damit
ist uns aber noch keine Methode gegeben, wie wir zu jedem x € I ein y(x) € J finden

konnen, so daf
A(z,y(x)) wahr ist fiir alle x .

Das Auswahlaziom der Mengenlehre (von E. ZERMELO (1871-1953) als Axiom eingefiihrt),

besagt nun aber, dafl es eine solche Auswahlfunktion
Isz — ylx)eJ
gibt, daf} also

A = Jy()Vaz (Alz,y(r))) .
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Das Auswahlaxiom in dieser scharfen Fassung, d.h. ohne alle Annahmen iiber [ x J und
iiber die Art der Familie A(z,y) ist unter Logikern umstritten. Die meisten Mathematiker
beniitzen es aber ziemlich ungeniert, wenn sie es brauchen, obwohl sie wissen, daf} es in man-
chen Situationen zu ziemlich paradoxen Aussagen fiihrt. Es gilt heute als eine Frage des ma-
thematischen Geschmacks, wie man das Auswahlaxiom beniitzt und welche Bedeutung man
den damit gewonnenen mathematischen Aussagen zumifit. Wihrend der Grundlagenstreit bis
in die 30er Jahre dieses Jahrhunderts teilweise erbittert gefithrt worden ist, koexistiert heute
eine Logik der konstruktiven Beweise, die den Verfahrensaspekt der Mathematik pflegt, mit
dem von Hilbert immer wieder vertretenen Erkenntnisoptimismus des freien Gebrauchs von

nichtkonstruktiven Methoden.

Banachs Beispiel einer nichtmeflbaren Menge In der Menge [0,1) aller reellen

Zahlen zwischen 0 und 1 fiithren wir eine Aquivalenzrelation ein
T~ Ty < .1'2—1'16@.

Wir betrachten die Menge (E,=) der Aquivalenzklassen; jedes X € F ist also eine abziihl-
bare nichtleere Menge reeller Zahlen. Die Aussage (V X € EJy€[0,1) ye€ X) ist wahr.

Denken wir uns eine Auswahlfunktion y(X):E — [0,1) und betrachten wir die Menge
M der ausgewidhlten Elemente. Dieses M ist nun eine sehr merkwiirdige iiberabzéhlbare
Menge. Eine Merkiirdigkeit ist die folgende:

fir r rational, 0 <r <1, betrachte
M,:={z:x—reM oder x—r+1eM}.

Man schreibt M, = (M+r)( mod 1). Die abzéhlbar vielen M, sind disjunkt und iiberdecken
[0,1) ; sie sind andererseits einander recht @hnlich. Daraus ergibt sich, daf§ ihnen kein Maf
im Lebesgueschen Sinne zukommt. Solche Mengen M wurden von Banach als Beispiele
fiir eine nichtborelmeflbare Menge angegeben. Es handelt sich aber natiirlich nicht um eine
wirkliche Konstruktion; niemand kann eine Auswahlfunktione y(-) wirklich angeben. Jedoch
ist die Annahme, daf} es solche Auswahlfunktionen gibt, nicht zu widerlegen. Cantor sagte
,Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit“. Er spiirte einen harten Druck durch
den starken Existenzbegriff von Kronecker (Existenz = Konstruierbarkeit). Hilbert brachte
seinen eigenen Existenzbegriff spéter auf die Formel ,, Existenz = Widerspruchsfreiheit“. (vgl.

Purkert, insbesondere S. 174.)

Weitere Beispiele fiir die logische Notation Betrachten wir zweistellige Relationen

R auf einer Menge FE. In logischer Notation lauten die Definitionen von oben wie folgt
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Definition

1) R Aquivalenzrelation: <=

< (Mx =zRzx) N Vz,y,z (xRzAyRz — zRy).
2) R Ordnungsrelation: <=

<~ (Vz zRx) AN Vuz,y,z (zRyAyRz — zRz)

AN Vz,y (tRyANyRx — xz=y).

3) R lineare Ordnung: <=

<= (R Ordnung) AV z,y (xRyVyRx) .

Eine Abbildung ¢ : EF — F wird durch ihren Funktionsgraphen
F={(r,y):2€E, yeF, y=p)} CEXF

beschrieben. Die folgende Bemerkung charakterisiert diejenigen Teilmengen von E x F', die

der Funktionsgraph (oder Abbildungsgraph) einer Abbildung sind.

Bemerke Sei 'C Ex F.

I' Funktionsgraph <= VaxecE3'yecF (z,y)el

(,Zu jedem x € E existiert genau ein y € F, sodafl (x,y) € T'“).
Ausfiihrlich geschrieben

<— (MzeEJyeF (z,y) €l)
AVzeEVYy,y €F ((x,y1) €T A (z,y2) €T) — (y1 = y2)

Definition Fiir eine Abbildung ¢ : E — F haben wir
1) ¢ injektiv <= Va2 € E : ¢(x1) = @(x2) — 1 = 29

2) ¢ surjektiv <— VyeF3IzeFE : plx)=y
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Bemerke
¢ nicht injektiv = <= Jxy,29 € E: (1 # x2) A (@(x1) = p(22))
© nicht surjektiv <— JyeFVzeE:pkx)#y.

Eine Abbildung heifit bekanntlich bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Mit Hilfe des Symbols 3' ist das leicht kurz zu schreiben.
3) ¢ bijektiv <= Vy I az:p@) =y
Zu einer bijektiven Abbildung ¢ gibt es eine Umkehrabbildung . Es gilt
Va:pop) =z und Vy:p(y)=y.

Anwendungen der logischen Notation auf den Gegenstandsbereich des B—Zuges

Reelle Zahlen, Suprema von Zahlenmengen, obere und untere Limiten von

Zahlenfolgen ...

1) ,,Die klassische Schlufiweise der Analysis®
Um von einer nichtnegativen Zahl a zu beweisen, daf} sie 0 ist, geniigt es zu zeigen,

daB sie kleiner ist als jede echtpositive (rationale) Zahl e. Fiir eine reelle Zahl a gilt

Ve>0:a<e <= a<0.

Beispiel : Die Zahl 1,999... ist gleich 2 und nicht nur in irgendeinem Sinne

beliebig nahe an 2. Fiir a =2,000... —1.999... gilt ndmlich a < ¢ fiir alle € > 0.

2) Sei A eine (nach oben und unten) beschrénkte Menge von reellen Zahlen und b eine

reelle Zahl. Es gilt
supA>b <— dae€eA:a>b Beweis !
Durch Negation erhédlt man
sSupA<b < VacA:a<b,
Wenn man an die Spiegelung der Zahlenmenge am Nullpunkt denkt, dann ergibt sich

infA>b <= VacA:a>b

infA<b < dacA:a>b.

3) Sei A ein (nach oben und unten beschrinkte) Menge von reellen Zahlen und b eine

reelle Zahl. Es gilt

SupA>b < Ve>0dacA a>b—c¢ Beweis !
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Denken Sie nach, ob Sie sup A > b auch auf andere (vielleicht einfachere) Weise zum

Ausdruck bringen kénnen.

Vorschlag: supA>b <= Ve<b supA>c
<~ Ve<b dJacA:a>c

Durch Negieren bzw. Spiegeln erhalten wir

supA<b <= de>0 VacA:a<b-—c¢
mfA>b < de>0 VacA:a>b+e

mfA<b < Ve>0 JdJacA:a<b+e
4) Sei (an)n eine Folge reeller Zahlen. Es gilt
liminfa, >b <— Je>03IN:Vn>N a,>b+c¢ Beweis ! .
»ochlieflich alle a, sind grofler als b+ ¢ mit einem echt positiven &.“
liminfa, >b < Ve>03INVVIN>N a,>b—c¢ Beweis ! .

nochlieflich alle a, sind grofler als b — e, fiir beliebiges ¢ > 0.

Bemerke : Bekanntlich gilt

lim inf a,, :li]{fnTinf{an:nzN}:lij{fnTbN .

liminfa, >b <= limlby>b <— de>0dN:by>b+e¢
<~ Je>03IN:inf{a,:n>N}>b+e
<— de>03IN:Vn>Na,>b+e.

Als Ubung betrachte man die Aussagen

IN

b

lim inf a,,

limsupa, > b

limsupa, > b.
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C.3 Metrische Raume

Eine Menge (F,=) wird zu einem metrischen Raum, wenn man eine Metrik d(-,-) aus-

zeichnet.

Definition Eine Metrik auf der Menge (FE,=) ist eine nichtnegative Funktion d(-,-)
auf E x E mit

(i) d(z,y) =0 <= =z =y (,Vertraglichkeit mit der Gleichheit®)
(ii) d(z,y) = d(y,x) furalle z,y (,Symmetrie*)

(ii) d(z,2) =d(y,z) +d(y,z) firalle z,y,z (,,Dreiecksungleichung“)

Beispiel Man denke an die komplexe Zahlenebene C, vergesse alle algebraische Struktur

und behalte nur die Struktur des Abstands
d(z,w) :=|w—z| .

Wir erhalten einen vollstindigen metrischen Raum. (Was vollstéindig heifit, werden wir unten
definieren.)

Die Menge C.,t der komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imaginérteil ist eine
abzéhlbare iiberall dichte Teilmenge dieses vollsténdigen metrischen Raums. (Was Dichtliegen

heifit, werden wir unten definieren.)

Definition (E,d(-,-)) sei ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C E heifit offen,
wenn es zu jedem = € E eine Kugel mit dem Mittelpunkt x gibt, welche in U enthalten

ist.
Uoffen: <= VazeU3Ir>0:VYy (dzy <r) — (yel).

Satz Das System 4 aller offenen Mengen hat die Eigenschaften
i)deu, Eeu
(i) U, U e = U1NUz el

(iii) Die Vereinigung von beliebig vielen Mengen aus $4 gehort zu 4.

Der Beweis ist trivial.
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Sprechweise Die Metriken d(-,-) und p(-,-) auf (F,=) heiflen dquivalent, wenn sie

zum gleichen System von offenen Mengen 41 fiihren.

Beispiel Sei (E,d(-,-)) ein metrischer Raum und

d(z,y)

p(r,y) = Trdwy)

Dann ist p(-,-) eine dquivalente Metrik.

Beweis

(1)

(2)

Zunichst ist zu zeigen, dal p(-,-) eine Metrik ist. Die Eigenschaften (i) und (ii) sind

offensichtlich. Miithe macht nur die Dreiecksungleichung.

Thr Nachweis ist eine nette Ubung in elementarer Analysis. Seinen z,y,z € E und
a=d(z,y), b=d(y,z), c=d(z,z).

Wir wissen ¢ < ¢ + b und miissen beweisen

c a . b
l4c¢c~14+a 1+b°

Es gentigt, zu beweisen, dafl

a+b a b
< fiir alle a,b> 0 .
[T (a+d) ST+a 14p [wralle ab>0

Wir haben

(a+b)(1+a)(1+0b)—(a(l+0b)+b(1+a))(l+a+b)
= (a+b)[l+a+b+ab— (a+0b+2ab)] — (a+ b+ 2ab)
= (a+b)(l—ab)—(a+b)—2ab<0.

Wenn U offen ist bzgl. der Metrik d(-,-) , dann ist U auch offen bzgl. der Metrik

p(+,-) und umgekehrt. [
Definition (E,=) sei eine Menge. Unter einer E—wertigen Folge versteht man eine
Abbildung

N - FE.

Man notiert (z,), oder (zi,z9,...) und nennt z, das n—te Folgenelement.
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Fiir spéteren Gebrauch definieren wir hier auch gleich den Begriff der Teilfolge einer gege-
benen Folge (x1,z2,...). Wenn nj < ng < ... eine strikt aufsteigende Folge natiirlicher

Zahlen ist, dann heifit (z,,,Zn,,...) die dazugehorige Teilfolge.

Definition (E,d(-,-)) seiein metrischer Raum. (z,), bezeichne eine E—wertige Folge,

z* ein Element von E. Wir definieren:

(xn)n konvergiert gegen z*: <=

< Ve>03INVn (n>N — dz,,z*)<e).

Man schreibt in einem solchen Fall auch
z* = lim z, oder auch (z, — z* fiir n — o0) .
n—oo
(Der Konvergenzpfeil — darf nicht mit dem Abbildungspfeil und auch nicht mit dem Sub-
junktionspfeil verwechselt werden; die Kontexte sind so verschieden, dafl eine Verwechslung

nicht zu befiirchten ist.)

Definition Eine Folge (z,), heifit eine konvergente Folge, wenn es ein x* gibt, so dafl
T, — ¥ fir n — oo.
Hinweis Konvergenzbeweise fiir Folgen haben hiufig zwei Komponenten

(i) (xn)n ist eine konvergente Folge

(ii) Identifikation des Limes

Beispiel

1) Die Zahlenfolge (1+ 2)" konvergiert in R, weil sie monoton und beschrénkt ist. Der

Limes ist die Eulersche Zahl e.
2) Betrachte die rekursiv definierte Zahlenfolge
x1:\/§, 2+\/§,...,xn+1:\/2+mn,...

Die Folge (x,), konvergiert, weil sie monoton und beschrénkt ist. Fiir den Limes x*

gilt
¥ =+v2+x*, also z¥=2.

Daraus ergibt sich z, — 2 fir n — oo .

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



C.3. METRISCHE RAUME 30

Satz Fiir Folgen reeller Zahlen (z,), gilt

(zn)n konvergent <= liminfz, =limsupz, € R.
n—00 n—o0

Beweis

(1) Wir brauchen zunéchst den Begriff des oberen und des unteren Limes einer Folge reeller
Zahlen. Es ist bequem, auch die Werte +0co und —oo als mogliche Werte des limes
superior und des limes inferior einer Zahlenfolge zuzulassen. Jede Zahlenfolge (x,)p

hat dann namlich einen wohlbestimmten oberen und unteren Limes. Man definiert

limsupz, = lim  sup{z,, :m >n}
n—oo

liminfz, = lim /inf{z,,:m >n}
n—oo

mit der Mafigabe, daf§ limsupz, = 400, wenn (z,), nach oben unbeschrinkt ist,
liminf z,, = —oc0, wenn (x,), nach unten unbeschrinkt ist.

Beachte  Fiir jede Zahlenfolge gilt

liminf x, <limsupz, .

(2) Sei (z,)n konvergent mit limz, = z* € R. Von einer gewissen Stelle N = N(e) an,

liegen alle z,, in der e—Umgebung von z*. Also gilt

limsupz, < sup{z,:m>N()}<z"+e¢

liminfa, > inf{z,:m>N(E)}>z"—¢.
€ > 0 kann beliebig gewéhlt werden. Daher gilt

limsupz, < z* < liminf z, .

(3) Sei liminfz, = z* =limsupx,. Zujedem ¢ >0 existiert N(g), so daB
sup{, :m > N(e)} <z +¢e, inf{z,, :m>N(E)}>z"+¢

d.h. —e <z, —2* <e firalle m > N(e). Dies zeigt limz, = z*.
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Sprechweisen

a) Von einer Folge reeller Zahlen (z,), sagt man, da sie nach +oo konvergiert, wenn

liminf x,, = +00. In Formeln
limz, =4c0c:<= VM INVYR>N (x,>M).
Entsprechend

limz, =—-c0:<= VMINVR>N (z,<-M).

b) Manche Biicher nennen die Konvergenz gegen +oo (—o0) die bestimmte Divergenz

gegen oo (bzw. —o0). Wir werden diese Sprechweise nicht beniitzen.

Wir definieren stattdessen fiir eine Zahlenfolge (zy)n

(xn)n divergent <= liminfx, # limsupzx,

c¢) Von einer Folge komplexer Zahlen (z,), sagen wir, da} sie gegen oo konvergiert,

wenn (|z|,)n, nach +oo konvergiert.

Hinweis Fiir eine Folge von Zahlen d-Tupeln bedeutet die Konvergenz, dafl die Kom-
ponenten konvergieren. Das ist es, was man sich unter Konvergenz im R¢ bzw. im C¢
vorstellen sollte. Konvergenz gegen Unendlich hat fiir d > 1 keinen Sinn. Die Konvergenz
in R? bzw. C? wollen wir nun aber im allgemeinen Rahmen der Konvergenz in einem
metrischen Raum behandeln. Diese Behandlung soll auf allgemeinere Situationen vorbereiten

wie z.B. auf den Begriff der gleichméfligen Konvergenz einer Funktionenfolge.

Definition Seien fi1(-), f2(+),... beschrinkte reellwertige Funktonen auf einem abstrak-
ten Definitionsbereich € und f*(-) ebenfalls beschréinkt reellwertig. Man definiert
(fr)n — f* gleichméBig auf Q: <

< Ve>03INVn>N sup{|falw)—f(w|:we}<e.

Die Definition pafit in unseren allgemeinen Rahmen. Man betrachte namlich auf einer Menge

E von reellwertigen Funktionen auf 2 die Metrik

d(f,9) = sup{lg(w) = f(W)| 1w € Q} .

(Den Nachweis, da d(-,-) wirklich eine Metrik ist, {iberlassen wir den Ubungen). Gleichmfi-
ge Konvergenz bedeutet Konvergenz bzgl. dieses Abstands in FE; man spricht auch von

Konvergenz in der Supremumsnorm.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



C.3. METRISCHE RAUME 32

Beispiel Betrachte f*(w)=w fiir 0 <w <M <oo. Q=1[0,M]

@) =3 (k@ ) =3 (Rl + )

DO | —

Man kann leicht zeigen, dal die Funktionenfolge (f,), gleichmifig gegen f* konvergiert.
Wir haben in B2 nur gezeigt, da f, punktweise (antiton) gegen f* konvergiert. Die
Zusatziiberlegungen, die erforderlich sind, um die gleichméfiige Konvergenz nachzuweisen,

wollen wir an geeigneter Stelle explizieren.

Wir nehmen nun wieder den abstrakten Standpunkt ein. (E,d(-,-)) ist nichts weiter als
ein metrischer Raum. Wer sich durchaus konkrete Vorstellungen machen will, denke an C
oder C,,t mit dem iiblichen Abstand. Etwas gefahrlich ist es, sich R oder Q als Modellfall
vorzustellen; die Anordnung in R kann allzuleicht nichtverallgemeinerbare Assoziationen

wecken.

Generalvoraussetzung Die folgende Annahme {iber unsere metrischen Ré&ume
(E,d(-,-)) wird zwar zunéchst kaum eine Rolle spielen. Sie erweist sich erst in diffizileren
Uberlegungen als angebracht. Wir setzen zwar nicht voraus, daB E abzéhlbar ist (dies
wiirde ja R oder C oder R? oder C? ausschliefen); wir nehmen aber an, dafl es eine
abzihlbare Teilmenge S C E gibt, welche in dem Sinne dicht in E liegt, dafl jedes z* € F
als Limes einer S-wertigen Folge gewonnen werden kann. Die metrischen Riéume R? und
C? haben offenbar diese Eigenschaft, die in der allgemeinen Topologie als die Eigenschaft
der Separabilitéit bezeichnet wird. In der gesamten Vorlesung bezeichnet (E,d(-,-)) eine

separablen metrischen Raum.

Definition Fir E-wertige Folge (z,), definieren wir

(xn)n Cauchy-Folge : <= Ve>03INVnm>N dx,zn) <ec.
Satz Jede konvergente Folge ist Cauchy—Folge.

Beweis Wenn [limx,, = x*, dann existiert zu jedem ¢ < 0 ein N, sodafl d(z,,z*) <

fiir alle n > N. Fiir alle n,m > N gilt daher

£
2

(T, Tm) < d(xp,2") +d(@*, zp) <€ .

(Zn)n ist also Cauchy—Folge.
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Bemerke In Q@ (oder Cia) gibt es Cauchy—Folgen, die nicht konvergieren. In R (oder

C) ist jede Cauchy—Folge konvergent, wie wir sehen werden.

Definition Ein metrischer Raum (E,d(-,-)) heifit vollstéindig, wenn jede Cauchy—Folge

konvergiert.
Satz Die reelle Achse R mit dem {iblichen Abstand ist vollstandig.

Beweis Sei (x,)n, eine Cauchy—Folge reeller Zahlen. Wir finden eine reelle Zahl z*,

gegen welche die Folge konvergiert. Es geniigt zu zeigen

z* = limsup x,, = liminf x,,
n—00 n—0oo
(siche den obigen Satz). Dies ist eine leichte Ubung.

Korollar Die komplexe Ebene C mit dem tiblichen Abstand ist vollstindig.

Beweis Eine Folge komplexer Zahlen =z, = z, + iy, ist genau dann Cauchy—Folge,

wenn die Realteile z, und die Imaginérteile y, Cauchy—Folgen sind.
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Erginzung :

Die Vervollstindigung eines metrischen Raums

(E,d(-,-)) sei ein metrischer Raum. (Man denke etwa an E = C,a.) Wir nennen zwei
Cauchy—Folgen X = (x,), und Y = (y,), #quivalent, wenn sie sich schliefilich beliebig

wenig unterscheiden. Formell

X~Y:i<—= Ve>03INVa,m>N dx,,ym) <c.
Satz Es handelt sich wirklich um eine Aquivalenzrelation.

Beweis
1) Wir bemerken zunéchst X ~ X fiir jede Cauchy—Folge.
2) Aus X ~Z, Y ~Z folgern wir X ~Y.
Wiéhle N so grofl, dafl

Vn, k>N dxzg,z) <eg/2
Vm, k>N d(ym,2x) < e/2

Es gilt dann Vn,m > N d(x,,ym) <e. Damit haben wir X ~ Y.

Satz Sei E die Menge alle Aquivalenzklassen von CauchyFolgen. Setze

d(X,Y) = limsup d(zn, ym) = ]\}im N sup{d(zn, Ym) 1 n,m > N} .

n,Mm— 00

Dann ist (E,d(-,-)) ein vollstéindiger metrischer Raum.

Beweis
1) Zunichst zeigen wir, da d(-,-) wohldefiniert ist. Fiir jedes z* € E bilden die gegen
x* konvergierenden Folgen eine Aquivalenzklasse T* € E.

Fiir jede Cauchy—Folge (Ym)m und jedes x* ist die Zahlenfolge (d(z*,ym))m ei-
ne Cauchy-Folge. Thr Grenzwert #ndert sich nicht, wenn man von (y,), 2zu einer

dquivalenten Cauchy—Folge iibergeht. Wir schreiben

lim d(z*,y,) = d@*,Y) .

m—00

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



C.3. METRISCHE RAUME 35

Fiir jede gegen z* konvergierende Folge (x,), gilt

Ve>03NVnm>N|dz,,ym) —dTY)| <c.

Fiir jede Cauchy-Folge () ist (d(Tp,Y))n eine Cauchy-Folge. Ihr Grenzwert dndert
sich nicht, wenn man von (z,), zu einer dquivalenten Cauchy—Folge iibergeht; dieser

Grenzwert wird mit d(X,Y) bezeichnet. Es gilt
Ve>03INVnm>N|dz,,ym) —dX,Y)
Dann ist gezeigt, da d(X,Y) wohldefiniert ist mit
d(T*,7*) = d(x*,y*) firalle 2*,y* € E .
Wir zeigen, dafl d(-,-) eine Metrik auf E ist. Offenbar gilt d(X,Y) =0 genau dann,
wenn X ~ Y. Firalle X,Y gilt d(X,Y) =d(Y, X).

Die Dreiecksungleichung fiir d(-,-) ergibt sich folgendermafen:

Sei (x,)n ein Reprisentant von X, (Ym)m ein Repridsentant von Y und (zx); ein

Représentant von Z.

Zu e >0 wihlen wir N so grof}, daf fir alle n,m,k > N

ax,Y)+ 5

IN

d(Tn, Ym)

A(ym, 25) < d(Y,Z)+%.

Dann gilt fiir alle n > N nach der Dreiecksungleichung fiir d(-,-)
Alwn,24) SAXY) + S +d(Y,Z) + 2.
Dies beweist
d(X,Z) <d(X,Y)+d(Y,Z) +¢ .
Da die Ungleichung fiir alle ¢ > 0 gilt, haben wir die Dreiecksungleichung fiir d(-,-).

Wir zeigen die Vollsténdigkeit von (E,d(-,-)). Sei (X,), eine Cauchy-Folge in E mit

n’

X, reprasentiert durch (2 )m. Wahlen wir m(n) so grof, da8 E(mmm(n),Xn) <1

dann liefert
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eine Cauchy—Folge. Fiir das durch sie représentierte XeE gilt

lim d(X,,X)=0.

n—oo

X st also der Grenzwert von (X,),. (E,d(-,-)) ist vollstindig.
Damit ist der Satz bewiesen.

Wir haben auch bewiesen, dafy die Abbildung
Esz* — T°cE
injektiv ist.

Den Satz von der Vervollstdndigung eines metrischen Raums formulieren wir nun rein

begrifflich, d.h. ohne Verweis auf die Konstruktion, als einen Existenzsatz.

Satz Zu jedem metrischen Raum (Ed(-,-)) gibt es eine abstandserhaltende Abbildung
in einen vollstdndigen metrischen Raum, in welchem das Bild von F dicht liegt. Dieser

vollstindige metrische Raum ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
i (Ev d(-, )) - (E73(7 ))
1) d(i(x),i(y)) = d(z,y) fiir alle z,y

2) Zujedem X € E gibt es E-wertige Cauchy-Folgen (x,), mit

lim i(z,) =X .
n—oo
Beispiele und Hinweise Bei der Konstruktion der Vervollstiandigung spielt es keine

Rolle, welche Art von Objekten wir zu einer Menge (D, =) zusammengefalt und mit einem
Abstand versehen haben. Wir kennen auch noch nicht viele Mengen interessanter mathema-
tischer Objekte; der Schatz der Beispiele ist daher klein. Wenn wir ein Gefiihl bekommen
wollen, wie weitreichend der Vervollstdndigungssatz genutzt werden kann, miissen wir also

etwas vorausschauen:

1) Sei (Q,|-|) die Menge der rationalen Zahlen mit dem Abstand d(r',7") = |[r" —+/|.
Die Vervollstindigung ergibt die Menge der reellen Zahlen mit dem Abstand
d(xz,y) = |y — z|. Viele Lehrbiicher beniitzen das Vervollstindigungsargument zur
,Konstruktion* der reellen Zahlen. Wahrend die Dedekindsche ,,Konstruktion“ die Ord-
nung auf Q zum Ausgangspunkt nimmt, wird in dieser Konstruktion die Metrik auf

Q ins Zentrum der Konstruktion der reellen Zahlen gestellt.
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2)

Sei C,yt die Menge der komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imaginérteil.
Die Vervollstandigung ergibt die Menge C aller komplexen Zahlen mit dem {iblichen
Abstand d(z,w) = |w — z|.

Fassen wir die Polynome mit reellen Koeffizienten zu einer Menge 8 zusammen und

definieren wir den Abstand durch die Supremumsnorm iiber [0, 1]

d(p,q) = sup{l¢(z) — p(x)| : 2 € [0,1]} .

Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, dal man die Punkte der Vervollstdndigung als

Funktionen iiber dem Einheitsintervall verstehen kann mit

d(f,g) = sup{lg(z) — f()| : = € [0,1]} .

Die Punkte der Vervollstindigung sind diejenigen f(-), die man gleichméBig durch

Polynome approximieren kann

feP «— Ve>03Tp()eP sup{|f(z) —plx)|:2€[0,1]} <e.

Ein berithmter Satz von Weierstrafl besagt, dal man jede stetige Funktion iiber [0,1]

gleichméflig durch Polynome approximieren kann.

Auf der anderen Seite ist jeder gleichméflige Limes stetiger Funktionen stetig, wie wir
im néchsten Kapitel beweisen werden. Somit ist die Vervollstéindigung B der metrische

Raum C([0,1]) aller stetigen Funktionen iiber [0, 1].

Hinweis Eine beliebte Ubungsaufgaben in der elementaren Wahrscheinlichkeits-
theorie ist der Beweis, daf8 die folgende Folge von Polynomen (p,), fiir jedes stetige

f() auf [0,1] gleichméaBig gegen f(-) konvergiert

=3 1 (£) (1) # 0- o

(,,Bernsteinsche Polynome*)

Trigonometrische Polynome sind spezielle 2m—periodische Funktionen, nédmlich die

Funktionen der Gestalt

f(z) = % + Z (a cos kx + by sinkx) , n beliebig .
k=1
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F(-) ist reellwertig, wenn die Koeffizienten ay, by reell sind. Man betrachtet aber auch

den Fall komplexer Koeffizienten. In diesem Falle schreibt man bequemer

+n

flx) = Z cp €FT mit ¢, =

k=—n

(ar, — iby) .

DO | —

Es gibt mehrere interessante Abstandsbegriffe auf der Menge € der trigonometrischen

Polynome. Die wichtigsten sind die Supremumsnorm und die Lo—Norm. Man definiert

dw(frg) = sup{lg(z) - f(@)] : o € R}
— sup{lg(z) - f(2)| : 2 € [0,27]}
1/2

2T
a(fg) = | [1f@-g@Pdr| = g1l
0

Bemerke  Der Abstand von f zu g ist der Abstand von g — f zur Nullfunktion.

Es stellt sich heraus, daf die Vervollstdndigung von (%,d(+,-)) die Menge aller steti-
gen 2m—periodischen Funktionen ist. Den Beweis gewinnt man iiblicherweise als einen
Spezialfall des berithmten Satzes von Stone—Weierstrafl, der im néchsten Semester be-

wiesen werden soll.

Etwas anders steht es um die Vervollstdndigung von (%,ds(-,+)) . Die Elemente der
Vervollstindigung kann man nicht als Funktionen interpretieren, wohl aber als Aqui-
valenzklassen 2m—periodischer Funktionen. (Dies ist der beriihmte Satz von Fischer—
Riesz.)

Hierbei heiflen zwei Funktionen &quivalent, wenn sie sich nur auf einer Lebesgueschen
Nullmenge unterscheiden. Der Begriff der Lebesgueschen Nullmenge wird in der Inte-

grationstheorie im néchsten Semester eingehend diskutiert werden.

Man kann die Punkte der Vervollstindigung von (%,ds(+,-)) auch noch auf eine andere
Weise charakterisieren. Zunéchst charakterisiert man eine trigonometrisches Polynom

nicht durch eine 27—periodische Funktion sondern durch die Folge der Koeffizienten
[ e (..,co2,c1,c0,c1,C2,...) .

Bei einem trigonometrischen Polynom sind nur endlich viele der ¢, von Null verschie-
den. Den Abstand von f zur Nullfunktion kann man aus der Koeffizientenfolge bequem

ablesen. Es gilt
do(f,0) = I fllz = Q_ leal)* .

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis I, 5. August 1998



C.3. METRISCHE RAUME 39

Der Beweis ist einfach und wird spéter hergeleitet. Es stellt sich heraus, daf
man die Punkte der Vervollstindigung von  (%,da(-,-))  durch Zahlenfolgen

(...,d_9,d_1,dp,dy,dz,...) charakterisieren kann, wobei > °° |d,|* < cc.

Der Beweis ist einfach, pafit aber nicht recht in den gegenwértigen Zusammenhang.
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C.4 Der Begriff der Stetigkeit

Wir betrachten Abbildungen von einem metrischen Raum in einen weiteren metrischen Raum

P (Dv d(-, )) ——>(E,€<-, ))
und definieren

pstetigin z* <= Ve>035>0Vz (d(z,2") < —e(o(z),p,z") <e)

pstetigin D <=V z" (p stetig in z¥)

Geschichtliches Der Begriff der Stetigkeit hat eine lange Tradition. B. BOLZANO hat
ihn 1817 als erster scharf gefafit. Er dachte an reellwertige Funktionen auf einem Intervall.
Er kritisierte die damals iibliche Verbindung des Stetigkeitsbegriffs mit der Vorstellung von
ciner Bewegung und schreibt (Ubersetzung in Ostwalds Klassiker 1905):

,, Nach einer richtigen Erkldrung nahmlich versteht man unter der Redensart,
daBl eine Funktion f(z) fiir alle Werte von x, die inner— oder aulerhalb gewisser
Grenzen liegen, nach dem Gesetze der Stetigkeit sich &ndre, nur so viel, dafl wenn
x irgend ein solcher Werth ist, der Unterschied f(x +w) — f(x) kleiner als jede
gegebene Grofle gemacht werden kénne, wenn man w so klein als man nur immer

will, annehmen kann. “

Cauchy iibernahm die Definition in seinen ,,Cours d’analyse“ von 1821, ohne Bolzano zu
zitieren. Cauchy entwickelte eine umfassende Theorie, die aber an vielen Stellen Schwé#chen
zeigte. Einige knappe Ausfithrungen dazu finden sich z.B. in Walter, Analysis 2, S. 39/40 und
Heuser, Lehrbuch der Analysis 2, S. 694.

Fine prézise Vorstellung von Stetigkeit hat sich im 19. Jahrhundert recht langsam durch-
gesetzt. Noch 1864 fiihrte der hochangesehene JOSEPH BERTRAND in seinem Lehrbuch {iber
Differential- und Integralrechnung einen (natiirlich falschen) Beweis der Aussage, daf jede
stetige Funktion einer reellen Verdnderlichen mit Ausnahme isoliert liegender Stellen iiberall
differenzierbar ist. (Vgl. R. Bélling ,, Karl Weierstrafl — Stationen eines Lebens®, J. ber. d. Dt.
Math.—Verein. 1994, Teubner—Verlag.) Weierstrafl erregte Erstaunen, Unglauben und sogar
Abscheu, als er 1872 in der Berliner Akademie einen Vortrag iiber eine Funktion hielt, die
fiir alle reellen Zahlen definiert und stetig ist, aber an keiner Stelle differenziert werden kann.

Noch zwanzig Jahre spéter klagte Hermite (in einem Brief an Th. Stieltjes vom 20.5.1893):
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, Aber diese so eleganten Entwicklungen sind mit einem Fluch be-
legt; [...] Die Analysis nimmt mit der einen Hand zuriick, was die an-
dere gibt. Ich wende mich mit Abscheu und Schrecken von dieser bekla-
genswerten Wunde der stetigen nirgendsdifferenzierbaren Funktionen ab [...]“

(zitiert nach Bolling)

Die auf absolute Strenge bedachten Konstruktionen und Deduktionen von Weierstraf} fithrten
weg von einem in vielen Bereichen erfolgreichen heuristischen ,,Prinzip der Stetigkeit“, welches

der Geometer V. PONCELET (1788-1867) folgendermaflen formuliert hat:

, Wenn eine Figur aus einer anderen durch eine stetige Verédnderung hervorgeht
und ebenso allgemein ist wie die erste, dann kann eine fiir die erste Figur bewie-
sene Eigenschaft ohne erneute Untersuchung auf die andere iibertragen werden.
(zitiert nach Struik, S. 191)

Um die Stetigkeit zu dem heute gelaufigen Grundbegriff der Analysis zu entwickeln, bedurfte
es flankierender Begriffe wie z.B.

gleichméflige Konvergenz einer Funktionenfolge

gleichméBige Stetigkeit einer Funktion (bzw. Abbildung)

gleichgradige Stetigkeit einer Familie von Funktionen.
Ferner mufite der Begriff der Kompaktheit herausgebildet werden. Schliellich mufite ver-

standen werden, fiir welche Folgen stetiger Funktionen eine konvergente Teilfolge existiert.
Hier erwies sich der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit einer Familie von Funktionen als
Schliisselbegriff (vgl. Satz von Arzela—Ascoli in Analysis II). Die , Weierstralsche Strenge*
wurde nicht von heute auf morgen geboren, und dem Programm von Weierstra$} stellten sich
méchtige Gegner in den Weg (siehe Bolling in DMV Jahresberichte 1994). Es mufiten ei-
nige Jahrzehnte ins Land gehen, bis D. Hilbert in den Mathematischen Annalen von 1926
feststellen konnte: ,, Wenn heute in Verfolgung von Schluffweisen, die auf dem Begriff der Ir-
rationalzahl und dberhaupt des Limes beruhen, in der Analysis volle Ubereinstimmung und
Sicherheit herrscht und in den verwickeltsten Fragen, die die Theorie der Differential- und
Integralrechnung betreffen, trotz der kiihnsten und mannigfaltigsten Kombinationen unter An-
wendung von Uber— Neben— und Durcheinanderhiufung der Limites doch Einhelligkeit aller
Ergebnisse statthat, so ist das wesentlich ein Verdienst der wissenschaftlichen Tdtigkeit von

Weierstraf3.«
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Gleichmiflige Limiten stetiger Abbildungen sind stetig

Satz Wir betrachten E-wertige stetige Funktionen auf (D,d(-,-)).

a) Wenn eine Folge FE—wertiger Abbildungen ¢1,s,... punktweise konvergiert, dann ist

die Limesfunktion ¢* im allgemeinen nicht stetig.

b) Wenn die Funktionenfolge gleichméBig konvergiert, dann ist die Grenzfunktion stetig.

Beweis

1) a) wird durch ein Beispiel erledigt

T T i <1
= ir |z .
1+22  (1+22)?2 -

fn(z) (1+ 22)n

Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n. Fir z # 0 erhalten wir durch Summation der

geometrischen Reihe

o, 1 1 \! 1
f"(m)_x'1+m2<1_1+x2> [“m) 71

0 fir =0

fH(w) =
1 fir x#0.

Der punktweise Grenzwert ist also unstetig.
2) op — ¢* gleichméBig auf D <«~—
< Ve>03INVn>N sup{e(on(z),¢*(x)):x € D} <e.

Wir zeigen die Stetigkeit von ¢* im Punkte z € D, indem wir zu € > 0 ein 6 > 0

angeben mit
Vo (dz,r) <6 — e(p’(x),¢"(2)) <e) .
Dazu wéhlen wir N so grof}, daf

supfe(pn (z),¢"(2)) : w € D} < %

und ¢ so klein, dafl

Vo <d(a:,f) <0 — e(on(z),on(T)) < g) .
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Wir haben dann fiir alle x mit d(z,z) <6

*

2
©
*
0
AS)
*
g
IN

(x)) + elon (), on (2)) + e(en (T), 07 (7))

e(p*(z),
+4Z=¢

w|m/_\

PN
€
3

Damit ist gezeigt, daBl ¢* im Punkte T stetig ist. Das Argument funktioniert fiir alle
zeD. |

Einige Schliisse bei Cauchy konnen als liickenhaft (oder fehlerhaft) gelten, weil Cauchy bei
seinen Konstruktionen , gleichméflige Stetigkeit* beniitzt, aber nur die Stetigkeit als Voraus-

setzung genannt hat.

Definition ¢ gleichméfig stetig in D : <—
< Ve>036>0Vz,y (dlz,y) <d — e(p(x),o(y)) <e)

Cauchy hatte hauptséchlich stetige Funktionen auf Intervallen C R im Auge; und diese
Situation ist kaum geeignet, die Bedeutung des Begriffs der gleichméfligen Stetigkeit heraus-
zustellen. Nach ein paar scholastischen Beispielen kommen wir im letzten Beispiel und im

Satz iiber die Fortsetzbarkeit gleichméBig stetiger Funktionen zum Kern.

Beispiele fiir stetige reellwertige Funktionen auf einem Intervall

1) Die Exponentialfunktion ist gleichméBig stetig auf jedem beschrinkten Intervall, aber

nicht gleichméBig stetig auf R.

Zum Beweis beweisen wir zunéichst

Lemma |h| < et —1| < . |—h||h| fir |h| <1

Beweis Wir wissen e > 1+ h fiir alle h
1+h<eh= e%h < ﬁ :

Fir A >0 haben wir
\hygeh—1:yeh—1ygﬁ—1: 1_h’h‘
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4)

5)

6)

7)

und andererseits

—h 1 L
T Ll <eh 1< (-Rh)—1=—h
1+h 1+n =€ <(1-h)
h
h < leh—1=—("-1)<———
S et 1= (et o1 <

* * *
ea:—l—h_ea: = .

eh—l‘ .

Das Lemma zeigt fiir f(z) = e”®

’h‘ z*

1— 0 ¢

Zu jedem e > 0 konnen wir |h| so klein wihlen, daf§ fiir alle |2*] < M < oo der

A€ < |f(z" +h) — f(z")] <

Zuwachs kleiner als ¢ ist. Zu jedem h konnen wir aber a* so grof3 wéhlen, dafl der

Zuwachs grof3 ist.

Die Funktion z +—— |z|? ist fir 0 < 3 <1 gleichmiBig stetig in R. Fiir 8 # 1 ist
sie nicht Lipschitz—stetig. (Definition der Lipschitz—Stetigkeit unten.)

Fir 8 > 0 ist die Funktion Lipschitz—stetig auf jedem beschrénkten Intervall.

Durch keine Wahl des Funktionswerts im Nullpunkt kann die Funktion sin% (fiir

x #0) zu einer im Nullpunkt stetigen Funktion gemacht werden.
Fiir jedes >0 ist

fla)=lalsin s f(0) =0
eine stetige Funktion. Fiir 0 < 8 <1 ist sie gleichméflig stetig

1

f(z) = = -sinz, f(0)=1
x

ist Lipschitz—stetig auf R.

f(z) = sin(a?)
ist stetig, aber nicht gleichméfig stetig auf R. Es gibt ndmlich Intervalle beliebig kleiner

Lénge, in welchen f(-) die Werte +1 und —1 annimmt.

1

f@)="= sin@@®),  f(0)=0
T

ist Lipschitz—stetig auf R.

Die auf Q definierte reellwertige Funktion
1
-2

ist auf Q stetig, aber nicht gleichméafig stetig.

Qo2+
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Die Fortsetzung gleichmifig stetiger Funktionen

Wir betrachten gleichméfig stetige Funktionen auf einem abstrakten metrischen Raum
(D,d(-,-)). Der wichtigste Fall ist der der reellwertigen Funktionen. Der Wertebereich der
Funktionen (oder ,,Abbildungen) kann aber auch irgendein anderer vollsténdiger metrischer
Raum (E,e(-,-)) sein; die Uberlegungen &ndern sich dadurch nicht. Der Anfénger, der einen
konkreten Fall vor Augen haben mochte, moge etwa an gleichméBig stetige reellwertige Funk-

tionen auf einem Definitionsbereich wie D = C,,¢ (mit der iiblichen Metrik) denken.

Theorem Jede auf (D,d(-,:)) gleichméBig stetige reellwertige Funktion kann in ein-

deutiger Weise zu einer stetigen Funktion auf der Vervollstédndigung fortgesetzt werden.

Beweis Wir beweisen die Fortsetzbarkeit in dem allgemeineren Fall einer gleichmé8ig

stetigen Abbildung in einen vollstdndigen metrischen Raum (FE,e(-,")).
¢ (D,d() — (Ese(0))

wird fortgesetzt zu
¢ (D.d(,)) — (E.e())

Wir haben gesehen, dafl jedes T aus der Vervollstdndigung als Limes einer D-wertigen
Cauchy—Folge gewonnen werden kann. Sei (x,), eine Cauchy—Folge mit dem Grenzwert
T. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von () ist (¢(zy)), eine Cauchy—Folge; sie hat
einen Limes in F. Fir jede Folge (yn)n, mit limy, =% erhalten wir denselben Limes; wir
bezeichnen ihn mit $(Z). B(-) setzt ¢(-) auf D fort. p(-) ist ebenso wie (-) gleichmiBig
stetig; denn, wenn § > 0 zu ¢ >0 so gewéihlt ist, dafl

v (z,y) (d(z,y) <6 — elp(z), o)) <e)

wahr ist, dann ist auch die folgende Aussage wahr

v (@.9) ([dZ,7) <0 — e(@(@),77)) <e)

Damit ist der Fortsetzungssatz bewiesen. |

Die Uberlegungen beweisen auch den
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Satz Sei ¢ eine Abbildung
P - (Dad(a)) - (Eve('v')) :

a) Wenn ¢ gleichmiBig stetig ist, dann ist die Bildfolge (o(zp))n
Cauchy—Folge (z,), selbst eine Cauchy—Folge.

b) Wenn ¢ in z* stetig ist, dann gilt

limz, =" = limp(z,) = p(z") .

Lipschitz—Stetigkeit und der Fixpunktsatz fiir Kontraktionen
Definition ¢ Lipschitz—stetig mit einem Dehnungsfaktor < K : <=

= Va,y elp®),0y) <K-d(z,y)

Lipschitz—stetige Abbildungen sind offenbar gleichmé&fig stetig.

Satz (, Fixpunktsatz fiir Kontraktionen®)

Sei (D,d(-,-)) ein vollsténdiger metrischer Raum, und sei

@: (D, d(,-)) — (D,d(,"))
eine Abbildung, so daf} fiir ein o <1 gilt

Va,y:dlp(x),e(y) <a-dz,y) (,p ist eine a—Kontraktion“) .
Dann existiert genau ein x* € D mit

(P(x*) = x* s ein ,,lepunkt fur SO(.)“ :

Beweis Man bestimmt z* als Limes einer Cauchy—Folge (z1,z2,...):

Waéhle z; irgendwie und setze
Tpt1 = @(x,)  fir n=1,2,...
Fir n > N gilt nach der Dreiecksungleichung

dizy,zn) < d(zn,ony1) +dzni, 2N2) + .o F d(@p_1,25)

]
1

IN

dzy,zyp)[1+a+a® + ..

1 aN—
“dxn,en41) <

IN

. d(l‘l, .TQ) .

l—« 11—«
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Fiir gentigend grofles N sind also alle diese Abstinde kleiner als jedes vorgegebene & > 0.
(n)n ist also eine Cauchy—Folge. Bezeichne mit z* den Grenzwert dieser Cauchy—Folge. Es

gilt

Da x; beliebig war, ist x* der einzige Fixpunkt von ¢(-).

Hinweis Der Begriff der Stetigkeit und Folgenstetigkeit wird in Analysis IT wieder auf-
genommen. Die wahre Bedeutung dieser Begriffe wird nédmlich erst in allgemeineren Situation

klar, in Situationen némlich, in welchen keine Metrik zugrundegelegt wird.
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C.5 Die Eigenschaft von Bolzano—Weierstraf3:

Satze iiber stetige Funktionen

Der klassische Satz von Bolzano—Weierstrafl besagt

Satz Jede beschréinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Er wird iiblicherweise mit dem ,,Intervallschachtelungsprinzip* bewiesen.
Wir werden unten einen allgemeineren Satz beweisen.

Definition Ein metrischer Raum (D, d(-,-)) heifit ein BW—Raum, wenn jede Folge

(xn)n eine konvergente Teilfolge besitzt.

Hinweis Die BW-Eigenschaft ist in der allgemeinen Topologie als Folgenkompaktheit
bekannt. Sie wird dort mit dem Begriff der Kompaktheit konfrontiert. Auf den fiir diese

Begriffe passenden Rahmen wollen wir uns hier nicht einlassen.

Definition Ein metrischer Raum (D, d(-,-)) heifit totalbeschrinkt, wenn er fiir jedes

6 > 0 mit endlich vielen §—Kugeln iiberdeckt werden kann.

Bemerke Wenn (D,d(-,-)) nicht totalbeschrénkt ist, dann existiert ein ¢* < 0 und

eine unendliche Folge x1,x9,..., so dal d(x;,z;) > ¢ fiir alle i # j.

Der Beweis liegt auf der Hand. Wahle 6* > 0 geeignet und beginne mit irgendeinem ;.
Wihle xo auflerhalb der 6*—Kugel mit dem Mittelpunkt xz; usw.

Hinweis In der Theorie der normierten (oder allgemeiner: topologischen) Vektorrdume
gibt es den Begriff der beschriankten Teilmenge. Eine in diesem Sinne beschrinkte Menge ist
im allgemeinen nicht totalbeschrankt .

Betrachten wir z.B. die Menge der trigonometrischen Polynome, ausgestattet mit der

Supremumsnorm. Die Folge (sinnz), besitzt keine Teilfolge, die Cauchy—Folge ist.

Satz FEin metrischer Raum ist genau dann ein BW-Raum, wenn er vollstédndig und

totalbeschrankt ist.
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Beweis

1) Aus der BW-Eigenschaft folgt die Totalbeschrinktheit aufgrund der obigen Bemerkung.
Fine Cauchy—Folge, welche eine konvergente Teilfolge besitzt, ist selbst konvergent. So-

mit ist ein BW-Raum notwendigerweise vollsténdig.

2) Sei (D,d(-,-)) totalbeschrankt und z1,xs,... irgendeine D-wertige Folge. Wir kon-
struieren dazu eine Teilfolge z1,22,...,2, = mm(n),m(l) <m(2) < ... welche Cauchy—

Folge ist.

Uberdecken wir D mit endlich vielen Kugeln mit dem Radius 1. Mindestens eine von
ihnen, nennen wir sie B, enthilt unendlich viele Folgenelemente; wihlen wir ein
solches: 21 = @p,(1)-

Uberdecken wir D (und damit auch B®) mit endlich vielen Kugeln vom Radius
%. Mindestens eine von ihnen, nennen wir sie B®, enthilt unendlich viele in B®
gelegene Folgenelemente xp mit k& > m(1). Wihlen wir ein solches: z9 = Tn(2)-

So konstruieren wir zp, = Tp,(n) € BUONB®n...NnBM™, soda B™ eine Kugel
vom Radius % ist und in BM N ...NB™ unendlich viele Folgenelemente xj, mit

k > m(n) liegen. Die Folge z1,zs,... ist dann eine Cauchy—Folge.

Korollar Die Vervollstéindigung eines totalbeschréinkten metrischen Raums ist ein BW-—
Raum.

Der klassische Satz von Bolzano—Weierstrafl ergibt sich als Spezialfall des Satzes. Man for-
muliert ihn auch manchmal so: Eine Teilmenge von R (mit der iiblichen Metrik ausgestattet)
ist genau dann folgenkompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Satze iiber stetige Funktionen auf einem BW—-Raum

Satz 1 Jede stetige Funktion auf einem BW—Raum ist gleichméfig stetig.
Satz 2 Jede stetige Funktion auf einem BW-Raum nimmt ihr Maximum an.

Satz 3  (Satz von Dini) Wenn eine Funktionfolge auf einem BW-Raum monoton

gegen die Nullfunktion konvergiert, dann konvergiert sie gleichméfig gegen die Nullfunktion.

Beweis von Satz 1 (D,d(-,-)) sei ein BW-Raum und f(-) eine reellwertige Funktion
auf D, welche nicht gleichméBig stetig ist.

Je>0 V>0 F(x,y) (dz,y) <) A|f(y)— flz)]>e¢.
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Wir finden nun einen Punkt 2*, in welchem f(-) unstetig ist. Dazu wéhlen wir & >
0 geniigend klein und zu 0§ = % ein Punktepaar (x,,y,) mit d(z,,y,) < % und
|f(yn) — f(zn)| > €. (xn)n Dbesitzt eine konvergente Teilfolge. In ihrem Limespunkt z* ist

f(-) unstetig; denn in jeder Umgebung von x* gibt es Punkte z,y, sodafl |f(z*)—f(x)| > %
oder |f(z*) = f(y)| = 5

Bemerke Der Beweis funktioniert auch, wenn f(-) Werte in irgendeinem metrischen
Raum annimmt. Die nachfolgenden Beweise der Sétze 2 und 3 funktionieren auch fiir ober-
halbstetige reellwertige Funktionen. Zum Begriff von Unterhalb— und Oberhalbstetigkeit siehe
Anhang.

Beweis von Satz 2 Sei f(-) eine oberhalbstetige reellwertige Funktion auf dem BW-
Raum (D,d(-,-)). Sei

s=sup{f(z):z € D} .

Es existiert eine Folge (z,), mit f(z,) ~s. 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, da§ (x,),
eine konvergente Folge ist. In ihrem Limespunkt z* haben wir f(z*) =s. f(z*) <s ist

ohnehin klar. Andererseits gilt aber wegen der Oberhalbstetigkeit

f(z*) > limsup f(z,) = s .
Beweis des Satzes von Dini Seien f1 > fo > ... nichtnegative oberhalbstetige
Funktionen. Gleichméfiige Konvergenz gegen die Nullfunktion bedeutet

Ve>0 IN Vn>N sup{fa(z):z €D} <c.

Nehmen wir an, da§ (f,,), nicht gleichméBig gegen die Nullfunktion konvergiert und folgern

wir daraus, dafl es einen Punkt z* gibt mit
lim N\, fr(z*) >0 .
Nehmen wir also an
de>0 VN In>N Fz (fulzx)>e).

Waéhlen wir £ > 0 geniigend klein und zu N = 1,2,... einen Index n > N und ein x,
mit f(zn) > €. 0.B.d.A. konnen wir annehmen, dafl (z,), konvergiert. Der Grenzwert sei

x*. Wir haben wegen der Oberhalbstetigkeit von f(-)

fie(x*) > limsup fi(zn)

n—oo
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und wegen f1 > fo > ... fir jedes feste k

& < limsup f, () < limsup fiy(w,) < fi(a”) -

n—oo n—oo

Hinweise

1) Im R? mit irgendeiner Norm ist es klar, was es bedeutet, daB eine Teilmenge totalbe-
schrankt ist. Wenn es auch nicht falsch ist, so weist es doch in eine falsche Richtung,
wenn man sagt: Eine Teilmenge des R? ist genau dann ein BW-Raum, wenn sie

beschrankt und abgeschlossen ist.

2) In komplizierten metrischen Rdumen ist es meistens nicht so einfach, die totalbeschrank-
ten Mengen mit handlichen Bedingungen zu charakterisieren. Im néchsten Semester wer-
den uns gewissen Funktionenrdume und Raume von Maflen in dieser Hinsicht beschéfti-

gen.

3) E. HEINE (1821-1881) hat eher beildufig die Beobachtung ausgesprochen, dafi jede
abzihlbare offene Uberdeckung eines abgeschlossenen endlichen Intervalls [a,b] schon
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. E. BOREL (1871-1956) hat diese Beobachtung

als eigensténdigen Satz formuliert.

Die Beobachtung von Heine kann als Satz iiber BW—R&ume formuliert und bewiesen

werden.

Satz  (Heine—Borel) Wenn ein abzéhlbares System von offenen Mengen den BW-
Raum (D,d(-,-)) iiberdeckt, dann gibt es ein endliches Teilsystem, welches D iiberdeckt.

o0
Beweis durch Widerspruch Seien Uy, Us,... offen mit |JU; = D.

Angenommen, zu jedem n existiert z, € D mit

n
i=1
Waéhlen wir eine konvergente Teilfolge und nennen wir ihren Limes x*. Es gibt ein N, so

dal z* € Uy. Da Uy offen ist, liegen schliellich alle Elemente der Teilfolge in Upy. Das

ist ein Widerspruch.
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Hinweis Die Beziehungen zwischen den Begriffen
Kompaktheit

Folgenkompaktheit
Eigenschaft von Heine—Borel

Eigenschaft von Bolzano—Weierstraf3
werden in Analysis II fiir allgemeine topologische Réume (ohne Metrik) diskutiert.
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Anhang :
Stetigkeit, Folgenstetigkeit, Halbstetigkeit

a) Stetigkeit mit den Urbildern offener Mengen erklért

Notation p:D— FE. Fir BCFE definieren wir
¢ YB):={r:x €D, p(z) € B}

und nennen diese Menge das volle Urbild von B bzgl. .

Bemerke

(@) ¢ 1(E) = D
(b) ¢ Y(E\B) = D\¢ }(B) fiiralle BC E

(c) 8071 <U Ba) = U@il(Ba) .

Seien nun (D,d(-,-)) und (F,e(-,-)) metrische Rdume. { bezeichne das System
der offenen Mengen in D, U das System der offenen Mengen in E .

Satz p stetigin D <= VVeY (=Y (V) e y)

(,p ist genau dann stetig, wenn die vollen Urbilder offener Mengen offen sind.*)

Beweis

1) Sei ¢ stetigund V offen, U = o~ 1(V).

7 zeigen ist
Va*eU3IF>0V z (dlz,z*) <6 — z e L(V)).
Da ¢(z*) € V und V offen ist, existiert ¢ > 0, so dafl
Vz (e(z,p(z%) <e — z€V) .
Wihlen wir ein solches ¢ > 0 und dazu § > 0, so daf
Va (dz,z2")<d — el(p(x),o(z¥) <e) .

Dies zeigt {z:d(x,z*) <} C{z:p(z) e V}=p }(V)=U.
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2) Sei ¢ unstetigin z*, d.h.
Je>0V0>03x (d(z,xz") <) A (e(p(x),p(x*)) >¢€) .
Betrachte zu einem solchen & > 0 die offene Kugel
Viz (s ez p(a) < 2}
Es gilt dann z* € = 1(V) und fiir alle § >0
{w:d(z,a*) <8} ™' (V).

@~ 1(V) ist also nicht offen.

b) Folgenstetigkeit

Satz @ stetigin z* <= V (z,), (imz, =2 — limp(z,) = ¢(z*))

(, ist genau dann stetig in z*, wenn fiir jede gegen z* konvergierende Folge die
Bildfolge gegen ¢(z*) konvergiert.“)
Beweis

(a) Die Implikation = haben wir bereits bewiesen.

(b) Sei ¢ unstetig in x*. Wir konstruieren eine Folge (z,), mit z, — z* und
plen) 7= p(a*) .
Wihle € >0, so daB

Vo>03Tx (dz,z*) <0)A (e(p(x), p(x™)) >€) .

(zn)n konvergiert gegen x*, aber (¢(zy)), konvergiert nicht gegen (x*).

Hinweis In der allgemeinen Topologie definiert man die Stetigkeit einer Abbildung
als die Eigenschaft, dafl volle Urbilder offener Mengen offen sind. Die Folgenstetigkeit

impliziert im allgemeinen nicht die Stetigkeit.

c) Halbstetigkeit
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Wir betrachten reellwertige Funktionen f(-) auf einem beliebigen metrischen Raum

(D,d(-,-)). Offenbar gilt der

Satz [ stetigauf D <= Va<pf ({z:a< f(zr)<p} offen) .

Definition

f unterhalbstetig auf D <= Va ({r:a< f(z)} offen)
f oberhalbstetig auf D <= (—f) unterhalbstetig auf D.

Offenbar gilt

Satz f stetigauf D <= f unterhalb— und oberhalbstetig.

Den Begriff der Unterhalbstetigkeit erweitert man in der offensichtlichen Weise auf
Funktionen mit Werten in R U {+o0}. Beispiele werden wir im Kapitel iiber konvexe

Funktionen kennenlernen.

Satz Der Limes einer aufsteigenden Folge unterhalbstetiger Funktionen ist unter-
halbstetig.
Beweis
fi<f<...,  ff=ImTf,,  f(z)=supfa(z).
n

Fiir jedes a € R gilt

{z: f(x) >a}= U{x : fo(x) > a} offen .

Beispiel

z? z? z?

I T R G i

Alle die f, sind stetig; der aufsteigende Limes f* ist im Nullpunkt unstetig. f* ist
aber unterhalbstetig.
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Satz Die Indikatorfunktion einer offenen Menge ist unterhalbstetig. Man kann sie

als aufsteigenden Limes einer Folge stetiger Funktionen darstellen.
Zur Konstruktion der Approximation brauchen wir eine Vorbereitung
Definition Sei (D,d(-,-)) ein metrischer Raum und A C D. Wir definieren den

Abstand von = zu A

dist(z, A) := inf{d(x,z) : z € A} .

Lemma Die Funktion
g(x) := dist(x, A)

ist Lipschitzstetig mit einem Dehnungsfaktor < 1.

Beweis 7 zeigen ist

lg(y) — g(z)| < d(z,y) fiiralle z,y € D .
Fiir jedes z € A gilt

9(y) < d(y,z) < d(y,z) +d(z,z) .
Daraus ergibt sich

9(y) < d(y,z) + g(z) .

Ebenso beweist man g(x) < d(z,y) + g(y) .

Beweis des Satzes Sei U offen und A= D\U.
g% (x) :=1— (1 —n-dist(z,A)" .
g¥(-) ist Lipschitzstetig mit einem Dehnungsfaktor < n.

lim T g/ =1y

Wenn némlich z einen Abstand > % vom Komplement von U hat, dann gilt

gY(z) = 1. Jedes x € U hat einen positiven Abstand von A; fiir = ¢ U gilt
gn (z) =0.
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Verallgemeinerung Jede nichtnegative unterhalbstetige Funktion f kann als

aufsteigender Limes von stetigen Funktionen gewonnen werden.

Beweisskizze

(a) Betrachte eine unterhalbstetige Funktion f, welche nur die Werte 0,1 und 2

annehmen kann.

Uy = {z:f(x)=2}={z: f(z) >1} offen
Uy = {z:f(x) >0} offen
2 fir zeU
flx) = 1 fir zeU\Us
0 sonst

Wir haben offenbar
Gn=9n" T 9.2 S [
(b) Wir approximieren f durch einfachere unterhalbstetige Funktionen

0 falls f(z) < 54

+oo falls f(z) = +o0

™) ergibt sich also durch Abrundung auf das nichste ganzzahlige Vielfache von

2%. f(m)ist unterhalbstetig und es gilt

FO<fD < imy fM =g

1

(c) Jedes f (m) kann man wie in 1) durch stetige Funktionen g,(Lm) aufsteigend appro-

ximieren. Maxima stetiger Funktionen sind stetig. Die Maxima von immer mehr

der gﬁlm) liefern eine aufsteigende Approximation.

Den Begriff der Unterhalbstetigkeit kann man ebenso wie den Begriff der Stetigkeit loka-
lisieren. f ist unterhalbstetig genau dann, wenn f in jedem Punkt z* unterhalbstetig

ist, wobei die Unterhalbstetigkeit in «* folgendermaflen definiert ist
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Definition f unterhalbstetig in z*: <—

= VY (xn), (imz, = 2" — f(z¥) <liminf f(z,))

= Ve>0306>0Vx (dx,z") <d— f(z)> f(z¥) —¢)
Der Beweis der Aquivalenz ist eine lohnende Ubungsaufgabe. Man zeigt auch leicht,
daf fiir zwei in z* unterhalbstetige Funktionen f und g auch die Funktionen
f+g und fAg

in z* unterhalbstetig sind.
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C.6 Der Satz von Picard—Lindelof

Wir wollen nicht versuchen, allgemein zu sagen, was eine Differentialgleichung ist. Es han-
delt sich, grob gesagt, um eine Gleichung, in welcher Funktionen und Ableitungen dieser

Funktionen vorkommen. Wir beschiéftigen uns hier mit Differentialgleichungen der Form

y = flz,y).
Man nennt sie gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung in expliziter Form.

Definition Eine Funktion y = Y (x) heifit Losung der Differentialgleichung y' = f(z,y)

im Intervall I = (x_,z4), wenn fiir alle z € (x_,z4) gilt
x
V(o) -0 = [ £EY©)de
o
Ein solches Y'(-) bezeichnet man als eine Losung durch den Punkt (zg,yo).

Bemerke

a) Als Losungskurven von 3y’ = f(z,y) kommen nur totalstetige ¢(x) in Betracht, fiir

welche f(x,g(z)) integrabel in jedem abgeschlossenen Teilintervall von (z_,zy).

b) Es sollte klar sein, was es heifit, dafi eine Losung g eine Fortsetzung der Losung g(-) ist.
Wenn g¢;(-) und g¢o(-) Losungen auf offenen Intervallen I; bzw. I mit nichtleerem
Durchschnitt I1y NIy # () sind, dann gewinnt man daraus eine Lésung ¢(-) auf der
Vereinigung 1, U I .

Beispiel 1 Sei f(x,y) = y*3 fiir alle y € R. Wir erraten leicht die Losungen
Y = Pap)(z) der Gleichung
y =y

Fiir jedes Paar a < b erfiillt die Funktion

> (x—a)® fir 2<a
Yiap)(T) =10 fir = € [a, b
2—17(m—b)3 fir >0

die Gleichung. Umgekehrt sieht man leicht, dafl jede Losung y = Y(x) der gegebenen

Differentialgleichung ein Stiick von einem dieser () ist.
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Beispiel 2 y =2
Fiir jedes c ist

1

Tr—cC

fir. x<c¢ undfir = >c¢

y:

eine Losung. Eine weitere Losung ist y = 0.
Jede Losung ist ein Stiick einer der angegebenen Losungen. Jede Losung, die irgendwo

ungleich 0 ist, ,explodiert® in irgendeinem ¢, wenn man sie fortzusetzen versucht.

Die Bezeichnung ¢ fiir die unabhéngige Variable ist dann beliebt, wenn man sich die
Losungen y = Y (t) als Bahnkurven eines in der Zeit bewegten Korpers vorstellt. Wenn es
sich um eine Bewegung im Raum handelt, ist y dreidimensional. Wir betrachten Bewegungen

im R? beschrieben durch Differentialgleichungen

y = fty)
(! fit, 1,5 ya)
yQ f2(t7y17"'7yd)
yd fd(tayla"'ayd)

f(t,y) ist eine Abbildung

f:RxR? D G — R?.

Beispiel 3

Y —Y2
Y2 +41
Loésungen Fiir ¢, t* erhalten wir die Losung
y1(t) cos(t — t*)
= C -
ya(t) sin(t — t*)
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Abstrakte Beschreibung des Losungsbegriffs

y =Y (t) ist eine (lokale) Losung von

y:f(tvy)

durch den Punkt (tg,y0), wenn es ein Intervall I = (t_,t;) gibt, so da8

t
y(t) = yo + /f(s,y(s))ds firalle tel.
to

Anders gesagt, wenn die Abbildung
©:g() — yot / f(s,9(s))ds
to
die Funktion y(-) zum Fixpunkt hat.
Fiir gewisse Typen von Funktionen
f:G—R? wobei G offenin R xR? ist |

wollen wir nun die (lokale) Existenz und Eindeutigkeit der Losung durch (¢g,y0) € G zeigen.

Definition Sei G C R xR offen.

a) Die Funktion f:G — R? heifit eine Lipschitzfunktion (bzgl. der zweiten Koordinate),

wenn

IL>0 Vi V.
((w) G, (1LG) € G — |f(t3) — F(t.)] SL-Hﬂ—y\>

b) Man sagt, daBl f(-,-) lokal eine Lipschitzbedingung erfiillt, wenn zu jedem (x*,y*)

eine Umgebung U* C G existiert, in welcher f(-,-) eine Lipschitzfunktion ist.

Beispiele (d=1)
1) f(t,y) = y? ist eine lokale Lipschitzfunktion in G =R x R.

2) f(t,y) = y*/? ist nicht Lipschitzfunktion im Gebiet G, wenn G einen Punkt (¢*,0)
enthilt.
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Satz (Eindeutigkeitssatz )
f:RxR* D G — R?

sei stetig und erfiille lokal eine Lipschitzbedingung. Dann stimmen zwei Losungen von 3 =

f(t,y) durch (t*,y*) in einer Umgebung von t* {iberein.

Beweis Es seien ¢(t) und h(t) Losungen durch (t*,y*), also

o(t) —y* = / f(s,g(s)) ds

Wt) -y = / £(s,h(s)) ds

Subtraktion liefert
t

o(t) — h(t) = / (5. 9(5)) — F(s, h(s))] ds -

Wenn ¢ geniigend nah an t* ist, dann gilt wegen

I£(s.9(5) = F(s.hs)] < L lgls) = i)
lot) = ho < L+ [ llols) = )] ds

Der Integrand ist beschrankt in einer Umgebung von t*, also gilt fiir ¢t €

lg(t) =h@Il < L-Mp- |t —t"]
wobei M = sup{||g(s) — h(s)|| : s € T}.

Wihlen wir I so klein, da8 L - [t —¢*| < 3, dann gilt
1

llg(t) — h(t)|| < 3 Myp fir tel.
(Wenn das Supremum M; Kkleiner oder gleich dem halben Supremum ist, dann bedeutet das
M;=0.)
Satz (Existenzsatz von Picard—Lindelsf)

f:RxR* D G — R?

sei stetig und erfiille eine lokale Lipschitzbedingung. Zu jedem (t*,y*) € G existiert dann in

einer geniigend kleinen Umgebung [ von t* eine Losung der Differentialgleichung

z)zf(t,y)-
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Beweis

1) Wahl von I:
Betrachte das Quadrat V C G

Vi={lty) :[t=t"[<r, ly—y<r}.
Wenn r geniigend klein ist, gibt es Zahlen M, L, so dafl

lFEpll <M, ([f(ty) = fEyl < L-lly—yll firale (fy)eV .

Setze I = (t*—¢, t*4+¢€) mit ezmin{ﬁﬁ}-

Wenn {(¢,g(t)) :t € I} CV, dann haben wir fiir

G(t):y*—i-/f(s,g(s))ds, tel.

|G~y | M-t =t <M-e<r.

also
{(t,G(t)):te I} CV .

Kurvenstiicke iiber I durch (t*,y*), die in V verlaufen, werden also durch die

Abbildung @ in ebensolche Kurvenstiicke abgebildet.

2) Wir definieren rekursiv eine Folge von Kurvenstiicken

per®) =0+ [ @) ds . v() = 2on()

Wenn wir zeigen kénnen, dafl (y,(:)), gleichméBig konvergiert, dann haben wir im

Grenzwert y*(-) einen Fixpunkt von & gefunden.

3) Wir beweisen durch vollstindige Induktion

1y (6) = g1 (B)]| < M- L % '
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Fir n =1 ist das offensichtlich

A

[ynt1(t) —yn (D)l < /Hf(S»yn(S))—f(S,yn1(8))||d8

t
< I / 190 (5) = yn_1(s))]] ds
t*
¢ *|n
< L-M-L"l-/ Mds
n!
t*
_ gxn+1
— M.Ln.’tti
(n+ 1)

Zu jedem e > 0 existiert ein N, so daB fiir alle n > N
1
(yn —yn) (O] < M- u LFUt—t*F<e firalle tel.
k=N

Damit ist fiir

Z):f(t,y)

mit Lipschitz—stetigem f(-,-) die lokale Existenz mit Eindeutigkeit der Losungskurven

bewiesen.

(Niheres siehe O. Forster, Analysis 2, S. 96 ff)
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C.7 Konvexe Funktionen

Archimedes hat in seiner Schrift iiber ,,Kugel und Zylinder“ I. Buch definiert

»2. Nach einer Seite konkav [besser: konvex| nenne ich ein Kurvenstiick von
der Eigenschaft, dal, wenn man zwei beliebige Punkte des Kurvenstiicks geradlinig
verbindet, die zwischen diesen beiden Punkten liegenden Kurvenpunkte alle auf
dieser Seite der Geraden liegen oder allenfalls auf der Geraden selbst, keinesfalls
aber auf der anderen Seite.

4. Nach einer Seite konkav [besser: konvex| nenne ich solche Fléchenstiicke,
die die Eigenschaft haben, daf}, wenn man zwei beliebige Punkte der Fldche durch
eine Gerade verbindet, alle Punkte dieser Geraden auf derselben Seite der Fliche

liegen oder allenfalls auf der Fléche selbst, keinesfalls aber auf der anderen Seite.*

(Archimedes Buch ist 1922 in Ostwalds Klassiker der exakten Wiss. 202/210, Akadem. Ver-
lagsges. Leipzig auf deutsch erschienen.)

In moderner Notation kann man die Definitionen viel knapper fassen. Wir denken nicht
an ,, Kurvenstiicke“ oder , Flidchenstiicke®, sondern an konvexe Funktionen k(-) {iiber einem
d-dimensionalen reellen Vektorraum V sowie an konvexe Teilmengen K eines solchen
Vektorraums. Konvexe Funktionen diirfen bei uns auch den Wert +o0o annehmen, aber nicht

den Wert —oo.

Definition

a) k() konvex <=
Va,yvVAel0,1] : k(1 — Nz + Ay) < (1—Nk(z) + \k(y))

b) K(-) konvex <=
Ve,ye KYAe[0,1]:(1-XNz+Aye K.
Bemerke

1) Fiir festgehaltene z,y beschreibt (1 — M)z + Ay die Verbindungsstrecke, wenn X €
[0,1]. Eine Menge ist genau dann konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch die

Verbindungsstrecke enthélt.

2) Zu einer Menge K betrachten wir die Funktion

0 falls z €¢ K
fr(x) =
+oo falls z ¢ K
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K ist genau dann konvex, wenn fx eine konvexe Funktion ist.
3) Zu einer Funktion k(-) auf V betrachten wir den , Supergraphen®; das ist die Menge
{(z,2) 12> k(x)} CV xR

k(-) ist genau dann konvex, wenn der Supergraph eine konvexe Menge ist.

r-lnx fir >0
Beispiel E(z) =<0 fir =0

+00 fir <0

1 N
z— f(x)
051 — 1921; b
R < Do — ()
0 |
= —1(0)
05 9 ) ' //\;r\\ u
T — vx ‘ N
B ~ —¥(92)
1 . [ | I | |
-15 -1 -05 0 0.5 1 15

Beispiele fiir konvexe Funktionen kann man sehr leicht aufgrund des folgenden Satzes kon-

struieren.
Satz Das punktweise Supremum konvexer Funktionen ist konvex.
Beweis Sei {ki(-):i €I} eine Familie konvexer Funktionen und k = supk;. Fiir alle

z,y, 1€1 und 0 <A <1 gilt
i (1= N+ Ag) < (1= Akila) + Maily) < (1— Nk(z) + M(y)

also auch k(1 — ANz + Ay) < (1 — Nk(x) + Mk(y). [ ]
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Bemerke Wenn die k; unterhalbstetig sind, ist auch & unterhalbstetig. In der Tat
sind die unterhalbstetigen konvexen Funktionen die bei weitem wichtigsten. k(-) ist un-
terhalbstetig konvex genau dann, wenn der Supergraph abgeschlossen und konvex ist (ohne

Beweis).

Bezeichnungen Die affinen Funktionen sind konvex und konkav. Die bekanntere Kenn-
zeichnung der affinen Funktion ist aber die: Eine Funktion #(-) auf dem Vektorraum V heifit
affin, wenn ¢(-) —¢(0) eine Linearform ist. Der Gebrauch des Namens , lineare Funktion® ist
nicht einheitlich; manche Autoren nennen die affinen Funktionen lineare Funktionen, andere
bezeichnen nur die Linearformen als lineare Funktionen. Die Menge der Linearformen auf V

heifit allgemein der Dualraum; er wird mit V* bezeichnet.

Konstruktion Sei f(-) eine unterhalbstetige Funktion, die mindestens eine affine Mi-
norante besitzt.

Fiir jedes 9 € V* definieren wir

() =sup{dz — f(z) :z € V}.

Dieses Supremum kann +oo sein. Wenn () < co, dann definieren wir die ,,Subtangente

zu 9¢

x — Yz — ()

1 N
z— f(z)
05 2 1 Jo. —
™ x — Yz — ()
ok |
= —(9)
0.5~ 9 b
T — 9z
~ —Y(¥2)
1 T ! i ™ I !
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Die Subtangente minorisiert f(-). Auflerdem gilt
{z: f(z) =0(z) +9(0) = 0} = {z : f(z) - Jz+ () <0}
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ist abgeschlossen, wenn f(-) unterhalbstetig ist. Diese Menge von Punkten, in welchen die
Subtangente gleich der Funktion ist, kann aber auch leer sein. Wenn f(-) auBerdem konvex
ist, dann handelt es sich um eine abgeschlossene konvexe Menge.

Das Studium der Subtangenten hat eine ehrwiirdige Geschichte. FERMAT (1601-1665) hat
sich ausfiihrlich mit ihnen beschéftigt. Er schliefit sich an die Definition von Euklid an, der
(allerdings nur fiir den Kreis) definierte ,,Daf} sie den Kreis beriihre, sagt man von einer gerade
Line, die einen Kreis trifft, ihn aber bei Verldngerung nicht schneidet.“ (Zitiert nach Walter
S. 223).

Betrachten wir nun das punktweise Supremum aller méglichen Subtangenten
Y (x) :=sup{dz —p(¥) : P € V*} fir z €V .

Offenbar ist ¢* unterhalbstetige konvexe Minorante von f.

Theorem Fiir jede Funktion f (auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V'), wel-
che mindestens eine affine Minorante besitzt, erhélt man die groite unterhalbstetige konvexe

Minorante ¥* durch die Konstruktion

() = sup{Vz— f(x):xz eV} fir deV”
v (x) = sup{vz—(¥):9eV*} fir zeV.
Bemerke Jede Funktion, die iiberhaupt eine unterhalbstetige konvexe Minorante besitzt,

besitzt auch eine grofite unterhalbstetige konvexe Minorante; das Supremum aller unterhalb-

stetigen konvexen Minoranten ist ja selbst unterhalbstetig und konvex.

Y
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Das Theorem ist offenbar dquivalent mit der folgenden Aussage, die auf den ersten Blick

spezieller aussehen mag.

Theorem Sei k(-) unterhalbstetig konvex auf V .
k*(9) = sup{¥zx —k(z):x €V} fir 9eV*
(k") (z) = sup{Vz—k*(0¥):9€V*} fir zeV.

Dann gilt (k*)* = k.

((k*)* <k ist trivialerweise richtig; interessant ist (k*)* > k)

Varianten dieses Theorems (fiir alle moglichen unendlichdimensionalen Vektorrdume)
gehoren zu den wichtigsten Einsichten der Reellen Analysis iiberhaupt. Manchmal spricht
man von Trennungssétzen fiir konvexe Mengen; oft formuliert man sie als Varianten des Sat-

zes von Hahn—Banach. Der Name ,, Trennungssatz“ wird durch das folgende Bild plausibel

1~ T

05 k.

0.5 fu

15

Fiir jeden Punkt P auBerhalb des Supergraphen von f, P = (z,2z) mit z < k(z), existiert
eine Hyperebene, welche P vom Supergraphen trennt.

Die folgenden Aussagen itber k() sind offenbar aquivalent
(i) ¥ (@,2)  k(x) > 2 3(0,€) : (F y: dy — € < k() A (D — € > ) .
(ii) ¥ (z,2) : k(z) > 2 3(9,€) : (£ = sup{y —k(y) :y € V}) A (£ <Pz —2)
(iii) ¥ (z,2) : k(z) > 2 39 sup{dy — k(y) :y € V} < do — 2
(iv) ¥ (2,2) : k(z) > 2 30 : 9z — k*(9) > =

(v) V z:sup{dx — k*(9) : ¥ € V*} > k(x)
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(vi) Vz : k*(k*(x)) > k()

Hinweis zum Beweis des Theorems Man beweist (i) durch vollsténdige Induktion
nach der Dimension von V. Im eindimensionalen Fall (unser Bild) betrachtet man die
Geraden durch P = (z,z) mit allen moglichen Steigungen ©. Fiir groe ¢ mag die Gerade
den Supergraphen rechts von z treffen; fiir kleine ¥ mag sie links treffen. Aus der Konvexitét
von k(-) ergibt sich, daf sie fiir kein ¢ auf beiden Seiten treffen kann. In der Tat gibt es
eine Gerade durch P, die den Subgraphen iiberhaupt nicht trifft. Durch die so gewonnene
Gerade ist nun eine Ebene zu legen, die den Supergraphen nicht trifft usw. Wir wollen den
Induktionsschritt hier aber nicht durchfithren. Trennungssétze fiir konvexe Mengen gehoren

nicht zum traditionellen Repertoire der Anfiangervorlesung.

Definition (,,Legendre—Transformation*)

Die Konstruktion, die jeder Funktion f auf V die Funktion % = f* auf V* zuordnet

() =sup{dz — f(z) 1z € V}

heifit die Legendre—Transformation.

f*() heiBt Legendre-Transformierte von f(-) oder auch die konvexkonjugierte Funktion
zu f(-). (Diejenigen f, fiir welche iiberhaupt keine affine Minorante existiert, schlieBen wir
aus. f und f* diirfen sehr wohl auch den Wert +oo annehmen; der Wert —oo kommt

jedoch nicht in Betracht.)

Spezialfall 1 Sei f eine Funktion, die nur die Werte 0 und +o0o annehmen kann.
A={z: f(x) =0}. Es gilt dann

fr(9) = sup{dx : x € A}
f* heifit die Stiitzfunktion der Menge A. Es gilt
ff(ad)=a- f*(¥) firalle a>0, 9deV* (,f* ist positiv homogen®)

f*(9) ist die kleinste Zahl A fiir welche A im Halbraum Hy = {z:dx < A} liegt.

Bemerke Eine positiv homogene Funktion F(-) ist genau dann konvex, wenn sie

subadditiv ist, d.h. wenn

F(x+y) < F(z)+ F(y) firalle z,y .
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Beweis

1) Sei F(-) positiv homogen und subadditiv. Dann gilt fiir alle =,y und alle A € [0, 1]
F((1 =Xz + X y) < F((1—Nz) + F(A\y) = (1 = \)F(x) + AF(y)
F(-) ist also konvex.

2) Sei F(-) positiv homogen und konvex. Dann gilt

T Yy 1 1
=9. 42 <2 |2 - —
Fla+y)=2-F(5+3) <2 [2 F(z)+3 Fy)| = F(z) + F(y)
F(-) ist also subadditiv.
Spezialfall 2 Sei F' positiv homogen. Dann kann die Legendre-Transformierte F*(-)

nur die Werte 0 und +oo annehmen.

Beweis Fiir alle ¥ € V* und alle a > 0 gilt

0< F*(vW) = sup{dx— F(x)}

- o0 ()

= a-sup{dy —F(y)} = a-F* (V).

Daraus folgt die Behauptung.

Satz Sei A eine beliebige Menge C V und K die kleinste abgeschlossene konvexe
Obermenge. Sei F(-) die Stiitzfunktion von A. Dann gilt

0 falls z €¢ K
F*(m) =
+o00 sonst .

Der Beweis ergibt sich aus dem Theorem; die angegebene Funktion ist die gréfite unter-

halbstetige konvexe Funktione, die auf A verschwindet.

Zwei wichtige Beispiele
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Satz Betrachte die p-Norm auf dem R%. (p > 1)
Fz)=F(z', ... 2% = <\x1]p +...+ \xd\p)l/p .
Fiir die Legendre—Transformierte
F*() = F*(9', ..., 0%
gilt dann (mit 1—1) + % =1)
Fr) 0 falls (017 +...+[947)/ <1

oo sonst .

Beweis

1) F(-) ist offenbar positiv homogen. Minkowskis Ungleichung besagt, dafi F'(-) subadditiv

ist. Somit ist schon einmal klar, da} F* nur die Werte 0 und +oo annehmen kann.

2) Wir zeigen F*(¢) =0, wenn |||, < 1.

Aus Holders Ungleichung
W] < 19llq - Izl
ergibt sich in der Tat fir [|J|, <1

sup {Vz — F(z)} = sup{[dz| — [lz],} <sup{[[d]lq- |lz], = [[zllp} =0

3) Holders Ungleichung ist scharf. Zu jedem ¢ existiert ein  mit 92 = |9, - ||1Z]|p -

Es geniigt, dies fiir die ¢ = (791, e ,19d) mit nichtnegativen Komponenten 9° zu

beweisen. Setze
Fo= ()" fiw i=1,....d.
Fiir dieses = haben wir
= (@) =Yy
ol = () = v
4) Wenn ||9|, > 1, dann gilt mit den eben konstruierten z
sup{dz — [[zflp} = [|9flq - |Z[l, > 0 -

Also F*(¥) =400 fiir |9y > 1.
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Eine weiterer interessanter Typ von Funktionen, in welchem man die Legendre—
Transformierte explizit berechnen kann, sind die nach unten beschrinkten quadratischen

Funktionen
T Lo
Qx)=c+0b x—|—§ x Ax .

(Wir schreiben die Elemente z,y von V als Spalten und ebenso die Elemente ¢ € V'*; der
Wert von ¢ im Punkte x wird mit 92 bezeichnet.)
1

Es geniigt F(z) = 3 2" Az zu studieren; denn

1
Q*(YW) = sup {vﬂTx —c—blx— 5 xTAx}

= —c+sup {(19 —b)Tx— % xTAm}

= —c+F*(¥-0)
Satz Sei A eine symmetrische d x d—-Matrix. Die quadratische Funktion
Lo
F(z) = 3% Az

ist genau dann konvex, wenn A positiv semidefinit ist, d.h.
F(z) >0 furalle z .

In diesem Fall ist die Legendre-Transformierte F*(¢}) eine quadratische Funktion auf ihrem

Endlichkeitsbereich. Dieser Endlichkeitsbereich ist der lineare Unterraum

{9: F*(¥) <o} ={0:9 = Ay firein y} .

Beweis

1) Betrachten wir zunsichst den Fall, wo A nichtsingulir ist, wo also A~! existiert und

jedes ¥ die Gestalt ¥ = Ay hat.

Fiir ¥ = Ay haben wir fiir alle z

1 1
e —F(z) = ﬁTx—ixTAx = yTAx—ixTAx
1 1
= Sy Ay—S@+y) Al +y)
F*(9) = sup {vﬂTac —F(z):z € V}
LT Loor 41
= —y Ay = -9 -A7 9.
2V T g
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2) Auch im allgemeinen Fall haben wir fiir jedes ¢ der Gestalt ¢ = Ay den Wert

F*(Ay) =5y Ay .

Wir zeigen, daB fiir die iibrigen ¢ F*(¢¥) = 400 gilt. Liegt ¢ nicht im ,,Bild“
{Ay :y € V}, dann gibt es ein z mit

2T Ay =0 firalle y und z'9 #0.
Es gilt dann fiir alle «

V' (az) — Flaz) = a- <19Tz) -0

F(9)

v

sup {vﬂT(az) — F(az) : a} = +o00 .

Es ist in der Regel schwierig, die Legendre—Transformierte einer vorgegebenen Funktion
explizit auszurechnen. Das ist aber hier auch nicht das wesentliche Thema. Es geht uns um

das Konstruktionsprinzip.

Anschlufl an den ,,Kalkiil* Der Student kann hier, wenn ihm das Abstraktionsniveau
zu hoch geworden ist, Ubungen im Umgang mit den elementaren Funktionen anschlieen —
zur Erholung sozusagen.

Sei k() eine konvexe Funktion, die in einem Intervall (a,b) glatt ist. Es kann fiir manche

¥ passieren, dafl die Subtangente
dx — k*(9)

in einem wohlbestimmten Punkt z(¢9) € (a,b) die gegebene Funktion beriihrt. Das Supremum
K (9) = sup {9z — k(2)}

wird dann also in z(1}) angenommen und es gilt
E*(9) =0 - x(9) — k(z(9)) .

In der Schule lernt man, Maximierungsaufgaben dadurch zu lésen, dal man die Ableitung

gleich 0 setzt. In unserem Falle
0=z —k(z)) =09—FK@), K@@®)=9.
In dem in Frage kommenden Intervall ist also ¢ — () die Umkehrfunktion zu z — k'(z).
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Beispiele

1) k(z) =

K(x) =

v-x(9) — k(z(9) =

K(9) =

fiir x>0

8=

+0o0  sonst

1 1
—— =1v; z(W¥)=——,9<0
z? V19l
19-\/%— W] = —2./[9] fir 9 <0
1 —2-4/Y] fir ¥v<0
sup{vﬂx——:x>0}: 1
z 400 fir 9> 0.

—2-4/|z| fir <0

la) g(z) =
+00 fiir >0
2 T 8
-2*sqri(abs(t)) —
Zo
0 ; 6
Al ol
4l .l
Ll g9(z) ,
2 Box — g (d0)

I I I I
-16 -14 -12 -10 -8 -6

g'(9) = sup {0 +2- /a1 2 < o} =

Im Bild sind zg und

fir ¥ >0

S

+o00 sonst .

Yo konjugierte Punkte bzw. konjugierte Steigungen.

et fir xR
e = 9 fir 93>0, a(9)=Inv

dInd — 9 fir 9>0

YIngd -9 fir 9>0
-1 fir 9=0

+00 fir ¥9<0
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zlnx—xz+1 fiir x>0
2a) g(z) = 0 fir =0 Z/lny dy
1
+00 fir z<0
Jd(x) = Iz =9, z(9) = e’

P-x(d) —g(x(9) = ’19619—<619'19—619+1>:€19—1
g (W) = e’ —1 fiiralle o .

—Inz fir >0

3) k(x) =
+o00  sonst .
/ 1 .. 1
frg —_— = f —_
E'(z) . U fir 9<0, z(9) 3
9 2(9) ~ k(a(®)) = —0-5+In (_§>
= —1—-In(—9) fir 9<0.
zlnz+ (1 —2z)In(l —x) fir =€ (0,1)
4) k(z)=10 fir =0, x =1

+00 sonst

K(r) = Inz—In(l—x) = v, 1 LY
-z
U
e
19 —
o 1+ e’

9-2(9) — k(z(¥) = I (1+eﬂ) — K*(¥) fiir alle 9.
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0 (94 VIFP) = VITP = k() .
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C.8 Normierte Vektorrdume; die p—Normen

Definition Eine endlichwertige nichtnegative Funktion n(-) auf einem (reellen oder

komplexen) Vektorraum V' heifit eine Norm, wenn gilt
(i) n(z) >0 fiiralle 2 #0
(ii) n(Ax) =|A|ln(z) fir alle Skalare A
(iii) n(-) ist konvex
Bemerke Zu jeder Norm auf V' gehort eine Metrik auf V
d(z,y) =n(y —z) .
Aus (ii) und (iii) folgt némlich
n(z+y) <n(z)+n(y) ,Subadditivitiat“

und daraus die Dreiecksungleichung fiir d(-,-). Man koénnte kurz sagen: Jede Norm auf
einem Vektorraum entspricht einer mit Translationen und Streckungen vertréglichen Metrik

auf dem Vektorraum, und umgekehrt.

Definition FEin Vektorraum mit einer ausgezeichneten Norm heifit ein normierter Vek-
torraum.
Satz Die Vervollstandigung eines normierten Vektorraums ist ein vollsténdiger normier-

ter Vektorraum.

Wir wollen den Satz nicht beweisen, sondern nur klarmachen, was bewiesen werden muf
— und in der Tat leicht zu beweisen ist: Die Elemente der Vervollstdndigung sind zunéchst
nur Elemente eines metrischen Raums, als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen abstrakt
konstruiert. Dieser vollstdndige metrische Raum mufl nun mit der Struktur eines normierten
Vektorraums ausgestattet werden. In der Tat gibt es eine naheliegende Weise, die Elemente
zu addieren und mit Skalaren zu multiplizieren. Die Axiome der Vektorrechnung sind erfiillt.
AuBerdem ist leicht zu sehen, dafl die Metrik von einer Norm herriihrt, d.h. dafl sie mit

Translationen und Streckungen im vervollstéindigten Vektorraum vertraglich ist.
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Beispiel 1 (Der Raum von C([0,1], || |/oc)

Betrachte die Polynome p: ag+ ait + ...+ a,t™ mit reellen Koeffizienten (und beliebigem
Grad) als Funktionen auf dem Einheitsintervall [0,1]. Die Menge dieser Polynome ist ein
Vektorraum V. (DaB sie sogar eine Algebra ist, d.h. dafl man Polynome auch multiplizieren

kann, interessiert uns hier nicht.) Statten wir V' mit der Supremumsnorm aus

n(p) = sup |p(t)|
t€(0,1]
d(p,q) = sup |p(t) —q(t)| = lp— ¢l -
t€[0,1]

Die Vervollstindigung ist (nach dem berithmten Approximationssatz von Weierstrafl) der

Raum C([0,1]) aller auf [0,1] stetigen Funktionen, ausgestattet mit der Supremumsnorm.

Hinweis Fiir die ,guten“ (d.h. sowohl transparenten als auch kriftig verallgemeinerba-
ren) Beweise des Satzes von Weierstra$ ist es sehr wohl wichtig, daf§ die Menge der Polynome
eine Algebra ist; die Aussage des Satzes kann man aber auch verstehen, ohne dafl dal man

sich um Strukturen kiimmert, die iiber die Vektorraumstruktur hinausgehen.

Beispiel 2 Wir statten C([0,1]) mit der sog. p—Norm aus
1/p

1
I£pi= | [1r@ra) @z
0

Die Vervollsténdigung heifit der Raum £P([0,1]) oder auch L£P([0,1];dt) . Um diesen
vollstdndigen Vektorraum zu verstehen, braucht man Lebesguesche Integrationstheorie, ins-
besondere den Begriff der Nullemenge und den Begriff der Fastiiberall-Gleichheit von Funk-
tionen. Man kann niémlich die Elemente von £P([0,1]) als Aquivalenzklassen von Funktionen

interpretieren. Die Sétze, auf welchen diese grundlegende Tatsache beruht, lauten:

Theorem Fiir jede d,(-,-)-Cauchyfolge existiert eine Teilfolge, die fastiiberall konver-
giert; und die Grenzfunktion ist eine p-integrable Funktion, gegen welche die Cauchy—Folge
in der p—Norm konvergiert.

(Beweis in Analysis II, Integrationstheorie)
Auf der anderen Seite gilt

Theorem Jede p-integrable Funktion 18t sich als Limes (in der p—Norm) einer Cauchy—

Folge von stetigen Funktionen gewinnen
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Um unsere Uberlegungen iiber p-Normen nicht mit (noch ungewohnten) Begriffen aus der
Integrationstheorie zu belasten, untersuchen wir die p-Normen im R? (fiir den C? geht

alles genauso).

Der zentrale Satz in der Theorie der p—Normen ist die

Holdersche Ungleichung Wenn p>1, ¢ > 1 mit % —i—% = 1, dann gilt fiir alle
d-Tupel z,y
[z -yl < lzllp - lyllq -
Ausfiihrlich geschrieben:
d
1/p 1/q
Sau| < (X lml) T (X wlr)
i=1
Satz
a) Wenn p,q,r > 1 mit % + % = %, dann gilt
- yllr < llzllp - llylly -
b) Zu jedem =z existiert ein y so, dafl Gleichheit gilt.
Lemma Fir a >0, b>0 gilt
/P prle < <1 a+1 b> )
p q
1. Beweis des Lemmas Fir «>0 und 0< % <1 gilt
(1—i—u)7"/p§1—i—z u .
p
(Beachte: In Bernoullis Ungleichung hat man statt % <1 den Exponenten n € N, und da

gilt die umgekehrte Ungleichung.)

Der Beweis fiir unsere Ungleichung ergibt sich aus der Antitonie von % In(1+2x) fir z >0

(Beweis!)
-1
(C u) In <1 4+ L u> > w (1 + )
p p
In <1+ L u) > Din(1 +w)
p p
1+2u > (1+u)"/?
p
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Fir a>b>0 und 1+u= % >1 erhalten wir wegen %:%—%, 1—%22
a\"/p r/a r roa
a < 1 —(——1): -y 2.2
<b> = 0 p \b < p) * p b
1
Rl
b\q p
- q
(Diese Ungleichung gilt natiirlich auch fiir beliebige b > a > 0.)
2. Beweis des Lemmas Der Logarithmus ist eine konkave Funktion (Beweis!)
ln<fa+fb> > flma—{—flnb
p q
Dagxlv > o/vopla,
p q N

(Gleichheit gilt nur fiir a = b.)

Bemerke Fir p=2=y¢q, r=1 erhalten wir
Vab < % (a+Db).
Beweis des Satzes
a) zu x,y konstruiere fir i =1,...,d
_ |i[P o |yil?
Sz P o+ |zglP Yoyl yale

Bemerke : >Ja; =1=>b; .

Das Lemma ergibt fiir alle ¢

(

r _ _
p 4ty bz‘) > P 0 =l fyal” - (Ll lllT)

Summation iiber ¢ =1,...,d ergibt

(I

r
p

1 =
zyll)" =

T T _ —
S L (Y faewl) (el i)
p q

S beal” < llally -yl -

b) Gleichheit gilt genau dann, wenn a; = b; fiir alle 4, also

(

H‘jﬁ‘p)p - (

1\¢
[v:| ) fiir alle 7 .
yllq
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Satz (Beispiel fiir eine Legendre—Transformierte)
. . 1 1
Seien p,q > 1 mit S+ =1
K = Ay:lylly <1}
0 fir ye K
fly) =
+oo fir y¢ K .

Die Legendretransformierte ist die p—Norm

fr@) = llzllp -
Beweis Wir schreiben die y als Spalten und die x als Zeilen;
TY =D TiYi

fr(x) = sup{zy — f(y) : y bel.}

— supfay iy e K} = o], ;
denn fitr alle y € K gilt 2y < [2ll, - [ylly = o], -

Korollar (Minkowskische Ungleichung)
Fiir alle p > 1 und alle d-Tupel x,y gilt

12+ yllp < llzllp + [lyllp -

Beweis Jede Legendretransformierte ist konvex. Offenbar gilt ||Az|, = |A| - ||z||,. Die
Funktion f*(z) = ||z||, ist also eine Norm.

Der Beweis der Holderschen Ungleichung iibertréigt sich sofort auch auf den kontinuierli-
chen Fall.

Sei wieder p,q,r > 1 mit % + % = ; und seien z(-) und y(-) (stetige) Funktionen of
[0,1]. Setze

1 1/p 1 1/q

el = / 2P| Ll = / w(t)]?

0 0
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Das Lemma ergibt die punktweise Ungleichung

5 ) +g b() = [z Ty (el - wlly™) -

Integration liefert

1

= / )y ds (257 lyll;™)

0

Ziehen der r—ten Wurzel fiihrt auf die Holdersche Ungleichung
2 - yllr < [lzllp - lyllg -

Hinweis Die Ungleichung gilt in der Tat fiir beliebige Funktionen =z(-),y(:), fiir die
die auftretenden Integrale wohldefiniert und endlich sind.

Die Héldersche Ungleichung begriindet die ,,Dualitdt* der Réume £P und L9 (p,q >
1, % + % = 1). Wir wollen diese Dualitét kurz vorstellen, um bei dieser Gelegenheit klarzu-

machen, was die Lebesguesche Integrationstheorie leisten kann.

1) Sei g(-) eine Funktion auf [0,1], die zunichst als stetig angenommen werden mag.

Wir betrachten dazu
1
C(0.1) 3 Fr— M) = [gOf0dt
0

Dies ist eine gleichméfig stetige Funktion auf dem mit der p—Norm ausgestatteten
Vektorraum C([0,1]), denn

‘)‘g(fl) - )‘g(fQ)’ < HQHq ) dp(f17f2) .

Man kann A(-) also auf LP stetig fortsetzen. In der Lebesgueschen Integrationstheorie

lernt man, dafl man auch die fortgesetzte Funktion Xg(-) als Integral schreiben kann
1
%)= [owfwde i fecr.
0

2) Sei (gn)n eine dg4(-,-)-Cauchy-Folge von stetigen Funktionen. Die zugehorigen Ay, (-)

konvergieren dann gleichméfig auf der Einheitskugel des LP.

Agn (F) = Agon ()] < llgn — gmlly ~ fiiralle f mit |[ff; <1.
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Es existiert also ein gleichméfiger Limes A\*(-) auf der Einheitskugel; dieser setzt sich
zu einer stetigen linearen Funktion auf L£P fort. In der Lebesgueschen Integrations-
theorie lernt man, daf§ eine geeignete Teilfolge der Folge (g,), fastiiberall gegen eine
Grenzfunktion g¢* konvergiert, und dafl die Cauchy—Folge (gy)n, selbst in der ¢—Norm

gegen ¢* konvergiert. Man lernt auch, dafl man schreiben kann
X(f) = /g*(s)f(s) ds fiir alle fe LP.

3) Jede stetige lineare Funktion A(-) auf dem LP (p < oo) ist von einer g—integrablen

Funktion ¢(-) induziert
A(f) :/g(t)f(t) dt firalle fe LP.

Didaktischer Hinweis

Viele elementare Texte beschéftigen sich mit der Integration (von Funktionen auf dem Ein-
heitsintervall) in einer adhoc-Manier. Man vermeidet den Begriff der Fastiiberallgleichheit
und die dazugehorige Aquivalenzrelation. Es werden also nicht Aquivalenzklassen integriert
sondern mehr oder weniger regelméfiige Funktionen. In der sog. Riemannschen Integrati-
onstheorie benutzt man ein Auschopfungsargument mit einfachen Treppenfunktionen; in der
Integrationstheorie fiir Regelfunktionen (z.B. bei BARNER—FLOHR Analysis I) arbeitet man
gar nur mit den Funktionen, die sich als gleichméflige Limiten einer Folge einfacher Treppen-
funktionen darstellen lassen. Obwohl man bei diesen primitiven Integrationstheorien keinerlei
innere Notwendigkeiten aufzeigen kann, und die wirklich starken Sé#tze (wie der Satz von
der majorisierten Konvergenz) nicht zur Verfiigung gestellt werden kénnen, wird behauptet,
dafl der Anfianger hier ein ausreichendes Verstdndnis dafiir gewinnen kann, was Integrations-
theorie zu leisten hat. Wir bezweifeln das ganz entschieden; ein wirksamer Integrationsbegriff
erfordert die entschlossene Abwendung von allen denjenigen Eigenschaften der Integranden,
die irgendwie an Stetigkeit und gleichméfige Konvergenz erinnern. (Verbindungen zu topo-
logieschen Begriffen kann es allenfalls iiber die o—Additivitdt zur Kompaktheit geben (siehe
Analysis II).)

Unsere Bemerkungen zu den p—Normen zum Lebesguemafl auf dem Einheitsintervall soll-
ten zeigen, dafl man ein griindliches Versténdnis der Integration braucht, um die Vervollsténdi-
gungsargumente konkret zu untermauern. Mit halbherziger Integrationstheorie kommt man

da auf keinen griinen Zweig.
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C.9 Fourier—-Reihen aus funktionalanalytischer Sicht

Am Beispiel des Begriffs Theorie der Fourier—Reihe wurde klar, daf3 der Funktionsbegriff des
18. Jahrhunderts zu eng ist. Dirichlet und Riemann waren die Pioniere bei der Frage nach
einem allgemeinen Funktionsbegriff; Dirichlet zunéchst im Hinblick auf die mathematische
Physik, Riemann dann auch fiir die Zahlentheorie. Schon Euler hatte eine Fourier—Reihe

angegeben, die punktweise gegen eine unstetige Funktion konvergiert, namlich
. 1 . 1 .
sinx + D) sinz + 3 sindz + ...

Er wuflte damit aber nicht viel anzufangen, wohl hauptséchlich deshalb, weil er keine tragfahi-
ge Theorie der Konvergenz der Funktionenfolgen besaf}; er arbeitete in einer vollig intuitiven
Weise mit divergenten Reihen.

Wir wollen hier die Theorie der Fourier—-Reihen vom Standpunkt der Pioniere der Funk-
tionalanalysis aus ein Stiick weit entwickeln. Wichtige Beitrdge zu dieser Theorie gehen auf
F. Riesz (1880-1956) zuriick. Diese Theorie beginnt man wohl am besten mit den trigono-
metrischen Polynomen.

Einer endlichen Summe
Z cn €™ oder % + Z(ak cos kx + by sin kx)

ordnet man eine Norm zu, ndmlich

VS leal? -

Satz Wenn
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Beweis
2m
1 Cimeine 1 wenn m=n
— / e e dr =
2m 0 0 wenn m#n
2m 2m
1 2 1 . »
7 /‘ch el dr = o (ZE” e m) (Zcm e me) dz
0 0
27
= 1 —imz _inx 2
= Sy [t = Dlal
m,n 0
Definition Wenn f und g trigonometrische Polynome sind, dann definiert man
2
1 _
s0.0) = 5 [ 9@ fla)da
0
Bemerke

f:ch ene g:de emr — s(g,f)zz dy, ¢

Satz (,Inneres Produkt*“)

(i) s(f9) = s(g,f)
(i) s(f+g.h) = s(f,h)+s(g,h)
s(frg+h) = s(f,9)+s(fh)

(i) s(f,ag) = as(f.g)

saf,g) = as(fg)

Der Bewelis ist trival.

Sprechweise

a) Wenn V ein komplexer Vektorraum ist und s(-,-) auf V x V die Eigenschaften (i),

(ii), (iii) hat, dann nennt man s(-,-) eine hermitische Sequilinearform.
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b) Wenn V' ein reeller Vektorraum ist und b(-,-) auf V xV die folgenden Eigenschaften
hat

(i) b(f.9) = 0blg,f)
(i) b(f,g+h) = b(f.g9)+b(f,h)
(iii) blaf) = abf),
dann nennt man b(-,-) eine symmetrische Bilinearform.

c¢) Eine hermitische Sequilinearform auf einem komplexen Vektorraum heifit nichtnegativ,

wenn
s(f,f)=0 firalle f,
sie heifit positiv, wenn

s(f,f)>0 firalle f#0.

d) Eine symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektorraum heifit nichtnegativ,

wenn
b(f,f)>0 firalle f;
sie heif3t positiv, wenn
s(f,f)>0 firalle f#0.
Satz Wenn s(-,-) eine positive Sequilinearform ist, dann ist

1= +/s(f, f)

eine Norm und fiir diese Norm gilt

1F -+ gl +1f = all* = 2(l 711 + llgll*) ~ (Parallelogrammidentitéit) .

Beweis
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1) Nachzuweisen ist
(i) Iflh =0 < f=0
(ii) lafll = lal-||f]l fir alle Skalare «

@) Nf+gll < A1+l

(i) und (ii) sind offensichtlich. Zum Beweis von (iii) bemerken wir

If+gl®> = s(f+g.f+9) = s(f.f)+s(g,9) +s(f,9)+s(gf)
IFI2+1lgl* + 2 - Re s(f, g)

Es geniigt also nachzuweisen

[s(F )l < IIfIF- llgll -

Den Nachweis dieser Ungleichung fithrt man mit einem Trick, der die Positivitét

ausniitzt.

Fiir alle A e R gilt

0 < s(f+Ag, f+Ag) = |FI>+X|gll”> +2X-Re (s(f.9))
= a4+ 2)\b+ \c.

Eine quadratische Funktion
A a+2Xb+ A

ist genau dann nichtnegativ fiir alle A € R, wenn
a>0,c>0 und ¥ —ac<0.

In unserem Falle ergibt das

|s(f,9)1> < IF11* - llgl* -

2) f+glP+If—gl? = s(f+g9.f+9) +s(f—9.f—9)

= 2-5(f,.f)+2-s(g.9) = 2-[IfI*+2-[|gl]?
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Bemerke Der Name Parallelogrammidentitdt kommt aus der euklidischen Geometrie

Die Quadrate der Léngen der Diagonalen summieren sich zum Doppelten der Summe der
Quadrate der Seitenldngen. Wenn die Seiten aufeinander senkrecht stehen, ist das der Satz
von Pythagoras. Im allgemeinen Fall ergibt sich die Behauptung aus dem sog. Cosinussatz

der euklidischen Geometrie

1f +gll> = 1IFI1P + llgll* + 2 11 - llgll - cos(<) -

Der von f und g eingeschlossene Winkel und der von f und —g eingeschlossene Winkel
summieren sich zu m; der Cosinus des eingeschlossenen Winkels wechselt also einfach das

Vorzeichen.

Kehren wir zum Vektorraum der trigonometrischen Polynome zuriick. Betrachten wir ihn

als einen metrischen Raum (E,d(,))
1/2

27
dr.9) =g =1l = | 5= [ lote) - 1@ o
0

Diesen metrischen Raum kénnen wir vervollstdndigen. Nach dem abstrakten Satz von der
Vervollstindigung kénnen wir die Punkte von (E,d(-,-)) mit Aquivalenzklassen von Cauchy—
Folgen von trigonometrischen Polynomen identifizieren. Im konkreten Fall konnen wir die

Punkte der Vervollstdandigung aber auch noch auf andere Weise beschreiben.
a) Ein trigonometrisches Polynom f(-) entspricht einer Folge komplexer Zahlen
c=(...,c_1,¢0,C1,C2,...),
wo nur endlich viele Zahlen ungleich 0 sind.

dte,d) = (Yl — )

Die Vervollstindigung ergibt die Menge aller quadrat-summierbaren Folgen (vgl.

Ubungsaufgabe).

b) Ein trigonometrisches Polynom entspricht einer 27—periodischen Funktion.
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Es gilt der

Satz Wenn (f,), eine Cauchy—Folge trigonometrischer Polynome ist, dann existiert

eine quadrat—integrierbare 2m—periodische Funktion f mit

. 1
lim —
n—oo 27T

27
152 APz =o.
0

Den Beweis kénnen wir hier nicht fithren; er braucht die Lebesguesche Integrationstheorie.
Hier sollte der Hinweis geniigen, dafl man f als den Fastiiberall-Limes einer geeigenten

Teilfolge gewinnt. (Satz von Fischer—Riesz)

Hinweise zur Abrundung des Bildes

1) Die Punkte der Vervollstindigung sind nach dem obigen Satz Aquivalenzklassen qua-
dratisch integrierbarer Funktionen; die Aquivalenz ist die Gleichheit bis auf eine
Lebesgue-Nullmenge. Es zeigt sich, da8 jede quadrat-integrierbare Funktion im £2%-
Abstand durch trigonometrische Polynome beliebig gut approximiert werden kann.
Die Vervollstindigung ist daher gleich der Menge aller (Aquivalenzklassen) quadrat-—

integrierbarer Funktionen.

2) Eine 2m—periodische Funktion f, deren Quadrat iiber [0,27] integrierbar ist
2m
- [ fwPds<
— x)|*dr < oo
27
0

ist auch integrabel iiber [0, 27]

[ If@lds < oo

Man kann daher zu einer solchen Funktion die Folge der Fourier—Koeffizienten definieren

27
1 ~ .
Cp = Dy /f(a:) e "dx fir neZ.
T
0

Die Funktion f(z) ist (bis auf Gleichheit fast iiberall) durch die Folge der Fourier—
Koeffizienten eindeutig bestimmt. Dies ergibt sich aus der Charakterisierung 1) der

Punkte der Vervollstdndigung.

Man schreibt
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3)

Es gilt fiir die Partialsummen

+N ‘
fN(-%') _ chvn eine
—-N

”f—fNIIQ = Z 6> — 0 fiir N —o0.
n:n|>N

Diese Faktum kann man so zum Ausdruck bringen:

,Die Folge der Partialsummen der formalen Fourier—Reihe konvergiert fiir jedes

quadrat—integrierbare f im quadratrischen Mittel gegen f.“

Dies ist ein Satz, den sich jeder Student der Mathematik einprégen sollte.

Wer die exakten Beweise wiinscht, der moge in irgendeinem modernen Buch iiber re-
elle Analysis (z.B. ,Real and Abstract Analysis“ von E. Hewitt und K. Stromberg)

nachsehen unter dem Stichwort ,,Riesz—Fischer Theorem*®.

Die altmodischen Biicher iiber reelle Analysis enthalten in der Regel einiges Material zu
der (eigentlich iiberholten) Frage, fiir welche speziellen quadrat—integrablen Funktionen
die Folge der Partialsummen der Fourier-Reihe punktweise gegen f konvergiert. Ein
Stichwort ist etwa die Dirichletsche Regel (siehe Heuser, Lehrbuch der Analysis Teil 2,
S. 138 ff).

Nach dem Satz von L. CARLESON (1966) herrscht fiir jede quadrat—integrable Funktion
Fastiiberallkonvergenz. Dieser schwierige Satz wird aber nur in der Spezialliteratur {iber

Fourier Reihen bewiesen.
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