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Vorwort

Die Mathematik ist in der Offentlichkeit prisent, und sie gilt als wichtig. Als Lerngebiet hat
sie zur Zeit aber leider nicht die Attraktivitit, die sie haben kénnte oder sollte. Es gelingt nicht
so leicht, auf den Wegen der Mathematik die Sehnsucht nach den Weiten der Wissenschaft zu
evozieren. Man kann vielleicht dariiber streiten, ob unser Bildungssystem geniigend viele reine
Mathematiker hervorbringt, es steht aber ausser Zweifel, dass unsere Gesellschaft mehr mathe-
matisch Gebildete gut brauchen konnte, Leute, die nicht nur die mathematischen Techniken des
19. Jahrhunderts (im Sinne der Schulmathematik) leidlich beherrschen, sondern auch mit den
abstrakteren mathematischen Denkweisen des 20. Jahrhunderts fliissig umgehen kénnen, und
sich dabei von einem positiven und offenen Verhéltnis zur Mathematik leiten lassen.

Die gegenwirtige Umstellung aller Studienginge auf das Bachelor-Master-Schema sind ein drin-
gender Anlass neu nachzudenken, inwieweit die mathematischen Anfingervorlesungen dem An-
spruch einer in die Breite wirkenden Einfithrung ins mathematische Denken geniigen kénnen.
Nach meiner Meinung ist ein Umdenken erforderlich. Die mathematischen Fachbereiche soll-
ten es als einen gesellschaftlichen Auftrag auffassen, fiir die einschliagig begabten Studierenden
dem (wohl zutreffenden aber oft billig gebrauchten) Schlagwort von der zunehmenden Mathe-
matisierung aller Wissenschaften fassbare Konturen zu geben. Es wire wiinschenswert, dass die
Anfianger mit mathematiknahen Studienzielen (insbesondere im Lehramt, in der Physik und
in der Informatik) in den mathematischen Anfingervorlesungen etwas vom frischen Geist der
Mathematik spiirten. Das kann weder durch ein Training in den gebréuchlichsten Anwendungen
geleistet werden noch durch eine Einweisung in die Routinen einer abgehobenen mathematischen
Forschung. Es wire eine stréfliche Abkehr von den (von den Bildungstheoretikern) zurecht hoch-
geschétzten Prinzipien des akademischen Studierens, wenn die mathematischen Fachbereiche die
Pflege des mathematischen Weltverstehens von Anfang an organisatorisch und inhaltlich sepa-
rierten von den durch das Bachelor-System nahegelegten schematischen Pflichtmoduln ‘Mathe-
matik’ ohne grofien geistigen Anspruch. Es sollte den Anfiangervorlesungen darauf ankommen,
moglichst vielen Studienanfingern die fiir die Mathematisierung charakteristischen Denkweisen
der Abstraktion und Verallgemeinerung nahezubringen.

Der hier vorgelegte Text ‘Einfiihrung in die Mathematik I" macht Vorschlidge, wie Themen aus
Elementarer Algebra und Linearer Geometrie im Anschluss an die Schulmathematik so wei-
terentwickelt werden konnen, dass ein modernes Mathematikverstdndnis sichtbar wird. Mein
Text sucht in den Abschnitten I — IV immer wieder Anschluss an die zentralen Gegenstéinde
der Schulmathematik: Rechengréfien, Abbildungen, Ungleichungen und euklidische analytische
Geometrie. Erst der Abschnitt V zeigt den Charakter einer mathematischen Theorie. Er ordnet
mit vollstdndigen Beweisen die vorher adhoc entwickelten Techniken der Vektor- und Matrizen-
rechnung.

Bei meiner Abkehr von den iiblichen Einfithrungen war ich durch grofie Vorbilder ermutigt.
Vor allem mochte ich Feynman’s ‘Lectures on physics’ nennen und den ‘Course in mathematics
for students of physics’ von P. Bamberg und S. Sternberg (erschienen 1988 bei Cambridge Uni-
versity Press). Durch Meisterwerke dieser Art kann man eine Idee bekommen, wie tragfihige
didaktische Modularisierungen aussehen kénnen, und wie man bei den hochmotivierten Studie-
renden Begeisterung néhren kann, ohne die weniger leistungsfihigen abzuhdngen. Wenn diese
Vorbilder den Alltag der Ausbildung noch nicht in groflerem Umfang erreicht haben, so haben
sie doch die Landschaft verédndert, in welcher die jiingeren Dozenten den Vorlesungsstil suchen
konnen, welcher den lokalen Erfordernissen gerecht wird.
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ii Einfiihrung in die Mathematik I

Das primére Anliegen unserer Einfithrung sind die mathematischen Sachverhalte, das Ideal des
kunstgerechten Beweisens stellen wir zunéchst einmal zuriick. Eine klare Unterscheidung zwi-
schen Aussagen iiber Tatbestinde und Beweisen erwarten wir natiirlich vom Dozenten und (mit
Abstrichen) von den Tutoren. Aufwendigere Beweise werden in unserem Text ausgespart, wenn
sie keinen wesentlichen Beitrag leisten, die Einsicht in den Sachverhalt zu beférdern, oder wenn
sie durch ihre Methodik herausfiihren aus der aktuellen Lernumgebung. Gute Themen sind fiir
uns diejenigen, bei denen die Studierenden jenseits der Beweise Erkenntnisse gewinnen, nach
dem Muster ‘Ach so verhilt sich die Sache’. In den Ubungen ermutigen wir sie zu einsichtigem
Argumentieren; wir versuchen zu vermeiden, dass das (fiir die forschende Mathematik unab-
dingbare) penible mathematische Schliessen die inhaltlich orientierten Anfinger 1&hmt. Unser
Ansatz sollte die Heranbildung ‘echter’ Mathematiker nicht gefidhrden; die primér am Beweisen
interessierten Studierenden werden mit Sicherheit in spateren Mathematikvorlesungen ausrei-
chend bedient.

Die Anfiéinger machen sich erfahrungsgeméfl kaum Gedanken iiber den Aufbau eines Vorlesungs-
zyklus. Wir wollen nichts dagegen einwenden, wenn sie zunéchst einmal jeden einzelnen Unter-
abschnitt so verstehen, dass hier jeweils zwei oder drei wichtige mathematische Ideen skizziert
werden, die dann spéter bei Bedarf in mathematisch streng aufgebaute Theorien einzubauen
sind. Fiir eine Einfiihrung, die in die Breite wirken soll, passt u. E. weder das Ideal eines stren-
gen Aufbaus noch das Ideal der Methodenreinheit. Viele der wichtigen elementaren Sachverhalte
enthalten im Kern Denkmuster aus Linearer Algebra und Analysis; wir halten nichts von einer
Trennung dieser Bereiche in der Anfingerausbildung.

Die meisten Unterabschnitte sind im Rahmen von Anfingervorlesungen fiir Mathematiker,
Physiker und Lehramtskandidaten mehrfach erprobt worden. Die Erfahrung hat gezeigt, dass
man in einer vierstiindigen Vorlesung etwas mehr als 20 Unterabschnitte durchnehmen kann.
Grundsiétzlich ist jeder Unterabschnitt als das Thema einer Doppelstunde konzipiert, wobei aber
nicht intendiert ist, dass das Thema in der Doppelstunde ‘erledigt’ wird. Das auf der betreffen-
den Ebene Verbindliche wird jeweils gleich zu Beginn des Unterabschnitts vorgestellt. Gegen
Ende des Unterabschnitt bietet der Text dann aber mehr als das, was in der Kiirze der Zeit
durchgenommen werden kann. Es wird vorgeschlagen, dass die Studierenden im ersten Durch-
lauf (parallel zu den Ubungen) die ersten Seiten jedes Unterabschnitts griindlich bearbeiten; der
(mehr oder weniger umfangreiche) Rest kann den Studierenden zum freiwilligen Lesen empfoh-
len werden. Manche Unterabschnitte haben in der Tat gegen Ende eher den Charakter einer
Erzéahlung zum Zweck einer untechnischen Allgemeinbildung als den Charakter eines Lehrtexts.

Es liegt u. E. in der Natur der wichtigen mathematischen Ideen, dass sie bei einer ersten Be-
gegnung nicht vollstindig erfasst und abgearbeitet werden kénnen. Viele wichtige Ideen haben
einen recht elementaren Kern; und dieser sollte aus verschiedenen Blickwinkeln betrachtet wer-
den, bevor man die einzelnen Aspekte in Systeme presst und dort endgiiltig fixiert. Geméif
dieser Uberzeugung werden in unserem Text die groBen Ideen in einem spiraligen Sinn ofters
beriihrt; sie erscheinen nach und nach in weiter gespannten Horizonten, und sie werden mit
immer hoéher entwickelten Methoden bearbeitet, (wobei wir penibel darauf achten, nichts zu
sagen, was spéater revidiert werden muss). Beim spiraligen Vorgehen muss der Anfénger keine
bleibenden Wissensliicken befiirchten, wenn ihm ein wichtiger mathematischer Gegenstand bei
der ersten Konfrontation dunkel oder gar abschreckend erscheint. Das spiralige Vorgehen sorgt
fiir weitere Gelegenheiten, eine positive Beziehung zu den Gegenstinden aufzubauen, wenn sie
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anderswo aus einem anderen Blickwinkel beleuchtet werden; nicht selten erscheint dann auch
der urspriingliche Zugang auf einmal licht und einsichtig.

Die wiederholte Zuwendung zu wichtigen mathematischen Gegenstdnden wirkt erfahrungs-
gemiB auf die Studierenden nicht langweilend, sondern im Gegenteil motivierend. Die Erfahrung
zeigt andererseits, dass das verstdndnisarme Auswendiglernen fiir die Priifung durch den spi-
raligen Aufbau erschwert wird. Der objektive Vorteil des spiraligen Vorgehens gegeniiber dem
linearen ist im gelungenen Fall eine bessere Vernetzung und Flexibilisierung des Wissens, was
bekanntlich ein vielbeschworenes aber nicht unbedingt bequemes Anliegen eines akademischen
Studiums ist.

Wir skizzieren noch einige Leitlinien der Gliederung unserer Einfiihrung:

I Im Abschnitt I erweitern wir die Arithmetik; das ‘Buchstabenrechnen’ wird iiber die in
der Schule betrachteten Zahlbereiche hinausgefiihrt. Dabei folgen wir nicht dem Weg der
abstrakten Algebra, auf dem die Studierenden mit den Axiomensystemen fiir Gruppen,
Ringe und Vektorrdume iiberfallen werden. Wir bevorzugen den ‘synthetischen’ Zugang
gegeniiber dem ‘analytischen’; und das heisst hier, dass die neuen Typen von Rechen-
grossen zunichst einmal konkret in Erscheinung treten. Es diirfte deutlich werden, dass
es im Folgenden darum gehen muss, die konkreten Rechengrofien, insbesondere die Matri-
zen (und die Matrizenmultiplikation) von den ‘Anwendungen’ her griindlich zu verstehen.

II Die Idee der Abbildungen, die nicht an eine bestimmte Darstellungsform gebunden sind, ist
erfahrungsgemass fiir die Anfanger schwerer zu begreifen als die Idee der Rechengréfien und
die Idee der in der Schule behandelten Funktionen auf einem Intervall. Die Abbildungen
in abstrakter Form und die Gruppen von Abbildungen signalisieren den Anfang einer
modernen Auffassung von Geometrie.

III Wir befassen uns mit Ungleichungen, insbesondere mit der Dreiecksungleichung und mit
der Sublinearitit. Die topologischen Grundbegriffe fiir metrische Rédume werden vorge-
stellt. Wir behandeln normierte Vektorrdume und Trennungsséitze fiir konvexe Mengen
sowie (im endlichdimensionalen Fall) die Legendre-Dualitét. Im Begriff der konvexen
Funktion ergeben sich auch Beziehungen zur elementaren Analysis, die aber nicht ver-
tieft werden. In einem Anhang werden die in unserer Einfithrung betrachteten speziellen
Funktionentypen zusammengestellt.

IV Der Abschnitt IV ist lang geraten zugunsten der Studierenden der Physik. Hier wird die
intuitive Geometrie des euklidischen Anschauungsraums weiterentwickelt zur axiomatisch
aufgebauten Geometrie des Hilbertraums. Es sollte klar werden, dass die Rdume, in denen
die Physik operiert, nicht als vorgegeben zu betrachten sind; sie miissen mathematisch
konstruiert werden.

V Der Abschnitt V enthélt die iibliche Lineare Algebra I ohne die Determinanten. Neben
den Matrizen studieren wir die Tableaus; dabei wird einerseits die fundamentale Idee der
Vektorraumdualitdt deutlicher als iiblich herausgestellt und andererseits die Technik der
linearen Programmierung vorbereitet.

Jedem einzelnen Abschnitt ist eine Themeniibersicht vorangestellt, damit man ihn fiir spe-
zielle Lehrzwecke leichter aus dem Gesamtzusammenhang herauslosen kann. Fin ausfiihrlicher
Index ganz am Ende des erméglicht einen schnellen Uberblick iiber die Themenverwandtschaf-
ten quer durch unsere ‘Einfiihrung’.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



iv Einfiihrung in die Mathematik I

Ich hoffe, dass die Themenauswahl und der Rhythmus des hier vorgelegten Ansatzes einige Kol-
legen ermutigen werden, aus den iiberholten Bahnen der Anfiingerausbildung auszubrechen und
nach Wegen zu suchen, die Mathematik des 20. Jahrhunderts bei den verschiedenen potentiellen
Nutzniessern populédrer zu machen. Ich wage die These, dass eine spiralig aufgebaute Samm-
lung von Vorlesungen wie die hier vorgelegte dem Ansehen der Mathematik in einer breiteren
Offentlichkeit besser dienen kann als eine linear aufgebaute mathematische Theorie.

Fiir den Ubungsbetrieb erwarte ich, dass sich aus den Einzelbetrachtungen vielseitige An-
regungen fiir attraktive (und doch nicht zu schwierige) Aufgaben ergeben. Gute Aufgaben sind
fiir uns solche, bei welchen der Anfinger spiirt, dass er (unter guter Anleitung) selbstindig
vorankommen kann beim Studium mathematischer Gegenstinde. Die Anfangerveranstaltungen
sollten sich nicht aufhalten mit solchen Aufgaben, die den Studierenden, die noch recht wenig
von mathematischen Inhalten wissen, das Beweisen von mathematischen Kleinigkeiten zumuten.

Schliesslich hoffe ich, dass unsere Texte auch fortgeschrittene Studierende ansprechen. Ich
habe jedenfalls gehort und beobachtet, dass die Tutoren, die die Anfingeriibungen betreuen, die
Texte schiitzen; sie erarbeiten sich durch diese Texte eine reifere Einstellung zu den Sachver-
halten, die sie als Anfinger zwar irgendwie aufgenommen, aber in ihrer Bedeutung und ihrer
Vernetzung nicht einschéitzen konnten.

Frankfurt, 19. Mérz 2008
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INHALTSVERZEICHNIS vii

Erlauterungen zum Inhalt
I. Rechengroéfien

Wir beginnen mit algebraischen Themen, die zum Teil schon im Schulunterricht vorge-
zeichnet sind. Die Sprache und die Notation der naiven Mengenlehre, die wir am konkreten
Stoff beniitzen, ist im Anhang zusammengestellt.

1.1 Von den Zahlen zu den Matrizen

Zahlbereichserweiterungen N C Z C Q € R C C. Die Assoziativgesetze und die Dis-
tributivgesetze gelten auch fiir Matrizen. Was versteht man unter der Inversen einer
I x J-Matrix? Die Determinante einer 2 x 2-Matrix; die Multiplikativitat dieser Deter-
minantenfunktion det(-).

1.2 Komplexe Zahlen; die Euler’sche Formel

Komplexe Zahlen als Punkte in der Gauss’schen Zahlenebene. Darstellung durch spezielle
reelle 2 x 2-Matrizen. Konjugation. Der Betrag einer komplexen Zahl. Polarkoordinaten
und die Euler’sche Formel z = |z - (cos @ + isin @) = |z| - €' . Wechselstrome.

Die Exponentialreihe im Reellen und im Komplexen.

z Z\" 1., 13

e —hm<1 +T—L) —1+z+2—!z +§z +...
Nicht nur fiir Zahlen, sondern auch fiir kommutierende Matrizen gilt: exp(A + B) =
exp(A) - exp(B)

1.3 Polynome als Rechengroéfien

Der Polynomring C[z] ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Der Grad eines Poly-
noms. Horner-Schema. Umzentrieren. Teilen mit Rest. Euklidischer Algorithmus. Gebro-
chenrationale Funktionen. Partialbruchzerlegung.

1.4 Allerlei komplexe n x n—Matrizen. Faktorisierungen.

Dieser Abschnitt dient der Eingewchnung in Rechentechniken, die spéter immer wieder
gebraucht werden. Das Rechnen in C wird (mit der nétigen Vorsicht und den nétigen
Anderungen) auf einen allgemeineren Objektbereich, nimlich die Algebra der komplexen
n x n-Matrizen ausgedehnt: Addition, Multiplikation und die (hermitische) Konjugation
sind die Rechenoperationen.

Hinweis zum Aufbau: Die Abbildungen, die man oftmals mit den Matrizen verbin-
det, interessieren uns hier noch nicht. Wir interessieren uns auch noch nicht fiir die (reellen
symmetrischen) Matrizen als Darstellungsform fiir quadratische Funktionen oder fiir die
(hermitischen) Matrizen als Darstellungsform fiir (hermitische) Sesquilinear-Formen.
Wir formulieren hier schon einmal ohne Beweise einige Faktorisierungssétze fiir nichtsin-
guldre Matrizen; die iiblichen Verallgemeinerungen und die dazugehorigen Algorithmen
sind Thema von Abschnitt V.
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1.5 Vektoren sind Elemente eines Vektorraums. Basiswechsel.

Das Axiomensystem fiir einen K-Vektorraum. Mengen von Matrizen als Beispiele. Ver-
schiebungsvektoren und ,,Ortsvektoren® im Anschauungsraum. Didaktisches: Es ist zu
eng, wenn man sagt: , Alle Groflen, die wie ein Schritt im Raum eine Richtung besitzen,
werden Vektoren genannt“. Die Matrizen eines Basiswechsels.

1.6 Minimalpolynome. Verallgemeinerte Eigenvektoren.

Dieser Unterabschnitt kombiniert die Rechenregeln fiir Polynome mit den Rechenregeln
fiir quadratische Matrizen. Ausserdem kommt der Vektorraum aller n-Spalten ins Spiel. In
einem leichten Vorgriff auf spéter (‘Abbildungen’) kommen neben den Matrizen eines Ba-
siswechsels hier auch die quadratischen Matrizen zur Darstellung eines Endomorphismus
ins Bild. Zum ersten Mal treffen wir auch auf direkte Zerlegungen. Die hauptsichlichen
Anwendungen der verallgemeinerten Eigenvektoren liegen in Bereichen, die wir erst viel
spéter in den Blick nehmen (ndmlich bei den einparametrigen Matrixgruppen oder bei
den linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten). Der Unterabschnitt
[.6 kann daher zuriickgestellt werden.

Hinweis zum Aufbau: Die beiden folgenden Unterabschnitte 1.7 und 1.8 enthalten
Briicken zur elementaren Analysis und zur Stochastik (im Sinne der Schulmathematik).
Dabei bieten sich Aufgaben mit MAPLE an.

Von der Technik her ist ein Sprung von 1.5 (Axiomatik der Vektorraume) direkt in den
Abschnitt V moglich; dort dringen wir tiefer ein in die Welt der K- Vektorrdume. Einen
solchen Sprung wollen wir aber nicht empfehlen, weil reine ‘Lineare Algebra’ den Hori-
zont einer Einfithrung in die Mathematik doch allzusehr einschréankt. Dem ausschliesslich
algebraisch orientierten Leser wird empfohlen, sofort in den Abschnitt IT (‘Abbildungen’)
Zu springen.

1.7 Das Faltungsprodukt iiber Z. Trigonometrische Polynome.

Hier studieren wir einige konkrete C-Vektorrdume mit zusétzlicher Struktur. Gewisse
Réume von komplexen Gewichtungen auf Z tragen (vermoge des Faltungsprodukts) eine
dhnliche algebraische Struktur wie die oben besprochene (assoziative und kommutative)
Algebra Clz] der Polynome. Das Interesse geht allerdings in eine andere Richtung; bei den
trigonometrischen Polynomen und bei den formalen Potenzreihen gibt es kein Teilen mit
Rest und kein Umzentrieren; andere Strukturen treten in den Vordergrund.

Das Falten von Gewichtungen a = (an)nez. ,,Schriftliches Multiplizieren® ist Falten
mit Ubertrag. Charakteristische Funktionen. Die geometrische Reihe und die geometri-
schen Gewichtungen werden ausfiihrlich behandelt.

Trigonometrische Polynome und Reihen.

1.8 Newton’s Binomialreihe. Formale Potenzreihen

Der Begriff der erzeugenden Funktion ist eine Variante des Begriffs der charakteristischen
Funktion. Die erzeugenden Funktionen leisten manchmal gute Dienste, wenn es um ‘Ge-
wichtungen’ auf Z, geht. Newton’s Binomialreihe bringt die Binomialkoeffizienten in den
Blick. Der im Weiteren entwickelte Kalkiil der formalen Potenzreihen kann auch als eine
Einstimmung auf die komplexe Funktionentheorie verstanden werden.
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Im Vordergrund aber steht noch einmal das rein algebraische Anliegen von Teil I: Rechen-
gesetze. Bei den formalen Potenzreihen hat man nicht nur Addition und Multiplikation
mit den Assoziativ- und die Distributivgesetzen. Man hat auch noch die Reziprokenbil-
dung fiir gewisse Objekte, die Verkettung fiir gewisse andere Objekte und die (formale!)
Ableitung.

II. Abbildungen

Das geometrisches Denken ist eine wichtige Komponente aller Mathematik; der Dreh-
und Angelpunkt ist dabei der Begriff der Abbildung. Spezifischer geht es in der Geome-
trie um Gruppen von Abbildungen. Man hat sogar gesagt, dass Geometrie schlussendlich
nichts anderes ist als das Studium von Symmetriegruppen; damit ist man wieder bei der
Algebra. Die andere Komponente der Geometrie ist die Anschaulichkeit, wobei man aber
natiirlich nicht bei den allzu einfachen Vorstellungen von einem uns umgebenden Raum
stehen bleibt. Wir geben hier eine erste Einfithrung in die Gedankenwelt der Transfor-
mationsgruppen. Besonders schone ‘anschauliche’ Beispiele liefern uns hier die erweiterte
komplexe Ebene und die 2 x 2-Matrizen. Wir beginnen jedoch sehr allgemein im Sinne
der abstrakten Mengenlehre.

11.1 Abbildungen, Permutationen, Gruppen

Definitionsbereich, Zielbereich und Bildbereich einer Abbildung. Injektive, surjektive, bi-
jektive Abbildungen. Das Hintereinanderschalten von Abbildungen. Die Darstellung von
Abbildungen endlicher Mengen durch Graphen. Permutationen. Thre Zyklendarstellung.
Transformationsgruppen, speziell Permutationsgruppen. Die abstrakte Definition einer
Gruppe. Die Oktaedergruppe als Beispiel. Isomorphie von Gruppen. Untergruppen. Die
alternierende Gruppe als Untergruppe der symmetrischen Gruppe. Volles Urbild. Pull-
back.

I1.2 Riemann’sche Zahlenkugel; Kreisverwandtschaften

Die Spiegelung am Einheitskreis bildet Kreise in Kreise ab. Drei Beweise. Die allgemei-
ne Kreisgleichung in C. Die Gruppe der lineargebrochenen Abbildungen (Mobiustrans-
formationen) ist erzeugt von den Translationen, den Drehstreckungen und der Rezipro-
kenabbildung. Die Riemann’sche Zahlenkugel, stereographische Projektion. Kreise in C
entsprechen Kreisen auf der Zahlenkugel. Die stereographische Projektion ist winkeltreu.
Hinweise auf nichteuklidische Geometrie.

11.3 Gruppenwirkung; spezielle Transformationsgruppen

Gruppenwirkung (‘group action’), allgemeine Definition. Transitivitit. Fixgruppen.

Die Wirkung von SU(2) auf der Riemann’schen Zahlenkugel. Die Wirkung von SU(1, 1)
auf dem Innern des Einheitskreises und auf der oberen Halbebene. Cayley-Transformation.
Die Affinitéiten eines Spaltenraums Kép, dargestellt mit der Hilfe von Matrizen.

Mehr {iber die linargebrochenen Abbildungen der Riemann’schen Zahlenkugel: Die Grup-
pe aller Mobiustransformationen wirkt einfach transitiv auf der Menge aller Zahlentripel.

Das Doppelverhéltnis von Quadrupeln (z; : z : z3 : z4) bleibt erhalten.
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11.4 Affine Raume, affine Funktionen, affine Abbildungen

Ein affiner Raum ist eine Punktmenge L, auf welcher ein Vektorraum V einfach transitiv
wirkt. Der Kalkiil der Ortsvektoren; Schwerpunktskoordinaten. Anschluss an die Schul-
mathematik. Affine Funktionen und ihre Linearformen. Der Dualraum V*. Duale Basen:
{vi :j€J}in Vund {0(-) :j € J}in V*.

Affine Koordinatensysteme. Affine Abbildungen von affinen Rdumen. Eine Abbildung ®
eines affinen Raums in einen affinen Raum ist genau dann eine affine Abbildung, wenn
der Pullback ®@* den affinen Funktionen affine Funktionen zuordnet.

11.5 Quadratische Funktionen
Koordinatenfreier Zugang zum Begriff der quadratischen Funktion. Die Bilinearform zu
einer quadratischen Funktion (‘Polarisierung’). Satz: Sei q(+) eine quadratische Form und
Q(-) die dazugehorige quadratische Form. Zu jedem Punkt P existiert dann eine Linear-
form £p(-), sodass gilt

q(P+v) =q(P) +p(v) + %Q(v) ; oder in der Sprache der Analysis

q(x) = d(xo) + q’(x0) - (x —x0) + 1(x —x0) T - H - (x — Xo).
Bemerkenswert ist, dass der ,,Gradient“ £p(-) bzw. q’(x¢) in affiner Weise von P bzw. x¢
abhéngt.
Koordinatenwechsel. Hinweise auf Quadriken. Die quadratische Form der Minkowski-
Geometrie (Relativitidtstheorie).

Hinweis zum Aufbau: Die quadratischen Funktionen fallen etwas heraus aus unse-
rem Hauptthema ‘Abbildungen’; dabei geht es ndmlich um Funktionen, die linear kom-
biniert werden und nicht um Abbildungen, die hintereinandergeschaltet werden. Der Ge-
genstand sollte aber u. E. bald angesprochen werden, jedenfalls vor dem Unterabschnitt
IV.2. Ein Grund, bald von von den quadratischen Funktionen zu reden, ist auch der, dass
sie schon zu Beginn des Studiums als ein Thema der elementaren Analysis aufkommen,
z. B. bei der Approximation zweiter Ordnung.

11.6 Polynome als Abbildungen von C in sich

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt: Fiir ein Polynom p(-) vom Grad n hat die
Gleichung p(z) = w fiir jedes w genau n Losungen (Vielfachheiten berticksichtigt). Erste
Beweisskizze: Umlaufszahlen. Zweite Beweisskizze: Polynomiale Abbildungen sind offene
Abbildungen und die stetige Funktion [p(z)| nimmt ihr Minimum an. Gauss zu einem
weiteren Beweis. Didaktische Thesen zur Beziehung von Algebra und Geometrie.

Historischer Anhang : Irrationalzahlen und Geometrie
Warum erscheinen Arithmetik und Geometrie traditionell (seit den alten Griechen) ge-
trennt?

Geometrisierung des Zahlbereichs C bei Gauss.

Arithmetisierung der Analysis im spéten 19. Jahrhundert (Dedekind, Cantor).
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III. Metrik, Norm, Konvexitét

Eine wichtige Methode, einer abstrakten Menge S Struktur zu geben, besteht dar-
in, dass man den Punktepaaren einen Abstand d(P, Q) zuordnet. Eine Abstandsfunktion
d(-,-) ist eine nichtnegative Funktion d(-,-), welche die sog. Dreiecksungleichung erfiillt.
Auf reellen und komplexen affinen Rdumen interessiert man sich vor allem fiir solche Ab-
standsfunktionen, die durch eine Léngenmessung (oder spezieller durch eine Norm) im
Raum der Verschiebungsvektoren gegeben sind: d(P, Q) = [|PQ]|.

Metrik und Norm stehen am Anfang der Analysis. In unserer elementargeometrisch ori-
entierten Anfiangerveranstaltungen soll jedoch die Infinitesimalrechnung nicht ganz aus-
geklammert bleiben. Die reellen Zahlen und die Ungleichungen werden gebraucht. Im
Folgenden bedienen uns auch (ohne Beweis) der Ordnungsvollstdandigkeit von (R, <): Je-
de nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt in R eine kleinste obere Schranke
(,,Supremum®).

Damit ist das Feld offen fiir den Begriff der konvexen Funktion. Das punktweise Supre-
mum von affinen Funktionen ist eine konvexe Funktion. Wir befassen uns allgemein mit
den konvexen Funktionen auf endlichdimensionalen reellaffinen Rédumen sowie mit Nor-
men auf einem endlichdimensionalen (reellen oder komplexen) Vektorrdumen. Bei der
Legendre-Dualitét tritt die Vektorraumdualitdt eindrucksvoll in Erscheinung.

I11.1 Dreiecksungleichung und Subadditivitét

Semimetriken. Der Begriff ist auch in der diskreten Mathematik bedeutungsvoll. Ein Bei-
spiel ist die Hamming-Distanz auf {0, 1}N.

Jede monotone subadditive Funktion auf dem R™ macht aus einem n-Tupel von Semime-
triken eine Semimetrik. Eine Vorform der Minkowski-Ungleichung liefert ein Beispiel.
Metrische Rdume sind ein passender Kontext fiir die elementaren topologischen Begriffe:
Konvergenz, offene und abgeschlossene Mengen, stetige und unterhalbstetige Funktionen.

II1.2 Normierte Vektorrdume und stetige Linearformen

Seminormen auf (moglicherweise unendlichdimensionalen) Vektorrdumen. Die 2-Norm auf
dem Raum der trigonometrischen Polynome. Stetige Linearformen; die duale Norm. Die
p-Norm auf dem Raum der finiten Folgen. Die g-Norm ist die duale Norm.

II1.3 Konvexe Mengen und konvexe Funktionen

Konvexe Mengen in einem endlichdimensionalen reellaffinen Raum. Distanzfunktionen.
(‘Minkowski-Funktionale’). Trennende Hyperebenen. Die Stiitzfunktion einer konvexen
Menge. Abgeschlossene konvexe Mengen und unterhalbstetige konvexe Funktionen. Der
Epigraph einer konvexen Funktion ist genau dann eine abgeschlossene konvexe Menge,
wenn die Funktion unterhalbstetig ist. Jede unterhalbstetige konvexe Funktion das Su-
premum ihrer affinen Minoranten ist. Legendre-Transformation. Zueinander duale konvexe
Kegel. Die Jensen’sche Ungleichung.
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IV. Inneres Produkt, Orthogonalitit

Wir befassen uns mit normierten Vektorrdumen, bei welchen die Norm auf ein inneres
Produkt gegriindet ist; man nennt sie Pra-Hilbertrdume oder im endlichdimensionalen
reellen Fall euklidische Raume. Die Konstruktion, die aus einem Pra-Hilbertraum einen
Hilbertraum macht (‘Vervollstindigung’), iiberlassen wir der Einfiihrung in die Analysis.
Hier diskutieren wir nur solche Aspekte des inneren Produkts, die keinen wesentlichen
Gebrauch von der Vollstdandigkeit machen.

IV.1 Parallellogrammgleichung und Polarisierung

Mit der sog. Polarisierungskonstruktion beweisen wir den beriihmten Satz von Jordan und
v. Neumann: Ein normierter Vektorraum ist genau dann ein Pra-Hilbertraum, wenn die
Norm die sog. Parallelogrammgleichung erfiillt.

VAWl + v = wl* =2 [[v]|* + 2 [[w]|*.

In solchen Rdumen gibt es den Begriff des Orthonormalsystems und die Orthogonalisie-
rungstechnik nach Gram-Schmidt. Wir skizzieren die Notation von P. Dirac fiir die bra-
und ket-Vektoren.

Hinweis zum Aufbau: Das Instrumentarium, welches wir bis hierher entwickelt
haben, liefert eine axiomatische algebraische Begriindung fiir den (in der Schulmathematik
naiv hingenommenen) Begriff des euklidischen Anschauungsraums und gleichzeitig eine
axiomatische Begriindung fiir den Zustandsraum eines quantenmechanischen Systems.

Die beiden folgenden Unterabschnitte verbinden die geometrische Struktur des (Pré-)
Hilbertraums mit der Matrizenrechnung. Die weiteren Unterabschnitte skizzieren ‘Anwen-
dungsfille’ dieser geometrischen Struktur.

IV.2 Hauptachsen, Orthogonale Zerlegungen, Spektralsatz

Auf Vektorrdaumen mit Hilbertraumstruktur gibt der Begriff der Sesquilinearform Anlass
zu einer hochst bedeutsamen Theorie; es gilt das Theorem von den Hauptachsen. Wir
skizzieren einen Beweis mit dem Maximierungsargument nach R. Courant. Wir folgern
die simultane Diagonalisierbarkeit zweier hermitischer Formen, wo die eine positiv definit
ist; und wir folgern die unitédre Diagonalisierbarkeit einer hermitischen Matrix.

Eine angemessene Beschreibung der Resultate benotigt den Begriff der vertriglichen
direkten Zerlegung eines K-Vektorraums und den Begriff der orthogonalen Projektion
eines Hilbertraums.

Wir bemerken auch die Entsprechung zwischen den hermitischen Sesquilinearformen
und den selbstadjungierten Operatoren. Der Satz von den Hauptachsen entspricht dem
Satz von der Spektralzerlegung eines selbstadjungierten Operators. Eine Matrix ist genau
dann unitér diagonalisierbar, wenn sie ‘normal’ ist in dem Sinn, dass sie mit der adjun-
gierten Matrix kommutiert.

IV.3 Einparametrige Matrixgruppen
Der infinitesimale Operator einer einparametrigen Matrixgruppe. Gleichférmige Drehun-
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gen im Anschauungsraum. Einparametrige Gruppen von 2 x 2-Matrizen. Einfache und
doppelte Nullstellen des charakteristischen Polynoms. In einem Anhang stellen wir zu-
sammen, wie die Matrizen recht verschiedene Rollen spielen konnen.

IV.4 Gekoppelte Oszillatoren

Der einfache harmonische Oszillator.

mi+roxf+kex = flt
L-Q+RQ+¢-Q = U(t).

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (im schwach gedampften Fall). Zwei
schwach gekoppelte Oszillatoren ohne Reibung und ohne anregende Kraft. Die normal
modes im symmetrischen Fall. Die Losungen sind fastperiodische Funktionen. ‘Resonanz’.
Drei Oszillatoren in symmetrischen Anordnung. Die normal modes fiir n identische Os-
zillatoren in ringformiger Anordnung. Stehende und laufende Wellen auf einem Ring.

IV.5 Die schwingende Saite

Die Gleichung der schwingenden Saite und die Gleichung der schwingenden Membrane. Se-
parationsansatz fiir die Wellengleichung. Ebene Wellen. Intuitives zur Wellenbewegung:
Wellenfldchen, Ausbreitungsgeschwindigkeit, Wellenzahl, Frequenz, Phasengeschwindig-
keit. Eigenschwingungen. Historisches zur schwingenden Saite und zur Fourier-Analyse.

IV.6 Diskrete Fourier-Transformation

Die DFT als Ubergang zu neuen orthonormalen Koordinaten. Die DFT als Approxima-
tion der iiblichen kontinuierlichen Fourier-Transformationen. Die Schnelle Fourier-Trans-
formation FFT. Periodogramme.

IV.7 Drehungen im Minkowskiraum
Wir befassen uns eingehend mit dem euklidischen Anschaungsraum und mit dem Min-
kowskiraum der speziellen Relativitatstheorie. Wir entwickeln die sog. Spinordarstellung.
Die Elemente w des vierdimensionalen Minkowskiraums werden durch die hermitischen
2 x 2-Matrizen dargestellt. Die ‘Drehungen’ (das sind die eigentlichen Lorentztransfor-
mationen) werden dann durch die Elemente A der speziellen linearen Gruppe SL(2,C)
beschrieben, w — AwA*. Die Gruppe SL(2,C) ist eine zweifache Uberlagerung der ei-
gentlichen Lorentzgruppe; diese ist damit in iiberschaubarer Weise isomorph zur Gruppe
aller Mobiustransformationen.

Die Quaternionen werden herangezogen, um die Drehungen des 3-dimensionalen eu-
klidischen Anschauungsraums zu studieren (Drehachse und Drehwinkel).

IV.8 Zerlegung einer Gruppendarstellung

Die Idee der vertrdaglichen direkten Zerlegung eines Vektorraums, die wir bereits beim
Spektralsatz kennengelernt haben, wird in einem weiteren bedeutsamen Fall ausgefiihrt:
Jede Darstellung einer endlichen Gruppe durch Endomorphismen eines Vektorraums lésst
sich in irreduzible Darstellungen zerlegen. Die etwas grobere ‘kanonische’ direkte Zerle-
gung ist eindeutig bestimmt. Die Darstellungen sind durch ihre Spurfunktionen eindeutig
bestimmt.
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IV.9 Spurfunktionen, die Charaktertafel einer endlichen Gruppe G

Die Theorie der Spurfunktionen auf einer endlichen Gruppe hat Ahnlichkeiten mit der
Theorie der Fourier-Transformation. Die Analysis ist einfacher, weil es um Funktionen
auf einer endlichen Menge geht. Die Algebra jedoch wird etwas komplizierter, sobald man
auch nichtkommutative Gruppen in Betracht zieht; die Partition der Gruppe in Konju-
gationsklassen spielt eine wesentliche Rolle. Fiir einige spezielle Gruppen G gewinnen wir
einen vollstandigen Uberblick iiber die Schar der irreduziblen Darstellungen (‘Charakter-
tafel’).

IV.10 Unitdre und hermitische Matrizen

Wir stellen nochmals zusammen, wo uns die unitdren Matrizen schon frither begegnet sind.
Die unitédre Diagonalisierung einer hermitischen 2 x 2-Matrix wird explizit durchgefiihrt.
Darauf aufbauend entwickeln wir Jacobi’s Iterationsverfahren zur Diagonalisierung einer
hermitischen n x n-Matrix. Gute Dienste leistet dabei die Hibert-Schmidt-Norm.

V. Lineare Algebra, Gleichungssysteme, Dualitét

Die ‘Matrizenrechnung’ hat fiir viele Fécher einen Platz in den Anfingervorlesungen;
denn lineare Gleichungssysteme fallen in allen quantitativ arbeitenden Wissenschaften an.
Andererseits wird die ‘lineare Algebra’ von den Mathematikern als der erste Schritt
der grundlagenorientierten Mathematikausbildung geschétzt; fiir den Mathematiker ist
némlich der Begriff des Vektorraums zusammen mit dem Begriff der Gruppe der Grund-
baustein aller Algebra und Geometrie.

Die Ziele der mathematischen Grundlegung sind selbstverstéindlich verschieden von
den Zielen des Rechnens mit Matrizen. Nach all den Ansétzen in den Teilen I bis IV
diirfen wir hoffen, dass sich hier im Teil V ein grundsétzliches Verstédndnis fiir Vektorrdume
verbindet mit einem Einblick in die Mechanismen der ‘Matrizenrechnung’; ein solides
Verstéandnis fiir das Prinzip der Linearitét braucht u. E. ein gewisses Mafl von Erfahrungen
mit anschaulichen mathematischen Objekten.

Ein wesentliches Anliegen bei unserer Behandlung der Theorie der linearen Gleichungs-
systeme (oder allgemeiner gesagt, zur Theorie der linearen Abhéngigkeit) ist die Vektor-
raumdualitdt. Ein lehrreiches elementares Vehikel scheint uns die Idee des vollstdndig
ausgetauschten Tableaus zu sein; wir sehen darin nicht nur eine Alternative zu der (in
Schulbiichern favorisierten) Eliminationsmethode zur ‘Lésung’ linearer Gleichungssys-
teme. Die Verbindung zwischen der Tableau-Methode mit der Matrizenrechnung wird
(moglicherweise iibertrieben ausfiihrlich) dargelegt; der Leser mag sie iiberspringen. Die
Unterabschnitte V.5 und IV.6 zeigen die Dualitit in Anwendungen, die auf eine Hilber-
traumnorm Bezug nehmen.

V.1 Vektorrdume: Basis und Dimension

Vektorraumaxiome. Teilvektorrdume. Die lineare Hiille einer Schar von Vektoren
span{vy : « € I}. Lineare Unabhéngigkeit. Eine Basis ist ein linear unabhingiges Sys-
tem maximaler Lénge. Eine Basis ist ein aufspannendes System minimaler Lénge. Beweis
des Austauschlemmas von E. Steinitz. Linearformen. Der Dualraum. Duale Basen. Die
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natiirliche Paarung.

V.2 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem fiihrt auf Vektorrdume und auf affine Rdume. Die allge-
meine Losung des inhomogenen Systems Ax = b ergibt sich, wenn man zu einer speziellen
Losung die allgemeine Losung der homogenen Gleichung dazuaddiert.

Ein lineares Gleichungssystem definiert eine lineare Abbildung ¢ :x — Ax. Wenn A
den Spaltenrang r hat, dann hat das Bild im ¢ die Dimension r. Wenn A den Zeilenrang
r hat, dann hat der Kern ker ¢ = {x : Ax = 0} die Dimension n — r. Zeilenrang =
Spaltenrang. Wenn A den Rang v hat, dann gibt es eine nichtsinguldre Teilmatrix von
der Gréfle v x .

V.3 Tableaus; Vollstindiger Austausch

Zeilentableaus zur ,,Losung® linearer Gleichungssysteme. Spaltentableaus zur Konstruk-
tion einer Basis des Spaltenraums. (Austauschlemma von Steinitz). Vollstdndiger Aus-
tausch: der Kernblock, der Bildblock und der Inversblock. Weitere Anwendungen des
vollstandigen Austausches.

V.4 Eliminationsmethode; LU-Faktorisierung

Das Gauss’sche Eliminationsverfahren. Zwei Zahlenbeispiele. Zeilenoperationen sind Mul-
tiplikationen von links. Untere und obere Dreiecksmatrizen. Die LU-Zerlegung
A =L"".D-U fiir eine nichtsingulire Matrix A mit geeignet angeordneten Zeilen und
Spalten. Inhomogene Systeme. Systeme mit unbestimmter rechter Seite. Zahlenbeispiel.
Hinweis auf die Minimierung einer quadratischen Funktion.

V.5 Matrizen vom Rang r, Singuldrwertzerlegung

Eine m x n Matrix A vom Rang r kann man als Summe von r Matrizen vom Rang 1
darstellen. Anders gesagt: Es gibt Faktorisierungen A = B - C, wo B das Format m x r hat
und C das Format r x n; die Spalten von B bilden eine Basis des Spaltenraums von A,
die Zeilen von C bilden eine Basis des Zeilenraums von A. Wir diskutieren insbesondere
die Faktorisierung, die zum vollstéindigen Austausch gehort.

Wir betrachten dann eine komplexe m x n-Matrix A als Abbildung des Hilbertraums der
n-Spalten in den Hilbertraum der m-Spalten. Wenn A den Rang r hat, dann gibt es Zahlen

A1, ..., A, ein orthonormiertes r-Tupel von n-Spalten vq, ..., v, und ein orthonormiertes
r-Tupel von m-Spalten wy, ..., w,, sodass
A-vi=Ac-w fir k=1,...,7; A-v=0, wenn Vv L {v]

Wenn wir die m-Spalten wy zu einer Matrix Q zusammenstellen und die n-Spalten vy zu
einer Matrix P*, dann erhalten wir die Faktorisierung

A=Q-A-P mit A Diagonalmatrix und Q"' Q=1.=PP".

Der Beweis beniitzt wieder Courant’s Maximierungsargument. Die unitdre Diagonalisie-
rung einer normalen Matrix A ergibt sich als Corollar.
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V.6 Kleinste Quadrate und lineare Schitzung
Die Gleichung B - x =y besitzt eine Losung nur fiir die y im Spaltenraum von B.
Es stellt sich die Aufgabe: Man finde fiir ein beliebiges y solche Spalten {j und X, dass

B-R=17, |y =4[ =min..

Die Methode der kleinsten Quadrate 1ost diese Aufgabe in dem Fall, wo || - || eine Hilbert-
raumnorm im Spaltenraum ist, ||y]|* = y*Qy mit Q positiv definit. Der Schliissel ist eine
Projektionsmatrix P, die aus einer ‘Normalgleichung’ gewonnen wird. Als Beispiel disku-
tieren wir die Bestimmung einer Ausgleichsgeraden.

Schliesslich entwickeln wir in aller Ausfiihrlichkeit die duale Fragestellung als ein Thema
der linearen Statistik.

Anhang : Mengen und Relationen

Die Mengendefinition von G. Cantor (1895). Mengenalgebra und Boole’sche Algebra.
Strukturierte Mengen allgemein. Praordnungen. Aquivalenzrelationen. Die Partition nach
Aquivalenzklassen. Anwendung auf Gruppen: Nebenklassen. Gruppenhomomorphismus.
Faktorgruppen. Quotientenrdume zu einem Vektorraum.
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1.1 : Von den Zahlen zu den Matrizen 1

I Rechengriéfien

I.1 Von den Zahlen zu den Matrizen

In der Schule gibt man sich (zurecht) viel Mithe mit den Zahlbereichserweiterungen
NC % CQcRcC.

Wir werden die Ideen, die den Erweiterungsschritten zugrunde liegen, bei passenden Ge-
legenheiten kommentieren. Die Erweiterung Z C Q heifit das Bruchrechnen — davon wird
in [.3. die Rede sein. Die Erweiterung Q C R heif3t Vervollstandigung; wir iiberlassen sie
der Vorlesung iiber Analysis. Die Erweiterung R C C ist das Thema der zweiten Vorle-
sung 1.2. Es sollte schnell eine Sache der Gewohnheit werden, mit den komplexen Zahlen
genauso sicher umzugehen wie mit den (in der Schule eingeiibten) reellen Zahlen. In 1.4
wird dieses Rechnen (mit der notigen Vorsicht) auf die Matrizen iibertragen.

Zahlen sind ein sehr spezieller Typ von Rechengrofien. Manche der bekannten Rechen-
regeln gelten auch in allgemeineren Bereichen von Rechengrofien. Wir denken insbesondere
an die

Assoziativgesetze
(a+b)+c = a+(b+c)
(a-b):-c = a-(b-c¢)
Distributivgesetze
(a+b)-c = a-c+b-c
a-(b+c) = a-b+a-c

Kommutativgesetze
a+b = b+a
a-b = b-a

Nach den neutralen Elementen (0 fiir die Addition und 1 fiir die Multiplikation) werden
wir spéter fragen. Auch die Fragen nach der additiven Inversen (—a zu a) und nach der
multiplikativen Inversen (a™' zu a) werden wir erst spéter aufnehmen.

Eine konkrete und &uflerst wichtige Art von Rechengréfien sind die Matrizen, ganz
besonders die reellen und die komplexen Matrizen.

Definition

[ und J seien endliche Indexmengen; |I| = m , |J| = n.

Eine I x J-Matrix A ist dadurch gegeben, dass jedem Paar (i,j) eine Zahl ay; (oder a})
zugeordnet ist. ay; heifit der Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

Meistens denkt man sich die Indexmengen durchnummeriert. Die Matrix A erscheint dann
als ein rechteckiges Zahlenschema vom Format m x n.
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Operationen

Summe von Matrizen Zwei Matrizen vom gleichen Format I x ] kann man addieren.
Es werden die entsprechenden Eintrége addiert:

A+B=C mit aij+bij:cij fiir alle (1,j) e I x J .

Matrizenprodukt Wenn A eine I x J-Matrix ist und B eine ] x K-Matrix, dann kann
man das Matrizenprodukt bilden. C = A - B ist die I x K-Matrix mit den Eintrégen

Cie=) @i-bjc oder ci=) al-b] firalle (i,k)€IxK.
j .

)

Skalare Multiplikation Wenn « eine Zahl ist, dann bezeichnet o« - A die I x J-Matrix
mit den Eintrégen oc- ay;. Die I x J-Matrizen kann man somit linear kombinieren:
Wenn o« und (3 Zahlen sind und A, B I x J-Matrizen, dann ist oc- A + 3 - B eine
wohldefinierte I x J-Matrix.

Die Definition des Matrizenprodukts mag dem Anfanger merkwiirdig erscheinen. Die
Sinnhaftigkeit ergibt sich aus den zahlreichen ,, Anwendungen“, die wir nach und nach
kennen lernen werden. Hier interessieren uns zunéchst nur die Rechengesetze.

Satz

Fiir Matrizen gelten die Assoziativgesetze und die Distributivgesetze. Das Kommutativge-
setz der Multiplikation ist nicht giltig. Es gilt also

(A+B)+C = A+(B+C) , (A-B)-C = A-(B-C)
A-B+C) = A-B+A-C; (A+B)-C = A-C+B-C,

falls die Formate stimmen.

Die Gleichungen sind so zu verstehen: Wenn die linke (oder die rechte) Seite definiert ist,
dann ist auch die rechte (bzw. die linke) Seite eine wohldefinierte Matrix und das Ergebnis
ist auf beiden Seiten dasselbe. Die Beweise sind einfach: Das erste Distributivgesetz besagt

Z aij - (bj+cj) = Z ay - by + Z ayj - ¢ fiir alle (i,k) .
j j j

Das Assoziativgesetz der Multiplikation besagt, dass bei der Berechnung der Eintrige
der Matrix D = A - B - C nicht auf die Klammerung ankommt. Jedes di; ergibt sich als
Doppelsumme.

die ZZaﬁ 'bjk'Ckg fiir alle ('L,E) elxL.
j,k
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Quadratische Matrizen
Eine I x I-Matrix heifit eine quadratische Matrix.
Wenn A und B I x I-Matrizen sind, dann sind auch A + B und A - B wohldefinierte
[ x [-Matrizen. Im Bereich der I x I-Matrizen sind also die Linearkombination und die
Multiplikation unbeschréinkt definiert.
Die I x I-Matrix, deren Eintrdge allesamt = 0 sind, heiit die I x I-Nullmatrix. Die
Nullmatrix ist das neutrale Element fiir die Addition. Die I x [-Matrix mit Einsen in der
Diagonale und Nullen auflerhalb der Diagonale heifit die I x I-Einheitsmatrix ; sie wird
hier mit Eq.7 bezeichnet.
(Die gebréduchlichere Bezeichnung ist I oder 1d fiir ‘Identitéts(matrix)’; hier benotigen wir
aber (vorerst) die Buchstaben I, J, K, ...als Namen fiir Indexmengen fiir Scharen oder
‘Familien‘; das kénnen Familien von Spalten sein, oder Familien von Zeilen sein, spéter
auch fiir Scharen von Vektoren oder Scharen von Linearformen.)
Die Einheitsmatrix ist das neutrale Element fiir die Multiplikation. Genauer gesagt:

Satz

E = Eg ist die einzige Matrix mit E - A = A fir alle 1T x [-Matrizen A.
Und Eiy1 ist auch die einzige Matriz mit A - E = A fir alle A.

Der Beweis ergibt sich leicht aus der folgenden allgemeineren Betrachtung iiber die
Wirkung einer Matrix von links (oder rechts).

Zeilen- und Spaltenoperationen
Eine I x J-Matrix kann man als ein I-Tupel von J-Zeilen auffassen oder als ein J-Tupel von
[-Spalten. Multiplikation von links bedeutet Zeilenoperation; Multiplikation von rechts
bedeutet Spaltenoperation.— Genauer:
Wenn man die I x J-Matrix A von links multipliziert, dann sind die Zeilen von B - A
Linearkombinationen der Zeilen von A. Die Spalten von A - C sind Linearkombinationen
der Spalten von A.

Beispiel Zuerst werden die Zeilen von A linear kombiniert, dann die Spalten

11 ap ap a3 _ app+ax, app+az, aitaz
1 2 a axp az an +2ax, ap+2ax», az+2ax
app ajz ais 0 —1 . app+ a3 app—an
azy dz azs 1 0 az;+az; az —ax
Diagonalmatrizen

Eine I x I-Matrix heifit eine Diagonalmatrix, wenn die Eintrdge auflerhalb der Diagonalen
Nullen sind. Mit den Eintrdgen d; in der Diagonalen gilt

D - A entsteht aus A indem man die Zeilen von A mit den Zahlen d; multipliziert;

A - D entsteht aus A, indem man die Spalten von A mit den Zahlen d; multipliziert.
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Zwei zentrale Sitze der Matrizenrechnung
Theorem 1

Seien I und | Indexmengen derselben Michtigkeit n : |1 =n =|]|.
Zur I xJ-Matriz A gibt es genau dann eine Linksinverse, wenn es eine Rechtsinverse gibt,
und es handelt sich um dieselbe Matriz B vom Format ] x 1.

A-B=EL], B-A=E;;.
Kurz gesagt: Eine Linksinverse ist automatisch eine Rechtsinverse (und umgekehrt).

Die Schwierigkeit des Beweises liegt bei der Existenz; die endliche Dimension spielt
eine wesentliche Rolle. Einfach ist der Beweis der Eindeutigkeit.

A-B=Ey;, C-A=E, = B=(C-A)-B=C-(A-B)=C.

Hinweis
Die Theorie der linearen Operatoren (die wir im 3. Semester skizzieren werden) ist ei-
ne Verallgemeinerung der Matrizenrechnung. In dieser Theorie, im sog. unendlichdimen-

sionalen Fall gibt es Operatoren A, welche zwar eine Linksinverse besitzen, aber keine
Rechtsinverse (oder umgekehrt).

Definition

Eine I x J-Matrix A heifit nichtsingulér, oder invertierbar, wenn sie eine Inverse B exis-
tiert. Die (eindeutig bestimmte !) Inverse der nichtsinguliren Matrix A wird mit A~
bezeichnet.

Satz Sei C = A-B mit A und B invertierbar. Dann ist auch C invertierbar, und es gilt
C'=(A-B)'=B'A".
Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Assoziativgesetzes:
C-B'"A)=A- BB ")-A'=E; (B'A .- C=B'-(ATA)-B=E.

Theorem 2

Auf der Menge aller 1 x 1-Matrizen existiert eine multiplikative Funktion, welche genau
dann # 0 ist, wenn die Matriz nichtsinguldr ist. Diese Funktion heisst die Determinan-
tenfunktion; sie wird mit det(-) bezeichnet.

det(A-B) = (detA)- (detB)
det(A) #0 & A ist nichtsingular .

Die Beweise der Theoreme verschieben wir auf spéter.
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Komplexe 2 x 2-Matrizen

Wir werden die Aussagen der Theoreme vorerst nur fiir die 2 x 2-Matrizen verwenden;
und fiir diesen Fall werden sie durch die folgenden einfachen Rechnungen bestétigt.

Definition
Fiir 2 x 2-Matrizen A = (¢ 9) definiert man

a ¢

detAzdet(b d

):ad—bc.

Satz
Wenn detA # 0, dann gilt

1 d -b
-1 _ )
A= T (—c a ) '

Es gilt als mathematisch unsauber, wenn man sagt: Die Determinante einer 2 x 2-Matrix
verschwindet genau dann, wenn die Zeilen (und damit auch die Spalten) proportional
sind. Beim Reden {iber Proportionalitdt spielen die Nullen eine etwas ungliickliche Rolle.

Beispiele:
0 1 2 1
det(OS):O’ det(Gs):O.

Wer wiirde im ersten Fall sagen, dass die Spalten ,,zueinander proportional“ sind? Die
korrekte Ausdrucksweise, die sich auch fiir n x n-Matrizen fiir n > 2 bewéhrt, ist die:

Die Determinante verschwindet genau dann, wenn die Zeilen linear abhingig sind,
d.h. wenn es eine Zeile gibt, welche sich als Linearkombination der iibrigen Zeilen dar-
stellen 1é8t. In diesem Fall gibt es auch eine Spalte, die sich als Linearkombination der
tibrigen Spalten darstellen 1a8t. (Dies ist ein mathematischer Satz, den wir hier nur fiir
2 x 2-Matrizen bestétigen konnen.) Im Falle, wo alle Eintrége # 0 sind, haben wir in der
Tat

Hinweis :

a ¢ a b

ad—bc=0 b4 — < a
Es ist allgemein richtig und sauber ausgedriickt, wenn man sagt: Die Determinante einer
n x n-Matrix verschwindet genau dann, wenn die Zeilen (oder auch die Spalten) linear
abhéngig sind, wenn es also eine Zeile (bzw. Spalte) gibt, die sich als Linearkombination

der iibrigen Zeilen (bzw. Spalten) darstellen ldsst.
detA=04=3 x#0: A-x=0&3 £#0: &E-A=0.
Betrachten wir die Matrix A — A - Id, dann ergibt sich der

Satz

Genau dann ezistiert eine Spalte x # 0 mit A -x = A - X,
wenn A die quadratische Gleichung (a — A)(d —A) —be =0 Iost.
Eine solche Spalte x heisst eine Eigenspalte zum Eigenwert A.
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Multiplikativitit der Determinantenfunktion fiir n=2
([ a c [ x v n_ [ ax+cp ay+cd
A_<b d) B_((s 6) A B_(boH—dB by+d6)
Durch Nachrechnen bestéatigt man

(acc+cB)(by + dd) — (ay +cd)(bax+ dp) = (ad — be) - (ad — By) .

Neben der Determinante det(A) ist auch noch die Spur trace(A) eine besonders wich-
tige Kenngrofle einer quadratischen Matrix A. Die Spur ist die Summe der Diagonalele-
mente.

Im Falle n = 2 ist zu bemerken

a—A c

det(A—)\Id)zdet( b d—2

) = (a—A)(d—A) —be = A’ — trace(A) - A+ det(A) .

Ein merkwiirdiger Satz
Sei A eine 2 x 2-Matrix mit der Spur t und der Determinante d. Es gilt dann

A2—t-A+d-E=0.

Beispiel

1 3
2 = a_op_ (7 15\ (5 15 -2 0
A 5A2E_<1o12 102 ) o —2)-
Der Satz kann leicht durch eine direkte Rechnung bestétigt werden. Seine Verallgemei-
nerung auf n x n-Matrizen heifit der Satz von Cayley-Hamilton. Wir werden diesen Satz

beweisen, wenn wir spéter das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix stu-
dieren.
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Aufgaben zu 1.1

Aufgabe 1.1.1 :

Eine quadratische Matrix P heisst eine Permutationsmatrix, wenn sie nur Eintrdge 1 und
0 hat, wobei in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 steht.

1. Machen Sie eine vollstindige Liste aller Permutationsmatrizen vom Format 3 x 3.

2. Zeigen Sie: Wenn Py und P, Permutationsmatrizen (sagen wir vom Format | X ])
sind, dann ist auch das Produkt eine Permutationsmatrix.

Aufgabe 1.1.2 :

Eine I x J-Matrix P heisst eine stochastische Matrix, wenn sie nichtnegative Eintrédge hat
und alle Zeilensummen = 1 sind

py >0 firallei,j, ) py=1 firalei.

)

Sei Q eine stochastische ] x K-Matrix und sei R=P - Q. (ryx = Zj Pijdik)-
Zeigen Sie, dass R eine stochastische Matrix ist.

Aufgabe 1.1.3 :

a) Berechnen Sie die Potenzen P% P3 P4 ... der folgenden Matrix

0
P=1[o0
1

o o =
S = O

b) Berechnen Sie die Inverse B = A~ fiir die Matrix

L (01 1
A=5| 101 :jP+WL
110

Hinweis zu b) : Zeigen Sie 2A? = A + E und multiplizieren Sie mit B.

Aufgabe 1.1.4 :  (Spur einer Matrix)
Die Spur (trace) einer quadratischen Matrix M ist die Summe der Diagonalelemente
tr(M). Seien A eine I x J-matrix und B eine J x [-Matrix.
Zeigen Sie
tr(A-B)=tr(B-A) .
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Aufgabe 1.1.5 :  (Transponierte Matrix)

Sei A eine reelle I x J-Matrix. A = (ay). Man definiert dazu die transponierte Matrix
AT. Dies ist die ] x I-Matrix B mit den Eintrigen bj; = ay; (firi e I, j €J).
Seien M und N Matrizen, fiir welche M - N definiert ist (wo also die Formate passen).
Zeigen Sie

(M-N)T=NT.MT.

Aufgabe 1.1.6 : (Diagonalmatrizen)

A sei irgendeine 3 x 3-Matrix.

1. Fiir die Diagonalmatrix D mit den Diagonalelementen 1,3, —1 gelte
A -D =D - A. Zeigen Sie, dass A tatséchlich eine Diagonalmatrix ist!

2. Fiir die Digonalmatrix D mit den Diagonalelementen 1,3, 1 gelte
A -D =D - A. Was koénnen Sie iiber die Matrix A sagen?

3. Es seien D und E Diagonalmatrizen mit nichtverschwindenden Diagonalelementen
dj bzw. €j.
Zeigen Sie: Wenn eine nichtsinguldre Matrix W existiert, sodass D - W = W - E,
dann gilt E = D. In diesem Falle zerfallt W in Blocke geméss den verschiedenen
Diagonaleintrégen d;.
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I.2 Komplexe Zahlen; die Euler’sche Formel

Die komplexen Zahlen gewinnt man aus Paaren reeller Zahlen: z = a + ib mit a,b € R.
Seit Gauss veranschaulicht man die komplexen Zahlen als Punkte in der Gauss’schen
Zahlenebene C. Die Koordinaten heiflen der Realteil und der Imaginérteil von z.

z=a+ib, a=Rz, b=7z.

Verkniipfungen

Komplexe Zahlen kann man addieren und multiplizieren. Fiir z = a+1ib , w = ¢ + id

definiert man
z+w = (a+c) + i(b+4d)
z-w = (ac—bd)+1i(ad+bc).

Die Menge der Punkte mit Imaginérteil = 0 heifit die reelle Achse R . Wenn man die eben
definierten Verkniipfungen auf die Teilmenge R einschriankt, erhédlt man die bekannte Ad-
dition (bzw. Multiplikation) reeller Zahlen; insofern besteht keine Verwechselungsgefahr,
wenn man die Zeichen + und - auch fiir die Verkniipfungen in C beniitzt. Die Null, das
neutrale Element fiir die Addition, und die Eins, das neutrale Element fiir die Multipli-
kation, liegen auf der reellen Achse. Statt O + 1 -0 schreibt man einfach 0, statt 14+1-0
schreibt man 1. Allgemeiner schreibt man a +1i-0 = a.

(C,0,1,+,-) ist somit eine Erweiterung von (R,0,1,+,-) .

Assoziativitdt und Distributivitét
Die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen sind offenbar kommutative Ver-
kniipfungen. Auflerdem gelten die Assoziativ- und die Distributivgesetze

(z1+2z2)+2z3 = z1+(22+23) ; (z1-22) 23 = z1-(22-23)
(z1+2z2) W = z1-wHz-w, z-(Wi4+w) = z-wi+z-wy.

Dies kann man direkt nachrechnen. Es ist aber auch lehrreich, die Beweise mit Hilfe der
Matrizenrechnung zu fithren. Dies geht folgendermaflen: Wir identifizieren die komplexen
Zahlen z = a 4+ ib, w = ¢ + id mit speziellen reellen 2 x 2-Matrizen, ndmlich

ZHa_b WHC_d
b a /'’ d ¢ /)~

Summe und Produkt sind wieder Matrizen dieser speziellen Gestalt; es gilt in der Tat:

a+c —(b+d))_ _— (ac—bd —(bc+ad))

Z+W<—)<b+d a+tc bc+ad (ac—bd)

Wir wissen bereits, dass fiir die Addition und die Multiplikation quadratischer Matrizen
die Assoziativ- und die Distributivgesetze giiltig sind.
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Konjugation und Normbildung
Wenn z = a +1ib (a,b € R) eine komplexe Zahl ist, dann heifit a — ib die (komplex)
konjugierte Zahl; sie wird mit z (oder auch z*) bezeichnet. Die Abbildung z — Z heifit die
komplexe Konjugation ( in C).
Die Norm der komplexen Zahl z = a + ib ist die positive Zahl

|zl = va?2+b2=+z-z; nur die Null hat die Norm =0 .

Satz

Wenn z und w komplexe Zahlen sind, dann gilt

(z+w) = z+w  (=(z+w))
(z-w) = w-z (=(z-w))
z+wl <z + (Wl
z-w| = [z[-|w|

Beweis Die Norm macht die Gauss’sche Zahlenebene C zu einem euklidischen Raum.
Die dritte Aussage ist die , Dreiecksungleichung® in der euklidischen Ebene.

Weiter gilt |z- w2 =(z-w)-(z-Ww)=(z-2)- (W-W) = z]>- W%

Bemerke auch: |z[? ist die Determinante der (wie oben) zugeordneten Matrix.

Multiplikative Inverse
Zu jeder komplexen Zahl # 0 gibt es eine multiplikative Inverse; man nennt sie auch die
reziproke Zahl und notiert sie

oder z7'.

Beweis
a i —b B 1 5
az+b2  a?2+b2 |z 7

1
z=a+ib=-=
z

In der Tat gilt z- 4>z = 1.

|z?

Bemerke

Die Reziproke der konjugierten Zahl ist die Konjugierte der reziproken Zahl.
Die Norm der reziproken Zahl ist die Reziproke der Norm. In Formeln:

0

1

z

2

N | =
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Polarkoordinaten

Die Punkte der euklidischen Ebene kann man bekanntlich auch durch ihre Polarkoordi-
naten beschreiben:

(x,y) =(r-cos@,r-sin@) .
Fiir v = /124 y? # 0 ist der Winkel ¢ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27
eindeutig bestimmt. (Man sagt, der Winkel ¢ ist ein wohlbestimmter Punkt in R/ 27 )

sin (7 + ) = — sin vt
' in x (X)

1

— s

wola
wal3
/
v
8

-1

Satz
Fiir jede komplexe Zahl z = a +ib # 0 gibt es genau ein @ € R/ZTC , sodass
z=lz] (cos@ +ising)=|z|-e** mit ¢ € R/ZT[ ,

Die Rechtfertigung der Notation e wird sich unten ergeben, wo wir die Exponential-
funktion im Komplexen diskutieren. Hinter der Notation steckt in Wirklichkeit eine tiefe
mathematische Einsicht.

Hinweis
Feynman, Bd. I, Kap. 22 : ,Algebra“ schlieft mit dem Satz:
L, Wir fassen zusammen: Die bemerkenswerteste Formel der Mathematik ist

e® = cosd +1isind . Das ist unser Juwel.“

Satz
Seien z und w komplexe Zahlen # 0

z=lz|-e*, w=|wl -e".

Dann gilt

z-w=lz-w| el
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Beweis

z-w = |z|-(cos@ +1isin@) - w|- (cosP + isin)
- wl[(cos @ - cosp — sin @ - sinp) + i(sin @ cos P + cos @ - sinP)]
= |z-w|- [cos(@ + ) + isin(@ +p)] =|z-w|- eHloTV)

(geméaf den Additionstheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen)

Bemerke:

cos@ —sin@ cosPp —sinyp \ [ cos(@+1P) —sin(@ + )
sin@ cos @ "\ siny cosp ~\sin(@ +) cos(@ +1)

Komplexe Amplituden in der Theorie der Wechselstréme

Seien w € R | to € R und |A| € R;. Die reellwertige Funktion
f(t) =|A] - cos (w(t— to)) teR

nennt man in der Theorie der Wechselspannungen und Wechselstrome eine ,reine Si-
nusschwingung® mit der maximalen Amplitude |A|, der Kreisfrequenz w und der Pha-
senverzogerung to,. (Wir bemerken: v = 3= heifit die Frequenz, T = % = %‘ heifit die
Periode.)
Wenn man reine Sinusschwingungen zur Kreisfrequenz w iiberlagert, bekommt man reine
Sinusschwingungen. Unser Beweis wird auch eine einfache Formel ergeben, wie die Pha-
senverzogerung und die maximale Amplitude der resultierenden Schwingung zu berechnen
ist.
Wir arbeiten mit komplexen Zahlen. Es gilt

f(t) = R(A|-eiwltte)
= M(A-e) mit A =AW,

Seien f1(t) und f,(t) zwei reine Sinusschwingungen
f](t) =R (A] : em’t) s fz(t) =R (Az . ei“’t) .

Wir haben dann _
f1(t) + f2(t) = R ((Ar + Az)e™) .

Die komplexen Amplituden A; und A, werden einfach addiert.

Die Exponentialfunktion im Reellen
Im Schulunterricht wird die Exponentialfunktion gerne mit der Vorstellung von der kon-
tinuierlichen Verzinsung motiviert.
Wenn sich ein Kapital K mit dem jéhrlichen Zinssatz « (z.B. o« = 5% = 0,05) verzinst,
dann hat man nach einem Jahr das Kapital K- (1 + «). Wenn halbjahrlich verzinst wird

X

mit dem halbjéhrlichen Zinssatz 5, dann ergibt sich nach einem Jahr

K-(1+%‘) (1+%‘) .
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Bei monatlicher Verzinsung zum monatlichen Zinssatz 5 hat man nach einem Jahr
o\ 12
K-(1+55) "
+ 12
Wenn das Jahr in n Einheiten eingeteilt wird mit dem Zinssatz . fiir jede Periode, dann
hat man nach einem Jahr
0,4 n
K-(1+2)".

n

Im Grenzwert 1 — oo ergibt sich K - e* nach einem Jahr und K - e** nach t Jahren.

Fazit : Das Kapital wichst exponentiell in der Zeit

Bemerke : Exponentielles Wachstum tritt bei vielen Gelegenheiten auf, immer dann
namlich, wenn der momentane Zuwachs proportional zum Bestand ist.

£/(t) = lim nff (t+ ) — f(t)] = o (1)

n—oo

f(t) = £(0) - e**.

Cauchy hat in der Tat den Satz bewiesen, dass jede differenzierbare Funktion f(t) mit
f’ = o - f ein Vielfaches der Funktion e*?' ist.

Die Exponentialfunktion auf der imaginiren Achse
Wir studieren fiir reelles ¢ die Folge

n

z,, ist die n-te Potenz einer komplexen Zahl mit einem Betrag sehr nahe bei 1 und einem
Winkel von der GroBlenordnung @, = Tllcp.

1 1 )
T+ =) =4/1+ =% e,
n n

wobei tan @, = Tllcp , also @, = arctan (Tll(p)

Zn = <1 + —Zcpz) et
n

Der erste Faktor konvergiert nach 1. Auflerdem gilt n@,, — @; denn die Arcustangens-
funktion hat im Nullpunkt die Ableitung =1 (Bild!) Es gilt also

cos(n@,) +isin(ng,) — cos@ +isin @ .

Somit haben wir mit Schulkenntnissen , bewiesen*

1 " )
(1 + E(icp)) — cos@ +1ising = e'? .
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Hinweis : In der Anfingervorlesung fiir Mathematiker betrachtet man die Grenziiber-
gidnge N — oo noch etwas genauer. Fiir Physik-Studierende wollen wir das auf spéter
verschieben. Hier bei den klassischen speziellen Funktionen diirfen wir so sorglos argu-
mentieren wie die Leute im 18. Jahrhundert.

Die Exponentialfunktion iiber C
Satz Fiir jedes komplexe z existiert der Limes

lim (1 +E)n::ez.
n—oo n

Es qilt

ezzlim(1+§)n:1—|—z—|—%22—|—%z3—|—...

Beweisskizze (im Stile des Entdeckers L. Euler, 1748)

Nach der Binomialformel gilt:

(2] =3 () () e (§) - nn )

Fiir festes k und n — oo haben wir

() () =% (=) (-2 ()%

Wir haben also

2\t v 1w
(1) =X g7«
k=0
mit Koeffizienten a](:L) zwischen 0 und 1, welche fiir n — oo nach 1 konvergieren. Der
Grenzwert fiir n — oo ist die Exponentialreihe. Wenn man einen strengen Beweis wiinscht,
dann muss man nachweisen, dass man den Grenziibergang gliedweise durchfiithren kann.
Man zeigt in der Tat den

Satz Die Konvergenz

n—oo n

n ° 1
lim (1 + E) =) —ZF=¢?
0
st gleichmapfig in jedem beschrdankten Teil von C.
Hinweis

Die Rechnung 143t sich ausdehnen.
Sei A ein quadratische Matrix. Es gilt dann

T \" 1 1
lim (I+—-A) =I+A+ A2+ A3+, . =:e*=exp(A).
n—oo n 2' 3'
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So wirkt die ,,Exponentialabbildung® also auch auf quadratische Matrizen. In der Quan-
tenmechanik wirkt die Exponentialabbildung auf Operatoren : U; = exp(itH), wo H ein
Hamilton-Operator ist, t € R. Wir werden das im 3. Semester erortern.

Multiplikativitit
In der Schule lernt man, dass die Exponentialabbildung Summen (in R) zu Produkten (in
R, ) macht
exp(s +t) =exp(s) -exp(t) fir s,teR.

Noch bekannter ist diese , Funktionalgleichung®, wenn man sie fiir die Umkehrfunktion
hinschreibt. Die Exponentialabbildung besitzt in der Tat auf R, eine Umkehrabbildung.
Sie heifit der natiirliche Logarithmus. Es gilt

In(x-y) =Inx+1Iny fir x,y e R, .

Diese ,,Funktionalgleichung ist bekanntlich die Grundlage fiir das Rechnen mit dem Re-
chenschieber sowie fiir das Rechnen mit den Logarithmentafeln.

Es ist nun zu beachten, dass die Exponentialfunktion im Komplexen keine Umkehr-
abbildung besitzt. Zu jedem w € C (w # 0) gibt es viele z mit e* = w. (Die Menge der
Losungen ist allerdings iiberschaubar, die Losungen unterscheiden sich nur um ein ganz-
zahliges Vielfaches von 27ti; denn exp(27mik) = 1 fiir alle k € Z). Wir rechnen jedenfalls
lieber mit der Exponentialfunktion als mit dem Logarithmus.

Satz

Wenn z und w komplexe Zahlen sind, dann gilt
exp(z +w) = exp(z) - exp(w) .

1. Beweisskizze

(1+£>n. <1+&>n: [1+z+w+ﬂ]n% <1+Z—|—w)n '

n n n n? n

2. Beweisskizze
Hier betrachten wir gleich den allgemeineren Fall der kommutierenden Matrizen.

Satz

Seien A und B kommutierende Matrizen, A-B =B - A.
Es gilt dann fir alle t € R

exp (t(A + B)) =exp(t-A)-exp(t-B).
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Beweisskizze
Wir sammeln die Summanden mit demselben Faktor t™ im Produkst.

exp(t-A)-exp(t-B) =
1
:(1+t-A+lt2A2+lt3A3+...)(1+t-B+lt2132+—t3133+...)

2! 3! 2! 3!

=I+t(A+B)+ %tZ(AZHAB + B?) + %(A3+3AZB+3ABZ+B3) +..

Im Falle kommutierender Matrizen haben wir die kombinatorisch zu beweisenden
Binomialformeln

A? +2AB + B? = (A + B)?
A3 +3AB+3AB°+B*=(A+B)?

Daraus ergibt sich die Behauptung

exp(t-A)-exp(t-A)=1+t(A+B)+ %tz(A‘f—B)z‘f—... =exp (t(A+B)) .
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Aufgaben zu 1.2
Aufgabe 1.2.1 :
Berechnen Sie das Quadrat und die dritte Potenz von
1 1. i .
20= 5" V3 + Fl=r-e ¢ (Zeichnung)
Was sind r und ¢?

Aufgabe 1.2.2 :  (Fiinfte Einheiswurzeln)

e Die Gleichung z° — 1 = 0 hat 5 Losungen w® w' w? w?

,wh (Zeichnung!).
e Es gibt reelle Zahlen a < A, sodass gilt
2Z2—1=z-N"+22+22+2+1)=(z— 1"+ az+ 1) (22 + Az + 1)

Bestimmen Sie diese Zahlen a, A.

e Wir gewinnen daraus die 5-ten Einheitswurzeln W’ und die Zahlen cos %” = cos 72°,
sin %" = sin 72°. Betrachten Sie ndmlich
w——a—i—i 1—a2' w——A—I—i 1—A2
T2 4 ) 4"

Zeigen Sie w, = w? und berechnen Sie w3 = w3;  wy = w1, Fiir jedes der wy gilt
wy =1.

e Zeigen Sie (Bild!)

cos72° = —% :4]_1<\/§_1); sin72° = %\/104—2\/5
c0s 36° = +% =%<¢5+1); sin 36° = %\/10—26.

Aufgabe 1.2.3 :
Wir multiplizieren komplexe 2 x 2-Matrizen von einer speziellen Gestalt

a b c d)_ (e f
—b a/\-d ¢/ \? ?
Berechnen Sie die Zahlen e und f sowie die beiden fehlenden Eintrige in der Produktma-

trix!

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



18 Rechengrofien Einfiihrung in die Mathematik I

Aufgabe 1.2.4 :

Bekanntlich definiert man e* auch fiir komplexe Argumente z. Es gilt

ztw z

e =e”-e" firalle zzweC.

Man definiert dann fiir komplexes z

] iz —iz\ . : _l iz iz
cosz:i(e +e ), smz-Zi(e e )

Zeigen Sie die Additionstheoreme

cos(z+ W) =cosz-cosw —sinz-sinw

sin(z+w) =sinz-cosw +cosz - sinw .
Aufgabe 1.2.5 :

0100
Es sei t € R; E sei die 4 x 4-Einheitsmatrix und N = (88 5 ?)
0000

Berechnen Sie et"F+N)

Hinweis: Es diirfte die Aufgabe erleichtern und zu einem iibersichtlichen Resultat

fiithren, wenn Sie beniitzen, dass fiir kommutierende Matrizen A, B gilt eAB = e . B,
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I.3 Polynome als Rechengroéflien

Ein Polynom mit komplexen Koeffizienten ist ein Ausdruck der Form
Qo+ar-z+ar-z2+...4an-z" mit a; € C
(z heiBt die Unbestimmte des Polynoms).

Uber Polynome ist sowohl Theoretisches als auch Praktisches zu sagen. Einiges sollte
schon von der Schule her geldufig sein. Wir behandeln

I. Das Horner-Schema; Umzentrieren
I1. Teilen mit Rest; euklidischer Algorithmus
ITI. Gebrochenrationale Funktionen; Partialbruchzerlegung

Das Losen polynomialer Gleichungen p(z) = 0 hat theoretische und praktische Aspekte.
Quadratische Gleichungen sind von der Schule her bekannt. Alles, was dariiber hinaus
geht, ist delikat. Dieses Thema werden wir erst nach und nach in den Griff bekommen.

Cl[z] als kommutativer Ring mit Eins

Polynome kann man addieren und multiplizieren. Es gibt ein neutrales Element fiir die
Addition, das ,,Nullpolynom“, sowie ein neutrales Element fiir die Multiplikation, das
Polynom = 1.

Die Menge aller Polynome bezeichnet man mit C[z]. In

((C[Z],O, 1>+> )

gelten die Assoziativ-, die Distributiv- und die Kommutativgesetze.

Bemerke

Eine multiplikative Inverse gibt es nur fiir diejenigen Polynome, die ein skalares Vielfaches
des Einspolynoms sind (aber nicht das Nullpolynom!). Die konstanten Polynome, auch
Polynome vom Grad 0 genannt, heilen die Einheiten von C[z].

Definition (Grad eines Polynoms)

Man sagt von einem Polynom p(z) = Y_ a;- 2/, dass es einen Grad < n hat, wenn a; =0
fir j = n,n+ 1,.... Die Einheiten haben den Grad 0; dem Nullpolynom ordnet man
iiblicherweise den Grad —oo zu. Mit dieser Konvention gilt fiir den Grad deg(-) (,,degree*)

deg(p - q) = deg(p) + deg(q) fiir alle p,q € Clz] .
Sprechweise

Ein Polynom mit fithrendem Koeffizienten = 1 nennt man ein normiertes Polynom.
Bemerke: Das Produkt normierter Polynome ist normiert.
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Satz 1

Wenn ein Polynom p(-) im Punkt zo € C verschwindet, dann besitzt es den Linearfaktor
z — zo. Es existiert ein Polynom p'"(z), sodass gilt

p(z) = (z—z0) - p'"(2) .

Beweis
p(z) —plz0) =Y q5(Z —2)) = (z—20) - 3_ a]m -Z); denn aus jedem Summanden kann
man den Faktor z — zy herausziehen

J—zh=(z—2) (@ + D2 2o+ 2z R

Wenn man mehrere Nullstellen eines Polynoms kennt, kann man die entsprechenden Li-
nearfaktoren (nach und nach) herausziehen; beispielsweise

21 = E-NZ+z+1)=(z=1) (z+3+3-V3) (243 - $V3)
-1 = (Z2-NEZ+1)=(z-Nz+Dz-1)(z+1) .

Corollar

Ein Polynom vom Grad < n, welches in mindestens n + 1 Punkten verschwindet, ist das
Nullpolynom. Wenn zwei Polynome vom Grad < m in n + 1 Punkten iibereinstimmen,
dann sind sie gleich.

Das Auffinden von Nullstellen eines Polynoms ist ein Problem mit langer Tradition. Schon
im 17. Jahrhundert (A. Girard, 1629) wurde vermutet, dass jedes nichtkonstante Polynom
eine Nullstelle besitzt. Den ersten Beweis gab C. F. Gauss in seiner Dissertation (1799).
Gauss gab spéter noch weitere Beweise (siehe 11.6).

Wenn man die Vielfachheiten der Nullstellen beriicksichtigt, dann kann man sagen:

Satz 2 (,Fundamentalsatz der Algebra®)
Jedes Polynom vom Grad n besitzt n Nullstellen. Es zerfallt in Linearfaktoren

p(z) = const- (z—21)" - (z2—22)% - (2 —2)"

mit z; paarweise verschieden und £+ ...+ {yn =n.

Uber die Techniken, mit welchen die Numeriker die Nullstellen eines Polynoms finden,
kénnen wir hier nichts sagen. Ein niitzliches Hilfsmittel ist das Horner-Schema.

Ia) Horner-Schema

Es gibt viele Wege, den Wert eines Polynoms p(z) vom Grad n einem Punkt zy zu
evaluieren; man braucht mehr oder weniger viele Additionen und Multiplikationen. Das
geschickteste Verfahren benotigt n Multiplikationen mit zo und n Additionen

plzo) = an-z{;+an,1~zg‘_1+...+a1-zo+a0:
= {[(an20+an_1)20+Cln_z}Zo‘I'...—Fa]}Zo—Fao.
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Man berechnet nach und nach die Zahlen

(M (1 (1
a, 1 =0an" 2o + an_1 , a, , =0, Zo +ano...

...a(lnzag)-zo—i—a] , p(zo):a(ln-zo—I—ao. O

Wir wollen die Idee des Horner-Schemas noch etwas weiter treiben. Als Vorbereitung
stellen wir fest: Die Zwischenergebnisse a]m liefern uns ein Polynom p"(z) mit

p(z) =p"(2) - (z—20) + p(20) .
Dies muss man nachrechnen (im Fall n = 3)

p(z) = [(03'2‘1'02)2-1- 01} “Z+ ap
— [(a32+ a(zl))z+ a%”} - (z—2z0) + p(20)
(1)

1 .
denn a; —a]gﬁ]-zo:aj fir j=n,n—1,....

Ib) Umzentrieren eines Polynoms

Satz 3
Sei p(z) ein Polynom und zo eine Zahl.
Es existieren dann Koeffizienten bo, by, ..., by, sodass
p(z) = anz"+ang-z2""+...+aiz+ ao
= an-(z—2)"+bn1-(z—2z)" ' +...+by-(z—29) + by .
Beweis

1. Dass das Umzentrieren moglich ist, ist klar. Nach dem binomischen Lehrsatz haben
wir fiir jedes n

" = ((z—zo) —|—zo)TL = Z C:)zg‘_k- (z—2z0)*.

Die rechte Seite ist eine Linearkombination von

(z—zo)™, (z—zo)" ', ..., (z—2z0), 1.

Also ist auch ) a;2) eine Linearkombination dieser Potenzen.

2. Es kommt uns jetzt darauf an, die Koeffizienten by , by , ... mit moéglichst wenig
Aufwand zu berechnen. Dazu dient uns das Horner-Schema. Wie oben finden wir
pM(z), sodass

p(z) =p"(z) (z—20) + bo .

Nach demselben Verfahren

pM(z) =p@(2)(z—20) + by .
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3. Die Berechnungen liefern die Tabelle

an an—1 an—2 e ar aj Qo
(M) (M (1) (1)

aﬂ. an_1 an_z oo (lz a1
2 2 2

T

-2 -2
an ailn,]) ailn,z) bn—3

(n—T1) b 2
n—

an 4, 4

an bn—]

Wir berechnen Zeile fiir Zeile von links

agkﬂ) = a?ﬂ” - zo + a]gk) firj=n,n—1,...,k+1
und schlielich
bk = (1](<k+” = a](!iﬁ” * 20 + a](<k) .

Beispiel
plz) =2°>—3224+2z+1 und zo=1.
Wir erhalten
p(2)=(z—=1340-(z—1) 2+ (-N(z=1)+1.

Das Schema liefert namlich
-3 2 1

1
1 -2 0 [1]
1
1

ITa) Teilen mit Rest in Z In der Schule lernt man das Teilen mit Rest in Z:

36271 : 17 = 2133 Rest 10
-34

22
-17
57
-51
61
-51
10
Grundlage des Verfahrens ist die Tatsache: Sind a, b positive ganze Zahlen mit a > b,
dann gibt esm € Nund r < a, sodassa=m-b+r.
Das Teilen mit Rest liefert auch den Schliissel zur Bestimmung des grofite gemeinsa-
menTeilers zweier natiirlicher Zahlen a und b (a > b). Offenbar gilt ggT (a,b) = ggT
(a —b,b) und daher g¢T (a,b)= ggT (r,b) = ggT (b, r) (b > r). Iteriertes Anwenden
liefert den beriihmten
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Satz 4 (Euklidischer Algorithmus)

Den grifsten gemeinsamen Teiler ggT (a,b) findet man durch iteriertes Teilen mit Rest

a = m-b+m
b = my- T+ T3
T2 = M3-T3+Ty
T2 = Myq-Tr1+ Tk
Tkl = My T+ 0.
Der grifste gemeinsame Teiler ist Ty. Es existieren s,t € Z, sodass

geT(a,b)=s-a+t-b.

Beweis

1. 7y teilt alle r; und insbesondere a und b.
2. Wenn eine Zahl ¢ sowohl a als auch b teilt, dann teilt sie jedes rj, insbesondere Ty.

3. Es gilt

Tk = Thk27 M1 Tk—1 = Tk—2— Mk (T3 — My - Tr2) =
= g'Tk,Z‘f’t'Tk,g = ...... = s-a+t-b.

ITb) Teilen mit Rest in C([z])

Satz 5
Seien p(z) und q(z) Polynome mit deg(p) > deg(q). Es ewistieren dann Polynome m(z)
und v(z) mit

p(z) =m(z) - q(z) + r(z) , deg(r) <deg(q) .

Beispiel
p(z) = —42° + 22" — 1423 + 62> — 1424+ 10
q(z) =223 +3z2—1.

Wir zeigen

p(z) = q(z) - (22 +z—4) + (22— 2z +6) .
Das geht genauso wie fiir Zahlen:
(—4z> +2z*% =14z +6z22— 14z+ 10) : (222+3z—1)= (=222 +z—4) + Rest
—4z> 40  —6z3 4277
2z -8z +4z7 14z
2z* +0 43z -z
-8z  +zF 13z +10
-8z 40 12z 44
Rest : z* —z +6

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



24  Rechengrofien Einfiihrung in die Mathematik I

Beweis des Satzes (durch Induktion nach n = deg(p))
q(z) sei fest. Wir nehmen an, der Satz gelte fiir alle p(z) mit deg(p) < n. p(z) sei ein
Polynom vom Grad n.

p(z) =anz"+... : q(z) =bnz™+ ...

p(z) —q(z) - (;—n _an) =p(z) ist eine Polynom vom Grad <n .

m

Satz 6

Seien p und q Polynome.
Es existiert dann ein normiertes Polynom n, sodass gilt

1. m teilt p und n teilt
2. Jedes Polynom, welches p und q teult, teilt auch n.

Dieses Polynom ist eindeutig bestimmt. Es heif$t der normierte grofite gemeinsame Teiler:

n=g97 (p,q).
Es existieren Polynome s und t, sodassm=s-p+t-q.

Beweis (Euklidischer Algorithmus)

Wir machen immer wieder Teilen mit Rest.
Zur Vereinfachung der Notation p(z) =1¢, q(z) =14

To = My -T1+T2
Ty = My -T2+T3
T2 = Myq-Te1+Tx
Tkl = My Ty + 0.
Irgendwann geht die Division auf; denn deg(rq) > deg(rz) > .... Wie bei den Zahlen

gewinnt man 1 als Summe 1, = s -p +t- q. Dies ist bis auf einen Faktor der normierte
geT (ro,T1).

Beispiel

geT(22—1,22—1)=2z—1
(z—1)=s-p(z)+t-q(z) mit s=Tundt=z

z—1=(22=1)—z-(22—1).

IIT a) Gebrochenrationale Funktionen Wir betrachten Briiche von Polynomen.

Wir haben Gleichheit ~
r(z) _ p(z)
alz)  4(z)’
wenn die Briiche durch Kiirzen und Erweitern auseinander hervorgehen. (Der Nenner darf

nicht das Nullpolynom sein.) p(z) - q(z) = q(z) - p(z).
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In der Schule lernt man die Bruchrechnung fiir ganze Zahlen. Fiir Polynome geht alles
genauso. Das Multiplizieren ist leicht. Beim Addieren dagegen muss man bekanntlich
aufpassen; man muss die Summanden auf einen gemeinsamen Nenner bringen!

P1 P2 — PP
(e} q2 q1-9z

(E_:> + (E_i) - m?qz Pzt p2-@m)

Die Briiche von Polynomen nennt man manchmal die gebrochenrationalen Funktio-
nen, wahrend man die Polynome ganzrationale Funktionen nennt. Die ganzrationalen
Funktionen kann man als spezielle gebrochenrationale Funktionen (mit dem Nenner =1)
auffassen. Wir haben eine Erweiterung von C([z]) nach demselben Schema wie die Er-
weiterung Z C Q. Alle Briiche mit Ausnahme der Null haben eine multiplikative Inverse.
Die Menge der gebrochenrationalen Funktionen ist ein Korper. Den Beweis iiberlassen
wir der Vorlesung iiber Elementare Algebra. Das Stichwort dort lautet: Erweiterung eines
Integritéatsbereichs zu einem Korper.
Beispiel fiir das Addieren:

Ly L2 = 2] _((222-2(2—1)) = 2

z—1 P (z—1)(z+1) z(z2 1) -z

ITIb)  Partialbruchzerlegung Im Folgenden nennen wir eine gebrochenrationale

Funktion % einen echten Bruch, wenn deg(p) < deg(q). Die Funktionen der Form (Z_]—Z)e

(€ € N), nennen wir (in diesem Abschnitt) reine Potenzen.

Satz 7

Jeder echte Bruch laft sich als Linearkombination reiner Potenzen darstellen. Sei

n—1

p(z)=apt+ar-z+...4+an1-2

q(z) = (z—2z1)" ... (z— zm)"™ mit z; paarweise verschieden.

Der Bruch % 1st dann darstellbar als Linearkombination der ,reinen Potenzen“

1T \" 1T \""! 1 1T \* 1
(z—z1) ’ <z—z1) ’ '”<z—z1) ’ (z—zz) ’ "'<z—zm)'

Beispiele
2 _ 1 1 2 (o
1. Py o ) S d o il (siehe oben)
atajz+arz? o« ; e
2 ((;—1)]2.(z+21) - (z—]1)2 + z_—21 + z_+31

Wir diskutieren in der néchsten Vorlesung, wie man in solchen Fiéllen die n-Tupel
(agy...,an1) und (&q,...,a&,) ineinander umrechnet.
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Beweis des Satzes

Wir beweisen durch Induktion nach dem Grad n des Nennerpolynoms.
Fiir deg(q) = 1 ist nichts zu beweisen.
Sei z eine {-fache Nullstelle von q(z)

d(z) = (z—2)"-Q(z) mit Q(2) #0.

Wenn wir die Zahl « geeignet wéhlen, dann gilt

(p—aQ)(z) =0
plz) 1 ¢ _ pE)-xQ(z)
q(z) (z—2) q(z) :

Wir konnen durch z — z kiirzen und haben

p(z) x +p1(Z)
a(z)  (z—2)'  qil(z)’

wo deg(q1) < deg(q) und deg(p1) < deg(qs).
Die Induktionsvoraussetzung greift.

Beispiele
4 _ x 8] Y
L. (z—1)2(z+1) = (z—1)? + (z—1) + (z+1)
4 2 A2(zr)  (2)(z) -2
z—1)Z(z+1) =12 = @1)2@z+) — @02z+) ~ (z)(z+2)
4 4 _ 1 1 i i
2. 221 7 (zNzN)z—(zr) — z—1  z+1 + = ZH
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Anhang I.3: Die Stammfunktionen der gebrochenrationalen Funktionen

In der Schule studiert man die Stammfunktionen der gebrochenrationalen Funktionen im
Reellen
r(x)

f(x) = P(x) + —= fiir x € Intervall .
q(x)
Die Stammfunktion des Polynoms P(x) macht keine Schwierigkeiten; den ‘echten’ Bruch
mit Zahlergrad kleiner als Nennergrad behandelt man mit der Partialbruchzerlegung.
Interessant sind die Beispiele:

1
f(x) = x fiir x > x4 oder speziell f(x) =— firx>0,
X — X1 X
o+ Bx ) 1
f(X) = m oder SpeZleH f(X) = 1 —}—XZ .
In der Schule lernt man
1 1
StF(—) =Inx + const ; StF(——) = arctanx + const .

x 1+ x?
Und man beweist das, indem man die Ableitung der Logarithmusfunktion bzw. der Arcus-
tangensfunktion ( als Umkehrabbildungen definiert ) mittels der Kettenregel berechnet.

de" o d sinx 1+ tan’x
—e¥=¢"; — = an-x .
dx ' dx cos x

1

Inx Inx d d
e’ =x = e . —Inx =1 = —Inx = —.
dx dx X

R d d
tan(arctanx) = x = (1 + tan”)(arctanx) - — arctanx = 1 = — arctanx = —— .
dx dx 1+ x?

Im Leistungskurs oder in der inﬁnitesimalrechnung fiir Mathematiker lernt man, dass das
alles nicht so einfach ist. Es miissen Fragen gekldrt werden wie z. B.

1. Wo sind unsere Funktionen definiert, und welche Werte kénnen sie annehmen?

2. Existiert eine Umkehrfunktion; gibt es zu jedem Bildpunkt einen eindeutig bestimm-
ten Urbildpunkt?

3. In welchen Bereichen gibt es eine Stammfunktion?
4. Sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Kettenregel erfiillt?

In unserem Fall muss man sich klarmachen, dass man den Tangens auf das Intervall
(—7t/2,7/2) einschranken muss, wenn man eine Umkehrfunktion haben will, die im Null-
punkt verschwindet. Der Logarithmus ist in der reellen Theorie nur fiir positive Argumente
definiert. In den richtig gewihlten Bereichen geht dann aber alles glatt mit Integrabilitét
und Differenzierbarkeit.
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Wir wollen uns hier noch mit den Stammfunktionen der gebrochen rationalen Funk-
tionen mit komplexen Koeffizienten und komplexem Argument z befassen.

Die Exponentialfunktion ist in der gesamten komplexen Ebene wohldefiniert; die Tan-
gensfunktion bleibt nur in den Punkten (k 4+ 1/2)7t, d.h. in den Nullstellen der Cosinus-
funktion cosz = %(eiZ + e7%), undefiniert.

Die Exponentialfunktion bildet den Streifen {z : |Jz| < 7t} bijektiv auf die ‘geschlitzte
komplexe Ebene’ ab. Fiir jedes w in der geschlitzten Ebene gibt es einen eindeutig defi-
nierten Winkel im Intervall (—7t, 7t), den man hier den Arcus von w oder das ‘Argument’
arg(w) nennt. Wir haben daher tatséichlich eine Umkehrfunktion in der geschlitzten Ebene
(die man den Hauptwert des Logarithmus nennt und wie im Reellen mit In bezeichnet).

w =W =X (cosy+isiny) = x =Injw|, y =arg(w) = Inw = In|w|+i-arg(w) .
Der Logarithmus im Komplexen ist in der Tat eine Stammfunktion der Funktion % in
dem Sinne, dass die Ableitung diese Funktion ergibt. Dies sieht man so:

In(wy-w3) =Inwy +Inw; + k-2l mit einem geeigneten k € Z

.1 . 1. w+h 1T . w h 1
i (O h) = Inw) = Jim ¢ In(=02) = Clim (14 0) =55

Wenn man die Arcustangensfunktion im Komplexen studieren will, dann sollte man
sich wohl am besten auf den Streifen {z : |Rz| < 7t/2} konzentrieren. Als Stammfunktion

der Funktion H%Wz = le ( W]_i — WL), die im Ursprung verschwindet, kommt in Betracht
1. 1+iw 1. w—1
Aw)==—1In + (=5 In - 4 const) .
21 w+i

21 1—iw

Und diese Funktion kann in der Tat (in einer gewissen Umgebung des Ursprungs) als die
Umkehrfunktion zum Tangens gelten. Wir haben néamlich

: 2 iz _ ,—iz 2iz
tanz = Mz _.e‘ ¢ — = le‘ 1 und daher gilt fiir
cosz 2ielz e iz ieiz 41
z:l,ln1 +TW %z 1 +?W schliesslich tanz:l“ +?W)_(1 _?W) =
20 1T—iw 1—1iw 1(1T+iw) — (1 —iw)

Beachte Unsere (etwas unscharfen) Andeutungen zum Thema der gebrochenrationalen
Funktionen im Komplexen gehéren eigentlich nicht in den gegenwértigen Abschnitt I: ‘Re-
chengrossen’. Die Fragen der Definitionsbereiche von Abbildungen werden im Abschnitt
IT grundsétzlich studiert. Am Ende des Abschnitts II werden iibrigens dann auch Beweise
des ‘Fundamentalsatzes der Algebra‘angedeutet; eine strenge Durchfithrung dieser Bewei-
se miissen wir allerdings der Analysis iiberlassen.

Der didaktische Grund fiir das Abweichen von der grossen Linie ist der, dass wir uns die
Gelegenheit nicht entgehen lassen wollten, einerseits an Schulkenntnisse zu erinnern und
andererseits weitergehende geometrische und analytische Uberlegungen anzudeuten.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



[.3 : Polynome als Rechengréfien 29

Aufgaben zu 1.3

Aufgabe 1.3.1 :
Wir haben gesehen (Aufgabe 1.2.2)

2Z2—1=z-N"+22+22+2+1)=(z—1)(Z*+ az+ 1) (22 + Az +1)

und wir haben die Zahlen a, A bestimmt.
Finden Sie Zahlen aop, ai, az, as, as, sodass gilt

T a n a + azz as + aqz
25—1 z—1 z2Z24az+1 z224+Az+1"

Aufgabe 1.3.2 :  (Achte Einheitswurzeln)

Eine komplexe Zahl w heisst eine primitive achte Einheitswurzel, wenn gilt w* = —1.

1. Aus einem Bild kénnen Sie Real- und Imaginérteile der primitiven achten Einheits-
wurzeln zq,z3,z3,24 ablesen (z. B. z; =w, z; =W, z3 = —w,z4 = —W). Geben Sie
diese an!

2. Zeigen Sie:

Y+ 1=p(z)-q(z) wenn p(z)=(z—w)(z—W),q(z) =(z+W)(z+W).

3. Finden Sie Zahlen aq, a,, as, ag, sodass gilt

1 aj ap as Qag

z4 4+ 1 22—21 +z—zz+z—23+z—z4'

4. Zeigen Sie dass man _“- + =2~ und _=- + —#- als Quotienten reeller Polynome
1 z—z z—2Z3 Z—2Z4
darstellen kann.
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I.4 Allerlei komplexe n x n-Matrizen. Faktorisierungen

Wenn A und B komplexe n x n—-Matrizen sind, dann sind auch A+ B und A - B komplexe
n x n—-Matrizen. Man kann mit den komplexen n x n—Matrizen fast genauso rechnen wie
mit den komplexen Zahlen; (C ist in der Tat der Spezialfall n=1). Gegeniiber den reellen
Zahlen hat man noch die sog. hermitische Konjugation als eine weitere Operation.
Zwei wichtige Unterschiede gegeniiber dem Rechnen mit Zahlen sind fiir n > 2 bedeu-
tungsvoll: B - A ist nicht immer gleich A - B, und es ist nicht nur das Nullelement, welches
keine multiplikative Inverse besitzt (in der Tat gibt es Matrizen # O | deren Produkt die
Nullmatrix ist).
In der Fachsprache sagt man: Der Ring (oder die Algebra) der komplexen n x n—-Matrizen
ist nicht kommutativ und er ist nicht nullteilerfrei.
Wir stellen die Rechenregeln zusammen

(A+B)+C=A+(B+C)

(A-B)-C=A-(B-C)
A+B=B+A

A-B+C)=A-B+A-C

(B+C)-A=B-A+C-A.
Es gibt ein neutrales Element fiir die Addition (‘Nullelement’) und ein neutrales Element
fiir die Multiplikation (‘Einselement’)

A+O0=A = O+A
A=A = I-A.

Bemerkung: ‘Axiome‘ Wenn wir zu den hier aufgelisteten Regeln noch die die Exis-
tenz der additiven Inversen —A dazunehmen, dann haben wir ein Axiomensystem fiir
einen Ring mit Einselement.

Bei unseren n xn — Matrizen haben wir auflerdem eine Multiplikation mit Skalaren
(d. h. hier mit komplexen Zahlen «, 3,v,...); und dafiir gelten die Regeln
x-(A+B) = x-A+«-B
(x+B)-A = «-A+p-A
x-(A-B) = (x-A)-B
(oc-B)-A x-(p-A)
1-A = A.

Damit haben wir die Axiome einer assoziativen Algebra. Die Axiome gelten z. B. auch fiir
die Algebra der reellen n x n-Matrizen (mit reellen Skalaren). Weitere wichtige Beispiele
fiir assoziative Algebren sind die Menge der Polynome mit komplexen (bzw. reellen) Ko-
effizienten. Diese Algebren sind im Unterschied zu unserer Algebra der n x n-Matrizen
kommutativ und nullteilerfrei.
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Hermitische Konjugation Bei den komplexen n x n-Matrizen interessiert noch eine
weitere Struktur: die (hermitische) Konjugation. Wir haben eine Zuordnung * : fiir jede
Matrix A ist A* eine wohldefinierte Matrix. Die Eintrdge von B = A* ergeben sich, indem
man die Zeilen mit den Spalten vertauscht (‘Transposition’) und gleichzeitig die Eintréige
durch die konjugiertkomplexen Eintrédge ersetzt.

b = aw
Diese (offensichtlich involutorische) Abbildung hat die Eigenschaften

(A+B)" = A"+B"

(A-B) = B*-A"
(A" = A
(x-A)" = o - A"

*

(oc* ist dasselbe wie die konjugiertkomplexe Zahl &).(Man beachte die Reihenfolge der
Faktoren: sie wird bei der hermitischen Konjugation umgekehrt.)

Invertierbare Matrizen Eine komplexe n x n-Matrix A heiflt nichtsinguldr oder auch
invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt, sodass gilt

A-B=I=B-A.

Man zeigt leicht: Wenn es eine solche Matrix zu A gibt, dann ist sie eindeutig bestimmt;
man nennt sie die zu A inverse Matriz und bezeichnet sie mit A=,

Man bemerke: Wenn A und B invertierbare Matrizen sind, dann ist auch die Produktma-
trix A - B invertierbar, und es gilt

(A-B)" = B'1.-A.

Satz Eine komplere n x n-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn gilt
A-x#0 fiir alle Spalten x # 0.

Diese wichtige Einsicht werden wir uns spiter im Rahmen der Vektorraumtheorie griind-
lich erarbeiten. Wenn wir die n-Spalten als Vektoren verstehen, dann besagt der Satz:
FEine n x n-Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Spalten linear unabhdngig sind.
Wir werden zwei wichtige Algorithmen kennenlernen, welche bei einer Matrix feststellen,
ob diese invertierbar ist und gegebenfalls die Inverse berechnen. (Der eine ist ein Spezialfall
des Gauss’schen Eliminationsverfahrens, der andere ist ein Spezialfall des ‘vollstéindigen
Austauschs’ fiir ein Tableau.)

Fiir Matrizen vom Format n > 4 ist der Rechenaufwand fiir die Invertierung betréchtlich.
Im Falle n = 2 gibt es eine einfache Formel:

Die Matrizen
a b d 1 _ d -b
c d e d —be —c a

sind zueinander invers.
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Hermitische und unitire Matrizen

e FEine komplexe n x n-Matrix H heifit hermitische Matrix, wenn sie gleich ihrer her-
mitisch Konjugierten ist: H = H*.

e Eine komplexe n x n-Matrix U heifit unitdre Matrix, wenn gilt U* - U =1=U- U*.

e Eine hermitische Matrix S mit lauter reellen Eintrégen heifit auch eine (reelle) sym-
metrische Matrix: S = ST,

e Eine unitdre Matrix T mit lauter reellen Eintrédgen heiflt eine orthogonale Matrix:
T-TT=1=T-T".

Bemerkung FEine Diagonalmatrix D ist genau dann hermitisch, wenn die Diagonal-
elemente reell sind. Sie ist genau dann unitér, wenn die Diagonalelemente den Betrag 1
haben.

Satz Wenn H hermitisch ist, dann ist Uy = exp(itH) unitdar fir jedes reelle t.

1
u, = I+itH+E(it)2H2+---,

1
u: = 1+(—it)H+5(—it)2H2+--- = U..

Die Summe zweier hermitischer Matrizen ist hermitisch; wenn man eine hermitische
Matrix mit einer reellen(!) Zahl multipliziert, dann erhélt man wieder eine hermitische
Matrix. Die Gesamtheit aller hermitischen n x n Matrizen ist also gegeniiber reellen
Linearkombinationen stabil. In der Fachsprache driickt man das so aus:

Die Gesamtheit aller hermitischen n x n Matrizen ist ein reeller Vektorraum.
(Seine Dimension ist {ibrigens n2.)

Das Produkt zweier unitarer Matrizen ist unitér; die Inverse einer unitdren Matrix ist
unitéir. In der Fachsprache driickt man das so aus: Die Gesamtheit aller unitiren n x n-
Matrizen ist eine Gruppe. (Der allgemein {ibliche Name ist iibrigens U(n).)

Eine interessante Klasse von Matrizen, welche sowohl die hermitischen als auch die
unitidren Matrizen umfasst, ist die Klasse der normalen Matrizen. Eine n x n- Matrix N
heiflt eine normale Matrix, wenn sie mit ihrer Konjugierten kommutiert: ~N*-N = N-N*.

Jede komplexe n x n-Matrix A besitzt genau eine Darstellung A = S + 1T mit hermi-
tischen S und T. Die Matrix ist genau dann normal, wenn S und T kommutieren.

(A+A"), T= 1—(A— AT).

5= 2

N =
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Positiv definite Matrizen FEine hermitische Matrix H heisst positiv definite Matrix,
wenn gilt
x*-H-x>0 fiir alle Spalten x #0.

Sie heisst positiv semidefinit, wenn gilt

x"-H-x >0 fiir alle Spalten x.

Unitir diagonalisierbare Matrizen FEine Matrix A heisst wunitdr diagonalisierbar,
wenn eine unitdre Matrix U existiert und eine Diagonalmatrix D, sodass

uw-A-U=D, dh A-U=U-D mit U unitér.

Satz FEine Matrix A ist genau dann unitdr diagonalisierbar, wenn sie normal ist.
Insbesondere ist also jede hermitische Matriz unitdr diagonalisierbar.

Den Beweis dieses extrem wichtigen Satzes verschieben wir auf spater. Der Satz wird
manchmal der Satz von der Hauptachsentransformation genannt.

Diagonalisierbare Matrizen FEine Matrix A heisst diagonalisierbar, wenn eine nicht-
singulére Matrix B existiert und eine Diagonalmatrix D, sodass

B'" - A-B=D, dh. A-B=B:-D mitB invertierbar.

Didaktischer Hinweis Die Theorie der diagonalisierbaren Matrizen weist Uberschnei-
dungen auf mit der Theorie der Hauptachsentransformation. Es gibt z. B. den Satz:

Eine hinreichende Bedingung fir die Diagonalisierbarkeit von A ist die Be-
dingung, dass das charakteristische Polynom nur einfache Nullstellen besitzt.
Die Diagonalelemente sind die Eigenwerte, die Spalten von B sind die Figen-
vektoren (der zu A gehdrenden linearen Abbildung der Spaltenvektoren).
Wenn A eine normale Matriz ist, dann stehen die Figenvektoren paarweise
aufeinander senkrecht.

Leider fithren die Uberschneidungen der Theorie der Hauptachsen mit der Theorie der
diagonalisierbaren Matrizen bei den Anfdngern manchmal zu Kurzschliissen. Wir wollen
die Thematik der (nicht notwendigerweise) diagonalisierbaren Matrizen der fortgeschrit-
tenen linearen Algebra iiberlassen. Auch die allgemeine Theorie der charakteristischen
Polynome und ihrer Nullstellen (Eigenwerte eines Endomorphimus oder seiner darstel-
lenden Matrix) stellen wir zuriick. Hier mag der Hinweis geniigen, dass der Satz von der
Jordan’schen Normalform als die Kronung dieser Theorie gilt.

Die Theorie der Hauptachsen dagegen wird uns immer wieder beschéftigen, z. B. beim
Studium der hermitischen Formen und bei der Singuldrwertzerlegung einer rechteckigen
Matrix.
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Der folgende Satz (den wir hier noch nicht beweisen) stellt eine matrizentheoretische
Analogie her zu der Darstellung einer komplexen Zahl in Polarkoordinaten.

Satz

Jede nichtsinguldre Matriz A besitzt genau eine Darstellung A = R-U mit positiv definitem
R und unitirem U; sie ist genau dann normal, wenn R und U kommutieren.

Der entscheidende Schritt beim Beweis dieses Satzes ist das folgende Lemma von der
positiv definiten Quadratwurzel zu einer positiv definiten Matrix:

Lemma

Zu jeder positiv definiten Matriz H (wie z. B. H = A - A*) gibt es genau eine positiv
definite Matriz R mit R> = R*R = H.

Diese Sétze sind natiirlich trivial, wenn man den Satz von der Hauptachsentransformation
schon hat.

Weitere Faktorisierungen einer nichtsingulidren Matrix

Eine n xn-Matrix L heisst untere (bzw. obere) Dreiecksmatriz, wenn die Eintrige oberhalb
(bzw. unterhalb) der Diagonalen allesamt verschwinden; wir sprechen von einer normier-
ten Dreiecksmatriz, wenn zusétzlich die Diagonalelemente allesamt gleich 1 sind.

Man bemerke, dass das Produkt zweier normierter unterer Dreiecksmatrizen eine normier-
te untere Dreiecksmatrix ist, und dass die Inverse einer normierten unteren Dreiecksmatrix
eine normierte untere Dreiecksmatrix ist.

Die Inverse einer Matrix kann man offenbar spaltenweise berechnen; fiir jede Spalte
gilt es, das lineare Gleichungssystem fiir die entsprechende Einheitsspalte zu 16sen.
Bei den (normierten) Dreiecksmatrizen ist die Losung eines beliebigen linearen Gleichungs-
systems sehr einfach. Das folgende Beispiel zeigt, warum man im Falle der oberen Drei-
ecksmatrizen von backward substitution (oder ‘von hinten Einsetzen’) spricht.

Beispiel Wir berechnen die Losung (x,y,z)" des Gleichungssystems

T x x X a
0 1 x y|=1|D
0 0 1 z C

Die dritte Gleichung ergibt sofort z; wenn wir z schon haben, dann liefert die zweite Zeile
y; wenn wir y, z schon haben, dann liefert die erste Zeile x.

Satz
Wenn man die Spalten einer nichtsinguliren Matriz A geeignet anordnet, dann gewinnt
man eine Matriz A, welche eine Faktorisierung erlaubt

A=L-D-M,
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wo L eine normierte untere Dreiecksmatriz ist, D eine Diagonalmatriz und M eine nor-
mierte obere Dreicksmatrix. Die Faktoren sind durch A eindeutig bestimmit.

Eine Konstruktion von M (und auch von L- D ) erhélt man mittels des Gauss’schen
Eliminationsverfahren, (welches mdoglicherweise schon von der Schule her bekannt ist).
Dieses Verfahren wird fiir allgemeine rechteckige Matrizen in V.4 ausfiihrlich besprochen.
Die Eindeutigkeit der Faktorisierung im Spezialfall der nichtsinguléiren Matrizen ergibt
sich folgendermaflen:

LDy My=A=1,-D,- M, =

(L;'-14) Dy =Dy (My- M)

Die linke Seite ist eine untere Dreiecksmatrix, die rechte ist eine obere Dreiecksmatrix; da
sie gleich sind, sind sie in Wirklichkeit Diagonalmatrizen mit denselben Diagonalelemen-
ten. Die Diagonalmatrizen Dy und D, sind gleich und

L'Li=1=M;-M;".

Diese sog. LU-Zerlegung ist {ibrigens ein probates Mittel zur Berechnung der Determi-
nante det A. Die Determinante einer normierten Dreiecksmatrix ist ndmlich = T und die
Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.

Permutationsmatrizen Das Umstellen der Spalten einer Matrix A kann man dadurch
erreichen, dass man die Matrix mit einer Permutationsmatrix P von rechts multipliziert.
A = A - P. Eine n x n-Matrix P heifit eine Permutationsmatrix, wenn sie in jeder Zeile
und in jeder Spalte genau einen Eintrag 1 besitzt und sonst nur Nulleintrige.

GS-Zerlegung Das beriihmte Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt lie-
fert eine weitere interessante eindeutige Faktorisierung einer beliebigen nichtsinguléren
Matrix A: A =U-M, wo M eine obere Dreiecksmatrix und U eine unitédre Matrix ist.
Dariiber wird in der Theorie der Hilbertrdume zu sprechen sein.(Abschnitt IV).

Hinweis Die Bedeutung der hier genannten Faktorisierungen wird sich erschliessen,
wenn wir erst einmal die Matrizen als Darstellungsformen von Abbildungen (Abschnitt
IT) bzw. als Darstellungsformen von Bilinearformen verstehen.(Abschnitt IV). Man bleibt
an der Oberfliche, wenn man, wie wir hier die Matrizen nur als Rechengrofien behandelt.
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Aufgaben zu 1.4

Aufgabe 1.4.1 :  (Eigenwerte hermitischer 2 x 2-Matrizen)

Eine komplexe Zahl A heisst ein Eigenwert der komplexen 2 x 2-Matrix A = (al} al?),

wenn gilt
det(A —Al) =0 = (a1 —A)(ax —A) — arzaz.

Zeigen Sie, dass fiir hermitische Matrizen die Eigenwerte reell sind.
Aufgabe 1.4.2 :  (Produkte unitérer Matrizen)

Eine komplexe I x J-Matrix U heifit eine unitdre Matrix, wenn gilt
U'U*ZEIXI und U*-U:E]X].

a) Zeigen Sie: Wenn U, V unitéire Matrizen sind, sodass das Produkt U -V definiert ist,
dann ist U -V eine unitdre Matrix.

b) Zeigen Sie, dass jede unitire Matrix invertierbar ist, und dass die Inverse unitéar ist.
Hinweis: Aus dem hier bewiesenen Sachverhalt ergibt sich (in einer Sprache, die spéter

ausfiihrlich entwickelt wird): Die Menge U(]) aller unitéren ] x J-Matrizen ist eine Gruppe.

Aufgabe 1.4.3 :  (Pauli-Matrizen, Multiplikationstafel)
Die folgenden komplexen 2 x 2-Matrizen heilen die Pauli-Matrizen (,,Spin-Matrizen*)

0 1 0 —i 1 0
7=\ 10)/)%27V i o0 )T o o1 )

Vergewissern Sie sich, dass sie allesamt unitdre Matrizen sind, und berechnen Sie die
Produkte oi-0; (1,7 =1,2,3) . (‘Multiplikationstafel’)

Aufgabe 1.4.4 : (Die Gruppe SU(T, 1))
Sei V eine komplexe 2 x 2-Matrix mit

1 0\, (1 0 B
(30 (5 0) v

Zeigen Sie : Es gibt komplexe Zahlen a, b mit

_ a b 2 2

Zeigen Sie weiter: Die Menge dieser Matrizen, (die man iiblicherweise mit SU(1,1) be-
zeichnet) hat die Eigenschaften:

Das Produkt von Matrizen aus SU(1,1) liegt in SU(1,1);

jede Matrix in SU(1,1) ist invertierbar und die Inverse gehort zu SU(1,1).
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Aufgabe 1.4.5 :

] bezeichne die spezielle Matrix

Zeigen Sie :

a) Fiir jede komplexe 2 x 2-Matrix A mit det A =1 gilt

AT T-A=T.

b) Wenn fiir eine 2 x 2-Matrix A gilt
detA=1, A*-J-A=]

dann ist A eine reelle Matrix.

(T g i 1
C_<1i) ¢ _£<—11)
Zeigen Sie :

Wenn A eine reelle Matrix ist, dann gibt es komplexe Zahlen a, b, sodass

A.c1_(ab
coacr-(20)

Aufgabe 1.4.6 :  (Eine Faktorisierung)

Eine komplexe n x n-Matrix C heisst (bekanntlich) eine positiv semidefinite Matrix, wenn
gilt

c) Betrachten Sie

c=Cr, x*-C x>0 fiir alle Spalten x .

Wenn C ausserdem nichtsinguldr ist (d. h. C-x # 0 fiir alle x # 0), dann heisst C eine
positivdefinite Matrix.

1. Zeigen Sie: fiir jede beliebige Matrix A ist C = A* - A positiv semidefinit;
wenn A - x # 0 fiir alle x £ 0, dann ist C positiv definit.

2. Sei A eine n X n-Matrix mit A* - A positiv definit; und sei R eine positivdefinite
Matrix mit R? = A*- A = (R* . R). Zeigen Sie:
Es existiert genau eine unitdre Matrix U, sodass gilt A =U-R .

3. Seien A, R und U wie in 2). Zeigen Sie, dass R und U genau dann kommutieren,
wenn A und A* kommutieren.
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Aufgabe 1.4.6 :

Vorbemerkung: Fiir jede komplexe n-Spalte x definieren wir ||x| = v/x*x.
Bemerke: Die n x n-Matrix A ist genau dann nichtsingulér, wenn A*A positiv definit ist,
also genau dann, wenn ||Ax|? > 0 fiir alle x # 0.

Zeigen Sie

a) Fiir jede hermitische n x n-Matrix H ist (H 4 1iE) invertierbar. (E ist die Einheits-
matrix)

(Hinweis: ||(H +iE)x||? > [|x||?)
b) Wenn H hermitisch ist, dann ist
U:=(H—1iE)(H+1iE)™!
eine unitdre Matrix. Was bedeutet diese Aussage firn =17

c¢) Kléren Sie: Fiir welche unitéren U gibt es eine Matrix H mit
U= (H—1iE)(H+iE)" ?

Ist H durch U eindeutig bestimmt?
(Kléren Sie zuerst den Fallm =1).
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1.5 Vektoren sind Elemente eines Vektorraums. Basiswechsel

Vektoren sind Rechengréflen, die man linear kombinieren kann: Mit v und w ist auch
av + Pw ein Vektor (fiir beliebige Zahlen «, f3).
Vektoren kann man nicht multiplizieren.

In der Physik braucht man vor allem die reellen und die komplexen Vektorrdume. Die
Algebra betrachtet Vektorrdume zu beliebigen Koeffizientenkérpern K. Wir sprechen im
Folgenden ebenfalls von K-Vektorrdumen, denken aber vor allem an R-Vektorrdume oder
C-Vektorrdaume. Die Rechenregeln in R und in C sind bekannt. Wir ersparen es uns, die
Rechenregeln aufzulisten, die einen allgemeinen Korper K auszeichnen. (Kurz gesagt: Ein
Korper ist ein kommutativer Ring mit Einselement, in welchem jedes Element ausser der
Null ein Inverses besitzt.) Unser Thema ist hier die axiomatische Kennzeichnung der
K-Vektorrdume.

Definition

Ein K-Vektorraum ist ein Bereich von Rechengréfien mit einem ausgezeichneten Element
0, in welchem man addieren und ,skalar® mit Elementen von K multiplizieren kann

(\/>O>+>) .

Dabei gelten die folgenden Regeln der Addition

i) u+0=u fir alleu e V
(i) u+v=v+u fir alle u,v eV
(i) (u+v)+w=u+(v+w) firalleu,vyweV

(iv) Zu jedem u € V existiert ein Vektor (—u) mit u+ (—u) =0
sowie die folgenden Regeln der skalaren Multiplikation

(v)  o(u+v)=au+ av firacK, uveV
(vi) (ax+B)-u=aou+pu firx ek, wueV
(vii)) o -(fu)=(a-B)-u fira,pek, ueV
(viii) T-u=u fir alleuwe V.

Bei der Kurzbeschreibung der folgenden Beispiele verwenden wir bereits Begriffe wie Basis
und Dimension, die wir erst in V.1 von den Axiomen her begriinden werden.

Beispiel 1

Sei I eine endliche Indexmenge, |I] = m. Die Menge der reellen I-Spalten ist ein R-
Vektorraum. Man bezeichnet ihn mit R' oder Rg,,.

Addition u + v erfolgt durch Addition der entsprechenden Eintréige, die skalare Multi-
plikation « - u besteht darin, dass man alle Eintrage von u mit derselben reellen Zahl «
multipliziert.

Andererseits ist auch die Menge der I-Zeilen ein Vektorraum. Wir bezeichnen ihn mit RY.
Beide Vektorrdume R! sind Vektorrdume der reellen Dimension |I| = m.
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Beispiel 2

Die Menge C([z]) aller Polynome mit komplexen Koeffizienten ist ein unendlichdimensio-
naler C-Vektorraum.

Die Menge V aller komplexen Polynome vom Grad < n ist ein C-Vektorraum der kom-
plexen Dimension n.

Beispiel 3
Eine komplexe I x I-Matrix A heifit eine hermitische Matrix, wenn gilt
ay = a; fiir alle (1,j) e I x 1.

Die Menge dieser Matrizen ist ein reeller Vektorraum, aber kein komplexer Vektorraum.
Es liegt auf der Hand, dass die (reelle!) Dimension = m? ist.

Beispiel 4
Eine reelle I x I-Matrix A heifit eine symmetrische Matrix, wenn gilt
Ay = Q44 fiir alle (1,j) e I x 1.

Die Menge V dieser Matrizen ist ein reeller Vektorraum der Dimension m(nth).

Bemerke

Einen beliebigen C-Vektorraum kann man zu einem R-Vektorraum machen, indem man
die skalare Multiplikation auf R einschrinkt. Die reelle Dimension ist zweimal die kom-
plexe Dimension.

Beispiel 5

Die Menge der Translationen des dreidimensionalen Anschauungsraums ist ein dreidimen-
sionaler R-Vektorraum. Die Elemente nennt man in der Schule iiblicherweise ,,Pfeilklas-
sen®. Die Addition nennt man die Vektoraddition. Mit diesem (moglicherweise aus dem
Schulunterricht bekannten) Beispiel wollen wir uns etwas néher beschéftigen. Wir machen
hier einen ersten Schritt in die

Affine Geometrie
1. Eine Translation des zweidimensionalen Anschauungsraums nennen wir einen Ver-
schiebungsvektor. Verschiebungsvektoren kann man linear kombinieren.
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2. Wir zeichnen einen Punkt Py im Anschauungsraum aus. Den Punkt P, welcher durch
die Verschiebung w entsteht, bezeichnen wir

P:P0—|—W

Wir lesen die Formel so: w angewandt auf Py liefert P.
Wir bemerken :

(Po+w1) + Wz =Py + (w1 +wy) = Po+ (w2 +wi) = (Po+w2) +wy .
Die Verschiebungen werden addiert.

3. Sei V der Vektorraum der Verschiebungsvektoren. Jedes Paar linear unabhéngiger
Vektoren {u, v} bildet eine Basis. Das soll heiflen: In jedem w € V gibt es genau ein
Paar von Zahlen «, 3, sodass w = au + v.

4. Sei L die Menge der Punkte P des Anschauungsraums. Die Punkte nennt man auch
Ortsvektoren. Bemerke: Ortsvektoren kann man nicht addieren. Ortsvektoren (d.h.
Punkte) sind dazu da, verschoben zu werden.

Wenn ein Punkt Py € L und eine Basis von V ausgezeichnet ist, dann entspricht
jedem P € L ein Zahlenpaar. Es gibt genau ein Zahlenpaar «, 3, sodass gilt

P =Py + (au+ pv) .

-1 0 1

'
=

P=Po+ (2u—w), P%(_21)

Dieses Paar nennt man die Koordinaten von P bzgl. des von Py und {u, v} erzeugten
affinen Koordinatensystems.

5. Im dreidimensionalen Anschauungsraum ist jedes linear unabhéngige Tripel von
Verschiebungsvektoren eine Basis des Vektorraums aller Translationen. Der An-
schauungsraum selber ist eine Punktmenge, welche der Menge aller Zahlentripel
entspricht, wenn man eine Punkt Py und eine Basis von V ausgezeichnet hat.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



44  Rechengrofien Einfiihrung in die Mathematik I

Didaktische Hinweise

Der Begriff des Vektors ist vielen schon im Schulunterricht begegnet, allerdings vermutlich
in derart verkiirzter Form, dass wir darauf nicht aufbauen kénnen. In schulnaher Sprache
schreibt Feynman in Band I, Kapitel 11 :

Alle Grifien, die wie ein Schritt im Raum eine Richtung besitzen, werden
Vektoren genannt. Fin Vektor besteht aus drei Zahlen. Um einen Schritt im
Raum darzustellen, sagen wir vom Anfangspunkt zu einem besonderen Punkt
P, bendtigen wir wirklich drei Zahlen |[...] .

Dieser Auffassung von dem, was ein Vektor ist, kénnen wir uns nicht anschliefen. Wir
haben eine Reihe von Griinden vorzubringen.

Feynman unterschldgt hier, dass es neben den Vektoren (im Sinne eines Schritts)
auch noch die Covektoren gibt. Kréfte und Impulse sind Covektoren. Die Unterscheidung
zwischen Vektoren und Covektoren (und die Idee der dualen Vektorrdume) lernt der Phy-
siker in der héheren Mechanik z.B. beim Ubergang von den Lagrange-Gleichungen zu den
Hamilton-Gleichungen.

Feynman unterschldgt, dass man erst einmal eine Basis wéhlen muss, wenn man
die Verschiebungsvektoren (,,Schritte*) mit Zahlentripeln identifizieren will. In der New-
ton’schen Mechanik nimmt man in der Regel orthonormierte Basen. Diese spezielle Wahl
korrespondiert mit der Symmetrie der Newton’schen Gesetze.

Im Zitat bindet Feynman den Vektorbegriff an den dreidimensionalen Anschauungs-
raum. Entsprechend hat man in der speziellen Relativitéitstheorie die ,,Vierervektoren®.
Im vierdimensionalen Raum-Zeitkontinuum bevorzugt man dann natiirlich solche Basen,
die zur relativistischen Invarianz der physikalischen Gesetze passen.

Feynman ist iibrigens nicht wirklich der Meinung, dass man den Physik-Anfingern den
Standpunkt der axiomatischen Mathematik nicht zumuten kénne. Im Gegenteil; schon im
Kapitel 12.1 ,Was ist eine Kraft“ lesen wir:

In der Tat ist es das Herrliche der Mathematik, dass wir nicht sagen miissen,
wovon wir reden. Das Herrliche liegt darin, dass die Gesetze, die Argumente
und die Logik unabhdngig davon sind, was ,es” ist. Wenn wir irgendeinen
anderen Satz von Objekten haben, der das gleiche System von Axiomen befolgt
wie die Fuklidische Geometrie und wenn wir dann neue Definitionen machen
und diese mit der korrekten Logik verfolgen, so werden die Folgerungen korrekt
sein, und es macht keinen Unterschied, was der Gegenstand war.

Die algebraische Vektorraumtheorie hat einen sehr weiten Horizont, der sich fiir die
Physikstudierenden erst nach und nach mit interessanten Objekten fiillt. Die Vektorraum-
struktur spielt insbesondere dort eine wesentliche Rolle, wo es ein Superpositionsprinzip
gibt, also z.B. in der Theorie der Wellen und in der Quantenmechanik. Die quantenme-
chanischen Zustédnde werden ket-Vektoren genannt. (Dual dazu gibt es die bra-Vektoren).
Und diese Vektoren haben gewif§ nichts mit Schritten im Raum zu tun. Sie lassen sich
auch nur in seltenen Féllen durch Zahlentripel darstellen.
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Abstrakte Vektorriaume.

Mit dem aktuellen Kapitel betreten wir den Bereich der axiomatisch aufgebauten Ma-
thematik. Auf die Frage: Was ist ein Vektor? muss die Antwort lauten: Ein Vektor ist
ein Element eines Vektorraums. Ein Vektorraum ist ein Bereich von Rechengrofien, in
welchem nach Mafigabe der Vektorraum-Axiome linear kombiniert wird.

In unseren Beispielen haben wir den Begriff der Dimension eines K-Vektorraums in
intuitiver Weise gebraucht: Wieviele Skalare (d.h. Elemente von K) braucht man um einen
Vektor zu identifizieren? Ein Mathematiker, der den Horizont fiir alle Anwendungen of-
fen halten will, kann mit dem intuitiven Gebrauch des Dimensionsbegriffs nicht zufrieden
sein. Wir bendtigen einen gesicherten Platz fiir den Begriff der Dimension. Einen sol-
chen sicheren Platz liefert der folgende Satz. Man kénnte ihn als einen ersten Hauptsatz
der Vektorraumtheorie bezeichnen. Wir werden ihn an geeigneter Stelle beweisen (siehe
Abschnitt V.1 ‘Basis und Dimension’). Wir wollen aber zunédchst Erfahrungen mit der
Anwendung dieses Satzes sammeln.

Satz (“Vektorrdume haben eine Dimension”)

Jeder K-Vektorraum V besitzt eine Dimension; sie kann endlich oder unendlich sein. In
einem endlichdimensionalen K-Vektorraum gibt es Vektorraumbasen. Fine Basis ist ein
Tupel von Vektoren {v; :j € J}, sodass jedesv € V auf genau eine Weise aus den v; linear
kombiniert werden kann.

v = Zv]- S

jeT
Alle Basen von V' haben dieselbe Lange; diese Linge |]| heifit die Dimension von V. Jedes
linear unabhdngige System {u; :1 € I} der Linge |I| = |J]| = dim V ist eine Basis.

Zur Erinnerung : ein System von Vektoren {u; :1i € I} heifit linear unabhingig, wenn
keines der u; als Linearkombination der iibrigen dargestellt werden kann.

Beispiel 1
Die Menge V der Polynome vom Grad < n ist ein n-dimensionaler C-Vektorraum.

Fiir jedes zp € C ist {1,z — zo, (z —20)?, ..., (z — zo)™ '} eine Basis.

Beispiel 2

Sei q(z) ein Polynom vom Grade n. Die Menge aller ,,echten® Briiche % (deg(p) <n)
ist ein n-dimensionaler C-Vektorraum.
Wenn q(z) n verschiedene Nullstellen hat
q(z) = (z—z1)(z—2z3) ... (z — zn) (z; paarweise verschieden),
dann ist {2_121 , 2_112 e Z_Ln} eine Basis. Im allgemeinen Fall
qiz)=(z—z1)" - (z—22)% ... (z—z)tm (z; paarweise verschieden)
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ist das folgende System eine Basis

T\ T\
( ) :1§k1§€1 U...uU ( ) :1§km§€m
zZ— 2z Z—Zm

Die Matrizen eines Basiswechsels

Im n-dimensionalen C-Vektorraum V seien zwei Basen gegeben :
{uy :1el} und {V]' | eJt.

Der Ubersichtlichkeit halber bezeichnen wir hier die Vektoren mit fetten Buchstaben.

Basiswechsel Wir konnen die Basisvektoren u; in eindeutigerweise als Linearkom-
binationen der Basisvektoren v; darstellen, und umgekehrt

D> vibl=u; fiirallei; Y ui-aj=v; firallej.
j i

In Matrizenschreibweise

al ... al bl ... bl
(U],...,un) :(V],...,vn); (vlv"'vvn) :(u1)"'>un)-
ar ...oan pn ... bn

Wir zeigen, dass die I x J-Matrix A und die ] x [-Matrix B zueinander invers sind.

(uh"-)un)A'B - (V],...,Vn)B = (uh"')un) )
(vi,...,vi)B-A = (uy,...,u )A = (vy,..., V).

Da jedes uy nur in trivialer Weise in der u-Basis dargestellt werden kann, und jedes
v; nur in trivialer Weise in der v-Basis, ergibt sich

A'B:EIXI; B'A:E]X].

Koordinatenwechsel Jeder Vektor w ist eine Linearkombination der Basisvektoren
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten

duryt=w=) v;-¥.
i

Die Koeffizienten y* ergeben sich in linearer Weise aus den Koeffizienten x) und zwar
vermittels der I x J-Matrix A. Entsprechendes gilt fiir die Riickabbildung.

Zvj-xi:w:Zvab{ﬁZb{yi:xj;
T 1

Zui-yi:w:ZZui-a}ﬁZa}xi:yi.
j i j
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In Matrizennotation

bl ... b\ [y’ x! al ... a y!

y.“

53
X ..
3

by ... b/ \y" x™ al ... a
Wir fassen die u-‘Koordinaten” des Vektors w zur I-Spalte y zusammen, und seine v-
‘Koordinaten’ zur J-Spalte x, und haben dann

A-x=1Y; B-y=x.

Die Matrizen A und B = A~! sind somit die Matrizen der Koordinatenwechsels, ebenso
wie sie die Matrizen des Basiswechsels sind.

Tableau-Schreibweise Die Gleichung A - x = y kann man so lesen: Die Spalte y
ergibt sich als Linearkombination der Spalten von A mit den Koeffizienten x', ..., x™. Das
notiert man manchmal in einem sog. Spaltentableau

x' x™
i T .
al ... al | =y
mn mn — mn
al* ... at | =y

1 1

U] Cl1 ...... Cln
n n

un a] ...... an
=V ...... =Vu

Die Tableauschreibweise werden wir in den Unterabschnitten V.2 und V.3 verallgemeinern
und weiterentwickeln.

Beispiele fiir Basiswechsel

Im 3-dimensionalen C-Vektorraum V der quadratischen Polynome betrachten wir die
Basen
{1,z,2} und {1,(z—1),(z—1)%.

Jedes quadratische Polynom p(z) hat Darstellungen

ao+aiz+az® = p(z) = bo+bi(z—1)+by(z—1)?

Qo 1 —1 1 bo bo 1 11 Qo
aq = 0 1 -2 b] 3 b] = o1 2 aq
az 0o 0 1 by by 0 01 a
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Es gilt ndmlich

T =1 1 111
(1,z,22) ] 0 1 =2 | =(1,z=1,(z=1)3); (1,z—=1,z=1)) | 0 1 2 | =(1,2,2%) .
0 0 1 00 1

Hinweis : Die Matrizen eines Koordinatenwechsels sind ein wichtiges Thema in der
Differentialrechnung mehrerer Verénderlicher. Diese Matrizen heiflen dort die Jacobi-
Matrizen eines Koordinatenwechsels.

Didaktischer Hinweis

Wer konkrete Polynome in eine neue Basis umrechnen will, der wird i. d. Regel nicht
zuerst die Matrizen A und B = A~ des Basiswechsels ausrechnen und dann die Matrizen
auf das konkrete Koeffizienten-Tupel anwenden. Wir haben beispielsweise in 1.3 gesehen,
wie man geméfl dem Hornerschema ein Polynom mit wenig Rechenoperationen umzen-
triert. Das iterativ arbeitende Horner-Schema verarbeitet konkrete Koeffizienten-Tupel;
es dient einem anderen Zweck als das matrizentheoretische Schema des Basiswechsels. Ein
Rechenschema ist hier wie auch haufig sonst etwas anderes als eine allgemeine Formel (in
die man potentiell etwas ‘einsetzen’ kann).

Warnung : Vektoren kann man linear kombinieren, aber nicht multiplizieren. Wenn
man es dennoch tut, dann nicht aufgrund der Vektorraumstruktur. In der Regel ist das
Produkt dann auch ein Objekt ausserhalb des Vektorraums. Man kann z.B. affine Funk-
tionen (punktweise) multiplizieren; das Resultat ist aber keine affine sondern eine qua-
dratische Funktion. Wenn man Vektoren vermoge des Tensorprodukts miteinander mul-
tipliziert, dann erhélt man keinen Vektor sondern einen Tensor zweiter Stufe. Wir halten
es nicht fiir geschickt, wenn man den Anfingern in der sog. Vektoranalysis sagt , man
konne Vektoren im dreidimensionalen euklidischen Raum mittels des dusseren Produkts
multiplizieren und das Ergebnis sei ein Vektor. Irgendwann spiter muss man ndmlich
doch einrdumen, dass das ,dussere Produkt® aus einem Paar von ,polaren Vektoren
einen ,axialen“ Vektor macht. Das ,,dussere Produkt® ist eine Konstruktion, die fiir ge-
wisse spezielle Rechnungen niitzlich ist, dann aber mathematisch nicht weiterfithrt. Wir
iiberlassen seine Behandlung der Vorlesung iiber Mechanik (wenn sie dort angebracht
erscheinen sollte).

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



1.5 : Vektoren sind Elemente eines Vektorraums. Basiswechsel 49

Aufgaben zu 1.5

Aufgabe 1.5.1 :  (Pauli-Matrizen, Spur und Determinante)

Wir betrachten die Menge aller komplexen 2 x 2-Matrizen als einen vierdimensionalen
komplexen Vektorraum.

a) Zeigen Sie, dass die Pauli-Matrizen 04, 02, 03 zusammen mit der Einheitsmatrix oy
eine Basis bilden

(o (o) (1o
L U T Lo Lo -1

b) Sei A = ap0p + a107 + a202 + az03.

Zeigen Sie :
(1) A* = Qo 0o+ Q107 + A0 + A303
(ii) traceA = 2aq
(ili) detA = aj— (aj+ a3+ aj3)
c¢) Die reellen Linearkombinationen
®1071 + X202 + X303
bilden einen dreidimensionalen reellen Vektorraum H. Die Zuordnung
H>A+— ||A]| = (—det A)/?

liefert die euklidische Norm auf H.
Zeigen Sie : Fir jedes (U € SU(2)) (d.h. U*U =E, detU = 1) gilt

[UAU| = |A| firalle A €H .

(Hinweis : Beachten Sie trace(A - B) = trace(B - A).)

Aufgabe 1.5.2 :  (Pauli-Matrizen, Eigenwerte)

Die Menge M aller hermitischen 2 x 2-Matrizen ist ein vierdimensionaler reeller Vektor-
raum.
Zeigen Sie :

a) Die Pauli-Matrizen 07, 02, 03 zusammen mit der Einheitsmatrix oy bilden eine Basis.

b) Die Pauli-Matrizen haben die Eigenschaften, dass sie die Eigenwerte +1 und —1
haben

det(o;) = —1, trace(o;) =0 firj=1,2,3.
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c) Finden Sie weitere (oder alle) hermitische 2 x 2-Matrizen
A = xp00 + 0107 + X207 + x303
welche die Eigenwerte +1 und —1 besitzen.

Zur Erinnerung :

10_01 G_O—i 0_10

1o T lioo " lo -

2. Die Eigenwerte der 2 x 2-Matrix A sind die Nullstellen des Polynoms
det(A —z-e) =z%>—z- trace(A) +det A .

Aufgabe 1.5.3 :  (Quaternionen)

Seien 01, 03, 03 die Pauli-Matrizen und

R D AT NS DU G I W D (e O
L I A U B AL W R A

e sel die Einheitsmatrix.

a) Zeigen Sie : Jede Matrix q von der Gestalt

(4}

148t sich als reelle Linearkombination dieser Matrizen darstellen.
q:“0'6+“]'j+0(2'k+063'€.
Die Menge dieser g bezeichnen wir mit H (,,Hamiltons Quaternionen*).

b) Jede Matrix dieser Art mit Ausnahme der Nullmatrix besitzt eine Inverse. Zum
Beweis zeigen Sie :
g -q=(a+oi+tas+a3) e.
Man schreibt
a-q=|al*e.

¢) Die Linearkombinationen von j, k, { sind dadurch ausgezeichnet, dass sie die Spur =
0 haben. Wir nennen sie die reinen Quaternionen. Der dreidimensionale Vektorraum
der reinen Quaternionen wird mit Hy bezeichnet.

Sei q=cos(£)-e+sin (L) (aj+ ak+ xzl)
mit of +o3+oas=1.

Zeigen Sie : Fiir x € Hj gilt q* - x - q € Hp und

qg--x-q=x& x =const- (o1j + ok + ax3l) .
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[.6 Minimalpolynome. Verallgemeinerte Eigenvektoren.

Dieser Unterabschnitt kombiniert die Rechenregeln fiir Polynome mit den Rechenregeln
fiir quadratische Matrizen. Ausserdem kommt der Vektorraum aller n-Spalten ins Spiel.

Definition

1. Zu einer n x n-Matrix A betrachten wir die Potenzen A° =1, A' = A, A% A3 ...
Fiir jedes Polynom p(z) = anz™+ an_1z™ '+ --- 4+ a;z + ao definieren wir

P(A) = anA™ + an AV -+ A+ aol .

2. Es sei m = m(A) die kleinste Zahl, fiir welche die Matrizen A° A' ... A™ linear
abhéngig sind.

A™M+am AT 4+t ai At 1=0;
Das normierte Polynom
p(z) =palz) =z™+am - 2™ "+ 4 a2+ ao
nennen wir das Minimalpolynom zur Matrix A.
3. Essei v eine n-Spalte, und sei k = k(A,v) die kleinste Zahl, fiir welche die ‘Vektoren’
v,Av, A%y, --- AV linear abhiingig sind
A +br ANV b Av+ by v =0.
Das normierte Polynom
Pu(z) =pan(z) =2+ brg 2T+ + by z+ b

nennen wir das Minimalpolynom zu v. (A ist fest.)

Satz

Es sei pa das Minimalpolynom zur Matrix A und p, das Minimalpolynom zum Vektor v.
Es gilt dann

1. Jedes Polynom p mit p(A) =0 (Nullmatriz) ist ein Vielfaches von pa.
2. Jedes Polynom p mit p(A)v =0 (Nullvektor) ist ein Vielfaches von p.,.

3. Das Minimalpolynom pa ist das kleinste gemeinsame Vielfache der p.,.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mé&rz 2008



52  Rechengrofien Einfiihrung in die Mathematik I

Vorbemerkung iiber Teilbarkeit

Fiir normierte Polynome mit Koeffizienten in einem beliebigen Korper K gibt es ‘grofite
gemeinsame Teiler’ (‘greatest common divisor’)(ged) und ‘kleinste gemeinsame Vielfa-
che’ (‘least common multiple’)(lem). Zu jedem Paar von normierten Polynomen p und ¢
gibt es normierte Polynome a = ged(p, q) und b = lem(p, q), charakterisiert durch die

Eigenschaften
alp, alq
a=gecd(p,q) &=
P {Vc (CID,CIq):>c|a}
plb, qlb
b =lem(p, q) &=
poa) {Vc (plc, qlc)=blc

Mit dem Euklidischen Algorithmus findet man Polynome m ,n, sodassa=m-p+n-q.

Beweis des Satzes

1. pa ist das Polynom vom kleinsten Grad, welches A annulliert. Wenn p(A) = 0,
dann auch a(A) = ged(p,pa)(A) =0 mit dega < degpa. Also a =pa.

2. p, ist das Polynom vom kleinsten Grad mit p(A)v = 0. Wenn p(A)v =0, dann
auch a(A)v = ged(p, py)(A)v = 0 mit deg a < degp,. Also a = p,.

3. Sei p ein Polynom, welches Vielfaches von jedem p, ist. Es gilt dann p(A)v = 0 fiir
alle v, also p(A) = 0 und daher pa | p.

Eine unmittelbare Folgerung ist der

Satz
Wenn das Minimalpolynom zum Vektor v den Grad m hat, dann sind die Vektoren
v, Av; A%y, ..., A™ W linear unabhdingig. Sei W, der von ihnen aufgespannte Vektorraum.

Seine Elemente sind von der Gestalt w = ng] c;Alv = q(A)v mit einem eindeutig be-
stimmten Polynom q(-) vom Grad < m. Jedes q(A) bildet den Vektorraum W, in sich
ab; es gilt also q(A)W, C W,

Die Matrizen q(A) als Endomorphismen

Fiir das Folgende ist es manchmal bequem, wenn man die Matrizen q(A) abstrakt als
Endomorphismen eines n-dimensionalen K-Vektorraums versteht. (Unten vorzugsweise

K=C)
1. Jede J x J-Matrix entspricht einer linearen Abbildung des Spaltenraums Kép in sich
ealv) =A-v.

Ao @al)  oa:KL — KL,
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2. Eine lineare Abbildung ¢ eines Vektorraums V in sich nennt man einen Endomor-
phismus von V. W&hlt man in V eine Basis {v; : j € J}, so wird der Endomorphismus
durch eine J x J-Matrix dargestellt.

((P(V]),(P(VZ),---,(P(VTI)) = (V1>v2>"'>vn) A j) — Zvi'

V—Zv] X = (v Zv] Yy mit A-x=u, Za X =yt

3. Wechselt man zu einer anderen Basis {u; : 1 € I} und ist B die J x I-Matrix des
Basiswechels, so wird der Endomorphismus in der neuen Basis durch die I x I-Matrix
A = B 'AB dargestellt.

w=) v;-bl;  v=) w-bj mit B=B;
o) = @(} v b) =3 i) b= veoafbl=3 ublafbl=3 w-al

ik

4. Zwei Matrizen A und A heissen &hnlich, wenn es eine invertierbare Matrix B gibt,
sodass A = B~'AB. Ahnliche Matrizen haben offenbar dasselbe Minimalpolynom.
Ahnliche Matrizen kann man auffassen als Darstellungen desselben Endomorphis-
mus in verschiedenen Basen.

Satz

Das Minimalpolynom pa(z) einer Matrixz A sei als Produkt zweier teilerfremder Polynome
gegeben.
pa(z) = pi(z) - p2(z) mit  ged(pr,p2) = 1.
Es sei @1 =p1(A), @2 =p2(A) und firi=1,2
Wi={v:giv)=0=keroi; Wi={w:w=9¢i(v)}=im ¢;.

Es gilt dann
W;=U,, w, =U,. W oW, =V.

Fiir jedes b = q(A) gilt p(W;) C W;.

Beweis
1. Fiir jedes P = q(A) gilt P o @i = @; 0. Daraus ergibt sich sofort
Y)W,  P(Wi) CW;.
Aus @70 @ =p1(A) - p2(A) =0 ergibt sich W; C U, und W, C Uj.

2. Wir zeigen U; N U, = {0}. Jedes u # 0 liefert ein Minimalpolynom p.(z), (welches
p1(z)-p2(z) teilt). Wenn @;(u) = 0, also u € U;, dann teilt p,,(z) das Polynom p;(z).
Da p; und p; teilerfremd sind, kann p, nicht beide Polynome teilen. Es existiert
also kein u # 0 in Uy N U,.
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3. Wir zeigen W1 +W, =V, m. a. Worten: jedes v besitzt mindestens eine Darstellung
v = @1(v1) + @2(vz). Da die Polynome p; teilerfremd sind, gibt es Polynome 1;
sodass 11(z)p1(z) +12(z)p2(z) = 1. Daraus ergibt sich r1(A) o @1+ 12(A) 0 @, = Id;
und daher fiir alle v

v =T1(A)@1(vV)+12(A)92(v) = @111 (A)v+ o2 (A)v = @1 (Vi) +@2(v2) = witw; .

Dies ist eine Zerlegung v = u; + uy mit w; € U; und zwar wegen 2) die einzige
solche Zerlegung.

Die Eigenwerte eines Endomorphismus
Es sei A eine quadratische Matrix. Eine Spalte w, die nicht die Nullspalte ist, heisst ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert A, wenn A -w = Aw gilt. Wir werden sehen, dass die
Nullstellen des Minimalpolynoms p 5o die Eigenwerte der Matrix A sind. Wir werden auch
sehen, wie die Vielfachheit einer Nullstelle des Minimalpolynoms p 4 zu interpretieren ist.

Definition (Verallgemeinerte Eigenvektoren zum Eigenwert A)

Eine Spalte w nennen wir einen verallgemeinerten Eigenvektor der Hohe h zum Eigenwert
A, wenn gilt
(A—ADM"w =0, (A=A Tw£0.

Bemerkungen

Es sei A eine n x n-Matrix. Ein Skalar A ist genau dann ein Eigenwert, wenn er eine
Nullstelle des Minimalpolynoms ist, wenn also gilt pa(z) = (z — A)™ - q(z) mit einem

1. Die Menge V) aller verallgemeinerten Eigenvektoren zum Eigenwert A ist ein Vek-
torraum. Seine Dimension 1y = dim V) heisst die algebraische Vielfachheit von A.
Die Dimension lg\” des Vektorraums aller Eigenvektoren heisst iiblicherweise die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A. Wir werden unten an einem Beispiel se-
hen, dass man weder die Dimension 1, noch die Dimension 1;\” am Minimalpolynom
ablesen kann.

2. Ist v ein verallgemeinerter Eigenvektor der Hohe h zum Eigenwert A, so ist sein
Minimalpolynom von der Form p, = (z — A)™ Wegen (A — AI)"™ = 0 ist ndmlich
p» ein Teiler von (z — A)™; wegen (A — AI)PM v £ 0 ist p,, kein echter Teiler.

3. Wenn das Minimalpolynom pa im Punkt A von der Ordnung h verschwindet,
Pa(z) = (z—A)™gx(z) mit g(A) # 0, dann gibt es einen verallgemeinerten Eigenvek-
tor von der Hohe h, (aber offenbar keinen von der Hohe h+1). Es existiert namlich
ein Vektor w mit 0 # (A — AD)MTqa(A)w = (A = AD)™ v, und (A — A)™v = 0.
Der Vektor v ist also ein verallgemeinerter Eigenvektor der Hohe h. Die Vektoren
v, Av, ..., A" sind linear unabhiingige Vektoren in Vi. Also gilt h < dim Vj.
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4. Wie wir gesehen haben ist die Vielfachheit h der Nullstelle A im Minimalpolynom
Pa(z) die maximale Hohe eines verallgemeinerten Eigenvektors zum Eigenwert A.
Firi=1,2,..., hsei

ViV = (A-ADYv=0}; 1) =dimVyY.

lg\i) ist also die Dimension des Vektorraums aller verallgemeinerten Eigenvektoren
mit Hohe < i. Es gilt dann
Va=WW 2V vz o D v Do)
dmVy=L=1">1"">...>1l>0.
Nach Annahme gibt es namlich ein W mit (A — AI)Mv = 0 und (A — AW #£ 0.

Firi=0,1,...,h—1 sei w; = (A — A)'w. Es gilt dann (A — AI)»'W; = 0 und
(A =AD" £ 0.

5. Man kann weiter zeigen: Es existieren verallgemeinerte Eigenvektoren vq,v2,..., v
mit den Hohen hq, hy, ..., hy,, sodass die Vektoren

vi, (A= ADvy, . (A =AD" vy, vo, (A= ADVa, o Vi, o (A= AD oy

eine Basis von V) bilden; hy + h, +--- + h,, = I, = dimV,. Wenn man den
Endomorphismus von V, in dieser Basis darstellt, dann zerfallt die darstellende
Matrix in Blocke der Grofle hy, hy, ... hy.(Ohne Beweis!)

(Hinweis: Die Blocke sind sog. Jordan-Blocke wie im folgenden Beispiel 2.)

Beispiele

1. Fiir eine 2 x 2-Matrix kann das Minimalpolynom nur linear oder quadratisch sein.
Es ist genau dann linear, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Andernfalls
haben wir pa(z) = det(A — zI) = z? — traceA - z + det A.( Wir haben das bereits in
I.1 nachgerechnet.)

2. Betrachten wir die 5 x 5-Matrix A mit dem einzigen Eigenwert A

palz) = (z—A)°.

b

I
o o o o >
©c o o > —
c o > o o
o > - o o
> - o o o

Die Matrix zerfillt in zwei Blocke. Die erste und die dritte ‘Einheitsspalte’ sind Ei-
genvektoren. Die zweite ‘Einheitsspalte’ hat die Hohe 2, die fiinfte ist ein verallge-
meinerter Eigenvektor der Hohe 3. Die Summe dieser Hohen ist 243 =5 = dim V.
(Wir bemerken: das sog. charakteristische Polynom ist det(A —zI) = (A —z)°.)
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Satz
Sei A eine n x n-Matriz, deren Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfallt
palz) = (=AM - (z—=A)™ o (2= A
Dann lisst sich jede Spalte v in eindeutiger Weise als Summe von wverallgemeinerten

Eigenwerten darstellen.

V= Zv]- mit v; so, dass (A—?\jl)h"v]- =0.

Beweis Wir schreiben fiir ein festes j
palz) = (z—M)" - q5(z) .
Der Satz von oben liefert fiir jedes j einen Vektorraum
V; = ker(A — A1) = im(q;(A)) .

Die qj(z) sind teilerfremd. Es existieren daher Polynome rj(z), sodass >_1(z) - q;(z) = 1.
Fiir die Endomorphismen ¢; = q;(A) und p; = rj(A) bedeutet das ) p;o ¢; = Id.
Fiir ein beliebiges v betrachten wir w; = @;(v), v; = p;(w;). Wir haben die Zerlegung

V:ijo(pj(v) :Zp](wj) :Zvj :

Es gilt v; € V;, weil w; € im@; = V;, und weil p; diesen Vektorraum V; = ker(A—A;1)™ in
sich abbildet. Somit haben wir eine Darstellung von v als Summe von verallgemeinerten
Eigenvektoren.

Die Eindeutigkeit ergibt sich, wenn wir beweisen, dass der Nullvektor nur in trivialer
Weise als Summe von verallgemeinerten Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten
A; dargestellt werden kann.

0=> v mit weV;=Vj v;=0.

Das sieht man so : v; € Vj,  @;(v;) =0 = v; = 0; denn das Minimalpolynom zu v; # 0
ist eine Potenz von (z — Aj). Andererseits gilt g;(A)vi = 0 fiir jeden verallgemeinerten
Eigenvektor zu einem Eigenwert A; # A;. Somit gilt fiir jedes j

O:Z\)j - \V/] :q](O):q](V]) - \V/) V]':O.

Satz
Sei A eine kompleze n x n-Matriz und pa~(z) das Minimalpolynom zur Spalte v
pan(z) = Jlz= M) = (z—=M)™ - 7i(2) .
j
FEs gilt dann (fiir jedes k): Die Spalte wy, = 1i(A) Vv ist ein verallgemeinerter Eigenvektor
der Héhe hy zum Figenwert Ay.
Der Beweis liegt auf der Hand. (Der Satz kann niitzlich sein, wenn man Eigenwerte und

dazugehorige Eigenvektoren sucht. Wie man das Minimalpolynom pa ,(z) findet. werden
wir sehen, wenn wir uns in Abschnitt V.mit dem Basis-Austauschverfahren befassen.)
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Hinweise

1. Wenn wir uns spéter mit Determinanten beschéftigen, werden wir sehen, dass das
charakteristische Polynom p(z) := det (A — ZI) die Matrix A annulliert, p(A) = 0.
Dies ist der beriihmte Satz von Cayley-Hamilton.. Das charakteristische Polynom
ist also ein Vielfaches des Minimalpolynoms der Matrix A.

2. Bei komplexen Matrizen braucht man sich nur fiir die Nullstellen zu interessieren.
Im charakteristischen Polynom sind die Vielfachheiten der Nullstellen die algebrai-
schen Vielfachheiten A; = dim Vj, wéhrend sie im Minimalpolynom (wie wir gesehen
haben) die maximalen Hohen sind.

3. Bei manchen komplexen Matrizen (z. B. bei den Matrizen A mit A*A = AA*) ist
von vorneherein klar, dass jeder verallgemeinerte Eigenvektor ein veritabler Eigen-
vektor ist. Hier hat dann also das Minimalpolynom nur einfache Nullstellen; und die
Vielfachheiten der Nullstellen im charakteristischen Polynom sind die Dimensionen
der Eigenrdume.

4. Es ist i. Allg. eine anspuchsvolle Aufgabe fiir die Numerik, wenn man von einer
gegebenen n x n-Matrix A mit n > 4 die (verallgemeinerten) Eigenvektoren be-
rechnen mochte. Es ist i. Allg. nicht empfehlenswert, das charakteristische Polynom
zu berechnen; die Berechnung der Koeffizienten ist miihevoll.. Es diirfte weniger
aufwendig sein, zunéchst einmal das Minimalpolynom eines (geschickt gewé#hlten)
Vektors v zu berechnen, und dessen Nullstellen zu bestimmen. Es ist als eine will-
kommene Reduktion der Aufgabe zu begriilen, wenn p,(z) fiir das gewihlte v ein
Polynom geringeren Grades ist; bei Polynomen hohen Grades ist ndmlich bekannt-
lich die Zerlegung in Linearfaktoren i. Allg. ein aufwendiges numerisches Problem.
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1.7 Das Faltungsprodukt iiber Z. Trigonometrische Polynome

Die rein algebraische Betrachtung der K-Vektorrdume werden wir in Abschnitt V wei-
terfithren. Dort werden wir allerdings auch auf die fundamentale Idee der Abbildung
bauen, so wie sie in Abschnitt II entwickelt wird.

Hier studieren wir noch einige konkrete C-Vektorrdume mit zusétzlicher Struktur. Ge-
wisse Raume von komplexen Gewichtungen auf Z tragen (vermoge des Faltungsprodukts)
eine dhnliche algebraische Struktur wie die oben besprochene (assoziative und kommuta-
tive) Algebra Clz] der Polynome. Das Interesse geht allerdings in eine andere Richtung;
bei den trigonometrischen Polynomen und bei den formalen Potenzreihen gibt es kein
Teilen mit Rest und kein Umzentrieren; andere Strukturen treten in den Vordergrund.

Es ergeben sich Ausblicke auf Gegensténde, die spéter in der Analysis (oder in der Sto-
chastik) in einem vertieften Sinn zu studieren sind. Der eilige Leser mag das iiberspringen
und sich sofort den Abbildungen im Sinne von Abschnitt II zuwenden.

Sprechweisen

Eine komplexwertige Funktion auf Z, kann man als eine , einseitige Folge* bezeichnen
a=(ag,ar,az...).
Eine komplexwertige Funktion auf Z nennt man manchmal eine , zweiseitige Folge*
a=(...,a_1,ap,as,as...) .

Wir sprechen von einer finiten Folge, wenn nur endlich viele der a,, ungleich 0 sind. Im
Folgenden nennen wir diese finiten Folgen finite Gewichtungen auf Z.

Wir sprechen von einer linksseitig (bzw. rechtsseitig) finiten Gewichtung, wenn es ein
N € Z gibt, sodass a,, = 0 fiir alle n < N (bzw. fiir alle n > N).

Faltung (Definition)

Seien a und b finite Gewichtungen auf Z. Wir definieren dann ihr Faltungsprodukt
¢ = ax b als die Gewichtung ¢ mit den Gewichten

cn:Zak-bn_k:Zan_g-bg fiir alle n € Z .
Kk ¢

Die Faltung heisst im Englischen ‘convolution‘. In der dlteren deutschen Literatur findet
man auch den Namen ‘Cauchy-Produkt’.

Bemerke :

1. Man kann auch Gewichtungen, die nur linksseitig bzw. rechtsseitig finit sind, fal-
ten; und man erhélt als Faltungsprodukt eine linksseitig (bzw. rechtsseitig) finite
Gewichtung.
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2. Wenn man Gewichtungen falten mochte, die nicht einseitig finit sind, dann treten
u.U. Probleme mit der Konvergenz unendlicher Reihen auf. Diese Fragen der Konver-
genz sind aber harmlos, wenn die Gewichtungen ein endliches Gesamtgewicht haben.
Wir betrachten vorwiegend solche Gewichtungen, also (an)nez mit > |a,| < oco.
Es gilt dann fiir c = a x b. dlenl <D larl - Y [byl .

3. Eine Gewichtung (pn)nez heiit eine Wahrscheinlichkeitsgewichtung auf Z,wenn gilt

pn >0 fiir alle n | an:1.

Das Faltungsprodukt zweier Wahrscheinlichkeitsgewichtungen ist offenbar eine Wahr-
scheinlichkeitsgewichtung.

4. Sei ) anz™ ein Polynom mit komplexen Koeffizienten. Die Koeffizientenfolge kann
man als eine finite Gewichtung verstehen.
Die Produktbildung im Ring Clz] entspricht der Faltung der Koeffizientenfolgen.

Satz

Fiir die Faltung von finiten Gewichtungen auf Z gelten die Assoziativgesetze und die
Distributivgesetze. Die Faltung ist kommutativ.

ax(bxc) = (axb)xc
ax(b+c) = axb+axc
axb = bxa.

Diese Rechenregeln gelten auch fiir rechtsseitig finite Gewichtungen und fiir Gewichtungen
mit endlichem Gesamtgewicht.

Beweis des Assoziativgesetzes
Sei d =ax*x(bxc), dh.

dn:Zak-( Z bgcm): Z ak-bg-Cm.
k

{+m=nm—k k+€+m=n

Dieselbe Dreifachsumme ergibt sich fiir das Faltungsprodukt (a % b) * c.
Der Beweis des Distributivgesetzes ist ebenso einfach. Die Kommutativitit ist trivial.

Bemerkung ( ,Schriftliches Multiplizieren“ ist , Faltung + Ubertrag*)

3441
ma 211 3441-211 = (3-10344-1024+4-10+1)(2-102+1-10+1) =
32341“ = ¢5-10°+¢4-10%+¢c3-103 4+ ¢, - 102+ ¢1- 10+ ¢
6882 mit co = apbg, ¢1 = aibg+ agb1, ¢, = abg+ a;b; + apby, ...
726051

Die ¢, sind zunédchst noch nicht die Ziffern im (dezimal dargestellten) Produkt 726051;
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durch den ,, Ubertrag® erreicht man
= ds5-10°+ds-10*+d3-103+d,- 102+ d; - 10+ do mit d;={0,1,2,...,9}.

Das Falten von finiten Gewichtungen (im Sinne der Definition) ist insofern einfacher als
das ,,schriftliche Multiplizieren* (im Sinne der Schulmathematik) , als hier keine Ubertréage
zu beachten sind.

Falten in der Wahrscheinlichkeitstheorie

Seien X und Y unabhéngige ganzzahlige Zufallsgrofien mit

Ws({X=k}) = ax fir keZ
Ws({Y=1(}) = by fir {=7.

Die Wahrscheinlichkeitsgewichtung fiir die Summe Z = X 4+ Y ergibt sich durch Faltung
der Gewichtungen a und b.

Ws(X+Y=n)=cy= ) ax-by firnez.

k+{=n

Es gilt ndmlich

Ws(Z=mn)= ) Ws(X=kY=0= ) Ws(X=k) -Ws(Y=0).

k4-€=n k4-€=n

Beispiele

1. Zwei faire Wiirfel werden unabhéngig geworfen. Die Augensumme Z = X + Y hat

eine Verteilung, die auf die Zahlenmenge {2,3,..., 11,12} konzentriert ist.
Ws({X=k}) =1 firk=12,...,6; Ws({y=1)=1 firl=12,...,6.
Ws({Z=7}) = %, Ws({Z =6}) = Ws({Z =8}) = 3%, Ws({Z =5}) = 3i6, e
2. Seien X und Y unabhéngig und gleichméBig verteilt auf der Punktmenge
{=N,—=N+1,...,—1,0,+1,...,N}. Die Gewichte von Z = X+ Y liefern eine ‘Drei-
ecksverteilung’:

n
Ws({X+Y =n}) = 57 (1 —%)

3. Ein Versuch mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p ist n-mal unabhéngig durchgefiihrt
worden. Die Anzahl S der Erfolge ist die Summe der Zufallsgréfien Xj mit dem Wert
1, wenn der j-te Versuch ein Erfolg war und dem Wert 0, wenn er ein Misserfolg
war. S = X7+ X5 + ... + X,,. Die Verteilung von S erhélt man, wenn man die
Zweipunktgewichtung (...,0,(1 — p),p,0,...) n-mal mit sich selber faltet. Wir
erhalten die Binomialgewichtung

Ws({S =k}) = <E>pk(1 —p)v* fir keZ.
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4. Ein Versuch mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p wird unabhéngig wiederholt. Ty sei
die Wartezeit bis zum ersten Erfolg, Ty + T, die Wartezeit bis zum zweiten Erfolg,
v I+ To+ ...+ Ty sei die Wartezeit bis zum n-ten Erfolg. Wir bestimmen

Ws({(Ti+...+Ta=n+k}) =al” fir k=0,1,2,....
Offenbar gilt
Ws({Ti=kp)=(1—p)*'-p fir k=12,....

Auf (k—1) MiBerfolge folgt ein erster Erfolg. Wir setzen (1—p) = c. Die Gewichtung

fiir Ty ist also
(1—c¢)-(0,1,c,c%...).

Die Gewichtung fiir Ty 4+ T, ist das Faltungsprodukt
(1—0¢)?(0,1,c,¢%...)%(0,1,¢c,¢%...) .

Die Gewichtung fiir Ty +T,>+. ..+ T, ergibt sich durch n-faches Falten. Die Rechnung
werden wir unten mit Newton’s Binomialreihe durchfiihren. Es ergibt sich

_ k1
a™=(1-¢c"- < k“)(_c)k: (n:_] )p“” (1=p)-p.

Hier verwenden wir die Notation der verallgemeinerten Binomialkoeffizienten.
Firx e R, k=0,1,2,... definiert man

(l"z) :% a(x—1) ... (x—k+1).

Auch die folgenden Bezeichnungen aus der Kombinatorik erweisen sich als niitzlich.

() = ale—1)...(x —k+1) (, untere Faktorielle k*)

()™ = a-(oc+1)-...-(x+m—1) (,x obere Faktorielle m*)

k+1D)™ V= (k+1)-(k4+2)-...-(k+n—T1) = Mm+k—1)m .
Hinweise

Man kann das Resultat auch stochastisch begriinden:

a](?) ist die Wahrscheinlichkeit dass zur Zeit n+ k der n-te Erfolg eintritt. Der (n 4+ k)-te
Versuch muss ein Erfolg sein, nachdem in den vorausgehenden n+k— 1 Versuchen genau
(n — 1) Erfolge eingetreten sind. In der Tat ist

(n—kk—])pn_]‘“ )

n—1

die Wahrscheinlichkeit, dass in (n + k — 1) Versuchen genau (n — 1) Erfolge eintreten.
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Fiir den Stochastiker {iberzeugend ist iibrigens auch die Formel

n n ] n— T3
alM =p .m(k+1)< Doexp (k-In(1—p)) fir k=0,1,2,....

Sie erinnert ihn namlich an die berithmten Gamma-Dichten

1 n—1

—— . x" e dx  (fiir x > 0).

I'n)

Man kann sagen: So wie die geometrische Gewichtung das diskrete Gegenstiick zur Expo-
nentialdichte ist, so sind die ,,negativen Binomialverteilungen* die diskreten Analoga zu
den Gamma-Dichten.

Definition (trigonometrische Polynome und charakteristische Funktionen)

- FEin trigonometrisches Polynom ist eine 27t-periodische komplexwertige Funktion von
der Form

flt)=) an-e™, te R/zn (an)n finit.

Man nennt (f(t) auch die charakteristische Funktion zur finiten Koeffizientenfolge
(a)n. Wenn a,, = 0 fiir alle n mit |n| > N, dann spricht man von einem trigonome-
trischen Polynom vom Grad < N.

- Allgemeiner definiert man die charakteristische Funktion zur Gewichtung
a=(...,a_,apa,...) mit endlichem Gesamtgewicht ) |a,| < co.

f(t) =Y ape™, te®/, .

Satz

Das punktweise Produkt trigonometrischer Polynome ist ein trigonometrisches Polynom

h(t) = f(t) - g(t) fir te X/, .

Sind a und b Gewichtungen und ¢ = a x b, dann ist die charakteristische Funktion des
Faltungsprodukts das punktweise Produkt der charakteristischen Funktionen.
ikt

Wt i(k+0)t

Der Beweis ergibt sich durch distributives Ausmultiplizieren. Wegen e**t-e** = e

haben wir

f(t) - g(t) = (Z akeikt> . (Z by - ei€t> _ Z by - RISRL:
k e k.0
:Zeint<z ak_b(]) :cheint:h(t) '

k+L€=n
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Beispiele Die folgenden Beispiele beziehen sich in der einen oder anderen Weise auf die
(von der Schule her bekannte) Summationsformel fir die geometrische Reihe. Wir leiten
einige Formeln her, die sich immer wieder als niitzlich erweisen, sowohl in der Analysis
als auch ganz besonders in der Stochastik.

1. Die Dirichlet-Dichte der Ordnung n ist das reellwertige trigonometrische Polynom
1

LI ) ) 1 1
Dn(t) _ Z elk.t _ (elt/z_eflt/Z)f'l . (el(n+2)t o (e 1(n+2)t> _ sinlt/z'sm((n+%)t) )
-n

Die Funktion f(t) = ﬁﬂDN(t) ist offenbar die charakteristische Funktion der

Gleichverteilung auf [—N, N].
2. Die Fejér-Dichte der Ordnung n ist das nichtnegative trigonometrische Polynom
Fa(t) =1 (Do(t) + Di(t) 4 - -+ Dn(t) .

Es zeigt sich, dass h(t) = ﬁFzNH(t) die charakteristische Funktion der oben
betrachteten ‘Dreiecksverteilung’ ist. Fong1(t) = (2N +1)7"- (Dn(t))2

Die Summationsformel fiir die endliche geometrische Reihe liefert in der Tat

n—1

n-Fa(t) = sin1t/2 : le (ei(k+%)t — e—i(k+%)t)
0
— ﬁ . zli(eit/l(eit . ])71(eint . ]) . efit/l(efit . ])71(efint_ ]))
g i —in
- (W) (™ =1 +e 1)
_ (sant/2Y’
B sint/2
Bemerke:
1 (™ 1
77| Pnltidt=15 5 | Faltjdt=1.

Bemerkung Die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung hat
im Nullpunkt den Wert = 1; sie ist iiberall dem Betrag nach < 1.

Fiir spéatere Gelegenheiten bemerken wir: Fiir jedes to € R/27 liefert %tFn(t—to)dt ei-
ne Wahrscheinlichkeitsdichte auf R/27t; diese Schar von Wahrscheinlichkeitsdichten nennt
man den Fejér-Kern der Ordnung n auf R/2m.
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Beispiel (‘Doppeltgeometrische’ Gewichtung) Wir betrachten nochmals geometrische
Gewichtungen. Die Differenz zweier unabhéngiger geometrisch verteilter Zufallsgrofien
mit demselben Erwartungswert hat eine Verteilung, die man doppeltgeometrische (oder
‘beidseitig geometrische’) Gewichtung nennt. Man kann das sowohl von der Faltungsformel
her leicht bestétigen als auch mit Hilfe der charakteristischen Funktionen.

Seien X und Y unabhéngige Zufallsgrossen mit

Ws(X=k) =Ws(Y=k)=L=.¢c* firk=1,23,..;

Dann gilt
Ws(X—Y =n)=const-c™ firn=0,+1,+2,43,...;

Beweis

Die Gewichtung ist offensichtlich symmetrisch. Fiirn =0,1.2,... gilt

Ws(X—Y=n)= ZWS(X:TH—k) -Ws(Y =k) = (E)Z-C“Z ¢ = const - c™ .

C
k=1 k=1

Betrachten wir andererseits die charakteristischen Funktionen

1t

o 1tX k itk _
ft) =7 ¢ Z c R
2
2_( C it(X-Y) _ ¢
[f(t)] —(1 _C) -Ee (1 —ceit)(1 —ceit)

und vergleichen wir damit

1+ f(t) + f(t) :(1 —cet)(1 —ce™) + C?it(] _ Cejt) T e (1 — celt)
(1 —cet)(1 —ce ™)

_ 1—c? 1—=c? ()P
(1T—cet)(1—cet)  ¢2 '

Die linke Seite zeigt, dass die Koeffizienten von [f(t)|? nach beiden Seiten geometrisch

abfallen. Die 27t-periodische Funktion [f(t)|? kénnen wir auch folgendermaBen schreiben:

2 2
5 c c

f(t)] = = .
()l T4+c2+2c-cost (1 —c)2+4c-sin?(t/2)
Bei diese Gelegenheit sei bemerkt: Wenn X und Y unabhéngige exponentiell verteilte

ZufallsgroBen mit dem Erwartungswert 1/A sind, dann hat ihre Differenz die doppeltex-
ponentielle Dichte % - e Ml dx. Die charakteristische Funktion ist

1 1 A2
) =35
A—it A4t A4t

) A [® A
Se‘t(XY)ZE-J et eNX‘dX—E (

—00
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Satz

Die Koeffizienten eines trigonometrischen Polynoms f(t) sind eindeutig bestimmt. Es gilt

+7t
. 1 .
f(t) = ne™ VnezZ an=-—|e ™ f(t)dt.
(t) Z ane — ne a 7 J e (t)
Der Beweis ergibt sich aus der sog.
Orthogonalititsbeziehung :
Firn,m € Z gilt
+7t
: . fall
lJe—lnt_elmtdt: 0 falls n%m
271 1 falls n=m

—T7T

Beweis der Orthogonalitéitsrelation

Der Fall n = m ist trivial. Fiir m —n =k # 0 gilt

+7t +7t +7
J etdt = J cos(kt)dt +1- J sin(kt)dt =0 .

Es wird hier ndmlich iiber volle Perioden integriert.

Beweis des Satzes :
—+7t
J e It Z ame™dt =a, firalle neZ.

—T7T

1
27

Inneres Produkt

Eine interessante Folgerung aus der Orthogonalitétsrelation ist der

Satz
Fiir jedes trigonometrische Polynom f(t) = > a,e™t gilt

+7t
1 2 _ 2
2 | fORat =3

Wenn f(t) = Y ane™ und g(t) = Y_bne™ trigonometrische Polynome sind, dann gilt
“+7T
1

> J GH)f(t)dt =) bnan.

—T7T
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Beweis :
1 ]
> J g(t) - f(t)dt = EJ (Z Bne—i“t) : (Z ameimt) dt=>) bnan.
Ausblick

Diese das ‘innere Produkt‘ erhaltende Beziehung zwischen einem Vektorraum 27t- periodi-
scher Funktionen einerseits und dem Vektorraum der finiten Folgen (a,) andererseits ldsst
sich fortsetzen. Zunéchst einmal funktioniert das ohne jedes Problem fiir die Folgen mit

endlichem Gesamtgewicht und die entsprechenden ‘absolut konvergenten’ trigonometri-
+00

schen Reihen. (Unendliche Reihen der Form ) a,e'™ heifien trigonometrische Reihen.)
—0

In der Analysis geht man dann auch noch weiter; mit einer Vervollsténdigungskon-

struktion (analog zur Vervollstindigung Q C R) gelangt man zu einem sog. Hilbertraum.

Es ist aber zu bemerken, dass im vervollstindigten Bereich keine Faltung der Folgen

definiert werden kann; die Vektorraumstruktur verbindet sich hier mit einer multiplikati-

ven Struktur, sondern mit einer interessanten topologischen Struktur. Diese topologische
Struktur werden wir in der Analysis diskutieren.

Hinweis zur Geschichte der trigonometrischen Reihen

Von B. Riemann (1826 —1866) stammt die Idee, einer ‘beliebigen integrablen’ 27t-periodi-

schen Funktion f(t) eine Folge von Koeffizienten a = (..., a_1, ao, aj, a, ...) zuzuordnen,
namlich
1 +7t
an = — J e ™. f(t)dt fiiralle nezZ.
27

Zur Funktion f(t) betrachtete man die sog. formale Fourier-Reihe f(-) — ~ Y ane™.
Es wurde gefragt, unter welchen Umsténden die formale Fourier-Reihe zu einer Funkti-
on f(-) ein sinnvolles Objekt im Sinne der Analysis ist. Weiter wurde gefragt, ob oder
gegebenenfalls wie man mit diesen formalen Objekten rechnen kann.

Schon L. Euler (1707 — 1783) hatte trigonometrische Reihen diskutiert, die zu spezi-
ellen unstetigen Funktionen gehtren und daher ein sonderbares Konvergenzverhalten der
Partialsummen zeigen: ZE’N a,e™ — ?

Ein Beispiel ist die ‘Euler’sche Sdgezahnfunktion’ f(t):

f(-) ist 27t-periodisch mit f(t) = %(7{— t) fir te(0,2n),
+7t

. 1
J eilnt%(ﬂ—t) dt:H furn;éo,

1

T In

—T7T

fN() =cone ™4 one™ =sint+ Isin2t 4 - 4 L sin Nt
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(Es sollte lehrreich sein, diese Funktionenfolge auf dem Bildschirm zu realisieren!) ~ Riemann
entwickelte 1854 einen Vorschlag, was fiir seine Theorie Integrabilitdt bedeuten sollte. Sei-

ne Theorie der Integrabilitit hatte aber Méangel. Erst 1901, durch die Integrationstheorie
von H. Lebesgue (1875 — 1941) wurde der Weg frei fiir eine wirklich befriedigende Einsicht.
Fischer und Riesz haben 1906 gezeigt, dass man die Elemente des vervollstandigten Raums
sowohl durch die quadratintegrablen 27t-periodische Funktionen reprisentieren kann als
auch durch die quadratsummablen Folgen (an)n: Y |an/? < co.
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Aufgaben zu 1.7

Aufgabe 1.7.1 :

Ein trigonometrisches Polynom lésst sich auch als eine Linearkombination der Funktionen
cos kt und sin kt darstellen

N N
Z cne™ =f(t) = lao+ Z(akCOS kt + bysinkt).
N k=1

Gewinnen Sie die Koeffizienten ay, by aus den Koeffizienten c¢,, und umgekehrt.
Zeigen Sie, dass die Funktion f(t) auf R/27 genau dann reellwertig ist, wenn c—n = ¢,
fiir alle n.. Dies ist genau dann der Fall, wenn alle a; und by reell sind.

Aufgabe 1.7.2 : Berechnen Sie fiir k,l € Z die Zahlen

] +7
Cla = p J coskt - cos It dt,

—T7T
+7t

1
g = s J sin kt - cos It dt,

—Tt
+7t

1
Skl = - J sinkt - sin It dt.

—T7T

Hinweis:

+7t
1 J emint | gimt gy _ 0 fir m#n
27 1 fir m=n.

—Tt

Aufgabe 1.7.2 :
Es sei f(t) = %ao + Z}:; (akcos kt 4 by sin kt).

Zeigen Sie
1T g
ay = — J coskt - f(t) dt; by = — J sinkt - f(t) dt.
T 7T

Aufgabe 1.7.3 :  Sei r eine positive Zahl < 1 und

flt)=) r"-e™ fir teR/2m.
1
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Es gilt dann mit gewissen Koeffizienten c¢,, bzw. aj
f()]> = Z Cn-em ao + Z ay - cos(kt) .

a) Berechnen Sie diese Koeffizienten

b) Finden Sie eine einfache Formel fiir [f(t)[*.(Bild!)
Hinweis : Verstehen Sie f(t) als eine geometrische Reihe.

c) (Fiir diejenigen, die schon einmal mit MAPLE gespielt haben.) Plotten Sie die
Funktion [f(t)|? fiir verschiedene 1, 1 1.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



1.8 : Newton’s Binomialreihe. Formale Potenzreihen 71

1.8 Newton’s Binomialreihe. Formale Potenzreihen

Der Begriff der erzeugenden Funktion ist eine Variante des Begriffs der charakteristischen
Funktion. Die erzeugenden Funktionen leisten manchmal gute Dienste, wenn es um ‘Ge-
wichtungen’ auf Z, geht.

Sei a = (ap, aj, az,...) eine Gewichtung auf Z, mit ) |a,| < oo. Dann definiert man
dazu die erzeugende Funktion

[o¢]

h(z):Zan-zn fir [z|] <1.
0

Hinweis Dieselbe Idee liegt auch dem Begriff der Z-Transformierten eines Signals {f(n) :
n €{0,1,2,...}} zugrunde, welcher im Gebiet der Nachrichteniibertragung bekannt ist.
Man definiert dort F(z) = > 3 f(n)z ™ , wobei man davon ausgeht, dass das Signal so
dimensioniert ist, dass die Summe fiir |z| > 1 konvergiert.

Bemerke :

1. Die charakteristische Funktion ist als eine komplexwertige Funktion auf dem abge-
schlossenen Einheitskreis zu verstehen. Manchmal betrachtet man sie auch nur als
Funktion auf dem abgeschlossenen Einheitsintervall [—1, +1].

2. Fiir finite Gewichtungen auf Z, ist die erzeugende Funktion ein Polynom.

3. Die charakteristische Funktion f(-) der Gewichtung a ergibt sich als die Einschrankung
der erzeugenden Funktion h(-) auf die Peripherie des Einheitskreises z = e't.

f(t) = h(e).

4. Fiir eine Wahrscheinlichkeitsgewichtung ay, = Ws(X = k) notiert man
f(t) = Eexp(itX); h(z) = &£Z%.

Es gilt h'(z) = Y Ws(X = k)kz"!, insbesondere h/(1) = £X, sowie
h’(1) =) Ws(X=k)k(k—1) =EX(X—1) =varX + EX(EX —1).

Beispiele Ein Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p wird unabhéngig wie-
derholt. N™ sei die Anzahl der Erfolge nach n Versuchen. T™ sei die Wartezeit bis zum
n-ten Erfolg. Diese beiden Zufallsgréfien sind Summen von n unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsgrofien.

gZN(n) _ ; C:)pk(] _p)n—kzk: ((1 —p) _|_pz)n: (T—p)™ (1 + 1 2}32) )

(M ay _ n_ P n_ n1_ (1. -n
Ez" —(éWS({T‘ =1+1))z") _<—]_”_p)z) =p"(1—-(1-plz) .
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Die Koeffizienten ak ! dieser Reihe haben wir oben mit einem stochastischen Argument
bestimmt. Ein zweiter Zugang ergibt sich durch die sog. binomische Reihe. Diese Reihe
ist eine Entdeckung von Newton, die im 18. Jahrhundert als ein Hohepunkt der , kom-
binatorischen Analysis“ gefeiert wurde, im 19. Jahrhundert dann aber in eine allgemeine
Theorie der im Einheitskreis holomorphen Funktionen eingereiht wurde.

Satz (Newton’s Binomialreihe)
Fiir alle o« € C und alle z mit |z| < 1 gilt

MT4+z2)*=T+a-z+ (?)zz—i— <?)z3—|—...:§<i)zk,

Wir betrachten zuerst Spezialfille, die moglicherweise von der Schule her bekannt sind,
namlich die sog. Binomialformeln sowie die Abkémmlinge der geometrischen Reihe, die
bei den ‘negativen Binomialverteilungen’ auftreten.

1. Fir « = 1,2,...ist die binomische Reihe eine endliche Summe. Die Aussage ist der
binomische Lehrsatz

(1+2)2 = 1+2z+2?
(14+2)® = 14+32+322+73
(1+2)* = 1+4z4+622+423+ 2%
2. Fir o« = —1 1st die binomische Reihe nichts anders als die geometrische Reihe, denn
( ) (=2)...(=k) = (=1)*. Durch Differentiation gewinnt man die Reihe

fiur (1+ z)*n

(1—z) '=T+4z+224+23+...,
(1—2)2=14+22+322+42>+ ...
2-(1—2)3=2-14+3-2)z+(4-3)22+(5-4)22+...

8

W
(-2 ™=

0

Diese Reihe ist die Binomialreihe wegen
k+DMD - mtk-—1 " (_”k(—“)m _ (T
m—1! k! k k! Kkl k /-

Anmerkung: Die Ableitung einer Funktion, die durch eine Reihe gegeben ist, kann
man bekanntlich nicht immer dadurch finden, dass man die Reihe gliedweise differenziert.
Probleme dieser Art werden in der Analysis abgehandelt. Sie sind hier nicht unser Thema.
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Wir akzeptieren die folgenden Aussagen aus der elementaren Analysis:

1. Der Hauptwert der Logarithmusfunktion lasst sich in einer Umgebung der Eins
durch eine Potenzreihe darstellen

1n(1—i—z):z—%22+%z3—}1z4—i—--- fir |z|<1.

2. Auch der Hauptwert der Funktion (1+2z)% = exp(e-In(1+2z)) ldsst sich dort durch
eine Potenzreihe darstellen

M4+2)*=1T+aiz+az®+azz’>+--- fir |z/<]1.

Wir wollen die Koeffizienten diskutieren. Dies ist eine algebraisch-kombinatorische Auf-
gabe, die man loslosen kann von den Fragen der Konvergenz. Newton hat fiir solche
Aufgaben (insbesondere fiir das ‘Losen’” von Differentialgleichungen) die Methode des
Koeffizientenvergleichs entwickelt. Diese Methode wollen wir im Folgenden im Rahmen
der algebraischen Theorie der formalen Potenzreihen entwickeln.

Formale Potenzreihen
Eine formale Potenzreihe ist ein formaler Ausdruck der Form

A(Z):Zan-zn, oder A(z)=ap+ aiz+ a2’ +--- .
0

Die Koeffizienten sollen bei uns hier komplexe Zahlen sein; es kommen hier aber auch
allgemeinere Systeme von Koeffizienten in Frage. Fiir die beiden fithrenden Koeffizienten
notieren wir auch ag = A(0); a; = A’(0).

Man beachte: In der Theorie der formalen Potenzreihen ist nicht vorgesehen, dass man
fiir die Unbestimmte z irgendwelche ‘Werte’ einsetzt.

Operationen

1. Formale Potenzreihen kann man linear kombinieren; man hat einen unendlichdimen-
sionalen komplexen Vektorraum.

2. Formale Potenzreihen kann man miteinander ‘multiplizieren’; die Koeffizientenfol-
gen werden gefaltet. Man hat eine assoziative und kommutative Algebra.

3. Formale Potenzreihen kann man ‘ableiten’. Die Ableitung (auch Derivation genannt)
ist eine lineare Abbildung, welche die Produktregel erfiillt.

D:A(z)— A'(z) . Z anz" — Z amz™ ' ;
0 1

D(A-B)=(DA)-B+A-(DB): (AB) =A'B+AB’.

4. Eine formale Potenzreihe F(z) mit F(0) = 0 kann man in eine formale Potenzreihe
A(z) ‘einsetzen’ . Man erhélt

B(z) = A(F(z)) = ap + a1F(z) + axF*(z) + asF3(z) + - - - .
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Satz (Umkehrung)

Wenn F und G einsetzbare formale Potenzreihen sind, F(0) = 0; G(0) = 0, dann ist
H(z) = G(F(z)) einsetzbar, und es gilt fir alle A

A(H(z)) = A(G(F(z)) = B(F(z)) mit B(z) = A(G(z)).
Jedes einsetzbare F(z) mit F'(0) # 0 besitzt eine ‘Umkehrung’ G(z)
F(G(z)=0+1-2+0-22+0-2° +--- = G(F(2)).

Satz (Reziproke)
FEine formale Potenzreihe A(z) besitzt genau dann eine multiplikative Inverse B(z), wenn

A(0) # 0.
A(z) B(z)=1+0-2+0-2%+--.

Man nennt B die reziproke formale Potenzreihe und notiert auch B(z) = }l\(z)) )

Die Konstruktionen und die Beweise fiihrt man mit der Methode des Koeffizientenver-
gleichs; die Annahmen garantieren, dass immer nur endliche Summen auftreten, wenn es
nach und nach um die Bestimmung der gesuchten formalen Potenzreihe geht. Die Beweise
iiberlassen wir dem Leser.

Beispiele

1. Es gibt genau eine formale Potenzreihe E(z) mit E’(z) = E(z) und E(0) = 1.

E(z) =T+ aiz+az?+asz>+ - = a1 + 2a,z+ 3a3z? + 4aqsz> + - - - = E'(2)

impliziert namlich a; =1, 2a;=a;, a; = %, 3az =ay, az = %, e, Qp = =
So gewinnen wir also die Exponentialreihe

E(z):1—|—z+%zz—|—%z3+---:Z%z“.
Mit der Faltungsformel erhalten wir fiir «, 3 € C
E(az) - E(Bz) =(1+ oz + %oczzz—i—---) (14 Bz+ %[5222—1—---)
=1+ (a4 Blz+ g(o” +20f + %)z + - = E((a+ B)z) .

2. Die formale Potenzreihe E(z) — 1 besitzt eine Umkehrung L(z). Die Differentiation
von E(L(z)) — 1 = z ergibt

1=E(L(z))-L'(z) =(z+1)-L'(2); L'(z) =1—z4+22—23+...

T 14z
Liz) =z—3122+ 12— 1z + ...

Diese formale Potenzreihe L(z) hat dieselben Koeffizienten wie die wohlbekannte
Potenzreihenentwicklung von In(1 4 z).
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3. Die Menge aller A(z) mit A”(z) = —A(z) ist ein zweidimensionaler Vektorraum.
Eine bequeme Basis sind

1
Clz)=1— 32+ g2 = g2°+--- = 5 (E(iz) +E(—2)) 5
1
_ 1.3 5 7 _ . L
S(z)=z— 322+ 32— 22"+ - = ﬂ(E(lz)—E(—lz)) ;

4. Fiir jede komplexe Zahl « ist By(z) = E(a - L(z)) eine wohldefinierte formale Po-
tenzreihe. Thre Koeffizienten gewinnen wir aus der Differentialgleichung

1

B’ ) )
1+z

X

(z) =E(a-L(z)) - al’(z) = By(z) -

/

Der Koeftizientenvergleich zu (1 +z) - B/ (z) = « - B4(z) liefert wegen

B“(Z) = 14+ biz+ bzzz + b3z3 4+ ..
(] + 2 'B&(Z) = (1+z)(b, —|—2b22—|—3b3zz_|_ o)
= b1+ (b1 4 2bs)z+ (2by + 3b3)z% + - -

b] = X, b] —|—2b2 = ch], 2b2‘|‘3b3 = Oébz, 3b3 —|'4b4 = chg.,

% o
by = o bz:%(“—‘)lﬂ:(Z); sz%(Oc—Z)bz=<3>;

Somit ergibt sich die Newton’sche Binomialreihe

Bu.(z) =1+ (T)H <;)z2+ (?)Zs‘f—"' .

Eine Anwendung in der kombinatorischen Geometrie

Wir betrachten ein konvexes n-Eck in der Ebene mit den Ecken Py, Py, ..., Pny (im
Gegenuhrzeigersinn). Mit Diagonalen (die sich nicht iiberschneiden sollen!) kann man
dieses n-Eck auf allerlei Weisen in Dreiecke zerlegen; a,, sei die Anzahl der Moglichkeiten.
A(z) = ), anz" sei die erzeugende Funktion. Es wird sich niitzlich erweisen, wenn wir
die ersten Koeffizienten (durch Konvention!) folgendermassen festlegen: ap = 0 = ajy,
a, =1= a3z Wegen as =2 und as =5 haben wir also A(z) =z> + 23+ 2z* +52° +....
Firn =6,7,... gilt die Rekursionsformel

k=n—1
an = E Arln—x+1-

k=2

Sei ndmlich fiir eine Zerlegung des n-Ecks k der kleinste Index, fiir welchen die Diagonale
PoPy in der Zerlegung vorkommt (der Fall k = n — 1 entspreche dem Fall, dass keine
Diagonale von Py ausgeht). Die Zerlegungen zu den Féllen {k = 2} und {k = n — 2}
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entsprechen den Zerlegungen eines (n — 1)-Ecks. Fiir die k dazwischen ergibt sich jede
Zerlegung durch eine (eindeutig bestimmte) Zerlegung der Teilfiguren mit den Ecken Py,
P, ,..., Pxund Py, Px ,..., Ph1; hier gibt es ay - a1 Moglichkeiten.

Die Rekursion gilt auch fiir n = 3. Somit haben wir

z-(Alz) —2%) = A%(z); (A—2z/2)*=12°(1-4z2); 2A(z)=z—2z-V1—4z.

Die binomische Reihe ergibt

2-Alz)=(-2))_ (1{12) (—42)™,  2a, = (—1)“<n1£21)4“‘

fir n=3,4,5,....

Didaktische Anmerkung

Der Kalkiil der formalen Potenzreihen erscheint heutzutage selten im Programm der
Mathematikerausbildung. Die analytische Theorie der lokal konvergenten Potenzrei-
hen (das ist die ‘Funktionentheorie’ im Sinne von Weierstrafl (1815 -1897)) hat diesen
algebraischen Kalkiil fast vollig verdrangt. Gegen die Feststellung, dass der Koeffizien-
tenvergleich in vielen Anwendungsgebieten sehr beliebt ist, machen die Mathematiker
geltend, dass die Aussagen des Kalkiils keine Aussagen iiber Grossen sind; man kann fiir
die Unbestimmte nichts ‘einsetzen’ (keine Zahl, keine Matrix, keine Funktion). Obwohl
die Exponentialreihe im Kalkiil sehr wohl vorkommt, liegen Aussagen wie beispielswei-
se exp(irr) = —1 ausserhalb der Reichweite des Kalkiils. Man schiittet manchmal den
Anféingern gegeniiber das Kind mit dem Bade aus, wenn man suggeriert, dass das Rech-
nen mit formalen Potenzreihen und insbesondere die Methode des Koeffizientenvergleichs
mathematisch wertlos ist, indem die Rechnungen zwar moglicherweise Plausibilitatsargu-
mente liefern, aber doch keine Beweiskraft besitzen.

Wir halten dagegen: Die formalen Potenzreihen leben in einem (in sich widerspruchs-
freien!) formalen System. Gleichheitsbeziehungen zwischen formalen Potenzreihen kénnen
sehr wohl interessante Aussagen sein, mogen die Potenzreihen auch den Konvergenzradius
0 haben. Man muss sie eben als kombinatorische Aussagen interpretieren, so wie wir das
oben im Beispiel aus der kombinatorischen Geometrie gesehen haben.
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Aufgaben zu 1.8

Aufgabe 1.8.1 :

Analytische Vorbereitung:

(i) Wenn B =by+byx+ boyx?+ ..., dann ergeben sich die Koeffizienten c,, der formalen
Potenzreihe C = B? folgendermaBen

Co:bé, C1 :bob1 +b1bo, C22b0b2+b]b1 +b2bo,
(ii) Zur formalen Potenzreihe C =1 — x gibt es genau ein B mit
B2=C=1-—x; man schreist:U—x)%.

Die Koeffizienten driickt man mit den sog. Binomialkoeffizienten aus:

(oc) ::oc(oc—1)...(oc—n+1)) XERN=012...
n n!

Man findet

1
(1—x);:B:Z(i)(—x)“:1—%x—%xzj:...

Hier ist kein Beweis erwiinscht! Sie werden die Tatsache in der folgenden geometri-
schen Anzahlbestimmung (Teil ¢) brauchen.

Geometrische Vorbereitung:
(iii) Ein konvexes Viereck kann man auf zwei verschiedene Weisen durch das Einzeichnen

einer Diagonalen in Dreiecke zerlegen.

Ein konvexes Fiinfeck kann man auf as verschiedene Weisen durch das Einzeichnen
von sich nicht schneidenden Diagonalen in Dreiecke zerlegen. as = ?

Entsprechend sei a,, definiert. Berechnen Sie auch ae.

(iv) Konvention: ag =0,a; =0, a; = 1, a3 = 1. Die Formeln werden damit tibersichtlich.

a) Zeigen Sie fiir allen > 5

an=0a20n_1+0a30p2+...+an_10; Summe der Lange n — 2.

Anleitung: Die Ecken seien Py, Py, ..., Py_1 (im Gegenuhrzeigersinn numeriert). Die-
jenigen Zerlegungen, wo keine Diagonale durch Py geht, entsprechen den Zerlegungen
des (n—1)-Ecks mit den Ecken Pq, Py, ..., P (Zeichnung!). Bei den anderen gibt
es ein kleinstes k, so dafl PoPy in der Zerlegung vorkommt; es kommt dann auch
PPy in der Zerlegung vor. Unsere Zerlegung ergibt sich durch Kombination einer
Zerlegung der Teilfiguren mit den Ecken Pq,..., Py und Py, Py, Priq..., Pnq.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



78 Rechengrofien Einfiihrung in die Mathematik I

b) Zeigen Sie fiir die formale Potenzreihe A = ag + a;x + ax?+...

(%) x(A —x%) = A2

c) Zeigen Sie, dafB fiir allen > 3

2:6-10-14-...- (4n—10)
T3 45 n—1)
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II Abbildungen

Themeniibersicht

Es geht hier um Geometrie.
Von der Schulmathematik her ist nicht leicht zu erschliefen, was Geometrie fiir einen
Physik-Studierenden bedeuten kann. Geometrie sollte anschaulich sein; Geometrie kann
aber sicherlich nicht bei den naturwiichsigen Vorstellungen vom Anschauungsraum stehen
bleiben.
Ein wichtiger Mann fir die Mathematische Physik (in Deutschland und in den USA)
war Richard Courant (1888-1972). Wir entnehmen einige Sétze aus dem Kapitel tiber
Geometrie in einem Buch, welches allen Mathematik- oder Physik-Anfangern warmstens
zu empfehlen ist:

R. Courant u. H. Robbins: , Was ist Mathematik?“, Springer-Verlag, 5. Auflage, 2001.
Dort heif3t es:

Wenn irgendeine bestimmte Klasse von Transformationen einer Figur gegeben
ist (wie etwa die Klasse aller starren Bewegungen oder Kompressionen oder
Inversionen an Kreisen u.s.w.), so kénnen wir fragen, welche Eigenschaften
der Figur bei dieser Klasse von Transformationen ungedndert bleiben. Das
System der Sdtze iiber diese Figenschaften ist dann die Geometrie, die dieser
Klasse von Transformationen zugeordnet ist.

Feynman &uflert sich in seinen Vorlesungen, Bd I, immer wieder zur Symmetrie physi-
kalischer Gesetze. Er iibernimmt eine Definition von Hermann Weyl: Ein Ding ist sym-
metrisch, wenn man es einer bestimmten Operation aussetzen kann und es danach als
genau das gleiche erscheint wie vor der Operation. (Kapitel 11). In Kapitel 52.3 benennt
Feynman einen sehr tiefgriindigen und schonen Sachverhalt in der Quantenmechanik: Fiir
jedes Symmetriegesetz gibt es ein entsprechendes Erhaltungsgesetz. Feynman deutet dort
auch einige Symmetrien in der Quantenmechanik an, welche kein klassisches Analogon
besitzen und fiir die es keine Beschreibungsform in der klassischen Physik gibt.

Im Folgenden geben wir eine erste Einfiihrung in die Gedankenwelt der Transformations-
gruppen, wobei wir uns sehr um Anschaulichkeit im Sinne der Schulgeometrie bemiihen.
Die komplexen Zahlen und die 2 x 2-Matrizen spielen dabei eine zentrale Rolle. Wir
beginnen allerdings sehr allgemein im Sinne der abstrakten Mengenlehre.

II.1 Abbildungen, Permutationen, Gruppen

Definitionsbereich, Zielbereich und Bildbereich einer Abbildung. Injektive, surjektive, bi-
jektive Abbildungen. Das Hintereinanderschalten von Abbildungen. Die Darstellung von
Abbildungen endlicher Mengen durch Graphen. Permutationen. Ihre Zyklendarstellung.
Transformationsgruppen, speziell Permutationsgruppen. Die abstrakte Definition einer
Gruppe. Gruppenwirkung. Die Oktaedergruppe als Beispiel. Isomorphie von Gruppen.
Untergruppen. Die alternierende Gruppe als Untergruppe der symmetrischen Gruppe.
Volles Urbild. Pullback.
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I1.2 Die Riemann’sche Zahlenkugel; Kreisverwandtschaften

Die Spiegelung am Einheitskreis bildet Kreise in Kreise ab. Vier Beweise. Lineargebro-
chene Abbildungen (Mobiustransformationen) sind erzeugt von den Translationen, den
Drehstreckungen und der Reziprokenabbildung. Die allgemeine Kreisgleichung in C. Die
Riemann’sche Zahlenkugel, stereographische Projektion. Kreise in C entsprechen Kreisen
auf der Zahlenkugel. Die stereographische Projektion ist winkeltreu. Spezielle Kreise.

I1.3 Einige spezielle Transformationsgruppen

Gruppenwirkung, allgemeine Definition. Transitivitiat. Fixgruppen. Die Wirkung von SU(2)
auf der Riemann’schen Zahlenkugel. Die Wirkung von SU(1,1) auf dem Innern des Ein-

heitskreises und auf der oberen Halbebene (Cayley-Transformation). Die M&biustrans-

formationen, die den Punkt oco festlassen, bilden die affine Gruppe in einer komplexen

Dimension. Man kannn sie auch auffassen als die orientierungserhaltenden Ahnlichkeits-

abbildungen der euklidischen Ebene. Verallgemeinerung: Die Affinitéiten eines Spalten-

raums K'. Die Gruppe aller Mbiustransformationen wirkt einfach transitiv auf der Men-

ge aller Zahlentripel. Das Doppelverhéltnis von Quadrupeln (zq,z,, z3,z4) bleibt unter

Mobiustransformationen erhalten.

I1.4 Affine Riume, affine Funktionen, affine Abbildungen

Ein affiner Raum ist eine Punktmenge L, auf welcher ein Vektorraum V einfach transitiv
wirkt. Der Kalkiil der Ortsvektoren; Schwerpunktskoordinaten. Affine Teilrdume und ihre
Tangentialrdume. Anschluss an die Schulmathematik: Affine und quadratische Funktio-
nen auf dem affinen Raum aller Zahlenpaare. Amplituden ebener Wellen. Koordinaten-
freier Zugang zum Begriff der affinen Funktion. Linearformen auf dem Vektorraum V; der
Dualraum V*. Duale Basen: {v; :j € J}in V und {0/(-) :j € J} in V*. Affine Koordinaten-
systeme. Abstrakte Definitionen des Begriffs der affinen Abbildung eines affinen Raums.
Schluss: Eine Abbildung @ eines affinen Raums in einen affinen Raum ist genau dann
eine affine Abbildung, wenn der Pullback ®* den affinen Funktionen auf dem Bildraum
affine Funktionen auf dem Urbildraum zuordnet.

I1.5 Quadratische Funktionen

Koordinatenfreier Zugang zum Begriff der quadratischen Funktion auf einem affinen
Raum. Gemischte Differenzen, die Bilinearform B(-, ) zu einer quadratischen Funktion.

(P +v) = q(P) +L,(v) + 3Q(v) .

Q(-) ist die quadratische Form zu B(-,-); der ,Gradient* £,(-) hingt in affiner Weise vom
FuBpunkt P ab. Quadratische Funktionen in affinen Koordinaten.

q(x) = q(xo0) +q'(x0) - (x —x0) + (x —x0) " - H (x —%0) .

Koordinatenwechsel. Hinweise auf Quadriken. Die quadratische Form der Minkowski-
Geometrie (spezielle Relativitétstheorie).
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I1.6 Polynome als Abbildungen von C in sich

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt: Fiir ein Polynom p(:) vom Grad n hat die
Gleichung p(z) = w fiir jedes w genau n Losungen (Vielfachheiten beriicksichtigt).
Erste Beweisskizze: Umlaufszahlen. Zweite Beweisskizze: Polynomiale Abbildungen sind
offene Abbildungen und die stetige Funktion [p(z)| nimmt ihr Minimum an. Topologische
Anmerkungen von Gauss zu einem weiteren Beweis des Fundamentalsatzes des komplexen
Zahlensystems. Geometrisches zur Zhukowski-Abbildung. Didaktische Thesen zur Bezie-
hung von Algebra und Geometrie.

Historischer Anhang : Irrationalzahlen und Geometrie

Irrationalzahlen und Geometrie. Warum erscheinen Arithmetik und Geometrie traditio-
nell (seit den alten Griechen) getrennt? Geometrisierung des Zahlbereichs C bei Gauss.
Arithmetisierung der Analysis im spéten 19. Jahrhundert (Dedekind, Cantor).
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II Abbildungen

II.1 Abbildungen, Permutationen, Gruppen

Seien M und N irgendwelche nichtleere Mengen. Wenn jedem x € M durch irgendeine
Vorschrift ein Element y € N zugeordnet ist, dann spricht man von einer Abbildung

@ M= N; M>3x— @(x) eN.

M heifit der Definitionsbereich von ; N heifit der Zielbereich. Die Menge derjenigen
y, die wirklich als Bild auftreten konnen, heifit der Bildbereich

ime ={y :y=¢(x) mit x e M} = (M) .

Spezielle Typen von Abbildungen
Von einer Abbildung ¢ : M — N sagt man

a) ¢ ist injektiv, wenn verschiedene Urbilder verschiedene Bilder haben
x1#Fx2 = @) # o(x2)

b) ¢ ist surjektiv, wenn im¢@ = N

YVyeNIxeM :9(x)=y.

c) @ ist bijektiv, wenn @ sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Bei bijektiven Abbildungen existiert also fiir jedes y € N genau ein x € M mit @(x) = y.
Eine bijektive Abbildung nennt man auch eine Bijektion von M auf N. Zu einer Bijektion
@ : M — N gibt es eine wohlbestimmte Umkehrabbildung. Es gibt also eine Abbildung
VP : N — M, sodass gilt

(p(lb(y)) = y firalle y e N
P(p(x)) = x firalle xe M.

Man schreibt P (y) = @ '(y). Wir werden sehen, dass das Symbol @~ '(-) (leider!) auch
noch fiir andere Konstruktionen benutzt wird, z. B. fiir die ‘Volle-Urbild-Abbildung’.
(Siehe unten)

Das Hintereinanderschalten von Abbildungen
Seien : @ :M;— M, und ¥ : M, — M3 Abbildungen.

Durch Hintereinanderschalten gewinnt man eine Abbildung x : M7 — Mas.

M, -2 M, -5 M
W

Man notiert x(-) = 1b((p(-)) =1 o @(-) . Beachte die Reihenfolge!
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Graphen zur Visualisierung von Abbildungen endlicher Mengen
Seien S und K endliche Mengen. Jedem k € K sei ein Punktepaar (oc(k), B(k)) eSxS
zugeordnet. Man spricht dann von einem (gerichteten) Graphen mit der Scheitelmenge S
und der Kantenmenge K.

Spezialfille:

- Wenn S = M + N (disjunkte Vereinigung) und alle Kanten von M nach N gehen,
spricht man von einem bipartiten Graphen.

- Jede Abbildung ¢ : M — N (M, N endlich) kann man durch einen bipartiten
Graphen visualisieren; die Kanten fithren von x € M nach @(x) € N. Ein bipartiter
Graph iiber S = M + N gehort genau dann zu einer Abbildung von M nach N,
wenn von jedem x € M genau eine Kante ausgeht und diese nach einem Scheitel in
N zeigt.

- Eine Abbildung von S in sich, ¢ : S — S, wird durch den Graphen iiber S visualisiert,
dessen Kanten von x nach @(x) weisen (fiir alle x € S). Ein Graph iiber S gehort
genau dann zu einer Abbildung von S in sich, wenn von jedem Scheitel genau eine
Kante ausgeht.

- FEine Bijektion von S erscheint als ein Graph, bei welchem jeder Scheitel genau
einmal als Anfangspunkt und genau einmal als Endpunkte einer Kante auftritt.

-

M

Beispiele

a)

N

a) und b) stellen Abbildungen von M nach N dar. Die Abbildung zu a) ist injektiv, die zu
b) ist surjektiv; c) stellt eine Abbildung einer fiinfpunktigen Menge in sich dar, die weder
injektiv noch surjektiv ist.

Permutationen

Eine bijektive Abbildung einer endlichen Menge S auf sich heifit eine Permutation auf
S (oder eine Permulation der Elemente von S).
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Die Graphen d) und e) zeigen Permutationen iiber der sechspunktigen Scheitelmenge
S :{a)b)c) d) e’ f}

e d) e) ®

A N

fo od
ao oc J/'
-

o

Qg'o

Notation Fiir Permutationen sind verschiedene algebraische Darstellungen im Gebrauch,
fiir Beispiel d)

lon
o

a d e f oder (adfc)(be)
d e a f b c (,,Zyklendarstellung*)
fiir Beispiel e)

abcde f (afd) (bc) (e)
oder
e (,,Zyklendarstellung*)

_h
o
o
o

Sprechweisen

Die Menge aller Permutationen einer Grundmenge der Méchtigkeit n heisst die symme-
trische Gruppe iiber n Objekten. Sie wird mit S,, bezeichnet und hat n! Elemente.

Die Menge aller geraden Permutationen heisst die alternierende Gruppe iiber n Ob-
jekten. Sie wird mit A, bezeichnet und hat n!/2 Elemente.
(Was eine gerade Permutation ist, werden wir unten diskutieren.)

Bemerke :

Das Wort Permutation wird (z.B. im Schulunterricht) auch fiir eine Anordnung (von n
Objekten) gebraucht. Wir wollen aber den dynamischen Aspekt betonen: Permutationen
sind Bijektionen, die man hintereinanderschalten kann.

Definition (Permutationsgruppe)

Eine Menge P von bijektiven Abbildungen einer endlichen Menge Q heisst eine Permu-
tationsgruppe iiber ), wenn gilt

(i) die Identitdtsabbildung 1o gehort zu P
(ii) wenn 7t(-) zu P gehort, dann auch die Umkehrabbildung 7t '(-)
(iii) wenn 7t'(-) und 7”(-) zu G gehoren, dann auch die zusammengesetzte Abbildung

7'(,07'(”(-).
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Allgemeinere Gruppen
Definition (Transformationsgruppe)
Eine Menge G von bijektiven Abbildungen einer Grundmenge () heifit eine Transforma-
tionsgruppe, wenn gilt
(i) die Identitdtsabbildung 1o gehort zu G
(ii) wenn @(-) zu G gehort, dann auch die Umkehrabbildung ¢ ()

(iii) wenn @(-) und P(-) zu G gehoren, dann auch die zusammengesetzte Abbildung

@o(-).

Definition (Gruppe)

Sei (G, e, o) eine abstrakte Menge mit einem ausgezeichneten Element e und einer Ver-
kniipfung

o: GxG—oG.
Das Tripel (G, e, o) heifit eine Gruppe, wenn gilt
(i) goe=eog=gfirallegeG (‘Gruppeneins’)
(i) Vg 3g': gog'=e=g'og (‘Gruppeninverse’)
(i) Vg,h,k go(hok)=(goh)ok (‘Assoziativgesetz’)

Definition (Gruppenisomorphismus)
Zwei Gruppen (G’,e’,o) und (G”,e”, o) heiflen isomorph, wenn es eine bijektive Abbil-
dung gibt, welche das Einselement in das Einselement iiberfithrt und Produkte in Pro-
dukte.

i(e’) =e” und i(goh) =1(g) oi(h) fiir alle g,h .

Jede Bijektion i(-), die das leistet, heifit ein Gruppenisomorphismus (von G’ auf G”).

Definition (Untergruppe)
Eine Teilmenge U einer Gruppe G heifit eine Untergruppe von (G, e, o), wenn gilt

(i) ecU
i) geU=g'elU
(i) ggheU=gohel

Ergénzend definieren wir noch den Begriff der Gruppenwirkung

Definition (Gruppenwirkung) Sei (G, e, o) eine abstrakte Gruppe und Q eine Menge.
Jedem g € G sei eine Bijektion @4(-) zugeordnet, sodass gilt

ee()=1al);  en(@g(-)) = @negl-),
Man sagt dann, dass die Gruppe G (von links) auf Q wirkt.
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Beispiel (,,Oktaedergruppe”)

Sei G die Menge aller derjenigen Drehungen des dreidimensionalen Anschauungsraums,
die den Einheitswiirfel in sich iiberfiihren.

Leute mit guter geometrischer Anschauung kénnen sehen, dass G 24 Elemente hat.

Um jede der drei Koordinatenachsen kann man um 90°, 180° und 270° drehen. (Die
Identitét lassen wir vorerst aus dem Spiel.)

Um jede der vier Raumdiagonalen kann man um 120° und 240° drehen.

Um jede der 12 Kanten kann man ,klappen“; gegeniiberliegende Kanten fiithren jedoch
zur gleichen Drehung. Schliefilich kommt die Identitdt dazu

3.344.246+1=24.

Zu unserer Gruppe G gehort eine ,,Permutationsgruppe® auf der Menge F aller Seiten-
flachen (|F| = 6); nennen wir sie Gg. Zu G gehort auch eine Permutationsgruppe iiber E,
der Eckenmenge mit |E| = 8 Elementen; nennen wir sie Gg¢. Entsprechend koénnen wir eine
Permutationsgruppe G auf der Kantenmenge K gewinnen. Die Gruppen sind offenbar al-
lesamt isomorph. Da sie uns andererseits als Untergruppen verschiedener symmetrischer
Gruppen S, gegeben sind, handelt es sich um verschiedene Transformationsgruppen.

Hinweis

Im Folgenden werden wir uns nicht nur mit endlichen Gruppen befassen, sondern auch mit

kontinuierlichen Gruppen, insbesondere mit kontinuierlichen Untergruppen der allgemei-

nen linearen Gruppe GL(2,C).( Die allgemeine lineare Gruppe GL(n,K) ist die Gruppe

aller invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintragen aus dem Korper K. Die Untergruppe

der Matrizen mit der Determinante = 1 heisst die spezielle lineare Gruppe SL(n, K).)
Zuerst wollen wir aber noch einmal zu den Permutationen zuriickkommen.

Gerade und ungerade Permutationen
Die einfachsten Permutationen (neben der Identitét) sind die Transpositionen. Sie ver-
tauschen zwei Elemente der Grundmenge und lassen alle anderen fest. In der Zyklenno-
tation werden sie durch einen einzigen Zweierzyklus beschrieben. Statt (a,b)(c)(d)(e)(f)
schreibt man {iibrigens einfach (a, b); die ‘Einerzyklen’ sind die Identitét.

Satz

Jede Permutation kann man durch das Hintereinanderschalten von Transpositionen ge-
winnen.

Anders gesagt: Aus jeder Anordnung von n Objekten kann man jede andere Anordnung
dadurch gewinnen, dass man Transpositionen hintereinander schaltet.

Der Beweis liegt auf der Hand.

Definition

Eine Permutation heifit eine ungerade (bzw gerade) Permutation, wenn sie als das Produkt
einer ungeraden (bzw. geraden) Anzahl von Transpositionen gewonnen werden kann.
Um die Sinnhaftigkeit dieser Definition zu erweisen, miissen wir einen Satz beweisen.
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Satz

Das Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen lifSt sich nicht als Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen gewinnen.

Beweis

Wir bringen die Elemente der n-punktigen Menge Q in eine Reihenfolge. Anders ge-
sagt: Wir identifizieren QQ mit {1,2,...,n}. Eine Permutation 7t denken wir uns dadurch
gegeben, dass durchnummerierte Objekte auf durchnummerierte Plétze verteilt werden.

< 1 2 ... n )
= .
(1) m(2) 7(n)

Wir sagen, dass das Zahlenpaar i < j eine Fehlstellung verursacht, wenn 7t(i) > 7t(j).
N(7t) sei die Anzahl der Fehlstellungen fiir die Permutation 7t. Die Identitdt hat keine
Fehlstellungen; die inverse Permutation 7t~ hat dieselbe Anzahl von Fehlstellungen wie
7t. Offenbar gilt: Ist T eine Transposition benachbarter Objekte, so gilt N(to7m) = N(7) &
1. Entweder haben die Objekte 7t(i),7t(i + 1) eine Fehlstellung geliefert, die durch T
aufgehoben wird, oder aber T verursacht eine zusétzliche Fehlstellung. Die Gleichung

(_])N(Ton) (_1)1\1(71) . (_])N(T)

gilt nicht nur fiir die Transpositionen benachbarter Elemente, sondern allgemein fiir alle 7t
und T; denn jede Permutation T kann man durch das Hintereinanderschalten von Trans-
positionen benachbarter Elemente erzeugen.

Die alternierende Gruppe ist die Menge der Permutationen, die durch eine gerade Anzahl
von Transpositionen gewonnen werden kénnen.

Zum Abschluss dieser Vorlesung wollen wir noch einmal sehr allgemein {iber Abbil-
dungen beliebiger Mengen sprechen.

Volles Urbild und Pullback
Sei @ : M — N ein Abbildung. Fiir eine Teilmenge N’ C N nennt man die Menge M’
aller derjenigen x € M, deren Bild in N’ liegt, das volle Urbild. Man notiert
M'={x :@(x) eN'}=0 '(N') .

Die ,, Volle-Urbild-Abbildung“ ¢~'(-) bildet Teilmengen von N in Teilmengen von M ab.
Dabei gilt
e '(N) = M, o"V(0)=0
@ V(N\B) = M\@"V(B) fiir alle BC N
@ '(B1UB2) = @ '(B))U@ '(B2).

Allgemeiner: Fiir jede Schar von Teilmengen {B; :j € J} gilt
o <U Bj) =Jo'(By), ¢ <ﬂBj) = (o '(By) .
j j j j

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



II.1 : Abbildungen, Permutationen, Gruppen 89

Bemerke : Wenn ¢ : M — N bijektiv ist, dann ist das volle Urbild jeder einpunktigen
Menge eine einpunktige Menge
o (U= ey=0KX.

Hier konnte fiir den Anfinger die Gefahr bestehen, dass er die Volle-Urbild-Abbildung,
die eine Mengenabbildung ist, verwechselt mit der Umkehrabbildung, die eine Punktab-
bildung ist.

Sprechweisen
Sei @ : M — N eine beliebige Abbildung. Man ordnet jeder (reellwertigen) Funktion g
auf N eine (reellwertige) Funktion f = ¢*(g) zu

f(x) = g(@(x)) fiir alle x € M.

f heifit die zuriickgenommene Funktion; @* heifit die Pullback-Abbildung (fiir re-
ellwertige Funktionen).

Bemerke : Der Pullback ¢@* ordnet der punktweisen Summe zweier Funktionen die
punktweise Summe der Bildfunktionen zu. Ebenso steht es um punktweise Produkte.

¢ (g1 +Bg2) = - ¢*(91) + Be*(92)
¢©*(91-92) = @*(g1)-9"(g2) .
In derselben Weise gewinnt man die Pullback-Abbildung fiir C-wertige Funktionen und

allgemein die Pullback-Abbildung fiir Funktionen mit irgend einem Wertebereich. Man
beniitzt immer dasselbe Symbol ¢*.

Fazit : Der Pullback ¢@* bildet Funktionen auf dem Zielraum in wohlbestimmte Funk-
tionen auf dem Urbildraum ab.

Spezialfall : Jede {0, 1}-wertige Funktion auf dem Urbildraum kann man mit einer
Teilmenge von Q identifizieren.

(@) 1 falls weA
AT 0 falls we A

Die Funktion 14 heiflt die Indikatorfunktion der Menge A. Der Pullback bildet Indika-
torfunktionen in Indikatorfunktionen ab.

e (1a,)=Ta A =0 (A,).

Man kann somit den Pullback @* als eine Verallgemeinerung der Volle-Urbild-Abbildung
auffassen.

Warnung Es erweist sich nicht als forderlich fiir die intuitive Vorstellung vom Pullback
¢@*(+), wenn man dabei stehen bleibt, dass jede zuriickgenommene Funktion ¢@*(f) durch
eine Verkettung (d. h. Hintereinanderschaltung) von ‘Abbildungen’ entsteht. Man sollte
nicht an die einzelnen Funktionen @*(f) denken, sondern vielmehr an die Abbildung ¢@*(-)
des betreffenden Funktionenraums.
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Aufgaben zu II.1

Aufgabe II1.1.1 :

Die Elemente der Gruppe Sg wollen wir als Bijektionen der Menge Q = {a, b, c, d, e, f}
verstehen und als Produkte von elementfremden Zyklen schreiben.

a) Berechnen Sie (d. h. finden Sie die disjunkte Zyklendarstellung fiir) die Produkte:

' (a,b) (b,c,d, e, f) (a,b) = ?
I (b,c) (b,c,d,e, f) (b,c) = ?
" = (b,e) (b,c,d,e, f) (b,e) = ?
n" = (a,d) (a,b,c) (d,e, f) (a,d) = ?

b) Zeigen Sie, dass zwei beliebige k-Zyklen in der symmetrischen Gruppe zueinander
konjugiert sind. M. a. W. : Wenn 7t/ und 7t” Zyklen der Léinge k sind, dann existiert eine
Permutation G, sodass g ' g~ = 7",

Aufgabe I11.1.2

Seien @, Abbildungen und ¥ die zusammengesetzte Abbildung.
Zeigen Sie

a) Wenn ¢ und 1 injektiv sind, dann auch x.
b) Wenn ¢ und 1 surjektiv sind, dann auch x.

Es seien M und N irgendwelche (endliche) Mengen. Mit RM bezeichnen wir die Menge
aller reellwertigen Funktionen auf M; ebenso ist RN definiert. Wir definieren eine Abbil-
dung (‘Pullbackabbildung’)

e RMe—RMN;  g(y) — f(x) = 0*(g) (x) = g(p(x)) .
Zeigen Sie
c) @*(-) ist genau dann injektiv, wenn @(-) surjektiv ist

d) @*(+) ist genau dann surjektiv, wenn @(-) injektiv ist.
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I1.2 Die Riemann’sche Zahlenkugel; Kreisverwandtschaften

Wir fiigen der komplexen Zahlenebene C einen zusétzlichen Punkt hinzu, den ,,unendlich
fernen“ Punkt co. So erhalten wir die erweiterte Zahlenebene C = C U{oo}. Die Menge C
werden wir spéater mit der Riemann’schen Zahlenkugel identifizieren.

In dieser Vorlesung wollen wir einen speziellen Typ von Bijektionen der Menge C studie-
ren. Sie heiflen die Kreisverwandtschaften, weil sie Kreise in Kreise tiberfithren. (Die Ge-
raden gelten in diesem Zusammenhang als die Kreise durch den unendlich fernen Punkt).
Ein wichtiges Beispiel einer Kreisverwandtschaft ist die , Reziprokenabbildung*: z — lz .
(Die Null geht in den Punkt oo iiber, und oo geht nach 0). Wir werden mehrere Beweise
fithren fiir die Tatsache, dass die Reziprokenabbildung Rez Kreise in Kreise iiberfiihrt.

Erster Beweis

1. Vorbemerkung: Wenn man ein Figur K dreht, dann ergibt die Reziprokenabbildung
ein gedrehtes Bild ' '
Rez(e'? - K) = e "¢ - (RezK) .

Wenn man die Figur mit einem reellen Faktor streckt, dann wird das Bild um diesen
Faktor gestaucht

Rez(o - K) = %{ - Rez(K) .

Es geniigt also, wenn wir zeigen, dass die Kreise mit dem Mittelpunkt zop = 1 in
Kreise iibergefiithrt werden.

2. Der Kreis mit dem Mittelpunkt zo = 1 und dem Radius v = 1 ist ein Sonderfall;
er geht durch den Nullpunkt. Wir miissen uns iiberlegen, dass er durch die Rezi-
prokenabbildung in eine Gerade {ibergefiihrt wird. Es ist auch schon klar, welche
Gerade in Frage kommt. Da der Kreis durch den Punkt z = 2 geht, muss das Bild
durch den Punkt w = % gehen.

In der Tat ist das Bild des Kreises

K={z:z=1+¢" teR}
die Menge der Punkte

1 _1_}_1 ]_eit_l_l Sint/2—1+itan(t/)
TH+eit 2 2 14eitt 2 2 cost/2 2 2 2/

Wenn t von —m bis +7t lauft, dann lduft tan t/2 von —oo bis +oo0.
3. Wenn wir schon wiissten, dass das Bild des Kreises
K={z:z=T1+r "}

ein Kreis ist, dann wire klar, dass es der Kreis durch die Punkte ﬁ und %H sein
muss. Der Mittelpunkt wy des Bildkreises miisste also wo = % (%_T + %ﬂ) sein und
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der Radius R = % (i — i) In der Tat gilt nun

T—r T+r
Sl —wo = e — b =Reg(t) mit
T+rett 0 T+rett 1—12 9
_ 1= 1 17
g(t) - T [1+1‘eit - 171'2} - ) ‘ "
- r(1+1reit) [(] - TZ) - (] ‘|‘T'elt)] = (—1)61t% .

Offenbar gilt |g(t)| = 1; und damit ist alles bewiesen.

Bemerke Die Abbildung z +— 12 heifit die Spiegelung am Einheitskreis. Die Punkte
des Einheitskreises sind Fixpunkte fiir diese Abbildung. Die Strahlen durch den Ursprung
werden auf sich abgebildet.
. 1 1 .
z=r1-e% = -—=—-.¢e".
z T

Bemerke : Das Innere des Einheitskreises wird auf das Aussere abgebildet. Bei der
Spiegelung am Einheitskreis wird die Orientierung geéndert; bei der Reziprokenabbildung
bleibt die Orientierung unverédndert.

Definition

Wenn A eine nichtsinguldare komplexe 2 x 2-Matrix ist,

A:(a Z) mit ad—be £0,

dann heifit die Abbildung
az+b

cz+d

eal-) 1z

die Mobiustransformation zu A.

Bemerke :

Zwei Matrizen, die sich nur um einen Faktor unterscheiden, liefern dieselbe Mobiustrans-
formation. Jede Mobiustransformation \(-) kann also mit einer Matrix mit der Determi-
nante 1 realisiert werden. A und —A liefern dieselbe Mobiustransformation. Matrizen, die
nicht proportional sind, liefern verschiedene Transformationen. wie man leicht sieht, z.B.
mit Hilfe des folgenden Satzes.

Satz 1
a) Jede Mébiustransformation @a(-) ist eine bijektive Abbildung von C auf sich mit

(PA(OO):% y ©a (—g) =00, @a0) :%.

b) Die Umkehrabbildung ist eine Mdbiustransformatiion.

¢) ¢p(@al(-)) = @pal) fiiralle A,B.
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Beweis von b)

w:az+b(:)(cz+d)w:az+b(:)
cz+d
(:)z(cw—a):—dw—kb(:)z:ﬂ.
—Ccw +a

Beweis von c)

Sei B = o« P ,also B- A = xatpe obipd )
Y 0 vya+dc vyb+dx
Wir haben .
“'gi—il+ﬁ_oc(az+b)+ﬁ(cz+d)

(PB((PA(Z)) = v 9= 1  y(az+b)+6(cz+d)

cz+d

Elementare Mobiustransformationen
1. Die Abbildung z — z 4 b ist eine Translation um b.

2. Die Abbildung z — az ist eine Drehstreckung.

3. Die Mobiustransformation zu ( ? (1) >0der Al ( O (l) ) liefert die Reziprokenab-
i

bildung.

Satz 2

Jede Moébiustransformation kann man durch Hintereinanderschalten elementarer Mdbi-
ustransformationen gewinnen.

Beweis

az+b
P(z) = ord

Im Falle ¢ = 0 reicht eine Drehstreckung gefolgt von einer Translation (oder auch in
umgekehrter Reihenfolge). Das ist der Fall, wo der Punkt oo fest bleibt.
Im Falle ¢ # 0 kénnen wir ¢ = 1 annehmen.

az+b a(z+d)+b—ad b—ad
= =a+ .
z+d z+d z+d

Wir verschieben um d, wenden die Reziprokenabbildung an, multiplizieren mit (b — ad)
und verschieben um a. Vier elementare Mobiustransformationen reichen aus.

Satz 3 (Kreisverwandtschaften)

Jede Mébiustransformation bildet Kreise auf Kreise ab.
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Beweis

Die elementaren Mobiustransformationen haben diese Eigenschaft. Fiir die Translatio-
nen und die Drehstreckungen ist das klar. Fiir die Reziprokenabbildung haben wir oben
einen ersten Beweis geliefert. Unser Beweis hat sich auf eine Parametrisierung der Kreise
gestiitzt. Man kann Kreise auch durch Gleichungen beschreiben.

z:iz=z0+7 ey =K={z 12—z’ =1

Die Kreisgleichung miissen wir noch etwas umformen, damit sie auch die Kreise durch
den unendlich fernen Punkt erfasst. Fiir die gewohnlichen Kreise haben wir

(z—2z0)(Z2—2Zo) =12 =0 oderz-Z2—zg-Z—Zo-2+|zol? =12 =0
oder auch
a-zz+x-z+axz+b=0,

wobei zu fordern ist a,b e R, x € C, D :=|af2—ab >0.
Der Fall a = 0 liefert die Geradengleichung. In der Tat

xz+oaz+b=0& (a+a)x+ (x—a)iy+b=0&
— (28«) x4+ (2Jx)y+b =0.

Satz 4 (Zweiter Beweis fiir die Kreisverwandtschaft)

Es geniige z der Kreisgleichung
a-lzZP+az+az+b=0 mit a,beR,|a*>>ab .

Dann geniigt w = % ebenfalls einer Kreisgleichung.

Beweis

1 1 1
0=a+& -4+a-—+b—=a+&x-w+ow+b-|w?*.
z z |z|2

Die Bedingung |«|? > ab #ndert ihre Gestalt nicht.

Die Riemann’sche Zahlenkugel

Die stereographische Projektion setzt die Punkte der Einheitssphére in Beziehung zu den
Punkten der Aquatorebene. Das geschieht dadurch, dass jede Gerade durch den Nordpol,
die nicht zur Aquatorebene parallel ist, sowohl die Einheitssphire als auch die Aquatore-
bene in genau einem Punkt trifft. Wenn wir den Nordpol mit dem unendlich fernen Punkt
von C in Beziehung setzen, dann haben wir eine Bijektion C < S?. In diesem Zusammen-
hang nennt man die zweidimensionale Einheitssphiire S? die Riemann’sche Zahlenkugel.
In kartesichen Koordinaten lautet die Bijektion

2

z=x+1y & (tx,ty,1 —t it t=-——.
+1iy & (tx, ty, ) mi T
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Lemma

Im euklidischen R3 = {(x,y,u)} sei K der Kegel mit dem Scheitel N = (0,0, 1), welche
die (x,y)-Ebene in einem Kreis (x —x0)? + (y — yo)? = 12 schneidet.

Die Schnittpunkte dieses Kegels mit der Einheitssphére {x? +y? 4+ u? = 1} liegen in einer
Ebene. Das Schnittgebilde ist ein Kreis auf der Sphére.

Beweis

Die Gleichung des Kegels ist
(x — xo(1 —u))2 + (y —yol1— u))2 =12 (1—u)?.
Wir subtrahieren die Gleichung
Pyt =1—u?
und erhalten eine Gleichung, aus welcher man den Faktor 1 —u ausklammern kann.
—2x0 - x +x3(1T—u) —2yo-y +yi(1 —uw) =r*(1 —u) — (1T +u) .
Dies ist eine lineare Gleichung
ax+by+cu=d. q.e.d.
Wir haben also den

Satz 5

Die stereographische Projektion bildet die Kreise auf der Riemann’schen Zahlenkugel auf
die Kreise in C ab (und umgekehrt).

Corollar :

Wenn man die Mobiustransformationen als Bijektionen der Riemann’schen Zahlenkugel
auffasst, dann bilden sie Kreise in Kreise ab. Wir werden sehen, dass der Nordpol keine
ausgezeichnete Rolle spielt. Alle Drehungen der Riemann’schen Zahlenkugel lassen sich
durch spezielle Mobiustransformationen realisieren.
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Beispiel :
Die Spiegelung am Einheitskreis ist im stereographischen Bild die Spiegelung an der Aqua-
torebene.
Der Beweis ergibt sich aus der folgenden elementargeometrischen Uberlegung:
Zwei komplexe Zahlen z,w gehtren zu Diametralpunkten P, Q auf der Riemann’schen
Zahlenkugel, wenn

1

—1, dh z=r1-e w=——¢'.
T

zZ-W

N

1/r

Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks teilt die Hypotenuse so, dass das Produkt der
Abschnitte das Quadrat der Hohe ist. Als Konsequenz ergibt sich ein dritter Beweis, dass
die Reziprokenabbildung Kreise in Kreise abbildet.

Satz 6

Zwei Kreise in C schneiden sich in C im gleichen Winkel wie ihre stereographischen
Bilder.

Beweis Es geniigt, Geraden zu studieren, die sich im Punkt z € C im Winkel « schnei-
den. Die stereographischen Bilder sind Kreise, die sich im Nordpol und im Bild von z
schneiden. Da sie sich im Nordpol offensichtlich im Winkel o« schneiden, schneiden sie sich
auch im Bildpunkt im Winkel «.

Spezielle Kreise

- Ein Kreis schneidet den Einheitskreis genau dann in einem rechten Winkel, wenn
er durch die Spiegelung am Einheitskreis in sich {ibergefiihrt wird. Das bedeutet
a—b =0 in der Kreisgleichung.

a-z?P+2-R(@&z)+b=0 mit |af>—ab>0.

- Ein Grofkreis auf der Zahlenkugel ist dadurch gekennzeichnet, dass er den Aquator
in diametralen Punkten schneidet. Dies bedeutet a +b = 0.
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Hinweise auf nichteuklidische Geometrie Die Riemann’sche Zahlenkugel wird gern
herangezogen, wenn es gilt, Modelle der nichteuklidischen Geometrien zu konstruieren.

Im Klein’schen Modell der hyperbolischen Ebene werden die Punkte auf der siidlichen
Halbkugel als die Punkte interpretiert, und die auf dem Aquator senkrechten Kreise als
die Geraden. Zu je zwei Punkten gibt es genau eine sie verbindende ‘Gerade’. Zwei ‘Ge-
rade’ miissen sich nicht schneiden; durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden gibt es
eine rechtsseitige und eine linksseitige ‘Parallele’, das sind Geraden, welche die gegebene
Gerade im ‘Unendlichen’ schneiden.

Die siidliche Halbkugel kann entweder durch die orthogonale oder durch die stereo-
graphische Projektion bijektiv auf den Einheitskreis abgebildet werden. Im ersten Fall
erscheinen die ‘Geraden’ als Kreissehnen, im zweiten Fall als Kreise, die auf dem Ein-
heitskreis senkrecht stehen. Manchmal bildet man dann noch den Einheitskreis mit Hilfe
der Cayley-Transformation (siche unten) winkelerhaltend auf die obere Halbebene ab.
In diesem Modell entsprechen dann Punkte der hyperbolischen Ebene den Punkten der
oberen Halbebene, wiahrend die ‘Geraden’ den auf der reellen Achse senkrechten Kreisen
entsprechen. Die Winkel der hyperbolischen Ebene sind durch dieses Modell getreu wie-
dergegeben; die Winkelsumme in einem‘Dreieck’ ist stets kleiner als 7t. Darauf und auf
die Abstandsbestimmung wollen wir hier aber nicht eingehen.

In der sphérischen Geometrie spielen die Grokreise die Rolle der Geraden. Durch je
zwei Punkte, die nicht zueinander diametral liegen, gibt es genau einen Grofikreis. Zwei
Groflkreise schneiden sich immer, und zwar in zwei Punkten, die zueinander diametral
liegen. Man betrachtet in der sphérischen Geometrie wie in der euklidischen Geometrie
‘Dreiecke’ . Hier stellt man aber fest, dass die Winkelsumme keineswegs gleich zwei rech-
ten Winkeln ist; sie hat vielmehr etwas mit der Flache des Dreiecks zu tun hat.— Auch
die ‘Sphérische Geometrie’ soll uns hier nicht weiter beschéftigen.

Eine sehr iiberzeugende untechnische Einfiihrung in die Gedankenwelt der nichteu-
klidischen Geometrie und speziell der hyperbolischen Ebene findet man in dem bereits
erwiahnten Buch

R. Courant und H. Robbins: ,,Was ist Mathematik?“ Springer-Verlag, 5. Auflage 2001,
S.130-179.
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Aufgaben zu I1.2
Aufgabe 11.2.1 :

Wir sagen von zwei Punkten zq,z; in C, dass sie zueinander diametral liegen, wenn
gilt zo-Zy = —1. (zo = Te'® = z; = —1e'?).
Ausserdem wird verabredet, dass der Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt zueinan-
der diametral sind.
(Man bemerke: Die Bildpunkte bzgl. der stereographischen Abbildung sind Diametral-
punkte auf der Riemann’schen Zahlenkugel.)

a) Es sei @(+) eine Mobiustransformation der Form

az+b

proelE = e

Zeigen sie, dass zueinander diametrale Punkte in zueinander diametrale Punkte abgebil-
det werden.

b) Gibt es noch weitere Mobiustransformationen, welche jedes Paar von diametralen
Punkten in ein Paar von diametralen Punkten abbilden?
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I1.3 Einige spezielle Transformationsgruppen

Definition (,,Group action®)

(G, e, o) sei eine abstrakte Gruppe, Q sei eine Menge, jedem g € G sei eine Bijektion von
Q zugeordnet. Das Tripel

(G,Q, {og(-) g€ G})

heifit eine Gruppenwirkung, wenn gilt

Qe = IdQ
Pr(@g()) = @nogl) fiiralle g,heG .

Man sagt in diesem Fall, dass G auf Q (von links) wirkt (, G acts on Q from the left*).

Bemerkung : Wenn nur @.(-) als die identische Transformation (die alle Punkte w
festldaBt) wirkt, spricht man von einer effektiven Gruppenwirkung. In diesem Fall ist g
durch @g4(-) eindeutig bestimmt (fiir alle g € G). Man kann G mit der Transformati-
onsgruppe {(pg(-) 1 g € G} ,identifizieren*; wir haben einen Gruppenisomorphismus
zwischen G und der Menge aller @4(-) (mit dem Hintereinanderschalten von Abbildun-

gen).

Beispiel 1 (Mobiustransformationen)

Die spezielle lineare Gruppe SL(2,C) ist die Gruppe der komplexen 2 x 2-Matrizen mit
Determinante = 1. Wir betrachten sie hier als eine abstrakte Gruppe G.
Vermoge der Mobius-Konstruktion wirkt sie auf C

a b az+b _
p— p— f" .
A (c d) , ©a(z) a+rd ir ze C

Diese Gruppenwirkung ist nicht effektiv, weil @a(-) die Matrix A nur bis auf das Vorzei-
chen bestimmt. Sie ist unter Geometern beliebt, weil sie in gewissem Sinne anschaulicher
ist als die effektive Wirkung auf der Menge aller komplexen 2-Spalten.

Zunichst wollen wir eingehend zwei Untergruppen von SL(2, C) studieren, Untergrup-
pen, die fiir die Geometrie und fiir die Quantenphysik gleichermassen wichtig sind:

- Die spezielle unitiare Gruppe SU(2) beherrscht die Quantentheorie von Systemen
mit zwei Zustdnden. Der Physikstudent sollte dazu Feynman lesen: ‘Vorlesungen
iiber Physik’, Teil I1I, Kapitel 11: Weitere Zweizustandssysteme. Ihre Wirkung auf
der Riemann’sche Zahlenkugel entspricht der Gruppe aller Drehungen des dreidi-
mensionalen Anschauungsraums, wie wir sehen werden.

- Die Gruppe SU(1,1) begegnet den Physikern unter anderem bei der Beschreibung
des Tunneleffekts. Der Name SU(T, 1) wird einsichtig, wenn man auch symplektische
Matrizen studiert (siehe auch die Aufgabe am Ende). Fiir den Geometer ist zu sagen:
Thre Wirkung auf C, oder genauer auf dem Einheitskreis, entspricht der Gruppe aller
Bewegungen der hyperbolischen Ebene.
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Beispiel 2 (Sphirische Bewegungen)
Die spezielle unitiare Gruppe SU(2) besteht aus den komplexen Matrizen der Gestalt

b
u:( « ) a4+ p2=1.
—b a

Es handelt sich wirklich um eine Gruppe: Produkte und Inverse haben dieselbe Gestalt.

Satz

Die Abbildungen @y(-) zu U € SU(2) respektieren die Diametralitit; sie bilden diametrale
Punkte in diametrale Punkte ab.
Jedes ou(-) # 1d hat genau zwei Fizpunkte; und die sind zueinander diametral .

Beweis :

1. Seien z; und z; zueinander diametral; d.h. z1z; + 1 = 0.
Wir miissen zeigen: @y (z1) - @u(z2) + 1 =0. Das ist eine einfache Rechnung :

az1+b az+b

b ~ +1=
—bz;+a —bz,+a
1 1 p—
~ Nenner [aaz1z; + baz; + abz; + bl? 4 |bl*z12; — baz; — @bz, + |a|z}
= [P+ 1BP)zr - 2+ 1)] =0

2. z ist Fixpunkt genau dann, wenn z eine gewisse quadratische Gleichung 16st,

b ) _
z—& & bzt az=az+b & (bz)*+ (a—a)bz+ b =0

- —bz+a
a—a\’ a—a\’
= _ 2
& (bz + > ) = ( > ) b|~ .
Im Falle b = 0 haben wir die Fixpunkte 0 und oo, fiir a und b reell haben wir die

Fixpunkte +1, fiir a reell und b rein imaginir haben wir die Fixpunkte +1. Diese
drei Félle werden wir unten genauer betrachten.

3. Wir zeigen allgemein, dass die beiden Losungen zq,z, der quadratischen Gleichung
zueinander diametral sind:

_ N\ 2
bozo=— % ta mi azz(aza) bR,

—\ 2
(621)-(1922):(“2“) — o= —b]: also 2z =—1.
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Satz

Die ou(+) zu den U € SU(2) wirken als die Drehungen der Riemann’schen Zahlenkugel.
(Man nennt sie auch die sphérischen Bewegungen von C.)
Wir wollen das hier nicht beweisen, wir betrachten einige

Beispiele sphirischer Bewegungen

i
0
1. Die Matrizen U, (@) = ( eoz e ) liefern Drehungen um den Nordpol,
e 2

® 1gin L
COS > 1s1n 7

2. die Matrizen U, (@) = ( ) liefern Drehungen um die x-Achse, und

) @
'LSIIIZ COSZ

© n £
COS > Sin >

3. die Matrizen U =
u(®) ( —sin%2 cos52g

) liefern Drehungen um die y-Achse.

Es handelt sich jeweils um Drehungen um den Winkel .
Man bemerke auch U.(¢ + 27t) = —UW.(@).
Unsere Matrizen lassen sich mit Hilfe der beriihmten Pauli-Spinmatrizen schreiben; es gilt

U, (@) =exp(ip/2-0,) Us(@)=exp(ip/2-0,) Uy(e)=-exp(ip/2-0oy)

mit den Paulimatrizen

1 0 01 0 —
0, = Oy = oy =| . .
0 —1 10 i 0

Hinweise

1. Die Pauli-Matrizen sind hermitische Matrizen mit der Spur = 0. Sie bilden in der
Tat eine Basis des reellen Vektorraums aller spurlosen hermitischen 2 x 2-Matrizen.
Wenn o eine reelle Linearkombination der Paulimatrizen ist, dann ist die Schar
{U; = exp(ito) : t € R} eine sog. einparametrige Untergruppe der speziellen unitaren
Gruppe SU(2).

2. Die Gruppe der Drehungen des euklidischen R3 wird iiblicherweise mit SO(3,R)
identifiziert. SO(3,R) besteht aus den reellen 3 x 3-Matrizen O mit O'O = E und
det O = 1. SO(3, R) heifit die reelle spezielle orthogonale Gruppe.

Man kann eine Isomorphie zeigen

SO(3,R) = SU(Z)/{H’_]} :

Dies ist in der Tat nur noch einmal in anderen Worten die obige Behauptung: Die
Gruppe der Mobiustransformationen zu den Matrizen aus SU(2) ist isomorph zur
Gruppe der Drehungen SO(3, R).(Ohne Beweis).
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3. In den Ubungen werden wir eine Wirkung von SU(2) auf dem R? kennenlernen. Der
Raum R3 wird dort mit der Menge der reinen Quaternionen identifiziert, die durch
Konjugation transformiert werden. Hier bleiben wir lieber bei der Wirkung auf C;
wir verstehen also die Mobiustransformationen @ (-) als Drehungen im stereogra-
phischen Bild.

Beispiel 3
Die Gruppe SU(1, 1) besteht aus den Matrizen der Form

b
vz<f‘ ) mit |a?—[bP=1.
b a

Es handelt sich in der Tat um eine Gruppe; Produkte und Inverse haben dieselbe Gestalt.

Satz

Jede Mobiustransformation von der Gestalt
az+b

2 2
P(z) = = —blc =1
(z) bz+a’ lal b

bildet das Innere des Finheitskreises auf sich ab.

Beweis Wir zeigen: Aus 1 —zz > 0 folgt T —(z)(z) > 0.

_ az+b az+b
1= bizv(z) _1_61—1—& ‘bz+a

] h —_

= Nommor (b2 +@)(bz+a) — (az+b)(az+ )] =
1

~ Nenner [”a’z_ b)(1 —Zi)} mit Nenner > 0 .

Man kann auch einfacher argumentieren: der Einheitskreis wird auf sich abgebildet wird
und der Punkt oo geht in einen Punkt mit Betrag > 1

aet+b
bett+a

(e = =13 Ploo) = .

aet 4+ b
ae t+b

Bemerkung : Man kann leicht beweisen, dass jede Mobiustransformation, die das In-
nere des Einheitskreises auf sich abbildet, von der angegebenen Gestalt ist. Diese Mobi-
ustransformationen heiflen die hyperbolischen Bewegungen des Einheitskreises.
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Beispiel 4 (Reelle M6biustransformationen)

Die Mobiustransformationen zu den Matrizen mit reellen Eintrdgen bilden offenbar eine
Transformationensgruppe. Diese Transformationen bilden die obere Halbebene auf sich ab.
Wir bringen Sie (mit Hilfe der sog. Cayley-Transfomation) in Beziehung zur Gruppe der
hyperbolischen Bewegungen oder auch zur Gruppe derjenigen Mobiustransformationen,
die das Innere des Einheitskreises auf sich abbilden.

1. Die folgende spezielle Mébiustransformation heiffit die Cayley-Transformation

z—1
z—w=xX(z) = ———.
z— (1)
Sie bildet die obere Halbebene auf das Innere des Einheitskreises ab; denn es sind
genau die z in der oberen Halbebene, die von 1 einen kleineren Abstand haben als
von —1i.

2. Die Umkehrung x () der Cayley-Transformation ist

. . w+1l o w1
wrz=x (w)=—1i-

w—1 iw—1"

Wenn @ 4(.) das Innere des Einheitskreises auf sich abbildet, dann bildet x ' o@gox(+)
die obere Halbebene auf sich ab.

3. Die Gruppe der Mobiustransformationen, die die obere Halbebene auf sich abbilden,
kann andererseits beschreiben als die Menge der Mobiustransformationen mit reellen
Koeffizienten

az+b
cz+d

z—P(z) = mit a,b,c,dreell ad —bc =1

Es gilt ndmlich

1 1 a+ic b+id T =i\ ([ 2a+b) 2c—d)
i —i/\b—id a—ic/ \1 i) \=2(c+d) 2(a—1)

Fazit : Die Gruppe der hyperbolischen Bewegungen ist konjugiert zur Gruppe der reellen
Moébiustransformationen im Sinne der

Definition Sei G eine abstrakte Gruppe. Zwei Untergruppen G; und G, heiflen konju-
giert (in G), wenn ein h € G existiert, sodass G, = hGyh™.

Hinweis :

Die Gruppe aller reellen 2 x 2-Matrizen mit Determinante = 1 hat eine interessante
Untergruppe, ndmlich die Gruppe aller ganzzahligen reellen 2 x 2-Matrizen mit der De-
terminante = 1. Diese wird in der Gittertheorie studiert, aber auch in der Theorie der
Modulfunktionen.
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Transitivitdt und Fixgruppen
Definition

Man sagt von einer Gruppenwirkung (G, Q, {(pg(-) 1g € G}), dass sie auf Q transitiv

ist, wenn es zu jedem Paar w7, w; mindestens ein @p(-) gibt mit @p(w;) = wo.
In diesem Fall sagt man auch, dass G transitiv auf QO wirkt. Wenn es genau ein h gibt,
dann sagt man, dass die Gruppe G einfach transitiv auf Q wirkt.

Definition
Sei (G,Q, {(pg(-) 1g € G}) eine Gruppenwirkung; und sei @ € Q.
Die Fixgruppe von @ ist dann die Gruppe Gg = {g o) = (I)}

Bemerkung

Seien w1, w; Punkte und h € G, sodass @n(wi) = w,. Fiir die Fixgruppen G, und G,
gilt dann
Gw, =hGy,,h', Gu =h'Gu,h.

Fiir jedes g € G, gilt ndmlich hgh™! € G, wegen
W1 = @gn-1(W2) ;5 @pgn-1(w2) = wy .

Beispiel 5 (Oktaedergruppe)

Sei G die Gruppe aller derjenigen Drehungen des Anschauungsraums, die den Einheits-
wiirfel in sich iiberfiihren. (Wir haben oben gesehen, dass es sich um eine Gruppe mit
24 Elementen handelt; man nennt sie die Oktaedergruppe.) Wir diskutieren jetzt drei
effektive Gruppenwirkungen der Oktaedergruppe.

e G wirkt transitiv auf der Menge F der Fldchen. Die Fixgruppe jeder Flache hat 4
Elemente.

e G wirkt transitiv auf der Menge E aller Ecken. Die Fixgruppe jeder Ecke hat 3
Elemente.

e G wirkt transitiv auf der Menge K aller Kanten. Die Fixgruppe jeder Kante hat 2
Elemente.

Bemerke : 24 = |F|-4 =|E|-3 = |K]|-2; denn es gibt 6 Flichen, 8 Ecken und 12 Kanten.
Dieser Beobachtung liegt ein allgemeines Prinzip zugrunde. Um es zu beweisen miissten
wir den Begriff der Nebenklassen (cosets) einer Untergruppe in einer Gruppe G einfiihren.
Wir wollen das auf den Anhang verschieben.

Beispiel 6
Die Gruppe 9 aller Mobiustransformationen wirkt bekanntlich transitiv auf C.
Sei M., die Fixgruppe des Punkts co. Die Elemente von 9, sind die Abbildungen

z—az+b mit a#0.
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Diese Gruppe, aufgefasst als Transformationsgruppe auf C, heifit die affine Gruppe in
einer komplexen Dimension.

Bemerke :

1. Die zugrundeliegende abstrakte Gruppe 2 kann man natiirlicherweise auch als Trans-
formationsgruppe des zweidimensionalen Anschauungsraums auffassen; dies liefert
uns die Gruppe der orientierungserhaltenden Ahnlichkeitstransformationen.

2. Wir kénnen 2l auch als Transformationsgruppe auf der Menge Q aller Kreise auffas-
sen. Sie wirkt transitiv; denn zu jedem Paar von Kreisen gibt es eine Transformation
in 2, welche den einen in den anderen {iiberfiihrt. Die Fixgruppe eines Kreises ist
die Menge der Drehungen um den Kreismittelpunkt.

3. Wir konnen die Gruppe 2 auch abstrakt beschreiben.

Jedes Element ¢(-) von 2 entspricht einem Paar komplexer Zahlen (a,b) mit a # 0.
Die Verkniipfungsregel lautet

(c,d)o(a,b) =(ca,d+cb) denn
claz+b)+d=caz+ (d+cb) firalleze C.

Die Gruppeneins ist das Paar (1,0). Das inverse Element zu (a, b)ist (a™',—a~'-b).
Bemerke: Die Menge aller Paare (1,b) ist eine kommutative Untergruppe, die Men-
ge aller Translationen. Eine weitere kommutative Untergruppe ist die Menge aller
Drehstreckungen um einen festen Punkt w*. Wenn dieser Punkt der Nullpunkt ist,
dann besteht diese Gruppe aus der Menge aller Paare (a,0), a € C.

Beispiel 7 (Affinititen des affinen Raums Kgp)

Wenn man in einem n-dimensionalen K-affinen Raum ein affines Koordinatensystem
wéhlt, dann entsprechen die Punkte (,,Ortsvektoren“) den Spalten der Lange n.
(Hauptséchlich interessieren uns K = R und K = C, hier kann aber K ein beliebiger
Korper sein).

Sei Q = Kgp die Menge aller J-Spalten mit Eintrdgen aus dem Korper K. Wir konstruieren
eine Bijektion von Q fiir jedes Paar (A, b), wo A eine nichtsingulire ] x J-Matrix ist und
b eine J-Spalte.

r— Ar+b fiir jede ] — Spalte ¢ .

Die Gruppe dieser Bijektionen heifit die affine Gruppe auf Kép. Die Elemente heiflen
die Affinitdten.
Das Paar (A, b) ist durch die Abbildung eindeutig bestimmt.
Die Verkniipfungsregel lautet
(C,d)o(A,b)=(CA,d+ Cb) .

Die Inverse zu (A, b) ist (A~", —A~'b). Wir werden den Begriff der affinen Abbildung in
der néchsten Vorlesung ausfiihrlich diskutieren.
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Beispiel 8 (Cartesische Koordinatenwechsel im R?)

Die iiblichen cartesischen Koordinaten im euklidischen Anschauungsraum mit dem Null-
punkt O bezeichnen wir mit x(-),y(-), z(:). Es handelt sich um lineare Funktionen mit

X2(P) + y2(P) + z%(P) = |OP||> fiir alle P .

Definition :

Ein Tripel linearer Funktionen x/(-),y’(-),z/(+) im R3 heiBt ein cartesisches Koordinaten-
system, wenn gilt

x2(P) +y"2(P) + z*(P) = |OP||> fiir alle P .

Die neuen cartesischen Koordinaten ergeben sich aus den alten mittels einer Matrix A

/ /

X X X X
v | =Al vy |; xy\2) [ v | =(xy,2) | y
z/ z z/ z

Die Normbedingung bedeutet fiir die Transformationsmatrix A, dass gilt AT- A = E.
Wir wiederholen die schon frither erwéhnte

Definition

a) Eine reelle 3 x 3-Matrix A heifit eine orthogonale Matrix, wenn AT- A =E.
Die Gruppe aller reellen 3 x 3-Matrizen mit AT- A = E wird mit O(3,R) bezeichnet
(,,Orthogonale Gruppe*).

b) Die reellen 3 x 3-Matrizen A mit
ATA=E, detA=1

bilden die Gruppe SO(3,R) (,,Special orthogonal group®).

Hinweis : Wir haben eben gesehen, dass man die A € O(3,R) als die Matrizen der
cartesischen Koordinatentransformationen deuten kann. (det A = 1 bedeutet, dass die
Orientierung erhalten bleibt.) Man kann andererseits die Matrizen A € SO(3, R) auch mit
den Drehungen des euklidischen Anschauungsraums ,identifizieren®. Und damit haben wir
wieder den mehrfach erwahnten Anschluss an die Gruppe SU(2)/{+1, —1}. Die klassischen
Gruppen von n x n-Matrizen mit n > 2 werden wir an anderer Stelle zu studieren haben.

Beispiel 9

Eine Punkteabbildung eines Raums Q liefert auch eine Abbildung der Punktepaare, der
Punktetripel usw.; sie liefert auch Abbildungen von ‘Figuren’ (etwa im Sinne von Punk-
temengen). Eine lange Tradition in der Schulmathematik hat z. B. das Abbilden von
Dreiecken (in der Anschauungsebene). Wir wollen hier noch einmal die M&biustransfor-
mationen studieren, jetzt aber als Abbildungen von Punktetripeln.
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Theorem

Die Gruppe I aller Mébiustransformationen wirkt einfach transitiv auf der Menge ) aller
Punktetripel. Wenn zq1,z,,23 € C paarweise verschieden sind und wq, Wz, W3 paarweise
verschieden sind, dann gibt es genau eine Mobiustransformation @(-) mit

©(z1) = w1, ©(z2) = w2, ©(z3) =ws .

Zur Vorbereitung des Beweises studieren wir sog. Doppelverhéltnisse

Definition (,Doppelverhéltnis)
Fiir vier paarweise verschiedene komplexe Zahlen definiert man das Doppelverhéltnis

Z4 —Z3 Zp — 21

DV(Z1)ZZ>Z3)Z4) = .
Zs— 217 Zp — Z3
Bemerke :

Es kommt auf die Reihenfolge an. Wenn man die 24 moglichen Permutationen durchgeht,
dann konnen aber nicht 24 verschiedene Werte auftreten, sondern hochstens 6, namlich

1 1 A A—1

Hinweis :

In der projektiven Geometrie ordnet man jedem Quadrupel von Punkten auf einer Gera-
den ein Doppelverhéltnis zu. Die Formel ist dhnlich, die Sache ist aber doch nicht ganz
dieselbe.

Satz

Werden die Zahlen zi1,22,23,2z4 € C durch eine Mobiustransformation in die Zahlen
W1, W2, W3, Wy abgebildet, so gilt

DV(z1,22,23,24) = DV(wi, Wy, w3, wy) .

( ,Das Doppelverhdltnis ist eine Invariante gegeniiber allen Kreisverwandtschaften.)

Beweis

Es geniigt, die Invarianz fiir die elementaren M6biustransformationen nachzuweisen.
Fiir die Translationen und die Drehstreckungen ist die Behauptung trivial. Fiir die Rezi-
prokenabbildung z +— % ist sie leicht nachzurechnen.

Satz

Wenn die Punkte z1,z2, 23, 24 auf einem Kreis liegen, dann ist das Doppelverhdltnis reell.

Beweis

Fiir Punkte auf der reellen Achse ist das Doppelverhéltnis trivialerweise reell. Jeder Kreis
kann durch eine Mobiustransformation auf die reelle Achse abgebildet werden.
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Beweis des Theorems

Wenn @(-) die Punkte z1, z, z3 in die Punkte wy, w,, w3 abbildet, dann liegt das Bild w
von jedem weiteren z fest. Die Gleichung

DV(Z1 yZ2y Z3, Z) = DV(W1 y W2, W3, W)

kann man nédmlich nach w auflésen, w ergibt sich aus z durch eine lineargebrochene

Abbildung
az+b

cz+d’

und das war zu zeigen.

Hinweis :

Die klassischen Gruppen, die wir diskutiert haben sind glatte Mannigfaltigkeiten im Sinne
der Topologie und haben als solche eine Dimension. Der Dimensionsbegriff fiir (reelle)
Mannigfaltigkeiten ist intuitiv nicht schwer zu erfassen; eine mathematisch solide Defini-
tion ist aber leider nicht so einfach wie beim Dimensionsbegriff fiir Vektorrdume. Es sollte
intuitiv verstédndlich sein, wenn wir berichten:

Die Gruppen SL(2,C) und 991 sind reell sechsdimensional. Man braucht namlich zunéchst
einmal vier komplexe, d.h. 8 reelle Zahlen, um eine komplexe 2 x 2-Matrix A festzulegen;
durch die Bedingung det A = 1 wird die Freiheit eingeschréinkt; es bleiben 6 Dimensionen.
Die Gruppen SU(2) und SU(T, 1) sind reell dreidimensional. Um ein Element festzulegen,
braucht man komplexe Zahlen (a,b) mit |a?|+ [b%] =1 bzw. |a]®> — |b]? = 1. Die Gruppen
O(3,R) und SO(3, R) sind natiirlich ebenfalls dreidimensional. Die affine Gruppe in einer
komplexen Dimension hat (als reelle Mannigfaltigkeit) die Dimension vier. Die sechsdi-
mensionale spezielle lineare Gruppe SL(2, C) wird uns wieder begegnen, wenn wir uns mit
der Raum-Zeit im Sinne der Relativitédtstheorie befassen.
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Aufgaben zu I1.3

Aufgabe I1.3.1 :

Es sei (G , €, ) eine endliche Gruppe. Zu g € G sei Ky die Konjugationsklasse:
Ks={g:g=hgh' mit heGL

Zeigen Sie, dass die Méchtigkeit von Kg die Gruppenordnung teilt.

( Hinweis: Die Aufgabe betrifft einen Spezialfall der folgenden Aufgabe. )

Aufgabe 11.3.2 :

Es sei (G, e, ) eine endliche Gruppe. {@4: g € G} sei eine Gruppenwirkung auf irgendeiner
Menge Q. Fiir ein @ € Q sei Gg die Fixgruppe und Qg, die ‘Bahn’ (der ‘Orbit’).

Gao =1{9: pg(d0} = w}; Qg ={w:w =g@4(w) mit geG}.
Zeigen Sie fiir die Méchtigkeiten dieser Mengen |G| = |Qg| - |Ggl.

Aufgabe 11.3.3 :

a)  Machen Sie eine Liste aller Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe Ss.

b) Wieviele versciedene Konjugationsklassen gibt es in den symmetrischen Gruppen
S, und Ss7

c¢)  Man unterscheidet die Permutationen in S, nach ihrem ‘Typ’:
Eine Permutation 7t heisst Permutation vom Typ (m, m,, m3,...), wenn ihre disjunkte
Zyklendarstellung my Zyklen der Léange k enthilt. (my ist die Anzahl der Punkte, die

unter 7t festbleiben, m, ist die Anzahl der Transpositionen, .... Man bemerke 1-m;+2-
Zeigen Sie:
Die Anzahl der Permutationen vom Typ (mq, my, ms,..., m,) ist
n!
N(my,my,...,m,) = falls m{4+2my+---=n,

myq! - 2Mmm,! - 3memg! -

und andernfalls gleich 0.

Aufgabe I1.3.4 (Zum Begriff der symplektischen Matrix)

a) Sei]:(_o1 3))

Zeigen Sie : Fiir jede reelle 2 x 2-Matrix A gilt
AT-J-A=(detA)-T,
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b) Sei R eine komplexe 2 x 2-Matrix mit
R*-J-R=] und detR=1.

Zeigen Sie, dass R in Wirklichkeit eine reelle Matrix ist. Die entsprechenden Mobi-
ustransformationen bilden die obere Halbebene auf sich ab.

c) Sei R eine reelle 2 x 2-Matrix mit det R =1, d.h. R € SL(2,R).

Zeigen Sie
RT. o 113 R — 0 1
-1 0 -1 0

d) Sei R € SL(2,R) und C die spezielle Matrix

Zeigen Sie
A :=CRC'eSu(,i

d.h.

b
A:(“ ) mit a2 — b2 =1.
b a

Diesen Sachverhalt kann man folgendermafien ausdriicken:
Die Gruppen SL(2,R) und SU(1, 1) sind zueinander konjugiert. Die dazugehorigen Mobi-
ustransformationen sind vermoége der die Cayley-Transformation zueinander konjugiert.

Hinweis :
Zu jeder geraden Dimension 2n gibt es symplektische Matrizen. Eine reelle (2n) x (2n)-
Matrix A heifit eine symplektische Matrix, wenn gilt

0 E. 0 En
AT A=
—E. O —E, 0

Die symplektischen Matrizen spielen eine wichtige Rolle in der Hamilton’schen Mechanik.
(V. L. Arnold : Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer-Verlag 1988)
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I1.4 Affine Riume, affine Funktionen, affine Abbildungen

Wir beginnen mit einer mathematischen Definition des Typs von Raum, dessen einfachste
Ausprigung man im Schulunterricht den Anschauungsraum nennt. Im Weiteren befassen
wir uns dann mit wichtigen Typen von Funktionen auf solchen Rdumen. Abbildungen
werden nur kursorisch behandelt; die griindliche Behandlung der linearen Abbildungen
ist Sache der Linearen Algebra (Abschnitt V).

Definition

Ein affiner Raum der Dimension n ist eine Punktmenge L, auf welcher ein n-dimensionaler
Vektorraum V einfach transitiv wirkt. Zu jedem Punktepaar P, Q € L gibt es genau einen
,, Verschiebungsvektor® v € V, welcher P nach Q verschiebt.

Man notiert P4+v =Q oder auch v =PQ . Der Raum aller Verschiebungsvektoren V
heisst der Tangentialraum des affinen Raums L.

Der Anféanger ist gut beraten, wenn er hier zunéchst an den zweidimensionalen oder
dreidimensionalen Anschauungsraum denkt. Weiter sollte er dann an reellaffine Raume
denken. Fiir komplexaffine Rdume gibt es ndmlich Spezialititen, die uns in Abschnitt IV
beschiftigen werden (Wir denken an die hermitischen Formen als Gegenstiicke zu den
quadratischen Formen). Die Uberlegungen gelten aber sehr wohl auch fiir allgemeine end-
lichdimensionale K-affine Ridume. (Gelegentlich benstigen wir fiir unsere Konstruktionen,

1

dass 5 ein wohldefinierter Skalar ist, dass also gilt 1+ 1 # 0 in K; wir werden darauf

hinweisen. )

Der Kalkiil der Ortsvektoren

Die Punkte des affinen Raums L bezeichnen wir mit P, Q,R,...; die Verschiebungsvek-
toren bezeichnen wir mit v, w,.... Wenn Q aus P durch Verschiebung mit v hervorgeht,

schreiben wir auch v=PQ =Q —P .
Sei Pe L, veV,vz#0. Die Punktemenge

(R :R=P+Av,A K}

nennt man die Gerade durch P mit der Richtung von v. Bemerke: Durch jedes Paar von
Punkten P # Q gibt es genau eine Gerade, ndmlich

R:R=(1-AP+AQ, AeK}.

Die Geometer nennen die Zahl 7\—11 = V(P, Q, R) das Teilungsverhéiltnis, in welchem R die
Strecke PQ teilt.

Die Notation R = (1—A)P+AQ ist praktischer als etwa die Notationen R = P+APQ =

P+A(Q—P)=Q+(1—A)QP.
Diese Notation soll jetzt verallgemeinert werden. Wir definieren P = > Ay - Py, wenn

Y Ae=1.
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Satz

Seien Py, P1,...,Pm Punkte in einem affinen Raum L, und Ao, A1,...,Am Skalare mit
> M= 1. Dann ist )_ MNPy ein wohlbestimmter Punkt € L.

Beweis

Sei P, ein beliebig gewédhlter Punkt und vy = P,P, =P —P, fiir k=0,1,...,m . Den
Punkt P =P, + > Ayvk notieren wir auch

P=P.+ Y Ae-PP=P.+ Y AlP—P.) .

Wegen > Ay =1 ist das Ergebnis unabhingig von P,.

Sei namlich P, = Q, 4+ v,, und wy = Q,Px = v, + vi. Dann haben wir
Q. +Z7\ka: Q. +Z7\k(v* + ) = P, +Z7\k\)k= P .

Beispiel :
P2

-~
-
-
-
-
-
-
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
-~
~
~
~
-~
~

1 1 1 1 2 1 2 /1 1
S—gPo—l—gP]+§P2—§Po+§U—§Po+§<§P1+§Pz> .

Der Schwerpunkt von gleichen Massen in den Ecken eines Dreiecks ist der Schnittpunkt
2

der ,,Schwerlinien“. Der Schwerpunkt S teilt jede Schwerlinie im Verhéltnis % : 3
Wenn man positive Massen Ay in die Ecken legt (wir nehmen an, dass sie sich zu 1
aufaddieren, ) Ay = 1), dann ist ihr Schwerpunkt ein Punkt R = AgPy + A;P; + A;P2 im
Innern des Dreiecks. Man nennt (A, A1, A2) die Schwerpunktskoordinaten von R.

Mit reellen Tripeln (Ag,A7,Az) mit > Ay = 1 kann man auch all die iibrigen Punkte R in
der Ebene durch Py, Py, P, gewinnen.

Beispielsweise hat der Punkt T im Bild die ‘Schwerpunktskoordinaten’ (—1,41,+1)

T =P+ PoPy = P+ PoPy = —Po+ P + P, .

Der Schwerpunkt S liegt auf der Verbindungsstrecke von Py nach T, S = %Po + %T.
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Die Punkte eines affinen Raums nennt man auch Ortsvektoren. Wenn Py, Py, ..., Py,
Ortsvektoren sind, dann ist ) Ay - Px im Falle >~ Ay = 1 ein Ortsvektor, und im Falle
> A = 0 ein Verschiebungsvektor; wenn die Summe der A weder 0 noch 1 ist, bleibt der
Ausdruck undefiniert.

Definition

Eine Teilmenge M’ eines affinen Raums (L, V) heifit ein affiner Teilraum, wenn es einen
Teilvektorraum V' C V gibt, sodass (fiir ein Po € M)

M'={R :R=Py+Vv mit v eV'} .

V' heiit der Tangentialraum von M’. Die Dimension von V' heifit auch die Dimension
von M.

Bemerke : P, kann offenbar beliebig in M’ gewéhlt werden.
Sei vi,Vvy,..., v eine Basis von V’, und sei P, = Py + vi. Dann gilt fiir jeden Punkt
PeM’

m

m
P=Po+ > Mk =AoPo+ AP+ ...+ AnPrm mit wohlbestimmten A () Ae=1).
1 0

(Ao, A1, ..., Am) nennt man die Schwerpunktskoordinaten von P bzgl. {Py, Py, ..., P}

Satz Sei K ein Korper mit 141 0.
Eine Teilmenge M des K-affinen Raums (L, V) ist genau dann ein affiner Teilraum, wenn
qgilt

VPQeM VAecK (1—-ANP+AQeM’.

(,Mit P und Q gehort auch die gesamte Verbindungsgerade zu M’“.)

Beweis

Die Bedingung ist offenbar notwendig; wenn wir einen Teilvektorraum haben, welcher M’
liefert, dann ist die Aussage richtig. Um zu zeigen, dass sie hinreichend ist, wéhlen wir

Po € M’ und zeigen, dass V' ={PoP mit P € M’} ein Vektorraum ist, d. h.

i) veV', AeK=AveV

zu (i AMPo+A-(Po+v)eM =Py+Ave M = Ave V/

)

(i) vyvwe V' = J(v+w) e V.
) :
i) :

zu (i

Wir haben also in der Tat

% Po+v) +3(Po+w) € M' = Po+ 3(v+w) e M' = J(v+w) e V"

vwweV apeK=sav+pweV .
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»Raume sind Strukturierte Mengen*

Nach allgemeinem Sprachgebrauch der Mathematiker ist ein Raum eine strukturierte Men-
ge. Topologische Rdume, messbare Rdume und viele andere Typen von Rdumen erhalten
ihre Struktur durch ein ausgezeichentes Teilmengensystem. Ein affiner Raum bekommt
seine Struktur durch die algebraische Struktur des Vektorraums seiner Verschiebungen.
Bei vielen strukturierten Mengen Q) erweisen sich gewisse Klassen von Funktionen f auf
Q) als noch wichtiger als die Punkte des Raums.

Wir miissen uns genauer mit den affinen Funktionen auf einem affinen Raum befas-
sen, weil die affinen Funktionen in der Tat den fundamentalsten Typ von Funktionen
auf einem affinen Raum darstellen. Wir werden nach und nach sehen, wie die affinen
Funktionen als Bausteine dienen fiir weitere Typen von Funktionen (wie z. B. die qua-
dratischen Funktionen, die polynomialen Funktionen oder auch solche Funktionen wie die
Amplitudenfunktionen zu ebenen Wellen).

Anschluss an die Schulmathematik
In der Schule definiert man: Eine reellwertige Funktion f(-) auf dem zweidimensionalem
Anschauungsraum heifit eine affine (oder ,lineare®) Funktion, wenn ihr ‘Funktionsgraph’
eine Ebene ist. Die Niveaumengen {P : f(P) = const} sind zueinander parallele Geraden.
Eine affine Funktion f(-) auf dem dreidimensionalen Anschauungsraum veranschaulicht
man von vornherein durch das System der Niveaumengen; hier hat man parallele Ebenen.
(Der ‘Funktionsgraph’ wére eine Hyperebene im vierdimensionalen ‘Anschauungsraum’.)

Wir wollen uns hier mit den affinen Funktionen auf einem n-dimensionalen affinen
Raum beschéftigen. Die Niveaumengen sind zueinander parallele Hyperebenen. Hyper-
ebenen sind (n — 1)-dimensionale affine Teilrdume, ebenso wie Gerade eindimensionale
und Ebenen zweidimensionale affine Teilrdume sind.

Affine und quadratische Funktionen im Sinne der Schulmathematik

Sei L der affine Raum der Zahlenpaare (;‘) Die affinen Funktionen f(-) auf L sind die
Funktionen der Gestalt

X
f(t) = at+ax+ay = ao+(a1,az)(y)-

Um eine affine Funktion festzulegen, braucht man eine Konstante ao und eine Zeile
(a, az).

Die quadratischen Funktionen sind die Funktionen der Gestalt

q(-) = ao+ arx+ ay + Janx? + J(an + ax)xy + Jany?

X a a X
= Clo-i-(ahaz)( )—i—%(x,y)- o < ) .
Y az; az Yy

Um eine quadratische Funktion festzulegen, braucht man eine Zahl aq, eine Zeile (as, ay)
und eine symmetrische Matrix.
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Bemerkung Die Menge aller affinen Funktionen auf dem zweidimensionalen Anschau-
ungsraum ist ein dreidimensionaler Vektorraum (bzgl. der punktweisen Linearkombinati-
on); die Menge der quadratischen Funktionen ist ein sechsdimensionaler Vektorraum. Wir
werden allgemein sehen: Ist L ein n-dimensionaler K-affiner Raum, dann ist die Menge
Aff(L) aller affinen Funktionen ein (14n)-dimensionaler Vektorraum; die Menge Quad(L)
aller quadratischen Funktionen ist ein K-Vektorraum der Dimension 1+ n + %n(n +1).

Weitere Funktionen auf dem Anschauungsraum : Amplituden ebener Wellen

Das Raum-Zeitkontinuum der speziellen Relativitéatstheorie ist ein vierdimensionaler affi-
ner Raum. Es sei durch die affinen Funktionen t,x', x?, x> koordinatisiert.

(Der Physiker nimmt nicht irgendein linear unabhingiges Quadrupel von Koordinaten-
funktionen, sondern ein solches, welches gut zum Lichtkegel passt. Die Bezeichnungen
weisen darauf hin, dass t als eine Zeitkoordinate verstanden werden soll und die x' als
Raumkoordinaten. Davon aber spiter.)

Die affinen Funktionen sind die Grundlage fiir den Begriff der ebenen Welle. Das ist
folgendermassen zu verstehen: Jede affine Funktion hat die Gestalt

const + wt — kyx' — kox? — kx> .
Die komplexe Amplitudenfunktion der dazugehorigen ebenen Welle hat die Gestalt
Alt,x) = A-exp < —ilwt — kix' — kox? — k3x3]>
oder auch = A-exp (—L[Et —pix! — pax? — pax¥])

E =hw, p1="hks, p2=hky, p3;="hks

w heiflt die Kreisfrequenz, die k; heiflen die Wellenzahlen, A ist die komplexe Amplitude.
E steht fiir Energie, die p; deuten auf einen Impuls hin.
Wir bemerken

a) In einem festen Punkt im Raum x ist die Amplitude A(-, ;) eine reine Sinusschwin-
gung mit der maximalen Amplitude |A].

b) Betrachten wir zu einem festen Zeitpunkt to die Menge der Punkte im Raum, in
welchen der Realteil der Amplitude maximal ist.

M

0

:{Q :kzzwto+const+27tm, mEZ} .

Die Wellengipfel zur Zeit to bilden eine Schar dquidistanter Ebenen.

c) Wenn ty wichst, dann ,,bewegen sich die Ebenen

Mim = {; :kx = wt + const + an}
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mit einer sogen. Phasengeschwindigkeit v. Es gilt
k-()?t—;-t):const fiir ;[EMim).

Der ,,Vektor* v st allerdings nicht eindeutig bestimmt, weil man ja nicht sagen
kann, welcher Punkt auf einem Wellengipfel zur Zeit t welchem Punkt auf dem
Wellengipfel zur Zeit t + At entspricht. Es gibt keine materielle Bewegung und
daher keine wirkliche Geschwindigkeit; nur w = k - v ist eindeutig bestimmt.

d) Wenn zwei gegeneinander laufende ebene Wellen mit derselben maximalen Ampli-
tude |A| iiberlagert werden, dann erhilt man eine sog. stehende Welle

|Ale* - exp ( —ilwt — k;]) +|Ale'® - exp ( —ilwt + k;])
= |A|- e @) 2 cos(kx + 8)
x4+ X —

2 und 6 = >

mit iwto =

In allen Positionen haben wir reine Sinusschwingungen, mit derselben Phase. Die
Amplitude hingt vom Ort ab. Die Knoten liegen auf den parallelen Ebenen

Q:ki+6zmﬂnM1n€%.

e) In einem Medium, in welchem ebene Wellen mit allen méglichen Wellenzahlen und
den dazugehorigen Kreisfrequenzen betrachtet werden, heifit w = Q(k) die Disper-
sionsrelation des Mediums.

Hinweis : Im Endeffekt interessieren den Physiker nicht die einzelnen ebenen Wellen,
sondern die Uberlagerungen solcher Wellen. Schreiben wir kurz fy(-) fiir die Funktion

—

fi(t, x) = exp (— Q(k)t — kx]) ,

wobei Q(k) eine gewisse Funktion ist (,, Dispersionsrelation). Interessant sind insbeson-
dere diejenigen Uberlagerungen ebener Wellen, die ein ,, Wellenpaket“ beschreiben

o(t, %) = Jfk(t,z) . Q(K)dk .

Dabei ist Q(k)dk eine , geeignete* komplexe Gewichtung auf dem dreidimensionalen
Raum der Wellenzahlen. Fiir jede feste Zeit kann man g(t, -) als ein sog. Fourier-Integral
verstehen

g(t,x) = Jexp(u&) exp(—1Q(k)t)Q(k)dk .

Mit solchen Fourier-Integralen hat der Physiker bei vielen Gelegenheiten zu arbeiten. Die
Amplitudenfunktionen ebener Wellen erscheinen als Bausteine.
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Koordinatenfreier Zugang

In der Schule und in den traditionellen Lehrbiichern fiir Anwender geht man davon aus,
dass ein affiner Raum ein bestimmtes Koordinatensystem ‘mitbringt’. In unserer Defini-
tion eines K-affinen Raums ist davon jedoch ebensowenig die Rede wie in der Definition
eines Vektorraums von einer ausgezeichneten Basis die Rede ist. Der koordinatenfreie
Zugang bietet die Moglichkeit, in jedem Fall ein zum Problem passendes Koordinatensys-
tem zu wéhlen (ohne sich mit Koordinatenwechsel abzumiihen). Die Koordinatensysteme
werden den Gegebenheiten angepasst; wenn man z. B. im Anschauungsraum auch den
euklidischen Abstandsbegriff zur Geltung bringen will, dann wird man sog. orthonormale
Koordinatenysteme bevorzugen; im relativistischen Raum-Zeit-Kontinuum wird man Ko-
ordinatensysteme bevorzugen, in welchen der Lichtkegel eine iibersichtliche Darstellung
besitzt. Bevor wir uns speziellen Typen von affinen Koordinaten (auf speziellen Rdumen)
zuwenden, wollen wir zuerst die Theorie die affinen Koordinatensysteme auf einem end-
lichdimenionalen K-affinen Raum in voller Allgemeinheit entwickeln. Zu diesem Zweck
erinnern wir uns an die (in [.5 entwickelten) elementaren Begriffe der Vektorraumtheorie.

Linearformen, Dualraum, duale Basen
Definition (Linearform)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Eine K-wertige Funktion £(-) auf V heifit eine
Linearform (oder eine K-lineare Funktion), wenn gilt

(i) L(ov) = -L(v) firalle €K, veVv,
(ii) L(v+w) =L(v) +L&(w) fiiralle vyweV.
Man kann die beiden Bedingungen offenbar auch durch eine einzige Bedingung ersetzen.
(iii) L(av+ Pw) =a-L(v)+pB-Lw) firalle o, feK, vyweV.

Definition (Dualraum)

Den K-Vektorraum aller K-Linearformen auf V nennt man den Dualraum von V; man
bezeichnet ihn mit V*.

Notation

Statt £(v) schreibt man auch (€, v). Die Linearform {(-) notiert man auch (¢, -).

Beispiel: Spalten und Zeilen

Sei V der K-Vektorraum aller J-Spalten mit Eintrdgen aus K. V = Kép.
Jede J-Zeile & liefert vermoge des Matrizenprodukts eine Linearform

(§,v) = &-v (Zeile x Spalte = Skalar) .

Jede Linearform £(-) ist von dieser Gestalt.
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Die Eintrige x) von v und die Eintriige &; von & sind die Koeffizienten, wenn man v
und & mit Hilfe der ‘Einheitsspalten’ v; bzw. mit Hilfe der ‘Einheitszeilen’ darstellt.

v — Z\)j X und mit & = (€, v;)
(L) = (3 v =3 &

(Die Hoch- und Tiefstellung der Indizes entspricht der Tradition. Da die Indizes j bei uns
keine Zahlen sind, sondern Elemente der abstrakten Indexmenge J, ist eine Verwechslung
mit Potenzen eines Skalars nicht zu befiirchten.)

Satz (Duale Basen)

Der Dualraum V* des Vektorraums V hat dieselbe Dimension wie V.
Zu jeder Basis {v; :j € ]} von V ezistiert eine Basis {Ej(-) je ]} von V* mit der

FEigenschaft
1 falls k=j
<€k) vi) = - )
0 falls k#j

Beweis

Nach dem ersten Hauptsatz der Theorie endlich-dimensionaler K-Vektorrdume gibt es
Basen.

1. Sei {v; :j € J} irgendeine Basis von V. Jedes v € V besitzt eine Darstellung
V= Zv]- o0 mit wohlbestimmten of .

Der j-te Koeffizient o/ héingt in linearer Weise von v ab. of = J(v).

2. Wir zeigen, dass {{!(-) :j € J} eine Basis von V* ist.
Sei £(-) irgendeine Linearform, 3; = £(v;). Es gilt dann

(W) =0 ov)=) o-tv)=) o-Bi=) Uv)-B; ,
also 0()=) B;-0()

Die {)(-) sind linear unabh#ngig. Die Koeffizienten in der Darstellung £(-) = 3_ B;0(-)
sind fiir jedes £(-) eindeutig bestimmt.
{0() :j €7} ist die duale Basis zu {v; :j € J}.

Satz

Die Linearformen auf dem Dualraum entsprechen den Elementen von V; V** «—— V. Die
duale Basis zur dualen Basis ist die urspriingliche Basis.

Diese Tatsache wird offensichtlich, wenn wir den Vektor v mit der ‘Funktion” m(-) =
(+,v) identifizieren; — ebenso wie wir die Linearform { mit der ‘Funktion’ (¢, -) identifiziert
haben.
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Bildliche Darstellung

Im zweidimensionalen reellen Anschauungsraum veranschaulichen wir affine Funktionen
x', x? und die dazugehérigen Linearformen (', £ durch Paare von Niveaulinien.

x'=0! {x' =1}

— —

Die zu {£'(-), £%(-)} duale Basis ist das Paar von Vektoren v; = PyPq, v, = PoPs.

Affine Funktionen
Definition

Eine K-wertige Funktion f(-) auf einem K-affinen Raum (L, V) heifit eine
K-affine Funktion, wenn es eine Linearform {(-) auf V gibt, sodass gilt

f(P+v) —f(P)={(v) furalle PeL .

Satz

Sei K ein Korper mit 1+ 1 #0. (L, V) sei ein K-affiner Raum. Eine K-wertige Funktion
f(-) ist genau dann eine K-affine Funktion, wenn gilt

VP, QeL VAeK  f((1-AP+AQ)) =(1—-ANf(P)+A-f(Q) .

Beweis :

Die Bedingung ist offenbar notwendig. Um zu zeigen, dass sie hinreichend ist, wéhlen wir
einen Punkt Py und beweisen, dass {(v) = f(Po+Vv) —f(Py) eine Linearform £(-) ist, indem
wir zeigen

(i) ¢(Av) =A-L(v) firalle AeK, veV
(i) €(3(v+w)) =2Lv) + 3t(w) fiir alle v,w e V.

zu (i) © f(Po) + L(Av) = f(Po + Av) = f((1 = A)Po + A(Po + V))
= (1 — )\)f(Po) +A- f(Po +V) = f(Po) +A- (%(v)

zu (i) : f(Po) +L(3(v+w)) =1 (Po+ 3(v+w)) =
f (3(Po+v) + 3(Po+w)) = If(Po+ V) + 2f(Po + W) = f(Po) + 3 (£(v) + L(w)).

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mé&rz 2008



120 Abbildungen Einfiihrung in die Mathematik I

Corollar

Eine K-wertige Funktion ist genau dann K-affin, wenn ihre Einschrinkung auf jede Ge-
rade K-affin ist. (Hier ist 14 1 # 0 vorauszusetzen.)

Bemerke : In der Schule lernt man, dass eine affine Funktion dadurch gekennzeichnet
ist, dass die Ableitung iiberall dieselbe ist, (woraus sich ergibt, dass der Zuwachs beim
Fortschreiten um den Verschiebungsvektor v iiberall derselbe ist).

Eine etwas komplizertere aber doch analoge Aussage gilt auch im Fall eines beliebigen
Korpers. Zunéchst stellen wir fest: Wenn ¢(-) eine K-wertige Funktion ist, sodass der
Zuwachs ¢g(P 4+ v) — ¢g(P) unabhingig von P ist fiir jedes feste v € L, dann ist dieser
Zuwachs m(-) = g(P + -) — g(P) eine additive Funktion. Es gilt

mv+w)=m(v) + m(w) firalle v,w; denn
m(v+w)—m(w) =g(P+v+w)—g(P)—g(P+w)+g(P)=m(v).

Im allgemeinen Fall ist aber zu beachten, dass eine additive Funktion nicht notwendiger-
weise K-linear ist. (m(?w) = Am(v) ?)

Der Korper Q ist ein Sonderfall. Es gilt: Jede additive Funktion auf einem Q-affinen
Raum ist Q-linear. Der Beweis liegt auf der Hand.

Fiir den Korper K = R braucht man etwas Zusétzliches, um fiir eine Funktion mit
positionsunabhéngigen Zuwéchsen zu garantieren, dass sie eine affine Funktion ist: Jede
additive Funktion auf einem reellen Vektorraum, welche auf jeder Geraden stetig ist, ist
eine R-lineare Funktion. Unstetige additive Funktionen auf der reellen Achse kann man
sich zwar kaum vorstellen; die Analytiker bestehen aber darauf, dass es solche Funktionen
gibt.

Affine Koordinaten
Sei L ein n-dimensionaler K-affiner Raum mit dem Tangentialraum V .
Ein n-Tupel von affinen Funktionen {aj(-) 1y e ]} heifit affines Koordinatensystem
auf L, wenn es zusammen mit der konstanten Funktion = 1 eine Basis des Raums aller
affinen Funktionen bilden, d. h. wenn die zugehorigen Linearformen {Ej(-) 1j € ]} eine
Basis von V* bilden.

Fiir einen Punkt P heissen die ‘Funktionswerte’ a’(P) die affinen Koordinaten von P
bezgl. des betreffenden Koordinatensystems. Zu jedem J-Tupel von Skalaren {x) :j € J}
gibt es genau einen Punkt mit den Koordinaten x/.

Lineare und affine Abbildungen
Definition

a) V und W seien K-Vektorraume. Eine Abbildung ¢ :V — W heifit eine K-lineare
Abbildung, wenn gilt

Vo,BeKv,v,eV @(ovy +Bva) = - @(vi) +B-@(v2) .
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b) (L, V) und (M, W) seien K-affine Rdume. Eine Abbildung @ : L — M heifit eine
K-affine Abbildung, wenn eine lineare Abbildung ¢ :V — W existiert, sodass

@ (Po+v) = O(Po) + @ (v) .
(Der Punkt Py kann offenbar beliebig gew#hlt werden.)

Beispiele

1. V sei der K-Vektorraum aller J-Spalten;
W sei der K-Vektorram aller I-Spalten.
Wenn A eine I x J-Matrix ist, dann ist

@ :RIsx+— Ax € R!

eine lineare Abbildung von V nach W. Jede lineare Abbildung von R’ nach R! ist
durch eine I x J-Matrix A gegeben; A ist durch die Abbildung eindeutig bestimmt.

2. Jede affine Abbildung @ des affinen Raums R’ in den affinen Raum R! hat die
Gestalt
x — b+ Ax

mit einer wohlbestimmten I-Spalte b und einer wohlbestimmten I x J-Matrix A.

Satz
Sei K ein Korper mit 141 # 0. Seien (L, V) und (M, W) K-affine Ridume. Eine Abbildung

O :L-M
st genau dann eine affine Abbildung, wenn gilt

VP,QelL VAcK (D((]—7\)P+7\Q):(1—7\)(D(P)+?\-(D(Q) .

Beweis

Die Bedingung ist offenbar notwendig; sie folgt aus den Eigenschaften der linearen Abbil-
dung zu @ . Um zu zeigen, dass sie auch hinreichend ist, wéhlen wir einen Punkt Py und
definieren

©(v) = @(Po+v) — O(Py) .
Nach dem Schema von oben zeigen wir leicht, dass @(-) eine lineare Abbildung ist.

(i) @(Av) =A-@(v) firalle AeK, veV

(i) @ (zv+w) =3 (@) + @(w))

Bemerke: Es gibt einen Kérper mit nur zwei Elementen; in diesem Korper K = F, gibt
es nur das Nullelement und das Einselement. Fiir Abbildungen eines F,-Vektorraums ist
die Aussage

VPQelL VAeK @((1-AP+AQ)=(1—-NO(P)+A-D(Q) .

leer; sie ist fiir alle Funktionen erfiillt und nicht nur fiir die Fo-affinen Funktionen.
Im Falle 1 + 1 # 0 besagt unser Satz in der Sprache der Geometer:
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Satz

Eine Abbildung ® : L — M st genau dann eine affine Abbildung, wenn sie Gerade so in
Gerade abbildet, dass die Teilungsverhdltnisse erhalten bleiben.

Bemerke :

Wenn Py, k =1,..., mirgendwelche Punkte sind und Ay Skalare mit >_ A, = 1, dann gilt
fiir jede affine Abbildung ®

O AP =D M- @(Py)

Satz :
Seien Po, P1, ..., Pn Punkte in einem n-dimensionalen affinen Raum L, die nicht in einer
Hyperebene liegen. Seien Qo, Q1,...,Qn Punkte in einem affinen Raum M. Es existiert

dann genau eine affine Abbildung ® : L — M mit ®(Py) = Qy fiirk=0,1,...,n.
Der Beweis liegt auf der Hand.

Pullback und duale Abbildung
Wenn ¥ : Q7 — Q) irgendeine Abbildung ist, dann ordnet bekanntlich der Pullback
W* jeder K-wertigen Funktion auf (), eine Funktion auf Q; zu. Der Pullback bildet die
Summe von Funktionen in die Summe der Bildfunktionen ab und das punktweise Produkt
von K-wertigen Funktionen in das punktweise Produkt der Bildfunktionen.
Das besondere bei den affinen Abbildungen

O :L—-M

besteht darin, dass der Pullback die affinen Funktionen auf M nicht in irgendwelche
Funktionen auf L abbildet, sondern in affine Funktionen. Wir werden das sofort beweisen.
(In der néchsten Vorlesung werden wir iibrigens sehen, dass der Pullback einer affinen
Abbildung die quadratischen Funktionen in quadratische Funktionen iiberfiihrt, und all-
gemeiner, dass polynomiale Funktionen vom Grad < m in polynomiale Funktionen vom
Grad < m abgebildet werden.)

Satz :

V und W seien K- Vektorrdume. Eine Abbildung @ : V — W ist genau dann eine lineare
Abbildung, wenn der Pullback die Linearformen auf W in Linearformen auf V abbildet.

(Die Abbildung ¢@* : V* « W* heifit in diesem Fall die zu ¢ duale Abbildung.)

Beweis des Satzes

1. Sei @ eine lineare Abbildung und m(-) € W*. {(-) sei die zuriickgenommene Funktion

{v) ==m(e(v))
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£(-) ist Linearform; denn

Llovi 4+ Bvi) = m(@(avi+ Bvz)) = m(ae(vi) + Be(v2))
= a-m(evi) +B-m(e(v2)) = o L(vi) + - L(v2) .

2. Sei {w; :1i € I} eine Basis von W und sei {m'(-) :1 € I} die duale Basis. ¢(-) sei
eine Abbildung, ¢*(-) sei das Bild von m'(-) bzgl. des Pullback; £'(v) = mi(¢(-)).
Wenn die {}(-) linearformen sind, dann gilt fiir jeden Vektor v

ev)=w= Z otw; = Zmi(w) SWy = Zmi((p(v)) cWy = Z 0v) - wy .
Also gilt

elav) = Y o) -wi=oa-)Y {V)wi=a-@(V)
Pvi+va) = Y Cvi4v)-wi=evi)+oeva) .

Den Beweis des folgenden Satzes iiberlassen wir dem Leser.

Satz :
Seien L und M affine Raume. Eine Abbildung

O :L-M

st genau dann eine affine Abbildung, wenn der Pullback jeder affinen Funktion auf M
eine affine Funktion auf L zuordnet.

Hinweis

Wir werden noch mehrere Gelegenheiten finden, wo ein spezieller Typ von Abbildungen
Y : Q7 — Q, dadurch gekennzeichnet ist, dass der Pullback W* Funktionen einer gewissen
Art (auf Q;) Funktionen einer gewissen Art (auf Q1) zuordnet.
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Aufgaben zu 11.4
Aufgabe 11.4.1 :

Eine Teilmenge K eines affinen Raums heifit bekanntlich eine konvexe Menge, wenn
gilt
V Po,P; € K V)\G[O,” (1—)\)Po+}\P1€K

Zu jeder Teilmenge eines reellaffinen Raums gibt es offenbar eine kleinste sie umfassende
konvexe Menge. (Man nennt sie die konvexe Hiille.) Sie ist der Durchschnitt aller die ge-
gebene Menge umfassenden konvexen Mengen.

Sei M = {P4 : « € [(Indexmenge)} eine beliebige Familie von Punkten in einem affinen
Raum.
Zeigen Sie: Die konvexe Hiille ist die Menge aller Punkte der Gestalt

Aufgabe 11.4.2 :

Man nennt ein (m-+1)-Tupel von Punkten Py, Pq, ..., Py, in einem n-dimensionalen affinen

—

Raum ein Tupel in allgemeiner Lage, wenn die Verschiebungsvektoren PoPq, PoP2,...PoPm
linear unabhéngig sind.

Zeigen Sie: Wenn Py, Pq,..., P, ein m-Tupel in allgemeiner Lage ist, dann besitzt
jedes P in der affinen Hiille genau eine Darstellung

P=APo+ AP+ ...+ AnPm, mit) Aj=1.

(Die Zahlen A; nennt man manchmal die Schwerpunktskoordinaten des Punkts P.)
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I1.5 Quadratische Funktionen

Bei unserer Diskussion der quadratischen Funktionen auf einem endlichdimensionalen af-
finen Raum bemiihen wir uns um eine Annédherung der Standpunkte von Algebra, Geome-
trie und Analysis. Wir denken vor allem an den reellen Fall, obschon fast alle Argumente
auch fiir jeden Grundkorper K mit T4 1 # 0 funktionieren. Wir stellen daher vorerst nur
die Forderung 141 # 0, und wir werden ( koordinatenfrei !) den Begriff der quadratischen
Funktion auf einem K-affinen Raum entwickeln.

Definition

Eine K-wertige Funktion q(-) auf einem K-affinen Raum heifit quadratische Funktion,
wenn fiir jedes v € V der Zuwachs q,(P) = q(P +v) — q(P) eine affine Funktion q,(-) ist.

Eine quadratische Form ist eine quadratische Funktion Q(v) auf einem Vektorraum
mit Q(av) = a?Q(v) fiir alle Skalare o. Eine quadratische Form nennt man auch eine
homogene quadratische Funktion.

Satz :

Wenn £(-) und g(-) affine Funktionen sind, dann ist das punktweise Produkt h = f-g eine
quadratische Funktion.

Beweis Wir haben Linearformen £(-) und m(-) mit
f(P+v)=1(P)+L(v), g(P+v)=g(P)+m(v).
Fiir jedes feste v gilt
h(P+v) —h(P)=1f(P+v)-g(P+v)—1(P)-g(P) =
= [f(P+Vv)—f(P)] - g(P+v) +f(P)- [g(P+V) — g(P)]
=L(v) - [g(P) +m(v)] +f(P) - m(v)
=cotcy-f(P)+ca-g(P) .
Der Zuwachs von h(-) als Funktion von P ist also eine Linearkombination der affinen

Funktionen f(-) und g(-) plus eine Konstante. Er ist somit eine affine Funktion, und zwar
fiir jedes v. (Die Koeffizienten der Linearkombination héngen natiirlich von v ab.)

Definition

Eine quadratische Funktion wird auch eine polynomiale Funktion vom Grad < 2 genannt.
Eine K-wertige Funktion g(-) heifit eine polynomiale Funktion vom Grad < m, wenn
fiir jedes v der Zuwachs g,(P) = g(P 4+ v) — g(P) eine polynomiale Funktion vom Grad
<m-—1list. (m=23...).

Durch vollstéandige Induktion beweist man leicht den

Satz :

Wenn f(-) polynomial vom Grad < { ist und g(-) polynomial vom Grad < m, dann ist
das punktweise Produkt h(-) = (f - g)(-) polynomial vom Grad < €+ m.
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Hinweis Bei der Analyse der polynomialen Funktionen auf einem affinen Raum arbei-
tet man tiblicherweise mit symmetrischen Multilinearformen und Tensoren. Die zu diesen
Begriffen gehorige Theorie heifit die Multilineare Algebra. In diese Theorie gehoren
iibrigens auch die alternierenden Multilinearformen und speziell die Determinanten. In
dieser Anfingervorlesung wollen wir auf all das noch nicht eingehen. Wir wollen hier nur
die quadratischen Funktionen diskutieren, und dafiir benétigen wir nur einen sehr spe-
ziellen Begriff aus dieser Theorie, ndmlich den Begriff der symmetrischen Bilinearform.
— Fiir unsere bescheidenen Zwecken koénnen wir wieder auf die Matrizen zuriickgreifen.
Man beachte aber, dass die hier auftretenden symmetrischen Matrizen keine Gemeinsam-
keiten mit den Matrizen eines Basiswechsels haben und sehr wenige Gemeinsamkeiten
mit den Matrizen zur Darstellung einer linearen Abbildung. (Man nennt sie manchmal
Gram-Matrizen).

Definition : V sei ein K-Vektorraum.
Eine K-wertige Funktion B(-,-) auf V x V heifit symmetrische Bilinearform, wenn gilt

(i) B(v,w)=B(w,v)
(ii)) B(v,aw) = a - B(v,w)
(ii) B(v, w1 +wz) = B(v,w1) + B(v,w3) .

Die Funktion Q(v) = B(v, V) heisst die von B(-, -) erzeugte quadratische Form.

Die Bedingung (iii) heifit die Additivitat im zweiten Argument; wegen (i) haben wir
auch Additivitdt im ersten Argument. Zusammen mit (ii) erhalten wir die Linearitit in
beiden Argumenten, also die Bilinearitéit von B(-, -).

Bemerke: In einem Q-Vektorraum ist (ii) eine Konsequenz von (iii).

Satz

Sei Q(-) die quadratische Form zur Bilinearform B(-,-). Q(-) ist dann in der Tat eine
homogene quadratische Funktion auf V, und es gilt

1) Qv+w)=Bv+w,v+w)=Q((Vv)+ Q(w)+2-B(v,w)
2) Qv+wW)+Qv—w)=2-Q(v)+2-Q(w)
3) B(v,w) =3Q(v+w)—3Qv—w)=3[Qv+w)—Q(v) — Q(w)]

Der Beweis ergibt sich aus der Bilinearitdt. Die Gleichung 2) heisst die Parallelogramm-
gleichung; Die Gleichung 3) zeigt, wie man eine Bilinearform aus der von ihr erzeugten
quadratischen Form zuriickgewinnen kann.

Hinweis Die Parallelogrammgleichung wird uns auch bei den sog. Sesquilinearformen in
Abschnitt IV begegnen. Der folgende Satz zeigt, wie man zu einer beliebigen quadratischen
Form eine erzeugenden Bilinearform gewinnt. Mit etwas mehr Miihe werden wir in IV
sehen, wie man von einer ‘guten’ hermitischen Form zu einer erzeugenden Sesquilinearform
gelangt.
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Satz

Jede quadratische Form ist von einer symmetrischen Bilinearform erzeugt.
Wenn q(-) eine quadratische Funktion auf dem K-affinen Raum (L, V) ist, dann gibt es
eine quadratische Form Q(-) und (zu jedem P € L) eine Linearform {p(-), sodass gilt

q(P+v) —q(P) = tp(v) + 3Q(v) .

Beweis

Wir zeigen dass die sog. gemischte Differenz zweimal die gesuchte Bilinearform liefert.
B(v,w) :=q(P+v+w)—q(P+w)—q(P+v)+q(P).

Wir wissen, dass der Zuwachs in Richtung v eine affine Funktion g, (-) ist. Zu dieser affinen
Funktion gehort eine Linearform; wir nennen sie B(v, ). Es gilt

qv(P + ) - qv(P) = B(V> )
qP+v+-)—q(P+:)—q(P+v)+q(P) =B(v,-).

Wenn wir w einsetzen, erhalten wir die gemischte Differenz, eine symmetrische Funktion
der Argumente, welche linear im zweiten Argument ist. B(-.-) ist also bilinear.

Wenn wir fiir eine quadratische Form Q(-) die gemischte Differenz auf der Diagonale
auswerten, dann erhalten wir B(v,v) = Q(v+v) — Q(v) — Q(v) = 2Q(v). Die gegebene
quadratische Form ist also von der halben gemischten Differenz erzeugt.

Wir betrachten jetzt eine beliebige quadratische Funktion q(-) Fiir festes P ist die
Differenz £(v) = q(P +v) — q(P) — % (v) eine Linearform, denn fiir jedes w gilt

Ly +w) = L) = a(P+v+w) = q(P+w) — (Bv,w) + 3Q(v))
= q(P+v) = q(P) = 3Q(w) = L(v) .
Fazit: Wir haben somit den Begriff der quadratischen Funktion in dhnlicher Weise auf

den algebraischen Begriff der symmetrischen Bilinearform zuriickgefiihrt wie wir oben den

Begriff der affinen Funktion auf den algebraischen Begriff der Linearform zuriickgefiihrt
haben.

Bemerkungen:

1. Wir haben friither gesehen, dass eine Funktion f(-) genau dann eine affine Funktion
ist, wenn die Einschrankung auf jede Gerade eine affine Funktion ist.

f(1T=AP+AQ) =(1—A)-f(P)+A-f(Q) .

Analog gilt : Eine Funktion ¢(-) ist genau dann eine quadratische Funktion, wenn
die Einschrankung auf jede Ebene eine quadratische Funktion ist. Wenn nédmlich
(fiir festes v) die Funktion q,(-) auf jeder Geraden {R : R = P 4+ Aw} affin ist, dann
ist sie auf dem ganzen Raum affin.
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2. Eine Bilinearform B(-,-) kann man als lineare Abbildung ¢ :V — V* auffassen.
Jedem v € V wird eine Linearform B(v, -) zugeordnet und die Zuordnung ist linear.

B(ovi + vz, ) = ot- B(vy, ) + B - B(vg, ) .

In der projektiven Geometrie beniitzt man die nichtausgearteten Bilinearformen, um
den ‘Punkten’ Hyperebenen zuzuordnen; man stellt so die sog. Beziehung zwischen
Pol und Polare her. Die projektive Geometrie ist hier aber nicht unser Thema.

3. In der reellen Theorie wiirde man {p(-) den Gradienten von ¢(-) im Punkt P nennen;
der Gradient ist eine Linearform auf dem Tangentialraum im Fulpunkt. Bei einer
Funktion, die nicht affin ist, hdngt der Gradient vom Fuflpunkt P ab; bei quadra-
tischen Funktionen in affiner Weise. Bei uns sind alle Tangentialrdume identisch.
Unsere Bilinearform macht die Verdnderung des Gradienten explizit. Die Verschie-
bung des Fupunkts um w bewirkt die Addition der Linearform B(w,-):

lpiw() = Lp(-) + B(w, ).
In der Tat haben wir q(P +v) — q(P) = {p(v) + %Q(v) Fiir R = P + w ergibt sich
tr(v) +3Q(v) = g(R+v) — q(R) = q(P +w +v) — (P +w)
= lp(W + ) = lp(w) + 3Q(v+w) — 3Q(w) = tp(v) + B(w,v) + 3Q(v) .

Koordinatendarstellung

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und {v; :j € J} eine Basis. Wie iiblich werden
die Vektoren v durch J-Spalten x dargestellt ; die Darstellung v = Y v; - xJ liefert die
Eintriige x). Jede Linearform {(-) wird durch eine J-Zeile & dargestellt. Die Eintriige &;
ergeben sich aus der Darstellung £(-) = Y_ &;-0(-) mittels der dualen Basis {Ej(-) 1j e ]} .

Satz (Darstellende Matrix)

Zu jeder symmetrischen Bilinearform B(-,-) gibt es genau eine symmetrische ] x J-Matrix
B, sodass gilt

B(VaW):XT'B'y fU.I' V:ZV]--X]" W:Zv]y]

Beweis Die Matrix mit den Eintrégen by, = B(vj,vk) und keine andere leistet das
Verlangte. (Man nennt sie manchmal die Gram-Matrix). Es gilt in der Tat

B(v,w) =B (Zvjxj, kayk> = ij Yy - B(vy,vi) = ijbjkyk;

und in Matrizenschreibweise

B(v,iw) = x"-B-y=
1

bn] bnn yn

Wenn wir v = w setzen, dann erhalten wir die quadratische Form Q(v) =x"-B - x.
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Satz (Basiswechsel)

Sei Q(-) eine quadratische Form auf einem K-Vektorraum V.
Seien {v; :j € J} und {u; : 1 € I} Basen von V, A sei die | x J-Matrix des Basiswechsels

(V1,0 vn) = (ug, ..., un) - A, d. h. vj:Zui-a} fir alle je7J.
Fiir die symmetrischen Matrizen, welche Q(-) bzgl. dieser Basen darstellen, gilt dann

By,;=A'" -Bni-A.

Beweis Bemerke zuerst: A ist eine I x J-Matrix, AT ist eine ] x I-Matrix; das Produkt
By« = AT - B - A ist also tatsichlich eine wohldefinierte symmetrische ] x J-Matrix.

Die Eintridge der darstellenden Matrizen erhalten wir, indem wir die Bilinearform in
allen Paaren von Basisvektoren auswerten:

B(vj, Vi) = B(Zui -al, Zm ay) = Z a;B(ui, u)ay, .
il

Die Koordinatendarstellung einer quadratischen Form auf V kann man auch folgen-
dermaflen zum Ausdruck bringen: Sei Q(-) eine quadratische Form zur symmetrischen
Bilinearform B(-,-). Sei {v; : j € J} eine Basis von V und sei {{'(-) : j € J} die duale Basis.
Es gilt dann

Q(V) = Z bjk . ﬂj (V) . Ek(\)) mit bjk = B(V]',Vk) .
i,k

Die quadratischen Formen nennt man auch homogene quadratische Funktionen (auf einem
Vektorraum). Fiir die ‘nichthomogenen’ quadratischen Funktionen auf einem K-affinen
Raum L (1 + 1 # 0) haben wir in einem affinen Koordinatensystem {x’ : j € J}: die
Darstellung

q(~):bo—f—Zb]’-Xj—f—%ijk'Xj'Xk.
j i,k

In der Analysis wiirde man sagen: Der Skalar by ist der Wert und die Zeile (bq,...,b,)
der Gradient im Koordinatenursprung; und die symmetrische Matrix mit den Eintrdgen
bjy ist die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen.

Einen Weg zur affinen Klassifikation weist die Methode der quadratischen Ergénzung,
die wir hier nur an einigen zweidimensionalen Beispielen erldutern wollen.

Beispiele zur quadratischen Erginzung

Eine homogene quadratische Funktion auf dem Vektorraum V aller 2-Spalten (3) ist eine
Funktion der Form

a a X
q(v) = anx® + 2a1xy + azy’ = (x,y) ( ! 12) < ) .
azy az Y

Eine solche Funktion kann man auf verschiedene Weisen als signierte Summe von zwei
Quadraten schreiben

q(v) = +x/(v)* £y'(v)* mit Linearformen x'(-),y'(-) .

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



130 Abbildungen Einfiihrung in die Mathematik I

Beispiele

—7x* +12xy + 2y* = —7(x — Sy)* + Ly?
= —25x* 4+ 2(y + 3x)?
= (x+2y)* —2(=2x +y)?
X2+ 2xy +3y? = (x +y)? + 2y°

— x4+ (1 +vV2)y)* + 1 (x+ (1= V2))*

BT sz)z‘i‘ (%ZX— %zy)z

Wir machen den Raum V zu einem euklidischen Raum mit der iiblichen Norm ||v|| =

(x? + yz)%. Die Linearformen ox + By und yx + dy stehen somit genau dann aufeinan-
der senkrecht, wenn gilt oc -y + -0 = 0. In den ersten beiden Beispielen stehen die
Linearformen aus der letzten Zeile aufeinander senkrecht. Fiir die ersten Zeilen haben wir
uns weniger Mithe gemacht; wir haben die (aus der Schule wohlbekannte) Methode der
quadratischen Ergénzung angewandt.

Die Zerlegung mit orthogonalen Linearformen ist in den ersten beiden Beispielen eindeutig
bestimmt (wie wir sehen werden); im dritten Beispiel gibt es unendlich viele ‘orthogonale
Zerlegungen’ (der offizielle Name ist ‘Hauptachsenzerlegung’).

Hinweis: Quadriken

Das Nullstellengebilde einer quadratischen Funktion in einem (n-dimensionalen) reellaf-
finen Raum L nennt man eine Hyperfliche zweiter Ordnung oder auch eine Quadrik.

(Im Falle n = 3 sollte man wohl besser von einer ‘Fldche’ und im Falle n = 2 von einer
‘Kurve’ sprechen. In jedem Falle ist aber zu beachten, dass das Nullstellengebilde ‘ausge-
artet’ sein kann; es kann z. B. leer sein oder nur aus einem einzigen Punkt bestehen, und
es gibt noch viele weitere Moglichkeiten, wo die Rede von einer Hyperflache unangebracht
erscheint. )

In vielen traditionellen Lehrbiichern der ‘Analytischen Geometrie’ findet man fiir den
reellen und fiir den komplexen Fall eine vollstindige Klassifikation aller Quadriken in den
Dimensionen n = 2 und n = 3. Darauf wollen wir hier verzichten.

Kegelschnitte Wichtige ‘Kurven zweiter Ordnung’ sind die natiirlich die Ellipsen, die
Hyperbeln und die Parabeln, die ja (wie die Namen verraten) schon von den alten Griechen
studiert wurden. Diese nichtausgearteten ‘Kegelschnitte’ erscheinen bekanntlich auch in
der Kepler’schen Theorie der Bahnen von Himmelskoérpern. Allerdings werden sie in die-
sen klassisch geometrischen Zusammenhéangen normalerweise nicht in affinen Koordinaten
dargestellt. Die Wahl von passenden affinen Koordinatensystemen und der Matrizenkalkiil
sind natiirlich kraftige Hilfsmittel bei der Untersuchung der ‘Kurven zweiter Ordnung’.
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Die folgende Konstruktion erklart den traditionellen Namen ‘Kegelschnitt’: Ein Dop-
pelkegel im dreidimensionalen Anschauungsraum ist in passenden affinen Koordinaten das
Nullstellengebilde der homogenen quadratischen Funktion z? — x? — y?; die Durchschnit-
te mit Hyperebenen heissen Kegelschnitte. Wenn nun die quadratische Funktion q(-) in
einem bestimmten affinen Koordinatensystem gegeben ist

a(P)=bo+ Y bj-¥(P)+31 > bu-¥(P)xNP),
j=1

j k=1

dann geht man bequemerweise zu einer quadratischen Form auf dem R™! {iber

Q(X):%XT~Q-X:%quk~Xij fir die Spalten x = (x°,...,x™", wo
j, k=0
q()o:Zbo, qoj:qjo:bjfijr)':1,...,nundqjk:bjkfﬁrj,k:1,...,n.

Nun wird die Funktion q(-) durch die Einschrinkung der quadratischen Form auf die
Hyperebene {x° = 1} beschrieben.

Es zeigt sich, dass die interessantesten Typen quadratischer Funktionen durch die Wahl
von passenden affinen Koordinaten x(-),y(:)) in die folgende Gestalt gebracht werden
konnen:

q(P) x?(P) + y?(P) + const
bzw. = x%(P)—1y?*(P) + const
bzw. = x%(P)—y(P) + const
bzw. = x*(P)+ const

Im ersten Fall sind die Niveaumengen leer oder Ellipsen, im zweiten Fall sind sie Hy-
perbeln oder ein Paar sich schneidender Geraden, und im dritten Fall sind sie Parabeln.
Das Nullstellengebilde der Funktion x%(P) + const kann ein Geradenpaar sein oder eine
‘Doppelgerade’, wenn es nicht iiberhaupt leer ist.
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Exkurs: Eine spezielle quadratische Form im ‘Anschauungsraum’

In der speziellen Relativitdtstheorie hat man es mit einem vierdimensionalen reellaffinen
Raum zu tun. Die Punkte heilen die Weltpunkte. Man stellt die Verschiebungsvektoren
(in einem , Inertialsystem*) durch ein Quadrupel von Zahlen dar.

(XO>X1>XZ>X3) oder (Ct,X,y,Z) .

Jedem Verschiebungsvektor wird eine Zahl zugeordnet.

Q(PR) = x5 — (3 +3x3+3) = (ct)” — [x|* .
Diese reellwertige Funktion ist die quadratische Form zu einer Bilinearform. Man sagt von
zwei Weltpunkten P und R, dass sie zeitartig zueinander liegen, wenn Q(PR) > 0. Man
nennt den Verschiebungsvektor raumartig, wenn Q(PR) < 0. Die Verschiebungsvektoren
mit dem Q-Wert = 0 sind die Vektoren auf dem Lichtkegel. Man zeigt: Wenn Q(PR) >
0, dann kann man ein Inertialsystem einfithren, in welchem die Weltpunkte P und R

denselben Ort zu verschiedenen Zeiten einnehmen. \/ Q(PR) gibt an, welche , Eigenzeit*

zwischen den Ereignissen liegt. Wenn Q(PR) < 0, dann kann man ein Inertialsystem

einfithren, in welchem P und R als gleichzeitig erscheinen. \/ —Q(PR) ist der euklidische
Abstand. Die zu Q(-) gehorige Bilinearform B(-, -) ist fiir den Physiker ebenfalls wichtig;
sie ist aber fiir den Anféinger schwerer zu interpretieren.

Eine quadratische Form derselben Gestalt wird auch fiir die sog. Covektoren beniitzt.
Ein Covektor ist z.B. der sog. Vierervektorimpuls eines bewegten Teilchens. In jedem
Inertialsystem wird er durch ein Quadrupel (E, py, py, P2) beschrieben; E ist die Energie,
p ist der Impuls bzgl. des gewédhlten Koordinatensystems. Die Zahl

1 [/E\?
mo = /(¢ —(pPZ+pi+p >0

ist die Ruhemasse des bewegten Teilchens.

Bemerke : Interessant ist z. B. der Vierervektorimpuls der Photonen. Ein Photon be-
sitzt Energie E >0 (E = h-w), obwohl es keine Ruhemasse hat. Die Energie besitzt es
durch immerwé#hrenden Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit (siehe Feynman, Bd I, Kapi-
tel 17.5).
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Hinweis Koordinatensysteme

Die affinen Koordinaten des Anschauungsraums verallgemeinern die von der Schule her
bekannten cartesischen Koordinaten. Sie sind sehr gut geeignet fiir die Darstellung der
polynomialen Funktionen und vieler anderer wichtiger Funktionen.

In der hoheren Theorie der Funktionen auf dem Anschauungsraums betrachtet man
dann aber auch allgemeinere Koordinatensysteme, sog. ,, krummlinige“ Koordinaten (auf
Teilbereichen des Anschauungsraums oder auch auf sog. Mannigfaltigkeiten). Das be-
kannteste Beispiel sind die Polarkoordinaten auf der geschlitzten Ebene. Die Wahl ei-
nes geschickten Koordinatensystems ist ein Thema, welches uns immer wieder einmal
beschéftigen wird.

Bei den krummlinigen Koordinaten und in der Theorie der glatten Mannigfaltigkeiten
ist zu beachten, dass jeder Punkt seinen eigenen Tangentialraum hat. Zu jeder glatten
Funktion f gewinnt man eine Linearform (df,-) auf jedem dieser Tangentialriume. Der
‘Gradient’ von (df,-) beschreibt die Anderungsgeschwindigkeit von f beim Fortschreiten
entlang eines Tangentialvektors.

Wenn man ein ‘lokales Koordinatensystem’ bei P gewihlt hat, dann kann man eine
glatte Funktionen bei P ‘in erster Naherung’ durch eine affine Funktion und ‘in zweiter
Néherung’ durch eine quadratische (Funktion in diesen Koordinaten) approximieren. Auch
deswegen sind die affinen und die quadratischen Funktionen beliebte Funktionen.

Fiir die Approximationen ‘hoherer Ordnung’ beniitzt man dann in der ‘Taylor-Formel’
polynomiale Funktionen hoheren Grades; um sie zu beschreiben, miissten wir iiber den
Matrizenkalkiil hinausgehen.
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Aufgaben zu I1.5

Aufgabe I1.5.1 :

Eine Ellipse im euklidischen R? kann man durch eine quadratische Gleichung beschreiben.
Wenn der Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt, handelt es sich um eine homogene
quadratische Gleichung, die durch eine symmetrische 2 x 2-Matrix vorgegeben werden
kann.

E:{<x) :a11x2+(a12+a21)xy+a22y2:1}:{<X) :(x,y)A(X) :1}
Y Y Yy

( Die Teile a) und b) sind eine Anregung fiir diejenigen, die schon einmal mit MAPLE
gespielt haben, die {ibrigen Studierenden konnen die Anregung einfach iibergehen und
sofort mit dem Rechnen beginnen.)

a) MAPLE kann Thnen helfen, Ellipsen zu zeichnen. Finden Sie heraus, wie dies mit
dem MAPLE Befehl implicitplot funktioniert. Zeichnen Sie

Ei a2+ 3y’ =1
2 2
) )
Ez: 9-x2 + 4xy + 6y? =1
Bot 100 (Js(2x+1) 45 (Jsl—x+2y)) " =1.

Betrachten Sie die Bilder der Ellipsen unter Variation des Bildbereichs im Befehl
implicitplot.

b) Ergénzung zu E3 & E4 : Verifizieren sie

=0 (38)()-
e (B 2)(5) v
(-5 0 0 -50 50

c¢) Auf jedem Kreis um den Nullpunkt gibt es einen Punkt, in welchem 9x%+4xy + 6y
maximal (bzw. minimal) ist.
Die Maximalpunkte (bzw. Minimalpunkte) liegen auf einer Geraden durch den Null-
punkt. Diese Geraden (,,Hauptachsen“) sollen bestimmt werden.

2
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Hinweis : Wenn man einen Punkt P* mit den kartesichen Koordinaten x*,y* um den
Winkel ¢ dreht, erhélt man den Punkt Py mit den kartesichen Koordinaten

a(p) = cosd-x* + sind-y*
b(d) = —sind-x* + cosd-y*

Die Funktion F(¢d) = 9a?(¢p) + 4a(d) - b(d) + 6b%(P) soll maximiert (bzw. minimiert)
werden. Die Bedingung d—‘}bF(d)) = 0 fithrt zum Ziel, wenn man beachtet

Man erhilt eine quadratische Gleichung fiir 2().

a
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I1.6 Polynome als Abbildungen von C in sich

In dieser Vorlesung studieren wir keine Vektorrdume von Funktionen und keine Gruppen
von Abbildungen. Wir diskutieren spezielle Abbildungen von C in sich; wir interessieren
uns vor allem fiir die polynomialen Abbildungen

z—p(z) =ap+aiz+...+anz".

Die Polynome werden nicht als Elemente des Polynomrings C[z] betrachtet, sondern als
Abbildungen von C auf C. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass ein nichtkon-
stantes Polynom p(z) jeden Wert annimmt; die Gleichung p(z) = w hat Losungen fiir
jedes w. (Wenn man Vielfachheiten beriicksichtigt, gibt es genau n Losungen fiir jedes
Polynom vom Grad n).

Im Schulunterricht werden quadratische Gleichungen behandelt. Die Formeln, die man
dort fiir reelle Polynome lernt, gelten unverédndert fiir komplexe Polynome

az’+2bz+c=0 z1‘2:%<—bi—vb2—ac) .

(Die Quadratwurzel ist im Komplexen bis auf das Vorzeichen definiert.)

Im 16. Jahrhundert hat man gefunden, dass man die Gleichungen dritten und vierten
Grades mit dhnlichen Mitteln behandeln kann. Weithin bekannt ist die Cardanische For-
mel. Der damals eingeschlagene Weg erwies sich aber als eine Sackgasse. Er taugt nicht
fiir Polynome vom Grad > 4.

C. F. Gauss hat schliellich das Problem mit geometrischen Mitteln gelést. Er gab mehrere
Beweise des Fundamentalsatzes, den ersten in seiner Dissertation, 1799.

Die Algebra hat weiterhin viel zum Thema zu sagen. Durch Arbeiten von N.H. Abel (1802-
1829) und E. Galois (1811-1832) wurde klar, warum Gleichungen vom Grad > 4 prinzipiell
anders behandelt werden miissen als die Gleichungen vom Grad < 4. Galois entwickelte zu
diesem Zweck den Begriff der Permutationsgruppe; er erkannte die grundlegenden Eigen-
schaften der Transformationsgruppen, die zu den Wurzeln einer polynomialen Gleichung
gehoren. Galois schaffte es aber nicht, seine Entdeckungen zu publizieren. Am Vorabend
seines Todes in einem Duell hatte er einen Freund gebeten: ,,Du wirst Jacobi oder Gauss
bitten, ihre Meinung nicht iiber die Wahrheit, sondern iiber Bedeutung der Satze zu sagen.
Danach wird es, so hoffe ich, einige Leute geben, die es fiir vorteilhaft erachten, diesen
ganzen Wirrwarr zu entziffern“. Der Brief und die Entdeckungen wurden, soweit wir wis-
sen, Jacobi und Gauss nicht vorgelegt; sie wurden der mathematischen Offentlichkeit erst
1846 bekannt, zu einer Zeit, als Cauchy begonnen hatte, iiber Gruppentheorie zu arbeiten.
Volles Verstandnis fiir den Ansatz von Galois wurde erst um 1870 geschaffen (C. Jordan,
F. Klein, S. Lie).

Erste Beweisskizze
Wir wollen zeigen, dass ein nichtkonstantes Polynom p(-) Nullstellen besitzt. Wir betrach-
ten die p-Bilder €, von Kreisen um den Nullpunkt {z; = 7 - e'*,t € [0, 2n]}. Fiir kleine
r > 0 liegen die Bildpunkte w; = p(z{) nahe bei ay. Fiir grofie r iiberwiegt der letzte
Term; er ist von der Groflenordnung ™.

We=ao+ a1 z¢+ ...+ an- (2" =an 1" [e™ + Rest] .
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Der Faktor a, ist eine Drehstreckung. {e™ : t € [0,27]} durchliuft n-mal den Ein-
heitskreis {ainwt it e [0,271]} ist also eine Kurve nahe am n-mal durchlaufenen Kreis

mit dem groflen Radius r™. Die Kurven €, = {p(re“) te [0,271]} miissen fiir gewisse
11 <13 < ... < 1, durch den Nullpunkt gehen, da die Anzahl der Umschlingungen des
Nullpunkts von 0 auf n anwéchst. (Hier wird ein Argument beniitzt, welches heute unter
dem Namen , Zwischenwertsatz® diskutiert wird. Der erste, der es klar ausgesprochen hat,
war Bolzano. Cauchy machte es um 1821 weithin bekannt.)

Das Argument mit den Umlaufszahlen zeigt: Wenn die Kurve €, = {p(T ce't) 1t e |0, 271]}
den Nullpunkt k-mal umschlingt, dann liegen k Nullstellen z;, ...,z in der Kreisscheibe
{z :|z| < r}. Die Nullstellen miissen allerdings nicht paarweise verschieden sein; es konnen
auch Mehrfach-Nullstellen auftreten. Es ist eindrucksvoll, wenn man die Bildkurven €,
fiir verschiedene 1 auf dem Bildschirm verfolgt.

MAPLE erweist sich als ein iiberzeugendes Hilfsmittel.

Zweite Beweisskizze

Der Absolutbetrag |p(z)| ist grofl, wenn |z| grof ist. Es existiert ein R und eine Konstante
sodass |p(z)| > const - [R[™ fiir |z| > R. Der Minimalwert von [p(z)| kann also nicht weit
drauflen angenommen werden.

Sei Z ein Punkt, in welchem [p(z)| seinen Minimalwert annimmt. Wenn wir zeigen kénnen,
dass p(z) # 0 unmoglich ist, dann wissen wir, dass z eine Nullstelle ist.

Die Uberlegung bringt einen Begriff ins Spiel, der uns in allgemeineren Zusammenhingen
immer wieder begegnen wird, den Begriff der offenen stetigen Abbildung. Eine stetige
Abbildung ¢(-) heiit eine offene Abbildung, wenn sie jede offene Menge U auf eine offene
Menge ¢(U) abbildet. Um das zu verstehen, muss man wissen, was eine offene Menge ist.
Def. : Eine Menge U heifit offen, wenn sie mit jedem P € U auch eine volle Umgebung
von P enthalt.

Beispiel : Offene Teilmengen der reellen Achse R sind leicht zu charakterisieren: Jede
offene Menge U ist eine Vereinigung von offenen Intervallen, U = J(aj, bi). Eine stetige
reellwertige Funktion auf R wollen wir hier als eine Abbildung verstehen. Sie ist genau
dann eine offene Abbildung, wenn sie strikt monoton ist (isoton oder antiton). Wenn sie
in einer Umgebung eines Punkts X nicht strikt monoton ist, dann ist das Bild einer kleinen
Umgebung nicht offen.

Die nicht konstanten polynomialen Abbildungen von C in sich sind stets offene Abbil-
dungen. Das p(-)-Bild jeder offenen Kreisscheibe {z : |z — zo] < 1} umfasst eine volle
Umgebung von p(zo).

In der Tat sehen die Bilder kleiner Kreisscheiben fast wie Kreisscheiben aus

p(z) =plzo) +b1-(z—2z0) + ...+ bn-(z2—20)" .

In den Punkten mit by # 0 geht p(z) — p(zo) aus (z — zo) ndaherungsweise durch eine
Drehstreckung hervor

p(z) —p(z0) = by - (z—z0)[1 + Rest (zo,2)]
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mit einem kleinen Rest fiir kleines |z —z|. Sei zg ein Punkt mit 0 =by; =... =by_1,bx #
0. Es gilt dann fiir z ~ z,.

p(z) — plzo) = bulz — z0)*[1 + Rest (zo,z)]

Die Abbildung z —— z* vergroBert die Winkelabstinde um den Faktor k. Der Kreis mit
dem Radius r wird in k-facher Umdeckung auf den Kreis mit dem Radius t* abgebildet.

Corollar : Wenn p(-) in zp nicht verschwindet, dann gibt es in jeder Umgebung Punkte
z1, die ndher am Nullpunkt liegen.
Wenn |p(-)| in zg ein lokales Minimum besitzt, dann ist zg eine Nullstelle des Polynoms.

Bemerke : Aus der Beweisskizze wird ein Beweis, wenn wir wissen, dass die Funktion
Ip(z)| ihr Minimum annimmt.

Wir werden lernen: Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten Raum nimmt
ihr Minimum an. Der Schliisselbegriff ist der Begriff der Kompaktheit. Dieser stand Gauss
nicht zur Verfiigung. (Er geht auf Weierstrafl zuriick. Bei Weierstrafl findet sich auch ein
Beweis(!), dass jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge von C kompakt ist.) Gauss
verband mit der Idee der komplexen Zahlenebene ohne Weiteres die Uberzeugung, dass
jede Folge in der abgeschlossenen Kreisscheibe {|z| < R} eine konvergente Teilfolge besitzt.

Bemerkung : Es geniigt, den Fundamentalsatz der Algebra fiir diejenigen Polynome
p(z) zu beweisen, die keine Mehrfach-Nullstellen haben; denn man kann zu jedem Polynom
p(z) sehr leicht ein Polynom q(z) konstruieren, welches dieselben Nullstellen hat, aber
alle nur einfach. Sei ndmlich

‘p(z) = an-Z“—I-an_]-Z“’1+...—|—a1-z—|—ao
p'(z) = (man)-z" "+ Mm—1Nan -2V 2+...+2az+ aq
Pz

r(z) = ggT(p,p), alz) =75 -

Dann hat q(-) dieselben Nullstellen wie p(-), aber jede nur mit der Vielfachheit 1. Dies
sieht man so: zg sei eine {-fache Nullstelle von p(-) mit { > 1. p(z) = (z — z0)* - po(2),
Pol(zo) # 0. Nach der Produktregel (die ganz ohne Grenziibergéinge trivial zu beweisen
ist), gilt

1

p'(z) =0 (z—20)"" - polz) + (z—20)" - phlz) = (z—20)" - pa(2)

ggT(p,p') = (z—20)" " - 11(2)

q(-) hat also zg als einfache Nullstelle

Dritte Beweisskizze
Gauss betrachtet die reellwertige Funktion T(z) =R (ﬁp(z)) auf einem grofien Kreis

{z :|z] = R}. T(-) verhilt sich bei einem Umlauf zy = R-e' wie cos(n-t). T(R-e') wechselt
bei einem Umlauf n-mal das Vorzeichen von + nach — und n-mal von — nach +.
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Gauss verfolgt die Trennlinien ins Innern des Kreises. (Sie schneiden sich iibrigens nicht,
wenn p(-) keine Mehrfach-Nullstellen hat.) Er betrachtet andererseits die Funktion

Si2) =3 (o ble))

und ihre Trennlinien der Positivitatsbereiche. Dort wo sie sich mit den Trennlinien fiir
T(z) schneiden, haben wir Nullstellen von p(-).

Beispiel fiir eine Funktion 5. Grades aus Gaussens viertem Beweis.

Es ist visionér zu nennen, was Gauss (1849) zu seinem Argument schreibt:

Ich werde die Beweisfiihrung in einer der Geometrie der Lage entnommenen
Einkleidung darstellen, weil jene dadurch die grifite Anschaulichkeit und Ein-
fachheit gewinnt. Im Grunde gehdrt aber der eigentliche Inhalt der ganzen
Argumentation einem hoheren von Rdaumlichkeiten unabhdngigen Gebiete der
allgemeinen abstrakten Griffenlehre an, dessen Gegenstand die nach der Ste-
tigkeit zusammenhdngenden Griffenkombinationen sind, einem Gebiete, wel-
ches zur Zeit noch wenig ausgebaut ist, und in welchem man sich auch nicht
bewegen kann ohne eine von rdumlichen Bildern entlehnte Sprache.

(Zitiert nach ,Die vier Gauss’schen Beweise fir die Zerlegung ganzer algebraischen Funk-
tionen ... “ Verlag von Wilhelm Engelmann, Leipzig und Berlin, 1913.)

Exkurs : Auch fiir den Physiker gibt es gute Griinde, die komplexwertigen Funktionen
einer komplexen Variablen als Abbildungen aufzufassen. Hier ein Beispiel:

Die Zhukowski-Abbildung
Wir diskutieren eine spezielle nichtpolynomiale Abbildung, die Zhukowski-Abbildung

1 1
() :z+—>—<z+—)
2 z

Sie galt frither als wichtig fiir die Stromungslehre (,,Zhukowski-Profile*). Wir behandeln
nur einige mathematische Aspekte.
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. Die Zhukowski-Abbildung ¢(-) bildet den Einheitskreis auf die (,,doppeltbelegte)

Strecke S zwischen —1 und +1 ab.

(e“ + e*“) =cost .

N =

. Es gilt @ (%) = @(z). Sowohl das AuBere des Einheitskreises als auch das Innere

des punktierten Einheitskreises {z : 0 < |z| < 1} wird bijektiv auf C\S abgebildet.

Die Gleichung
1 1
w = 7 <z + Z)

hat nédmlich fiir jedes w # S genau zwei Losungen

2zw = 2241, (z—w)2=w?—1

zip = wtvw?—1 .

Eine der Losungen hat Betrag > 1; die andere ist die reziproke Zahl mit Betrag < 1.

Die Kreise um den Nullpunkt werden in konfokale Ellipsen abgebildet

plr-e®) = 3(r+ cose+§(r—1)sing —utiv
2 2
Wir haben :%4—%:1) AZ—b2=1
mita = 4(+h)wd b=

Die Strahlen vom Nullpunkt aus werden auf konfokale Hyperbelbogen abgebildet.
Mit ¢ = cos @, s =sin @

uZ \)2

haben wir —S-—5=1, c?4s?=1
c S

. Wir studieren das volle Urbild der waagerechten Geraden {z : J¢(z) = v}. Der Wert

v = 0 ist ein Sonderfall. Fiir v # 0 zerfillt das Urbild in zwei Zusammenhangskom-
ponenten. Die eine liegt aulerhalb des Einheitskreises; die andere geht daraus durch
Spiegelung am Einheitskreis hervor. Die Komponente auflerhalb des Einheitskreises
ist der Graph G einer Funktion y = Y,(x), namlich

G = {(x,y) x> +y?>>1, 3(x+iy+ ! >:2v} oder

x+iy
G = {(x,y) :xX*+y?>1, y— L=} .

Fiir grofie x?> haben wir Y, (x) ~ 2v. Fiir v — 0 erhalten wir Kurven, die sich im
Bereich x| < 1 an den Einheitskreis anschmiegen.
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Mit MAPLE findet man ein Bild. Dieses Bild findet man auch in Feynman Bd II,
Kapitel 40: ,Die Stromung von trockenem Wasser*(Figur 40.11a).

Ein #&hnliches Bild ist Fig. 41.5 im Kapitel ,Die Stromung von nassem Wasser®.
Die Unterschrift zu 41.5 lautet: Viskose Stromung (niedrige Geschwindigkeiten) um
einen kreisférmigen Zylinder.

___*_A_.__—-—//_____,/’\\__“

Aufgaben zu I1.6

Aufgabe I1.6.1 (Windungszahl)

Vorbereitungen :

A) Das Bild veranschaulicht den Begriff ,, Windungszahl“ w(P, €) einer orientierten ge-
schlossenen glatten Kurve € um einen Punkt P.
Im Bild : w(P;, &) =j (fiir j =0,1,2,3).

B) Fiir verschiedene Kurven €, in der komplexen w-Ebene sollen die Umlaufszahlen
wy :=w(0, €,) um den Nullpunkt studiert werden. €, sei das Bild des (im positiven
Sinn einfach durchlaufenen) Kreises K, := {z e C :z—1 = r} bzgl. einer
polynomialen Abbildung

z— w="7p(z)

Aufgabe :
a) Beniitzen Sie MAPLE, um Bilder fiir den konkreten Fall

plz) = (z- G—i))(z—m +1) = (2- (—%—l—%))

fir Radien r mit 0,4 < r < 2,5 in einer Animation darzustellen. Lesen Sie die
Umlaufszahlen ab!
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b) Wenn man w, (als Funktion von r > 0) betrachtet, dann erhélt man Spriinge an
zwei Stellen v und r**. Berechnen Sie diese.

c) Interpretieren Sie, was es fiir einen Kreis K, bedeutet, dass sein Bild einen ,,Schei-
telpunkt® besitzt.
Berechnen Sie die Abstande der Nullstellen von p’(z) zum Kreismittelpunkt und
betrachten Sie die Bilder der Kreise mit diesen Radien.
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Thesen zum Verhiltnis von Arithmetik und Geometrie
Die Wendung von den Polynomen als Rechengrofien (im Sinne der Algebra) zu den Poly-
nomen als Abbildungen (im Sinne der Geometrie) verdient Kommentare. Man hat zurecht
gesagt, dass es sich beim beriihmten ,, Fundamentalsatz der Algebra“ iiberhaupt nicht um
einen Satz der Algebra handelt; man sollte lieber vom , Fundamentalsatz des komplexen
Zahlensystems* sprechen. Die Beweise des Satzes brauchen nidmlich geometrische (oder
genauer: , topologische®) Argumente.
Arithmetik und Geometrie galten in der Tradition der griechischen Philosophie bis hin-
ein ins 19. Jahrhundert als Wissensgebiete, die man aus logischen Griinden voneinander
getrennt sehen muss. Die Unterscheidung war allerdings spétestens im 17. Jahrhundert
durch die praktische Entwicklung in Frage gestellt worden. Bei der Infinitesimalrechnung
von Newton und Leibniz war die Einordnung véllig unklar; diese Theorie handelte von
geometrischen Variablen, von Groflen, die explizit mit geometrischen Kurven assoziiert
wurden; die Theorie orientierte sich recht weitgehend an intuitiven geometrischen Be-
griffen. Das irritierte die Mathematiker des 18. und 19. Jahrhunderts. Leute wie Euler,
Lagrange und Cauchy versuchten in ihren Begriindungen der Analysis die geometrische
Intuition durch Prinzipien der Arithmetik zu ersetzen; konsequenterweise erscheint in ih-
ren Biichern iiber Infinitesimalrechnung kein einziges geometrisches Diagramm.
Man darf sagen, dass diese Versuche der Arithmetisierung letztlich nicht erfolgreich wa-
ren. Bolzano (1815) griindete seinen Beweis der ‘Zwischenwertsatzes’” auf eine Kombina-
tion von Vorstellungen iiber die reellen Zahlen mit Vorstellungen iiber die reelle Achse.
Ein entscheidender Schritt der Anndherung von Geometrie und Arithmetik war dann die
von Gauss initiierte Geometrisierung des Systems der komplexen Zahlen. Eine wirklich
tragfihige Briicke ergab sich aber erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts. Da gelang De-
dekind, Cantor und Weierstrass die sog. Arithmetisierung der Analysis. Es gelang, den
Irrationalzahlen einen legitimen Platz in der Arithmetik zu verschaffen, und so die Idee
der reellen Geraden mit der Arithmetik zu verbinden.

Im 20. Jahrhundert haben sich Auffassungen durchgesetzt, die man in Thesen wie den
folgenden zuspitzen kann:

e Geometrie kommt nicht weit ohne Algebra. Auch die Geometrie braucht Formeln
und formales Rechnen. Abstrakte Vektorrdume und Gruppen sind nicht nur Struk-
turen der Algebra, sie sind auch das Riickgrat der Geometrie.

e Die Algebra kann das geometrische Denken nicht ersetzen. Die Objekte der Mathe-
matik sind nicht identisch mit ihrer formalen Beschreibung. Das Denken in Bildern
und Diagrammen ist ein wesentliches Moment aller Mathematik. Zu jeder Art von
Mathematik gehort eine gewisse Anschaulichkeit, die der geometrischen Anschauung
analog ist.

e Die zu neuen Erkenntnissen passende ‘Anschauung’ ldsst sich nicht immer kurzer-
hand mit der gewohnten geometrischen Anschauung zur Deckung bringen. Versuche
der Reduktion kénnen u. U. zu Fehlvorstellungen fiithren, wie man z. B. in der
Quantenmechanik sehen kann. Der erweiterte Schatz an Rechengrofien sollte dazu
niitzlich sein, die erweiterte Vorstellungswelt zu festigen.
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Historischer Anhang : Irrationalzahlen und Geometrie

(Entlang von D.J. Struik ,, Abriss der Geschichte der Mathematik“,  Berlin 1963,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften.)

In ihrer Suche nach den ewigen Gesetzen des Kosmos studierten die Pythagoreer Geome-
trie, Arithmetik, Astronomie und Musik (das ,,Quadrivium* wurde dieser Facherkanon
in der mittelalterlichen Universitdt genannt). Anhand von inkommensurablen Strecken
entdeckten die Pythagoreer das Irrationale. Das Verhéltnis von Seite und Diagonale ei-
nes Quadrats kann nicht durch ,,Zahlen“ ausgedriickt werden - d.h. durch positive ganze
Zahlen und ihre Verhéltnisse, die in der Pythagoreischen Arithmetik allein zugelassenen
Begriffe.

Dabei blieben die Griechen nicht stehen. Das Fiinfte Buch von Euklid stellt die Theo-
rie inkommensurabler GroBlen von Eudoxus in rein geometrischer Form dar. Die Theorie
der Proportionen von Eudoxus beseitigte die arithmetische Theorie der Pythagoreer, die
nur fiir kommensurable Groflen giiltig war. Typisch ist die Definition 5 von Buch V der
Euklidischen Elemente:

~Man sagt, dass Grifien in demselben Verhdltnis stehen, die erste zur zweiten wie die drit-
te zur vierten, wenn bei beliebiger Vervielfiltigung die Gleichvielfachen der ersten und der
dritten den Gleichvielfachen der zweiten und vierten gegeniiber, paarweise entsprechend
genommen, entweder zugleich gréfler oder zugleich kleiner sind. “

Euklid hat der neuen Theorie der inkommensurablen Gréfen ein besonderes Gewicht
beigemessen. Im zehnten Buch, welches meist als das schwierigste angesehen wird, entwi-
ckelt Euklid eine geometrische Klassifizierung quadratischer Irrationalitdten und von Qua-

dratwurzeln aus solchen. Wir wiirden sagen, dass es um Zahlen von der Form v a + vb
geht. Bei den Griechen wurden die Schwierigkeiten mit den Irrationalitéten nicht, wie im
Orient oder in Europa im Zeitalter der Renaissance, durch eine Verallgemeinerung des
Zahlbegriffs aufgelost, sondern (unter Ablehnung einer auf Zahlen beruhenden Theorie)
durch den Versuch einer geometrischen Synthese.

Die Harmonie zwischen Arithmetik und Geometrie erschien den Griechen auch noch
durch eine andere Schwierigkeit gestort, die aus den Erorterungen iiber die Realitéit der
Verénderungen entstanden war. Zeno von Elea (um 450 v.u.Z.) bezweifelte die Zulassigkeit
von einigen élteren intuitiven Begriffen beziiglich des unendlich Kleinen und des unendlich
Groflen. Die vier Paradoxien des Zeno erregten grofies Aufsehen; und es wird bis heute iiber
sie geredet (besonders iiber ,, Achilles und die Schildkréte“ und den ,,fliegenden Pfeil“). Die
Uberlegungen von Zeno machten klar, dass eine endliche Strecke in unendlich viele kleine
Strecken zerlegt werden kann, von denen jede eine endliche Linge besitzt. Sie zeigten
auflerdem, dass es schwierig zu erklédren ist, was man eigentlich damit meint, wenn man
sagt, dass eine Linie aus Punkten zusammengesetzt ist.

Die Trennung von Arithmetik und Geometrie bestimmte iiber 2000 Jahre das Bild
von Mathematik. Formeln gab es nur in der Arithmetik; man hatte keine algebraischen
Zeichen fiir die geometrischen Groflen. Als im 15. Jahrhundert die Trigonometrie als eine
von der Astronomie unabhéngige Wissenschaft entstand (ein wichtiger Pionier war Regio-
montanus, 1464), wurden noch alle Sitze (wie z.B. der Sinussatz fiir sphérische Dreiecke)
in Worten ausgedriickt.
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Auf der anderen Seite hat sich im spéten Mittelalter die Einstellung zu den Zahlen
gewandelt. Mit der Ausdehnung des Handels hat sich das Interesse an Mathematik lang-
sam in den Stddten des Nordens ausgebreitet. Zunéchst war das Interesse hauptséchlich
ein praktisches. Fiihrer in der Liebe zur praktischen Mathematik waren die Rechenmeis-
ter, die auch Buchfiihrung und Navigation lehrten. Thnen stand nur selten ein Mann mit
Universitatsbildung zur Seite, der sie aufgrund seines Studiums der Astronomie hétte
befdhigen kénnen, die Bedeutung von verbesserten Rechenverfahren zu verstehen.

Die theoretische Mathematik war zwar wahrend des Mittelalters nicht vollig unter-
gegangen; sie wurde aber nicht bei den Praktikern, sondern bei den scholastischen Phi-
losophen kultiviert. Hier fithrte das Studium von Plato und Aristoteles im Verein mit
Griibeleien iiber die Natur der Gottheit zu spitzfindigen Spekulationen iiber die Natur der
Bewegung, des Kontinuums und der Unendlichkeit. Das énderte sich in der Renaissance.

Mittelpunkte eines neuen geistigen Lebens waren im 15. Jahrhundert die italienischen
Stiadte und in enger Verbindung die mitteleuropéischen Stadte Niirnberg, Wien und Prag.
Der Fall von Konstantinopel im Jahre 1453, der das Byzantinische Reich beendete, fiihrte
viele griechische Gelehrte in die Stddte des Westens. Das Interesse an den griechischen
Originaltexten wuchs. Noch blieben aber die Klassiker das Nonplusultra der Wissenschaft.
Es bedeutete eine ungeheure und freudige Uberraschung, als italienische Mathematiker
am Anfang des 16. Jahrhunderts tatséchlich zeigten, dass es moglich war, eine neue ma-
thematische Theorie zu entwickeln, die bei den Alten und den Arabern nicht vorhanden
war.

Diese Theorie, die zur allgemeinen Losung der kubischen Gleichung fiihrte, wurde
von Scipio de Ferro und seinen Schiilern an der Universitidt von Bologna entdeckt. Diese
Universitdt war damals eine der grofiten und beriihmtesten in Europa. Allein ihre astro-
nomische Fakultit hatte zeitweise sechzehn Lektoren. Aus allen Teilen Europas stromten
die Studenten herbei, um die Vorlesungen zu hoéren - und zu den offentlichen Disputa-
tionen, die ebenfalls die Aufmerksamkeit grofier, sportlich eingestellter Hérermassen auf
sich lenkten. Unter diesen Studenten befanden sich zeitweise Pacioli, Albrecht Diirer und
Kopernikus. Charakteristisch fiir dieses neue Zeitalter war der Wunsch, nicht nur das
klassische Erbe aufzunehmen, sondern zugleich Neues zu schaffen und iiber die von den
Klassikern abgesteckten Grenzen hinaus vorzudringen. Die Erfindung der Buchdrucker-
kunst und die Entdeckung Amerikas waren Beispiele fiir solche Moglichkeiten.

War es moglich, in der Mathematik Neues zu finden? Griechen und Orientalen hat-
ten ihren Scharfsinn an der Losung der kubischen Gleichung versucht, aber sie hatten
nur einige Spezialfille numerisch 16sen konnen. Die Mathematiker in Bologna versuchten
nun, die allgemeine Losung zu finden. Die kubischen Gleichungen konnten auf drei Fille
reduziert werden

X Hpx=gq , X =px+q , x>+ q=px ,

wobei p und q positive Zahlen waren. Die Losung wird heute als Cardanische Formel
bezeichnet; sie hat im Falle x> + px = ¢ die Form

s p2 a2 q 3 [pP a4 (q
X_\/\/27+4+2 \/\/27+4 2
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Es gab heftige Auseinandersetzung um Prioritéten (siche Struik, Seite 98) .
Wie man sieht, fithrte diese Losung GroBen der Form v/ a 4 v/b ein, die von den Eukli-
dischen v/ a + v/b verschieden waren. Cardano betrachtete auch negative Zahlen, die er

»fiktiv¢ nannte, aber er wusste nichts anzufangen mit dem sog. ,casus irreduzibilis® der
kubischen Gleichung, in dem drei reelle Losungen vorhanden sind, die als Summe oder
Differenz von solchen Zahlen erschienen, die wir heute komplexe Zahlen nennen.

Die Schwierigkeit wurde von dem letzten der grofien Bologneser Mathematiker des 16.
Jahrhunderts Raffael Bombelli, behoben, dessen ,,Algebra“ 1572 erschien. Er schrieb 3i
als v/0 — 9 (wortlich so: R[0Om.9], R fiir radix, m fiir meno). Der Kalkiil ergab Formeln
wie z.B.

V52402200 =4+ VO T .

Der Kalkiil erlaubte den ,,casus irreduzibilis“ zu behandeln. Bombellis Buch wurde viel
gelesen, insbesondere auch von Leibniz und Euler. Von da an verloren die komplexen
Zahlen etwas von ihrem iibernatiirlichen Charakter, obwohl sich ihre uneingeschréinkte
Anerkennung als Zahlen erst im 19. Jahrhundert durchsetzte.

In seiner Arbeit von 1831 beseitigte Gauss ein fiir allemal das Geheimnis, das die
komplexen Zahlen immer noch umgeben hatte, durch ihre Darstellung als Punkte in der
Ebene. Hier wird also die Geometrie herangezogen, um die Zahlen zu verstehen. Parallel
dazu hat man auch verstanden, warum das Wurzelziehen nicht geeignet ist, um polyno-
miale Gleichungen vom Grad > 4 zu 16sen. (Bei den einschldgigen Arbeiten von Abel und
Galois liegen iibrigens auch wesentliche Ansto8e fiir die Theorie der endlichen Gruppen.)

Im Laufe des 19. Jahrhunderts wurde klar, dass man fiir einen strengen Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra die Vollstdndigkeit der komplexen Ebene benotigt. Man
braucht eine Theorie der Irrationalzahlen. Die heutige Theorie der Irrationalzahlen, wie
sie von Dedekind und Weierstrafl gegen Ende des 19. Jahrhunderts entwickelt wurde, folgt
fast wortlich dem Gedankengang von Eudoxus. In zwei kleinen Béndchen ,,Stetigkeit und
irrationale Zahlen“ (1872) und ,,Was sind und was sollen die Zahlen®“ (1882), vollendete
Dedekind das fiir die moderne Mathematik, was Eudoxus fiir die griechische Mathematik
geleistet hatte. Es besteht eine groBe Ahnlichkeit zwischen dem ,, Dedekind’schen Schnitt*
und der alten Theorie von Eudoxus. Cantor und Weierstrafl gaben arithmetische Definitio-
nen der irrationalen Zahlen, die auf dhnlichen Betrachtungen beruhen. Cantor ging dann
mit seiner Mengenlehre noch einen wesentlichen Schritt weiter in der ,, Arithmetisierung
der Mathematik*.

Die Theorien der Irrationalzahlen haben durch die Verwendung moderner arithme-
tischer Methoden weitere Perspektiven ercffnet. Die zunédchst umstrittenen Ideen zum
Aktual-Unendlichen von G. Cantor haben schliellich doch vollstéandige Anerkennung ge-
funden, als die auflerordentliche Bedeutung dieser Denkweise fiir die Begriindung der
Theorie der reellen Funktionen und der Topologie immer deutlicher wurde.

Endgiiltig klar wurde die Bedeutung der abstrakten Konstruktionen, nachdem Lebes-
gue im Jahre 1901 die Mengenlehre durch seine Maf- und Integrationstheorie bereichert
hatte.
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III Metrik, Norm, Konvexitét

Themeniibersicht 111

Eine wichtige Methode, einer abstrakten Menge S Struktur zu geben, besteht darin, dass
man den Punktepaaren einen Abstand d(P, Q) zuordnet. Die Dreiecksungleichung bietet
eine Einstieg in die Begriffswelt der metrischen Réaume.

Auf reellen und komplexen affinen Rédumen interessiert man sich vor allem fiir solche
Abstandsfunktionen, die durch eine Langenmessung (Norm) im Raum der Verschiebungs-
vektoren gegeben sind: d(P,Q) = ||ﬁ||

Auf diesem Weg kommen wir zum Begriff der Konvexitit und zu Themen der Dualitéit in
reellaffinen Vektorraumen.

Bei allen Uberlegungen spiclt die Ordnung auf der reellen Achse R eine wichtige Rolle.
Wir werden wesentlich ausniitzen, dass jede nach oben beschrinkte Teilmenge von R in
R eine kleinste obere Schranke (,,Supremum®) besitzt. Eine eingehende Analyse dieser
Vollstdndigkeitseigenschaft von (R, <) iiberlassen wir aber der Vorlesung iiber Analysis.

II1.1 Dreiecksungleichung und Subadditivitét

Semimetriken. Beispiele: Abstand auf einem zusammenhéngenden Graphen. Hamming-
Distanz auf {0, 1}™. Subadditive Funktionen auf dem positiven Oktanten. Eine monotone
subadditive Funktion macht aus einem Tupel von Semimetriken eine Semimetrik. Vorfor-
men der Holder’schen und der Minkowski’schen Ungleichung.

Metrische Rdume fiir die Analysis. Konvergente Folgen in einem metrischen Raum, ab-
geschlossene und offene Mengen. Stetige und unterhalbstetige Funktionen auf einem me-
trischen Raum. Eine Funktion ist genau dann unterhalbstetig, wenn ihr Epigraph abge-
schlossen ist.

III.2 Normierte Vektorrdume und stetige Linearformen.

Seminormen auf einem reellen oder komplexen Vektorraum. Die 2-Norm auf dem Raum
der trigonometrischen Polynome. Die Schwarz’sche Ungleichung. Stetige Linearformen auf
einem normierten Vektorraum; die duale Norm. Die p-Norm auf dem Raum der finiten
Folgen. Die g-Norm ist die duale Norm.

I1I.3 Konvexe Mengen und konvexe Funktionen.

Wir beschranken uns hier wieder auf den endlichdimensionalen Fall. Die Distanzfunktion
zu einer konvexen Nullumgebung. Stiitzfunktionen. Fortsetzung einer Linearform unter ei-
ner positiv homogenen subadditiven Funktion. Die Trennung disjunkter konvexer Mengen.
Unterhalbstetige konvexe Funktionen. Beispiele aus der elementaren Analysis. Stiitzhy-
perebenen. Die Legendre-Transformation. Duale konvexe Kegel.

Nachtrag: Die Jensen’sche Ungleichung.

Riickblick: Die bisher ins Auge gefassten Typen von Funktionen im Uberblick.
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III Metrik, Norm, Konvexitét

II1.1 Dreiecksungleichung und Subadditivitét

Definition

Eine abstrakte Punktmenge S wird dadurch zu einem metrischen Raum, dass man eine
positive Funktion d(-,-) auf S x S auszeichnet, welche den Forderungen an eine Metrik
genigt.

Definition (Metrik)
Eine Funktion d(-, ) heiit eine Semi-Metrik, wenn gilt
(i) d(P,Q) > 0 fiir alle P, Q, d(P,P) = 0 fiir alle P.
(ii) d(P,Q) =d(Q,P) (, Symmetrie®)
(iii) d(P,R) < d(P,Q)+ d(Q,R) (,,Dreiecksungleichung*)
Die Semi-Metrik ist eine Metrik, wenn gilt
(iv) d(P,Q)=0=P=Q.

Beispiele :

1) Die reelle Achse wird im Schulunterricht von vorneherein als ein metrischer Raum
eingefithrt. d(x,y) = [y — x/|.

2) Die komplexe FEbene wird meistens mit der Metrik d(z,w) =
lw —z| = \/(w—z)(W — Z) ausgestattet. Manchmal ist aber der Abstand auf der
Riemann’schen Zahlkugel vorteihafter; denn fiir diese Metrik bietet sich eine Erwei-
terung zu einer Metrik auf C an.

3) Der Anschauungsraum wird meistens mit der euklidischen Metrik ausgestattet. Wir
werden aber auch andere Metriken schétzen lernen.

4) Man stelle sich ein Straflennetz vor, wo jeder Strafle k eine nichtnegative Zahl e(k)
zugeordnet ist. In der Fachsprache: S sei die Scheitelmenge eines ungerichteten Gra-
phen; jeder Kante k sei eine Zahl e(k) > 0 zugeordnet. Nehmen wir an, dass der
Graph zusammenhéngend ist. Fiir jeden Weg von P nach Q betrachten wir die
Summe der e(-)-Werte auf den Kanten. d(P, Q) sei das Infimum. d(-,-) ist dann
eine Semi-Metrik auf S. Wenn es keine Straflen gibt, die ohne Kosten zu begehen
sind, dann ist d(-,-) eine Metrik.

5) Sei S = {0,1}N die Menge aller Null-Eins-Folgen der Linge N. Eine beliebte Me-
trik ist die Hamming-Distanz. d(P, Q) gibt an, in wievielen Punkten die beiden
Null-Eins-Folgen verschieden sind. Man deutet S als die Menge der Ecken eines N-
dimensionalen Wiirfels, dessen Kanten k mit e(k) = 1 belegt sind. Der Hamming-
Abstand ist dann die Metrik im Sinne des Beispiels 4.
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Gewisse Sprechweisen, die fiir den Anschauungsraum gelaufig sind, kann man mit
Vorteil auf allgemeine metrische Rdume iibertragen. Wir beginnen mit dem Begriff der
Kugel (auch Vollkugel, im Englischen ‘ball’). Fiir P € (S, dist (-, )) und r > 0 heissen die
Mengen

B,(P)={Q: d(Q,P)<r} und B(P)={Q: d(Q,P)<r}

die (offene) bzw. die abgeschlossene Kugel vom Radius 1 mit dem Mittelpunkt P.

Was es allgemein mit den offenen und abgeschlossenen Mengen in einem metrischen
Raum auf sich hat, werden wir spéter sehen. Hier wollen wir zunéchst einmal die Kugeln
im Raum der Null-Eins-Folgen diskutieren.

Ein fehlerkorrigierender Code

Jeder Punkt x* € {0,1}™ (Beispiel 5) hat genau n unmittelbare Nachbarn und (5) Nach-
barn im Abstand = 2. Die abgeschlossene Kugel B (x*, < 1) mit dem Mittelpunkt x* und
dem Radius 1 enthélt offenbar genau n 4+ 1 Punkte; und die Anzahl der Punkte in der
abgeschlossenen Kugel mit dem Radius 2 ist ‘Bgz(x*)} =1l+n+ (TZ‘)

Ein merkwiirdiger Raum ist der Raum S = {0,1}. In diesem Raum mit 27 = 24 .23
Punkten gibt es 2* = 16 paarweise disjunkte Kugeln mit dem Radius 1. Man beniitzt
dieses Faktum zur Konstruktion eines , fehlerkorrigierenden“ Code.

Fehlerentdeckende und fehlerkorrigierende Code dienen dazu, die Ubertragung von Bit-
Folgen durch gestorte Kanéle sicherer zu machen. Man sendet z.B. statt jedes Quadrupels
von Bits ein besonderes 7-Tupel, wo die zusétzlichen drei Bits als Kontrollbits fungieren.
Das folgende Diagramm veranschaulicht einen beliebten Code dieser Art (Er heifit Ham-
ming’s (7,4)-Code). Der Empfénger ist in der Lage, das gemeinte Quadrupel abed auch
dann zu rekonstruieren, wenn die Ubertragung (héchstens) eines der 7 gesendeten Bits
abed I IT III verdndert hat. — Man beachte: Wenn mit allzugroler Wahrscheinlichkeit
mehr als eines der sieben Bits falsch tibertragen wird, dann ist Hamming’s (7,4)-Code
nicht hilfreich.

Das Diagramm stellt das ,,Codebuch® auf iibersichtliche Weise dar.

D

Die Kontrollbits I, IT und III werden so gewéhlt, dafl die Summe in jedem Kreis gerade ist.
Beispielsweise  wird das Quadrupel (abcd)=(1001) in das 7-Tupel
(abed, [ I,IIT)=100110 0 kodiert.

Wenn nun der Empfianger ein 7-Tupel empfangt, welches der Forderung nicht geniigt,
dann kann er es durch Abénderung in genau einer Position passend machen.
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Zum Beweis miissen wir Falle unterscheiden: Wenn ein empfangenes 7-Tupel alle drei Glei-
chungen verletzt, dann ist d zu korrigieren. Wenn genau eine der Gleichungen verletzt ist,
dann ist das entsprechende Kontrollbit zu korrigieren. Wenn genau zwei Gleichungen ver-
letzt sind, ist a bzw. b bzw. ¢ zu korrigieren. Das Decodieren ist also genauso einfach wie
das Codieren.

Konstruktionen fiir Semimetriken

Eine interessante Konstruktion, die aus einer (Semi)-Metrik eine weitere (Semi)-Metrik
macht, ist die folgende: Wenn d(-, -) eine (Semi)-Metrik auf der Menge S ist, dann ist auch

d(’)

e(-, ) = H—T(,)

eine (Semi)-Metrik. Wir werden das unten beweisen. Man bemerke, dass die Kugeln fiir
e(, ) dieselben sind wie die Kugeln fiir d(-, -).

Wenn dq(-,-) und d4(-, -) Semimetriken sind, dann ist offenbar auch die Summe d;+d,
eine Semimetrik, moglicherweise sogar eine Metrik. Es sei z. B. d; eine Semimetrik auf der
Menge S; und az eine Semimetrik auf der Menge S,. Wir konnen daraus eine Semimetrik
auf dem cartesischen Produkt S = S; x S, gewinnen, indem wir konstruieren

d(x,y) = d((x]), (y1)) = di(x1,y1) + da(x2,92).

X2 Y2

Die beiden Summanden kénnen als Semimetriken auf dem Produktraum aufgefasst wer-
den. Wenn d; und d, Metriken sind, dann ist d(-,-) offenbar eine Metrik auf dem Pro-
duktraum.

Eine weitere (Semi-)Metrik ist, wie wir sehen werden

e(X> y) = e(<X1) ) (3;)) = \/&%(th]) + a%(xlvyl)'

X2

In der Tat erhalten wir fiir jedes p > 1 eine (Semi-)Metrik

e (x, ) = <() | (”‘)) (@1, y1) + Bz, ).

X2 Y2

Um das zu beweisen, holen wir weiter aus.

Eine nichtnegative Funktion F(s) = F(ss,...,sn) auf dem ’positiven Oktanten’ R
nennen wir monoton, wenn gilt

s <t (in dem Sinne s; < t; fiir alle j) = F(s) < F(t),
wir nennen sie subadditiv, wenn gilt

F(s+1t) < F(s) + F(t).
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Satz

Seien dq(+, ), ..., dn(+, ) Semimetriken auf S und F(-) eine monotone subadditive Funktion
auf RT mit F(0) = 0. Dann ist

e(,) =F(di(), .o dnls, )

etne Semimetrik.

Beweis :

Die Symmetrie von e(-, -) ist trivial; wir miissen die Dreiecksungleichung nachweisen. Und
in der Tat ergeben sich aus der Monotonie und der Subadditivitat die Ungleichungen

F(d(P,R)) <F(d(P,Q) +d(Q,R)) < F(d(P,Q)) +F(d(Q,R)).

Beispiele :

e Die Funktion F(r) = 155 =1 — %ﬂ ist monoton auf R, ; und fiir s,t > 0 gilt

T+S T S
F g g <F F .
(r+s) T4+1r+s 1+T+S+1+r+s_ (v) + Fls)

e Eine weitere monotone subadditive Funktion auf R, ist F(r) = r A1 = min{r, 1}.
Die Kugeln zur beschriankten Metrik e(-,-) = F(d(+,-)) sind hier fiir kleine Radien
dieselben wie die Kugeln zur Ausgangsmetrik d(-, ).

e FEine wichtige monotone subadditive Funktion ist die ‘Quadratwurzel aus der Qua-

dratsumme’
F(s1,...,8n) =/sT+ ...+ sZ auf RT.

Als Vorbereitung fiir den Beweis der Subadditivitdt beweisen wir die Ungleichung

D st < \/Zsf-\/th fir s, t€R™

Wenn wir alle s; oder alle t; mit derselben positiven Zahl multiplizieren, dann multipli-
zieren sich beide Seiten der behaupteten Ungleichung mit eben dieser Zahl. Es geniigt
daher, die Ungleichung im Spezialfall )~ s¥ =1 =3t zu beweisen.

Bekanntlich ist das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen nicht grofler als das arith-
metische Mittel: vVa-b < %(a—kb). Wir beniitzen diese Ungleichung fiir a; = sjz, b; = tj2
und erhalten s; - t; < %SJZ + %tlz Summation iiber alle j ergibt die Behauptung

dsi=1, Y =1 =) s5-<1.

Die Subadditivitat der Wurzel aus der Quadratsumme ist eine einfache Konsequenz:

Fls+t)=) (s5+1)° =

=Y Y BH2Y su<Y S+ g42/) s\ /) v

— (F(s) + F(1))*

Interessant ist auch die
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Verallgemeinerung Seip > 1 und 1 5T 1 =1 und Fpul th )1/P, fiir t € RT.
Dann gilt fiir s, t € R}

ZSj'tj S F-p S ZS 1/]9 Z )1/q

Fo(s+1t) < Fo(s) + Fp(

Beweisskizze
1. Wennp > 1und %4—& = 1, dann gilt wegen der Konkavitét der Logarithmusfunktion
fir all a,b e R,

1,01 1 1 AP pVac 1 g,
ln(pa—I—qb)zplna—l—qlnb, b/ Srat oo b
Gleichheit gilt genau dann, wenn a = b.
2. Wir wenden die Ungleichung an auf a; = s¥, b; = tj'. Summation iiber j liefert

> sj-t; < 1 furn-Tupel s, t mit F,(s) =1 = Fg4(t), und daher }_s;-t; < F,(s)-Fq(t)
fiir alle s, t.

3. Zu jedem s gibt es ein t, sodass Gleichheit gilt (tjq = s]].9 ) Somit haben wir
sup{Zs] t;: Fql <1}—F s) fiir jedes s € R}
Fo(s' +s") —sup{Z (st Fg(t) <1} <

<sup{ZS 45 Fyl <1}+sup{Zs” Fq(t) <1}

=Fy(s’) + Fy(s").

Anhang: Metrische Ridume fiir die Analysis, Sprechweisen

Viele Begriffe, die man in der elementaren Analysis zunéchst fiir reelle Folgen bzw. fiir
Teilmengen der reellen Achse einfiihrt, besitzen eine direkte Entsprechung im Kontext der
metrischen Riume. Es sei also (S, dist(-, -)) ein beliebiger metrischer Raum.

1. (Konvergente Folgen) Man sagt von einer Punktfolge (Py,), in S, dass sie gegen P

konvergiert und notiert lim P, = P, wenn gilt
n—oo

Ve>0 IdN Vn>N dist(P,,,P) < ¢ .

Entsprechend definiert man den Begriff der Cauchy-Folge. Ein triviales Beispiel einer
konvergenten Folge ist eine Folge, die schliefflich konstant ist. In manchen metrischen
Réumen gibt es keine anderen konvergenten Folgen.

2. (Beschriankte Mengen) Fiir die Menge M C S heisst sup{dist(P’, P"): P, P" e M}
der Durchmesser; die Menge heisst beschriankt, wenn der Durchmesser endlich ist.
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3. (Abgeschlossene Mengen) Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (S, dist (-, ))

heifit eine (in S) abgeschlossene Menge, wenn gilt: Immer wenn eine A-Folge (in
S) konvergiert, dann gehort der Limespunkt zu A.

(Offene Mengen) Eine Teilmenge U eines metrischen Raums (S, dist (-, )) heifit eine
(in S) offene Menge, wenn gilt

VPoelU Ir>0: {P :dist(Py,P)<r}CU .

Satz: Eine Menge U ist genau dann (in S) offen, wenn ihr Komplement A = S\U
(in S) abgeschlossen ist.

Beweisskizze: Die Punkte im Komplement der abgeschlossenen Menge A sind die-
jenigen, die man nicht als Limespunkte einer A-Folge erhalten kann. Das sind die-
jenigen Punkte Q, fiir die es in einer geniigend kleinen Kugel B,(Q) keine Punkte
von A gibt.

Hinweis: Viele Lehrbiicher beniitzen den Satz zur Definition des Begriffs der abge-
schlossenen Menge. Diese Lehrbiicher sprechen zuerst {iber die Klasse 4 aller offenen
Mengen und sagen dann: Die abgeschlossenen Mengen sind die Komplemente der
offenen Mengen.

Die Anfiénger miissen hier vor einem Denkfehler gewarnt werden: Es ist nicht so,
dass eine Menge M, die nicht offen ist, notwendigerweise abgeschlossen ist. Typi-
scherweise ist eine Teilmenge M eines metrischen Raums (S,dist(~, )) weder offen
noch abgeschlossen. Die leere Menge und der Gesamtraum S sind sowohl offen als
auch abgeschlossen.

(Abgeschlossene Hiille und offener Kern) Der Durchschnitt von (beliebig vielen)
abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen; die Vereinigung von (beliebig vielen)
offenen Mengen ist offen.

Die grosste offene Teilmenge von M heisst das Innere von M oder der offene Kern;
die Elemente dieser Teilmenge heissen die inneren Punkte von M. Wenn ein Punkt
P im Inneren der Menge M liegt, dann sagt man, M sei eine Umgebung von P.

Die kleinste abgeschlossene Obermenge von M heisst die abgeschlossene Hiille
von M; ihre Punkte heissen die Beriithrpunkte von M.

Die Punkte, die zur abgeschlossenen Hiille vom M, aber nicht zum offenen Kern
gehoren, heissen die Randpunkte von M. Sie sind dadurch gekennzeichnet, dass in
einer beliebigen Umgebung sowohl Punkte von M liegen, als auch Punkte, die nicht
zu M gehoren. Die Menge aller Randpunkte heisst der topologische Rand von M.

Es sei M eine beliebige Menge. Der Abstand eines Punktes P von M ist die Zahl
dist(P, M) = inf{dist(P,Q) : Q € M}. Fiir ¢ > 0 heisst die Menge M® = {P :
dist(P, M) < ¢} die e-Umgebung von M. Es handelt sich offenbar um eine offene
Obermenge von M.

Wenn M und N beschriankte Mengen sind, dann nennt man die Zahl inf{e : M C

Né& N C M¢} den Hausdorff-Abstand der Mengen M und N. Der Hausdorff-Abstand
ist offenbar eine Semi-Metrik auf der Menge aller beschrinkten Teilmengen des
metrischen Raums (S, dist (-, )) )
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10.

11.

Satz

Eine reellwertige Funktion f(-) auf einem metrischen Raum heisst stetig im Punkt
P, wenn {P : [f(P) — f(P)| < €} eine Umgebung von P ist fiir jedes € > 0, wenn also

Ve>0356>0 {P:[f(P)—f(P)l<e} D Bs(P).
oder etwas anders ausgedriickt

f(-) stetiginP &= Ve>035>0VP dist(P,P)<d = |f(P)—f(P)| <.

(Unterhalbstetigkeit) Eine Funktion f(-) auf einem metrischen Raum mit Werten
in R U {400} heisst unterhalbstetig im Punkt P, wenn {P : f(P) > f(P) — ¢} eine
Umgebung von P ist fiir jedes ¢ > 0. (Unterhalbstetigkeit in einem Punkt P mit
f(P) = 400 bedeutet, dass fiir jede gegen P konvergierende Folge die Funktions-
werte gegen +o0o konvergieren.) Man bemerke: Wenn fq(-), f3(-),... im Punkt l:’
unterhalbstetig sind, dann ist auch das punktweise Supremum f = \/f; im Punkt P
unterhalbstetig.

Eine unterhalbstetige Funktion auf einem metrischen Raum (S,dist(-, -)) ist eine
R U {4+oo}-wertige Funktion, die in jedem Punkt unterhalbstetig ist. Das ist genau
dann der Fall, wenn {P : f(P) > b} offen ist fiir jedes b € R.

Zu einer Funktion f(-) mit Werten in R U {400} auf dem Raum S definiert man
den ‘Funktionsgraphen’ 't und den ‘Epigraphen’ I>¢. Dabei handelt es sich um
Teilmengen des Produktraums R x S, und zwar

rf:{(f(P)vp) PES}) er:{(y)P): PESJJZ]C(P)}

Der Epigraph einer Funktion f auf dem metrischen Raum (S, dist(-, -)) ist genau dann
abgeschlossen, wenn f unterhalbstetig ist.
Beweisskizze: f ist genau dann unterhalbstetig, wenn fiir jede konvergente Folge (Pn)n in

S gilt

limP, = P = liminff(P,) > f(P).

Es sei (Yn, Pn)n sei eine konvergente Folge im Epigraphen. Wenn f unterhalbstetig ist,
dann liegt der Grenzwert (y, P) im Epigraphen, denn

g =limyy, > liminf f(P,) > f(P).

Der Epigraph ist also abgeschlossen. )
Wenn umgekehrt der Epigraph abgeschlossen ist, dann gilt fiir jede gegen P konvergierende
Folge (P,.), dass fiir jede Teilfolge, entlang welcher f(P,,) gegen einen Wert y konvergiert,

y > f(P). Und das bedeutet liminf f(P,) > f(P).
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Aufgaben zu III.1

Aufgabe III.1.1 :

Zeigen Sie: In jedem metrischen Raum sind die Mengen B, (P) = {P - dist (P, 15)} fiir jedes
T > 0 offene Mengen. (Sie heissen die offenen Kugeln mit dem Radius r.)

Zeigen Sie weiter: Die Mengen B<,(P) = {P : dist(P, P) < 1} sind abgeschlossen. (Sie
heissen die abgeschlossenen Kugeln mit dem Radius r.)

Aufgabe II1.1.2 :

Zeigen Sie: Die Indikatorfunktion einer offenen Menge ist unterhalbstetig.
Zeigen Sie weiter: Zur Menge A sei

(P) = 0 wenn P € A
oA B +o00 sonst '

Zeigen Sie, dass ga(-) genau dann unterhalbstetig ist, wenn A abgeschlossen ist.

Aufgabe II1.1.3 :

Es seien (S1, dq (-, -)), (Sz, d>(-, -),) ... metrische Rdume. Fiir Punktepaare im cartesi-
schen Produkt S = Sy x Sy x --- = {x = (x1,%2,...) : X; € S;} definieren wir

aboy) = 3 5 (@0, y) A1),

Zeigen Sie, dass d(-,-) eine Metrik ist.
Zeigen Sie weiter: Eine S-Folge x1), x(?)| ..
d(-,-), wenn fiir alle j die j-te Komponente x

eine Cauchyfolge ist.

. ist genau dann Cauchy-Folge bzgl. der Metrik

]UJ)X]@Z)) ... im metrischen Raum (Sj, d;(-, ))

Aufgabe II1.1.4 :

Fiir ein festes d-Tupel positiver Zahlen z = (zq,...,zq) betrachten wir die p—Norm als
Funktion von p € [1, 400]. p — ||z]l, = (X Izjlp)l/p. Zeigen Sie

1. Die Funktion In ||z, ist monoton fallend; die Funktion f(p) = p-In ||z||,, ist monoton
steigend.

2. Die Funktion f(p) =p - In|z]|,, ist konvex.
3. Fiir 1 <r <sgilt d7""||z[|, < d7V9||z][s.

4. Finden Sie fiir das Paar v < s eine Konstante C = C(r, s) sodass gilt
Izlls < [lzfl+ < C - |z]ls.
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Hinweise:

zu 1): Beachten Sie, dass fiir p < q die Einheitskugel zur p-Norm enthalten ist in der
Einheitskugel zur g-Norm.
zu 2): Zeigen Sie fir p,q > 1 mit % + % =T1lund ry,12 > 1

1 1 1 1
(=1 + —12) < —f(r1) + —f(12)
P q P q

indem Sie die Holdersche Ungleichung anwenden auf x; := IZiI%r‘ und y; := IZiI%rZ.
zu 3): Zeigen Sie zuerst mit Hilfe der Holderschen Ungleichung ||z[[; < d'""P - |z||, und
wenden Sie dann nochmals die Héldersche Ungleichung an mit s = rp.
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II1.2  Normierte Vektorrdume und stetige Linearformen

Hier sind auch unendlichdimensionale (reelle oder komplexe) Vektorrdume zugelassen.
Man denke z. B. an den Vektorraum der trigonometrischen Polynome oder an den Raum
der stetigen Funktionen auf dem Einheitsintervall.

Definition

Ein reeller oder komplexer Vektorraum V wird dadurch zu einem normierten Vektor-
raum, dass man eine Funktion auf V auszeichnet, welche den Forderungen an eine Norm
genigt.

Definition (Seminorm)

Eine nichtnegative Funktion p(-) auf einem reellen oder komplexen Vektorraum V heif3t
eine Seminorm, wenn gilt

(i) p(a-v) =|af - p(v) fiir alle Skalare & (‘Absolute Homogenitét’)
(i) p(vi+va) <p(vi)+p(v2) (‘Subadditivitat*)
Man nennt p(-) eine Norm, wenn zusétzlich gilt
(iv) p(v) =0=v=0.

Die Metrik zu einer Norm Normen beniitzt man zur Konstruktion spezieller transla-
tionsinvarianter Metriken auf affinen Rdumen; man definiert den Abstand d(P, Q) als die

—
Norm des Verschiebungsvektors PQ. Die Eigenschaften der Norm garantieren offenbar,
dass d(-,-) den Forderungen an eine Metrik geniigt.

Die [2-Norm und die 1.-Norm

V sei der komplexe Vektorraum aller trigonometrischen Polynome. Fiir f(-) € V sei

+7t 1/2
1
Il = | 55 | If0Rat (,2-Norm*).
—7

Um die Subadditivitit zu beweisen, miissen wir zeigen
If+gll2 < Ifll2+llgll2 oder [[f[*+[lgll*+2-[If]l- gl > If +gl* .

Wir zeigen, wie sich das aus der folgenden ebenfalls wichtigen Ungleichung ergibt, die wir
unten beweisen werden
1

o | 0 gttt < 1912 ol

Man beachte: Diese Ungleichung kann als ein kontinuierliches Analogon verstanden wer-
den zu einer oben bewiesenen Ungleichung fiir die Wurzel aus der Quadratsumme. Es
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handelt sich um Versionen der ‘Ungleichung von Cauchy-Schwarz-Buniakowski’, (kurz:
‘Schwarz’sche Ungleichung’), die uns noch ofters beschéftigen wird. Die Subadditivitét
der ‘2-Norm’ || - || folgt wegen

1 1 _
I+ 02 = 5 [1F+ oat = 5 [ (1 +1aP +25%(F - )t

Beweis der Schwarz’schen Ungleichung

Wir betrachten fiir ein festes Paar f, g die folgende nichtnegative Funktion von A auf der
reellen Achse

aA) < [T+ Ngll|> = 12+ M- [lgll + 2 f 2 - AIf - gl(t)dt

= a+A2-c+2bA mit a=|f]% c=]g|? .

Man lernt bereits in der Schulmathematik, dass b?> < a - c gilt fiir jede quadratische
Funktion q(A), die keine reelle Nullstelle besitzt.
Man kann das Resultat auch folgendermaflen formulieren

Satz
Fiir trigonometrische Polynome sei definiert
: 2m
(flo) = 5= | (Frogv)dt .
0

Es gilt dann
[(Flg)] < lIfllz- llgllz

Bemerkung :

In der letzteren Form ist die Schwarz’sche Ungleichung fiir trigonometrische Polynome
identisch mit der Schwarz’schen Ungleichung fiir Zahlenfolgen. Wie wir in der Vorlesung
[.6 gesehen haben, kann man n&mlich die Norm eines trigonometrischen Polynoms sehr
einfach aus seinen Koeffizienten berechnen:

2= (3 lan?)?  falls ()= ane™.

Die Schwarz’sche Ungleichung besagt in diesem Fall wegen
1 (- _
(flo) = 5 |IF-9)(0dt =3 an-ba

nichts anderes als die Ungleichung

Y lanbal < (X a7 (D o)A

fiir finite Zahlenfolgen (a,)n und (by)n.
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Stetige Linearformen

Der Raum aller Linearformen auf einem Vektorraum V ist in jedem Fall ein Vektorraum.
Wenn V ein unendlichdimensionaler normierter Vektorraum ist, dann nennt man den
Raum aller Linearformen den algebraischen Dualraum V* — zur Unterscheidung vom (viel
interessanteren) Raum der stetigen Linearformen, den man tiblicherweise mit V’ bezeich-
net und einfach den Dualraum von (V, || - ||) nennt.

Definition (Stetige Linearform)

(V,]| - ||) sei ein normierter Vektorraum. Eine Linearform £(-) auf V heifit eine steti-
ge Linearform, wenn sie auf der Einheitskugel beschréankt ist. Thr Supremum auf der
Einheitskugel wird mit ||¢|| bezeichnet. ||{|| heiit die Norm der Linearform.
Die Zuordnung
V' 30— ||t]] = sup{|{¢,v)| :|v]| < 1}

heifit die duale Norm.
Bemerke : Die urspriingliche Norm || - || auf V und die duale Norm || - || auf V' leben

auf ganz verschiedenen Rdumen; es besteht keine Verwechslungsgefahr, wenn man sie mit
demselben Symbol || - || bezeichnet.

Die p-Normen auf dem Raum der finiten Folgen

Satz (Minkowski-Ungleichung)
Sei 'V der komplexe Vektorraum der finiten Folgen

a=(...,a_1,0ap,0a1,dy,...) .

Fiir ein festes p > 1 definiert man

lally = (D la™)'"™.
Es gilt dann
la+bll, <|al,+]b|, firale a,beV.

Der Satz besagt im Wesentlichen, dass || - ||, eine Norm ist. Der Beweis der Subadditivitét
erfordert Vorbereitungen. Wir werden ihn so fiithren, dass wir auch verstehen, wie die
stetigen Linearformen auf V aussehen und wie man ihre Norm berechnet.

Beispiele stetiger Linearformen liefern uns die finiten Folgen &, wenn wir definieren

(&a)=) &-q;.

(Man sollte sich die a € V als Z-Spalten vorstellen und die & als Z-Zeilen.)
Es wird uns mit einem Trick gelingen, die Norm dieser Linearformen & zu bestimmen.
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Satz :

Sei (V, || |I,) der normierte Vektorraum aller p-summablen Folgen a, ||all, = (3_ |a;[P)!/P.
Die beschrinkten Linearformen entsprechen dann genau den q-summablen Folgen &, wobei

1/p+1/q=1.
Die duale Norm zu (V|| - ||) ist die q-Norm

sup{l(€, a)l: ) [P < T} =lEllq = () _1&[""9.

Beweis Es ist klar, dass jede Linearform auf dem Vektorraum aller finiten Folgen a
durch eine (i. Allg. nicht finite) Folge & gegeben ist. Wir wollen fiir eine beliebige Folge &
mit ) [&;/9 < oo beweisen

1. Fiir jede finite Folge a mit )_|a;|P < 1 gilt Y_;[&; - a;] < (3 |&;]9)1/a
2. Zu jedem e > 0 existiert ein finites a(® mit

Y e <t wd Y lgafiz 0o (Y i)

Und dafiir geniigt es offenbar, fiir finite Folgen a und & das Folgende nachzuweisen:

Satz (Holder’sche Ungleichung)
Seien & und a finite Folgen; und sei (fir 1/p+1/q=1)

lally = (Zla™)'7P5 &g = (ZI&979 .

> l&ail < Ellq- llally -

Gleichheit gilt genau dann, wenn

la;[P = &9 fiir allej .

Dann gilt

Beweis
1. Der Logarithmus In(-) ist eine konkave Funktion. Es gilt daher

1 1 1 1
In (—a—l——b) > —Ina+—Inb firalle a,b>0.
p q p q

Gleichheit gilt genau dann, wenn a = b.
Die Aussage kann man umformulieren
a'/?.pl/d < la—I— lb .
p q

Bemerke: Im Falle p = q = 2 ergibt sich die bekannte Ungleichung va-b <
%(a +b). In Worten: ,Das geometrische Mittel positiver Zahlen ist nicht grofer als
das arithmetische Mittel“.
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2.

3.

Es geniigt offenbar, nichtnegative Folgen &, a zu untersuchen; auflerdem kénnen wir
annehmen

[€lla =1 = llally -
ZE,]'GJ' S 1.

1 1
asgy = ()" () < Dol +

Summation iiber j liefert die gewiinschte Ungleichung.

Wir miissen dann zeigen

In der Tat gilt

Gleichheit haben wir genau dann, wenn

la;|P = 1&/9 fiir alle j . q.e.d.

Corollar Wenn wir die Rollen von p und q vertauschen, dann haben wir

lall, = sup{[(&, @)l : Y [&][* <1},

Die Funktion ||- ||, ist das Supremum der Seminormen (&, -)|, erstreckt iiber eine gewisse
Menge von &, Sie ist daher sublinear und die Minkowski-Ungleichung ist bewiesen.

Hinweise

1.

Der Raum der absolutsummablen Folgen a mit der Norm [lall;y = }_|a; ist ein
Grenzfall, der Aufmerksamkeit verdient. Offenbar entsprechen die beschrénkten Li-
nearformen den beschriankten Folgen & und es gilt

sup{ [(&] a)| Zla]l<1}—sup|£]

Die duale Norm ist also die Supremumsnorm auf dem Raum aller beschrénkten
Folgen &.

Fiir jede feste finite Folge & ist die Funktion q — [|&||q antiton auf dem Intervall
(1, 00). Es gilt

p<a, <1 = e
€l = Jim N, E]lq

In der Funktionalanalysis beweist man, dass es auf dem Raum £*°(7Z) der beschrank-
ten Folgen mit der Supremumsnorm neben den absolutsummablen Folgen a (man
schreibt a € €'(Z)) noch weitere beschrinkte Linearformen gibt. Der Beweis ist je-
doch nichtkonstruktiv, man kann keine solchen exotischen beschridnkten Linearfor-
men angeben (Stichwort: Banach-Limiten). Dennoch: Der Dualraum des Dualraums
von {' ist hier echt gréBer als der Raum £' der summablen Folgen. In der Fachspra-
che sagt man: Der Folgenrdume (P mit 1 < p < oo sind reflexive Banachraume; der
Raum £' jedoch ist nicht reflexiv.
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Der bekannteste Fall ist der Fall p = 2 = ¢. Hier kénnen wir die Resultate auch in der
Sprache der trigonometrischen Reihen formulieren. Der normierte Vektorraum (Vi [|-||2)
kann ndmlich mit dem Raum der trigonometrischen Polynome identifiziert werden, und die
2-Norm erhélt dabei eine vertraute Gestalt. Die 2-Norm des trigonometrischen Polynoms
f=> cn-emist

+7t 1/2
1
I = (e = | 55 | ie)Pat

In der Funktionalanalysis zeigt man mit Hilfe der Lebesgue’schen Integrationstheorie,
dass es zu jeder quadratsummablen Folge (&) eine 27- periodische Funktion h(t) gibt,
sodass

LRt at= Y & fiir alle f = it

ZTL (1) f()dt=) En-cn fiiralle f=)» cy-e™
Dies sind also die stetigen Linearformen auf dem Raum der trigonometrischen Polyno-
me. Beispiele fiir nichtstetige Linearformen sind die Auswertungen der trigonometrischen
Polynome im Nullpunkt (oder in irgendeinem anderen Punkt ty).Die Unstetigkeit ersieht
man daran, dass es trigonometrische Polynome mit Norm < 1 gibt, fiir welche die Auswer-
tung einen beliebig vorgegebenen Wert iiberschreitet. Fiir das auf die Norm = 1 normierte
N-te Dirichlet-Polynom f(t) beispielsweise liefert die Auswertung im Nullpunkt den Wert

%\/ZN + 1, denn

+N

_ 1 int __ 1 _ 1 1 : 1
f(t)—mzem _\/m'DN(t)_\/m'sint'SIH(N+2)t'
N

Hinweis: Punktetrennende Paarungen

Man zeigt in der Funktionalanalysis, dass es auf jedem normierten Raum ‘viele’ beschrank-
te Linearformen gibt. (Das Stichwort ist der Satz von Hahn-Banach.) Manchmal ist es
aber schwer, den Dualraum in seiner Génze zu iiberblicken. Deswegen bevorzugt man es
bei manchen Konstruktionen, nicht alle beschréankten Linearformen ins Spiel zu bringen.
Beispielsweise kann man sich bei den meisten interessanten Konstruktionen im Raum der
beschrinkten Folgen mit denjenigen Linearformen begniigen, die durch eine summable
Folge gegeben sind. Man definiert:

Definition
Seien (V,|| - ||) und (W,]| - ||) normierte Vektorrdume und B(-,-) eine Bilinearform auf
W x V mit

(i) Bw,v)l < c-fw|-[¥]

(i) Bw,)) = 0= w=0

(i) B(,v)] = 0 = v=0.
Man nennt B(-,-) dann eine punktetrennende Paarung, die bzgl. des gegebenen Paars von
Normen beschrankt ist.
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Beispiel

Sei V der unendlichdimensionale Raum der finiten Folgen.
B(y, x) :Zyj'Xj fir weV,veV.

B(-,-) ist eine punktetrennende Paarung auf V x V, welche beschrankt ist bzgl. dem Paar
von Normen || - ||, und || - ||q (wobei % —I—é =1). Auch im Fall p =1,q = oo gilt

lull¢ = sup{IB(y,x)| : [|x|l, <1}
x|, = sup{/B(y,x)| :|lullq <1}.

Die wichtigsten Paarungen sind zweifellos die Paarungen eines normierten Vektor-
raums (V, || - ||) mit einem (geniigend grofien) Teilraum seines Dualraums (V') || - ||).
Die Bilinearform auf V’ x V

B(¢,v) = £(v) = (¢, V) fir LeV',veVv.

heisst die natiirliche Paarung zu (V,|| - ||).

Hinweis Auch in der Integrationstheorie gibt es die Holder’sche Ungleichung und die
Minkowski’sche Ungleichung:

Wenn f eine p-integrable Funktion ist und g eine g-integrable Funktion mit 1/p +
1/q = 1, dann ist das punktweise Produkt h = f - g integrabel, und es gilt

[ital < ||f||p-||g||q:(wa)”p-(ﬁgw)w.

Gleichheit gilt genau dann, wenn [f|P = [g|9 (fast {iberall).
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Aufgaben zu III1.2

Aufgabe III1.2.1 :

Zeigen Sie: Eine positivhomogene Funktion (auf einem reellen Vektorraum) ist genau dann
konvex, wenn sie subadditiv ist.

Aufgabe II1.2.2 :

Der Dualraum des Dualraums eines endlichdimensionalen Vektorraums V kann bekannt-
lich (’in kanonischer Weise’) mit V identifiziert werden: V** = V.

Sei nun n(-) eine Metrik auf dem endlichdimensionalen (reellen oder komplexen) Vektor-
raum V und n*(-) die duale Norm. Zeigen Sie, dass die dazu duale Norm gleich n(-) ist:
n* =n.

Aufgabe II1.2.3 :

Esseip>1, 1/p+1/q=1und a, b > 0. Zeigen Sie mit den Mitteln der Schulma-
thematik
sup (a-tm’—l—b (1 —t)]/p) = (aq + bq)]/q.

Oo<t<l1

Empfehlung: Behandeln Sie zuerst den Fall p =2 = q.

Aufgabe I11.2.4 :  (Hilbert-Schmidt-Norm)

Fiir n x n - Matrizen mit komplexen Eintrégen ay; definiert man

1/2
Al = ||A||HS = <Z |C1k1|2) .
k1

Dies ist eine Norm auf einem n2-dimensionalen Vektorraum. Man kann hier aber auch

multiplizieren. Zeigen Sie
1A= BIl < lIAIl - B

Hinweis: Wenden Sie die Schwarzsche Ungleichung an auf jedes cxn = ) ajqbin.
1

Aufgabe I11.2.5 :  (Norm zur Faltung)

Fiir trigonometrische Polynome

definieren wir hier einmal
1l =3 lay
Kk

Dies ist eine Norm auf einem co-dimensionalen Vektorraum. In diesem Raum kann man
auch multiplizieren: f - g = h ist ein trigonometrisches Polynom (wo iibrigens die Koeffi-
zienten von h durch die Faltungsformel gegeben sind).

Zeigen Sie [|f - gll <[[f]| - [[g]]-
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I11.3 Konvexe Mengen und konvexe Funktionen

In einem n-dimensionalen reellen Vektorraum bieten sich Verallgemeinerungen des Begriffs
der Semi-Norm an. Wir betrachten die Distanz-Funktionen und die Stiitzfunktionen.

Definition

Eine Funktion F(-) auf einem reellen Vektorraum V heifit positiv homogen, wenn gilt
Floov) = - F(v) fiir alle x > 0, v e V.

Eine positiv homogene Funktion auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum, die nicht-
negativ und subadditiv ist, nennt man ein Minkowski- Funktional oder auch kurz eine
M-Norm.

Bemerke: Eine positiv homogene Funktion ist genau dann subadditiv, wenn sie konvex
ist. Eine M-Norm ist genau dann eine Seminorm wenn sie symmetrisch ist.

Konstruktion (Distanzfunktion zu K)

Sei 'V ein reeller Vektorraum. Zu einer beliebigen konvexen Nullumgebung K C 'V definiert
man die Distanzfunktion

m(v):mK(v):inf{oc:oc>O,%eK} fiir vev.

Diese ist ein Minkowski-Funktional; sie ist also nichtnegativ, positiv homogen und subad-
ditiv.
Der offene Kern K° und die abgeschlossene Hiille K¢ liefern dieselbe Distanzfunktion m(-);
und es gilt

K® = {v:m(v) <1}, K¢ = {v:mv) <1}.

Beweis :

Wir beweisen nur die Subadditivitdt der Distanzfunktion.
Seien v, w € V mit m(v) = &, m(w) = . Es gilt dann 2, V—g € K und daher

T-N2+AZ ek m((T=M2+A2) <1 firalle Ac 0, 1].
o B o B

Speziell fiir 1 —A = %5, A= %ﬁ ergibt sich m(v+w) < &+ B.

Konstruktion (Stiitzfunktion zu K)
Zur Menge K C V definiert man die ‘Stiitzfunktion” auf dem Dualraum V*

©(0) = k(8) = sup{(8, v) :ve K} fir 6 V"
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Bemerkungen:

1. Jede Stiitzfunktion ist subadditiv und positiv homogen mit Werten in R, U {4o0}.
Die abgeschlossene konvexe Hiille von K liefert offenbar dieselbe Stiitzfunktion.

2. Die Stiitzfunktion von K ist genau dann endlichwertig, wenn K beschrankt ist. In
jedem Falle ist die Stiitzfunktion unterhalbstetig als das punktweise Supremum einer
Familie von Linearformen {(-, v) : v € K}.

3. Wenn K die Einheitskugel einer Norm auf V ist, dann ist die Stiitzfunktion @k(-)
die duale Norm.

4. Wenn K eine konvexe Nullumgebung, my(v) ihre Distanzfunktion und @y (0) ihre
Stiitzfunktion ist, dann sind die folgenden Bedingungen an ein 8 € V* dquivalent

0x(0) <1 < (O,v<1 firalleveK < (0, ) <mg().

Die Menge M = {0 : @k(0) < 1} C V* ist hier also die Menge aller linearen
Minoranten der Distanzfunktion my(-). Wir werden beweisen, dass das punktweise
Supremum dieser Minoranten die Distanzfunktion ist.

mg(v) = sup{(6,v): 6 € M} fiiralle veV.

Da M beschréinkt und abgeschlossen ist, wird das Supremum angenommen. Es wird
also darum gehen, die folgende Aussage zu beweisen:

VeV 30: ((e, ) ng(.)) A ((e,o> :mK(o)).

Satz : (Fortsetzung einer Linearform)

Gegeben ist eine positiv homogene subadditive Funktion q(-) auf dem m-dimensionalen
reellen Vektorraum V, sowie eine Linearform 1(-) auf einem Teilraum V, die von der
Einschrinkung von q(-) majorisiert wird. ( 1(w) < q(w) fir allew € V).

Dann existiert eine Linearform 1(-) € V* mit

YweVv lw)=1lw), WeV 1v)<qb).

(In Worten: Jede auf einem Teilraum gegebene lineare Minorante von ¢(-) kann zu einer
linearen Minoranten auf dem ganzen Raum fortgesetzt werden. — Fiir unendlichdimensio-
nale Vektorrdume tragt dieser Satz den Namen ‘Satz von Hahn—Banach’.)

Beweis :

Sei {v1,v2, c. ,vn} eine Basis von V so, dass {v1,v2, . ,vk} eine Basis von Vi = V ist.
{11(-),12(-), .. .,l“(-)} sei die duale Basis. Es gibt genau ein k-Tupel von Koeffizienten
(B1,...,PRx) so, dass 1(-) die Einschinkung von Zk B; - V() ist. Wir suchen B = By
sodass ZkH B; - U(+) auf Viiq von q(-) majorisiert wird. Jeder Vektor in Viyq \ Vi ist
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entweder ein positives Vielfaches von vy 11+w’ oder ein positives Vielfaches von —vy1+w”
mit w’, w” € V. Die Forderung an B lautet also

vwiw” eV BHIW) < g W), —B+UW") < ql—vi +w)
sup{ Lw") — q(—vict + W)} < B <inf{ —Uw') + q(vicer + W)}

Die Forderung ist erfiillbar, weil gilt
wiw” eV Uw)HLW") = Uw'+w") < g(w'+w”) < q(vica+w)+Hd(—viga+w”).

Wir wéhlen By7 und fahren so fort. Nach n —k Schritten haben wir (Bi1,...,Bn) so,
dass 1(-) = >_"B;- U(+) eine von ¢(-) majorisierte Fortsetzung von 1(-) ist.

Es ist noch etwas zum Start (k=0) unserer schrittweisen Konstruktion zu sagen:
Die moglichen Werte 3 = (37 fiir den ersten Vektor v; sind die Zahlen im Intervall
[—q(—w), q(vﬂ}. Die Wahl 7 = q(v;) fithrt auf eine lineare Minorante 1(-) mit l(vy) =
d(vi). Da vi # 0 beliebig gewahlt werden kann, folgt: Jede positiv homogene sublineare
Funktion q(-) ist das punktweise Maximum aller ihrer linearen Minoranten

q(-) = sup{l(-) : llinear < q}.

Man kann das Resultat auch als einen Trennungssatz formulieren

Satz (Stiitzebenen in Randpunkten offener konvexer Mengen)

Es sei Kg eine offene konvexe Menge in einem affinen Raum, und Py ein Punkt ausserhalb.
Es existiert dann eine affine Funktion a(-) , sodass

a(Py) >0 und {P: a(P) <0} D K,.

Beweis : Wir wahlen einen inneren Punkt Py € Ky und identifizieren die Punkte P
mit den Verschiebungsvektoren v :P_o>. Die Distanzfunktion von K, relativ zu Py sei
q(-). Da Py nicht in Kq liegt, gilt q(PoP7) > 1. Sei 1(-) eine lineare Minorante von q(-)
mit l(m) = q(ﬁ) > 1. Wegen VP € K, l(lgo_F)’) < 1 leistet die affine Funktion
a(P) = l(l;o?) — 1 das Verlangte.

Sprechweise: Wenn P; auf dem Rand von Kgy liegt, dann nennt man die Hyperebene
H = {P : a(P) = 0} eine Stiitzhyperebene oder auch Stiitzebene im Punkt P;. Wenn es

nur eine Stiitzhyperebene im Punkt P; gibt, dann nennt man sie die Tangentialebene im
Punkt Py.

Satz (Trennungssatz fiir konvexe Mengen)

Es sei Ko eine offene konvexe Menge in einem affinen Raum, und Ky eine beliebige dazu
disjunkte konvexe Menge. Es existiert dann eine affine Funktion a(-) , sodass

{Q: a(Q)>0}DK; und {P: a(P)< 0} D K.
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Bewﬁ Sei L die Menge aller Verschiebungsvektoren von Kgnach Ky: L=K; —Kqy =
{v="PoP;: Py € Kp; Py € K;}. List offenbar eine offene konvexe Menge, die den Nullpunkt
nicht enthélt. Es existiert eine Linearform 1, die auf L echt positiv ist. Es sei a(-) eine
affine Funktion von der Gestalt a(P) = s + i(ﬁ). Es gilt a(Py) — a(Py) = —l(ﬁ) >0
fiir alle Py € Ky, P; € K;. Wir finden

s:= sup{a(Py): Py € Ko} < inf{a(Py): Py € Ky}

Es gilt also a(Py) —s > 0 fiir alle P; € Ky, und a(Py) — s < O fiir alle Py € Ko. ( Die
strikte Ungleichung < 0 ergibt sich aus der Annahme, dass Ky offen ist.)

Abgeschlossene konvexe Mengen und unterhalbstetige konvexe Funktionen
Bisher ging es hauptséichlich um offene konvexe Mengen und positivhomogene konvexe
Funktionen auf einem reellen Vektorraum. Hier beschéftigen wir uns jetzt mit abgeschlos-
senen konvexen Mengen und unterhalbstetigen konvexen Funktionen auf einem reellaffinen
Raum (L;V). Manchmal wird es bequem sein, einen ‘Nullpunkt’ Py auszuzeichnen und

die Punkte P des affinen Raums mit den Verschiebungsvektoren v = W) zu identifizieren.
Man denkt gern an den Raum V = Ry, der reellen n-Spalten, die mit x,y, .. .bezeichnet
werden; (Koordinatentransformationen spielen ndmlich hier keine wichtige Rolle). Der
Dualraum V* ist mit dem Raum aller n-Zeilen 0 zu identifizieren. Die Linearform 0 liefert
im Vektor x den Wert 0(x) = (0, x) = 0-x mit dem Punkt im Sinne des Matrizenprodukts.

Rekapitulieren zuerst den Begriff der Konvexitét ohne topologisches Beiwerk.

Definition (Konvexe Menge)

Eine Teilmenge K eines affinen Raums heifit eine konvexe Menge, wenn gilt

V Po,P; € K V)\G[O,” (1—)\)Po+)\P1€K

Satz (Konvexe Hiille)

Zu jeder Teilmenge eines affinen Raums gibt es eine kleinste sie umfassende konvexe
Menge.
(Man nennt sie die konvexe Hiille.)

Beweis : Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von konvexen Mengen ist eine kon-
vexe Menge, (wenn er nicht leer ist). Der Durchschnitt aller die gegebene Menge umfas-
senden konvexen Mengen ist eine konvexe Obermenge und zwar offenbar die kleinste.
Hinweis: Eine andere, ‘konkretere’ Kennzeichnung der konvexen Hiille findet man in den
Ubungen.

Definition (Konvexe Funktionen)
Eine Funktion k(-) auf einem affinen Raum heifit eine konvexe Funktion, wenn gilt

VPo, PIVA € 10,11 Kk((1—=A)Po+AP;) < (1—=A)-Kk(Po) +A-k(Py) .
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Verabredung In manchen Lehrbiichern sind konvexe Funktionen reellwertige Funktio-
nen, die auf einer konvexen Teilmenge eines affinen Raums definiert sind und dort die
angegebene Eigenschaft besitzen. (‘Die Funktionswerte liegen unterhalb der Sehnen’.) Es
ist bequemer, von den konvexen Funktionen zu verlangen, dass sie auf dem gesamten
Raum definiert sind, wobei aber auch zugelassen ist, dass sie den Wert +o00 annehmen.
Man bemerke: Aus der Definition der Konvexitit folgt, dass der ‘Endlichkeitsbereich’
{P 1 k(P) < oo} eine konvexe Menge K ist. Wenn auf einer konvexen Menge eine (end-
lichwertige) konvexe Funktion gegeben ist, dann gewinnt man dazu eine konvexe Funktion
auf dem gesamten affinen Raum, indem man ausserhalb den Wert +oo festlegt.

Satz Fine Funktion ist genau dann konvex, wenn ihre Finschrinkung auf jede Gerade
konvex ist

(Der Beweis ist trivial.)
Den Beweis des folgenden Satzes iiberlassen wir dem Leser.

Satz

Wenn fiir eine konvexe Funktion f(-) gilt, dass auch —f(-) konvex ist, dann ist f(-) eine
affine Funktion. Es gilt fir alle reellen N ( und nicht nur fir diejenigen im Finheitsin-
tervall)

f(1=MP+AQ) =(1-A)-f(P)+A-f(Q).

(Eine Funktion h(-) heifit eine konkave Funktion, wenn —h(-) konvex ist.)

Bemerke : Die Gesamtheit aller affinen Funktionen auf einem affinen Raum ist bekannt-
lich ein Vektorraum. Die Menge der konvexen Funktionen (iiber einem affinen Raum S)
ist kein Vektorraum. Man kann konvexe Funktionen addieren und mit positiven Skalaren
multiplizieren; man kann aber nicht subtrahieren. Man sagt, dass die Menge der konvexen
Funktionen iiber S ein konvexer Kegel ist. Dieser Funktionenkegel hat die hichst bemer-
kenswerte Eigenschaft, dass er gegeniiber punktweiser Maximumsbildung abgeschlossen
ist.

Es sei namlich {k; : 1 € I} eine Familie konvexer Funktionen und k das punktweise
Supremum. Fiir festes P,Q , A € [0, 1] und alle i gilt

ki((1=NP+AQ) < (1=A) - ki(P) + A - ki(Q) < (1 —A) - k(P) + A - k(Q)
Es folgt k((1 =A)P+AQ) < (1 —A)-k(P) +A-k(Q).

Satz

Zu jeder Funktion g(-) auf S, die mindestens eine konvexe Minorante besitzt, gibt es eine
grofite konvexe Minorante.

Beweis :

Das punktweise Maximum aller konvexen Minoranten ist konvex. Es ist offenbar die grofite
konvexe Minorante.

Einen Anschlufl an die Schulmathematik liefert der
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Satz

Eine RU{4oo}-wertige Funktion auf der reellen Achse, welche auf einem offenen Intervall
endlich ist, ist genau dann konvex, wenn die rechtsseitige (oder die linksseitige) Ableitung
1s0ton ist.

(Der Beweis ist eine leichte Ubungsaufgabe)

Beispiele von konvexen Funktionen iiber R

1) k] (X) = apt+ ax+ ClzXz mit a > 0

%) Kalx) = —Inx fir x>0
S +o0o fir x <0

x-Inx fir x>0
3) kslx) = . -
+oo fir x <0

4) ka(x) =Ix| =x" +x~ (x" = max{0, x}, x~ = max{0, —x})
5) ks(x) =3 pjlx —x;] mit p; > 0, x; beliebig.

Die Ableitung von ks(-) ist konstant in jedem Intervall, in welchem kein x; liegt. Sie
springt im Punkt x; um den Betrag 2p;. Man skizziere z.B.

1 1
k(x) :zlx—1|+§|x+1| = max{[x|,1}.

Satz

Wenn K eine konvexe Menge ist, dann ist auch die abgeschlossene Hiille K¢ konvex.

Beweis

Die Punkte P, Q € K sind die Limiten von K-Folgen. Wenn P = lim P, Q = lim Q,,
dann gilt fiir jedes A € [0, 1] (T =A)P +AQ =Ilim(1 —A)P, +AQ,, € K<.

Die kleinste abgeschlossene konvexe Obermenge einer Menge M nennt man die abge-
schlossene konvexe Hiille. Offenbar ist eine Funktion f auf dem affinen Raum L genau
dann konvex, wenn der Epigraph eine konvexe Teilmenge von R x L ist. Wir haben oben
in III.1 gesehen, dass der Epigraph genau dann abgeschlossen ist, wenn die Funktion f
unterhalbstetig ist.

Satz

Wenn k(-) irgendeine konvexe Funktion ist, dann ist die abgeschlossene Hiille des Epigra-
phen der Epigraph einer unterhalbstetigen Funktion K**(-), die sich von k(-) allenfalls in
den Randpunkten des Endlichkeitsbereichs unterscheidet. — (Ohne Beweis!)

Das punktweise Supremum von affinen Funktionen ist offenbar eine unterhalbstetige
konvexe Funktion. Hochst bemerkenswert ist nun die Tatsache, dass man jede unterhalb-
stetige konvexe Funktion als das Supremum von affinen Funktionen gewinnen kann.
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Theorem (Satz vom Supremum der affinen Minoranten)

Jede unterhalbstetige konvexe Funktion auf einem endlichdimensionalen reellaffinen Raum
ist das Supremum ihrer affinen Minoranten.

Beweis

Wir betrachten Funktionen auf dem Vektorraum der n-Spalten V = Rg,. Die affinen
Funktionen haben die Gestalt a(x) = 8x — ¢, wo ¢ eine Zahl und 0 eine n-Zeile ist. Ein
solches a(-) ist genau dann eine Minorante von k(-), wenn a(x) —y < 0 fiir alle y > k(x),
wenn also

—y +0x—c <0 fiir alle (y, x) im Epigraphen Tsy.

Wenn k(-) im Punkt x unterhalbstetig ist, dann existiert zu jedem M < k(x) eine Kugel
Bs(X), sodass k(x) > M gilt fiir alle x € Bs(x). Die offene konvexe Menge U = (—oo0, M) x
Bs(X) C R x V ist also disjunkt zum Epigraphen I'>y.

Wenn k(-) auch noch konvex ist, dann existiert in R x V eine trennende Hyperebene.

by+6x—¢<0 firalle (y,x)€lsy,,  by+6x—¢>0 firale (y,x)eU.

Der Koeffizient b kann nicht positiv sein. Wir unterscheiden die Fille b=0und b <0.
Im zweiten Fall kénnen wir b = —1 annehmen. Die Funktion da(x) = 0x — ¢ ist eine
affine Minorante mit a(x) = 8x — ¢ > M fiir alle x € Bs(X). Wir haben also eine affine
Minorante gefunden, welche im Punkt X den vorgegebenen Wert M < k(x) iibersteigt.

Der Koeffizient b in der trennenden Hyperebene kann nur dann verschwinden, wenn
k(X) = co. Wir haben in diesem Fall 8x — ¢ < 0 fiir alle x im Endlichkeitsbereich von k ,
und 0x — ¢ > 0 fiir alle x € Bs(X). Wir miissen zu jedem M eine affine Minorante finden,
die in X groBer als M ist. Wenn a(x) irgendeine Minorante ist, dann erfiillt a(x)-+C-(6x—¢)
fiir geniigend grofles C die Forderung.

Legendre-Transformierte
Eine nicht konstante affine Funktion a(x) = 6x—c (auf dem Vektorraum V der n-Spalten)
nennen wir eine affine Funktion mit der Richtung 0. Eine solche Funktion ist Minorante
der Funktion f(-) genau dann, wenn

Vx €V Ox—c<f(x), d h wenn c¢> sup{6x—f(x):xeV}.
Wir definieren auf dem Dualraum V* die Funktion
*(0) = sup{@x —f(x): x € V} fir 6 € V"

Wenn f(-) mindestens eine affine Minorante besitzt, dann ist f*(-) nicht identisch +oo.
Wir interessieren uns nur fiir solche f(-).

Sprechweise: Es sei k(-) eine unterhalbstetige konvexe Funktion. Fiir jedes 6 mit k*(0) <
+00 nennt man {(y, x):y =60x— k*(e)} eine Stiitzebene an den Epigraphen I'sy, wobei
aber zu beachten ist, dass eine Stiitzebene dieser Art nicht notwendig einen nichtleeren
Durchschnitt mit dem Epigraphen hat. Es ist diejenige Hyperebene mit der Richtung 0,
die Epigraphen am néchsten kommt.
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Beispiel (Stiitzgeraden)

Betrachten wir die konvexe Funktion k(x) = v/1 + x2. Zu jeder Richtung 6 mit [0] < 1
existiert eine Stiitzgerade, ndmlich der Graph vony = 0-x—k*(0) = 0-x++/1 — 02. Fiir
|0 < 1 entspricht die Stiitzgerade einer Tangente, fiir © = +1 erhalten wir die Asymptoten
Yy =x bzw. y = —x.

Definition (Legendre-Transformierte)

Wenn k(-) auf dem Vektorraum V unterhalbstetig und konvex ist, und
k*(0) = sup{Gx —k(x): x e V} fir 0 e V",

dann heisst die Funktion k*(-) die Legendre-Transformierte von k(-).

Wir bemerken, dass die Legendre-Transformierte als das Supremum einer Schar von
affinen Funktionen {( “yX) —k(x)} eine unterhalbstetige konvexe Funktion ist. Wir konnen
daher die Legendre-Transformation auf diese Funktion k*(-) anwenden und erhalten eine
Funktion k**(-) auf dem Vektorraum V** = V. Der Satz vom Supremum der affinen
Minoranten liefert k** = k, denn fiir jedes x € V gilt

k™ (x) = sup{(@, x) —k*(0): 0 € V*} = sup{a(x) : a(-)ist affine Minorante vonk(-)}.

Wir betrachten einige speziellere Situationen. Insbesondere erldutern wir die Beziehung
der Legendre-Transformierten zum Begriff der Stiitzfunktion einer konvexen Menge:

0 fir xeK

~+o00 fir x¢K
dann ist gk eine unterhalbstetige konvexe Funktion und ihre Legendre-Transformierte ist
die Stiitzfunktion von K. In der Tat gilt

gk(0) = sup{(0, x) — gx(x): x € V} =sup{(6, x) : x € K}.

Wenn K eine abgeschlossene konvexe Menge ist, und gg(x) =

Hier wird aus einer Funktion, die nur die Werte 0 und +o0o annimmt, eine positiv definite
Funktion. Dies und die Umkehrung bringt der folgende Satz zum Ausdruck.

Satz

Wenn f(-) nur die Werte 0 und 400 annimmt, dann ist f*(-) positiv homogen.
Wenn f(-) positiv homogen ist, dann nimmt f*(-) nur die Werte 0 und +oo an.

Beispiele

1. Sei K das achsenparallele Einheitsquadrat

1 1
K={<§z) <, |x21s1}={<§2) :maxrxirg}

Die Stiitzfunktion liefert fiir die 2-Zeile & = (&7, &) den Wert @(&) = [E1] + &2 .
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Die Legendre-Transformierte dieser positiv homogenen Funktion ¢ (&) hat den Wert
0 auf K und den Wert +oo auf dem Komplement,

0 fir xekK

sup{ (£ + Ex%) — (1&1] + [E2]) :aev*}z{ oo i x oK

2. Sei K der Einheitskreis

Die Stiitzfunktion ist

kx(&,n) =sup{&x+1ny :x € K} = /& +1?.

Ihre Legendre-Transformierte ist

0 fii € K
sup{£x+ny—\/£2+n2}={ e

oo fir x ¢ K

K={(;‘) :|x|p+|y|vs1} |

Die Stiitzfunktion ergibt sich aus den Uberlegungen z den p-Normen, die wir in ITI.1
angestellt haben

3. Seip>1und

K*(&,m) = (&% + M9/ mit 1;Jrazy

Eine Teilmenge K eines Vektorraums V heisst ein Kegel (mit der Spitze im Nullpunkt),
wenn gilt Vv € V, &« > 0 «-v € K. Ein Kegel K ist offenbar genau dann ein konvexer
Kegel, wenn gilt Vv,w € K v 4+ w € K. Man definiert den zum Kegel K C V dualen
Kegel K* = {6: (0, v) < Ofiir allev € K}.

Corollar (Duale Kegel)

Wenn k() auf dem Kegel K verschwindet und sonst den Wert +o0o hat, dann verschwindet
die Legendre-Transformierte X*(-) auf dem dualen Kegel K* und hat sonst den Wert +o0.

Beweis:
Wenn (6, v) > 0 fiir ein v € K, dann gilt k*(8) = sup{(6, v) v € K} = +o0.
Wenn (0, v) <0 fiir alle v € K, dann haben wir k*(0) = 0.

Wir haben gesehen: Fiir jeden Kegel K in einem endlichdimensionalen Vektorraum V
ist der Kegel K** die abgeschlossene konvexe Hiille. Diesen Sachverhalt kann man auch
folgendermaflen ausdriicken:
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Satz

Sei K ein konvexer Kegel im n-dimensionalen Vektoraum. Ein Vektor w liegt genau dann
in der abgeschlossenen konvexen Hiille von K, wenn gilt

(Ew) <0 firall & mit YweK (Ev)<0.

Es sei K der kleinste konvexe Kegel, welcher die Vektoren vi,va,...,vm enthdlt. Ein
Vektor w gehort genau dann zu K, wenn er eine positive Linearkombination der vj ist;
dies ist genau dann der Fall wenn (§ w) < 0 gilt fiir jede Linearform & mit¥j (& v;) <O0.
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Nachtrag : Die Jensen’sche Ungleichung
Satz : Wenn k(-) konvex ist und P der Schwerpunkt einer normierten Massenverteilung

P:Zpipi mit ]9120, Zp1:1

k(P) < ) pi-k(P) .

(,Der k-Wert im Schwerpunkt ist kleiner oder gleich dem gewichteten Mittel der k-
Werte“.)

dann gilt

Bemerke: Wenn die Gewichte auf zwei Punkte konzentriert sind, P = (1 — A)Po+ APy,
dann ist das die definierende Eigenschaft der Konvexitédt. Fiir Gewichtungen, die auf
endlich viele Punkte konzentriert sind, kann man die Ungleichung mittels vollstdndiger
Induktion nach der Anzahl der gewichteten Punkte beweisen.

Die Jensen’sche Ungleichung gilt auch in allgemeineren Féllen. Fiir jede Wahrschein-
lichkeitsgewichtung w(-) auf L, die einen Schwerpunkt bar(p) besitzt, gilt

k(bar(w)) < | Kix)dulx)

Der ,,Schwerpunkt“ bar(p) kann iibrigens als derjenige Punkt P charakterisiert werden,
fiir welchen gilt

f(P) = f(bar(p)) = Jf(x)dp.(x) fiir alle affinen f(-) .

Eine noch bequemere Formulierung der Jensen’schen Ungleichung gewinnt man in der
Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie: Die Stochastiker assoziieren mit einer Wahr-
scheinlichkeitsgewichtung u(-) auf L eine L-wertige Zufallsgrofie X mit der Verteilung
i, d. h.

Pr(X e B) =u(B) firalle BCL.

Die Jensen’sche Ungleichung erhélt die Gestalt:

Satz : (Jensen’sche Ungleichung)

Sei k(-) auf L konvex und X eine L-wertige Zufallsgrife, die einen Erwartungswert EX
besitzt. Dann gilt
k(EX) < E(k(X)) .

Der Beweis fiir allgemeine p(-) kann (fiir unterhalbstetige konvexe Funktionen) sehr
einfach mit dem Fundamentalsatz k(-) gefiihrt werden: da nach Definition des Schwer-
punkts fiir jede affine Minorante f(-) gilt

f(barp) = Jf(X)du < jk(x)du(x) .

haben wir auch fiir das Supremum der affinen Minoranten k(barp) < [ k(x)dp(x). |
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Aufgaben zu II1.3

Aufgabe II1.3.1 :

Es seien p; und qg; nichtnegative Zahlen fiir j =1,2,...,nmit } p;=1=)_ g;.
Zeigen Sie ) p;j-In z—; > 0.

Hinweis: Beachten Sie, dass die Funktion k(x) = x - In x konvex ist.

Aufgabe I11.3.2 :

Es sei M = {Pi i€ I} eine Familie von Punkten in einem n-dimensionalen reellaffinen
Raum (L, V). Der Durchschnitt aller konvexen bzw. affinen Obermengen von M ist die
kleinste konvexe bzw. affine Obermenge von M. Man nennt sie die konvexe bzw. affine
Hiille von M und bezeichnet sie iiblicherweise mit M°™ bzw. mit M*f. Zeigen Sie

1. M* besteht aus den Punkten der Gestalt P =3 _  Ai-Pimit A; € R, > Aj=1.
2. M™ besteht aus den Punkten der Gestalt P =3 ; A-Pimit Ay >0, > Ay=1.

3. Es existiert eine Teilfamilie M’ = {Pi ciel’ } mit |I'| =n + 1, sodass gilt
VP e LIA:ie ) (AieR> A (Zm:1) A (Z)\i-Pi:P).
I/

Wenn M = L, und I’ der Forderung geméif gewiihlt ist (man sagt, dass sich die
Punkte aus M’ in allgemeiner Lage befinden), dann sind Koeffizienten fiir jeden
Punkt P eindeutig bestimmt.

4. (‘Satz von Caratheodory’)
Zu jedem Q € M ™ existiert eine Teilfamilie M’ = {Pi i€ I’} mit [I'| =n+1,
sodass gilt

IA:iel): (Aizo) A (Z?\i:1> A (Z?\i-Pi:Q)

I/

5. Wenn [ I| > n+2, dann existiert eine Partition der Indexmenge I =1, +1_ und ein
Punkt P, der sowohl in MS°™ = {Pi 1€e I+} als auch in MW = {Pi i1e I_}
liegt.

6. Diskutieren Sie diese Sachverhalte fiir ein Quadrupel von Punkten in der Ebene.

Hinweis zu 5.): Betrachte zu den Punkten Py, Pq,. .., P,,;; die linear abhéngigen Vektoren
vi = PoPi, 1 = 1,...,n+ 1. Bei der linearen Abhéngigkeit > o - vi = 0 konnen wir

annehmen ) o >0, >_ o = 1. Wir haben dann

IR S AN ST ) SN
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Aufgabe II1.3.3 :

Berechnen Sie mit den Mitteln der Schulmathematik die Legendre-Transformierten ¢;(0) =
ki(0) fir die folgenden Funktionen ki(x):

° ]q(x)zc—i-bx—I—%ax2 mit a > 0,
e ky(x) =x—1—Inx fiir x > 0 und = +oo fiir x <0,
e k3(x) =x-Inx fiir x > 0 und = +o0 fiir x <0,

ka(x) = [x],

ks(x) = 3(Ix = 1|+ [x| + [x + 1)

Hinweis: Es mag niitzlich sein, zuerst die zweite Aussage der néchsten Aufgabe (iiber
runde konvexe Funktionen) fir n =1 zu durchdenken.

Aufgabe II1.3.4 :

Es sei k(x) eine konvexe Funktion auf dem Vektorraum V aller n-Spalten x. U sei eine
offene konvexe Teilmenge des Endlichkeitsbereichs. Wir sagen, k sei rund auf U, wenn k
auf U zweimal stetig differenzierbar ist mit einer positiv definiten Hesse-Matrix k”(x) fiir
alle x € U.

Zeigen Sie: Wenn die konvexe Funktion k(x) auf U rund ist , dann ist die Legendre-
Transformierte @(0) = k*(0) rund auf der Menge U*, wo U* das Bild von U bzgl. der
Abbildung U 3 x — k’(x) (‘Gradientenabbildung’) ist.

Zeigen Sie weiter, dass U* 3 0 — ¢’(0) die Umkehrung von k'’ ist.
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Riickblick : Verschiedene Typen von Funktionen

Durch unsere Betrachtungen zur Konvexitidt mag sich mancher Leser an die Begriffsbil-
dungen der elementaren Analysis erinnert fithlen. Wir wollen hier aber die analytischen
Aspekte nicht weiter verfolgen.

Wir sind auf spezielle Typen von Funktionen gestossen, und erinnern zum Abschluss die-
ses Abschnitts III daran, wie die jeweiligen Definitionsbereiche aussehen und welche Werte
die bisher studierten Funktionen annehmen.

a) Eine Metrik (auf S) ist eine R, -wertige Funktion auf S x S.
b) Eine Norm (auf V) ist eine R -wertige Funktion auf V.

c¢) Eine konvexe Funktion k(-) ist eine R U {+oo}-wertige Funktion auf einem affinen
Raum (L, V).

d) Thre Legendre-Transformierte k*(-) ist eine R U{+oo}-wertige Funktion auf V*. (Bei
der Konstruktion wird ein Punkt € L als der Nullpunkt ausgezeichnet.)

Friither schon haben wir gesehen:
a) Eine affine Funktion ist eine K-wertige Funktion auf einem K-affinen Raum.
b) Eine Linearform ist eine K-wertige Funktion auf einem K-Vektorraum.

c¢) Eine quadratische Form ist eine K-wertige Funktion auf einem K-Vektorraum. Zu
ihr gehort (141 # 0 in K) eine symmetrische Bilinearform auf V x V.

Dazu werden wir noch lernen: Eine hermitische Form (siehe IV.2) ist eine reellwertige
Funktion auf einem C-Vektorraum V. Zu ihr gehort eine hermitische Sesquilinear-
form auf V x V. Sie nimmt komplexe Werte an.

Noch frither haben wir gesehen:

a) Ein Polynom mit komplexen Koeffizienten ist zundchst ein formaler Ausdruck, eine
Rechengrofle. Man kann mit ihr aber auch eine ,,ganz rationale” Funktion assoziieren
(welche auf C komplexe Werte annimmt). Thr Absolutbetrag ist eine nichtnegative
Funktion auf C.

b) Eine gebrochenrationale Funktion % kann man als eine C-wertige Funktion auf C
verstehen.

c¢) Bei den lineargebrochenen ,, Funktionen“ denken wir an Abbildungen von C auf sich
(Mobiustransformationen).

Ein Typ von Funktionen, welcher dem Funktionsbegriff der Schulmathematik nahe steht,
sind die trigonometrischen Polynome. Diese Funktionen leben auf R/ 2, und nehmen
komplexe Werte an. Trigonometrische Polynome kann man auch durch ihre Koeffizien-
tenfolgen beschreiben; dabei handelt es sich sozusagen um komplexwertige Funktionen
auf Z. In den p-summablen Folgen haben wir weitere komplexwertige Funktionen auf Z
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kennengelernt.

Der Anfinger sollte sich nicht dadurch verwirren lassen, dass wir uns manchmal fiir indi-
viduelle Funktionen (oder Abbildungen) interessiert haben, und manchmal eher fiir Funk-
tionenrdume (meistens Vektorrdume von Funktionen) oder fiir Mengen von Abbildungen
(insbesondere Gruppen von Abbildungen).
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IV Inneres Produkt. Orthogonalitéit

Themeniibersicht IV

In der euklidischen Geometrie kann man nicht nur von der Lénge einer Strecke sprechen,
d.h. von der Norm eines Verschiebungsvektors; man hat auch den Begriff des Winkels
zwischen Vektoren. Der Cosinus des Winkels ergibt sich bekanntlich aus dem inneren
Produkt

(viw) = [Vl - lw]| - cos .

Auch in gewissen normierten Vektorrdumen unendlicher Dimension kann man ein inneres
Produkt definieren. Dies ist dann moglich, wenn die Norm die sog. Parallelogrammglei-
chung erfiillt.
2 2 2 2
[V +wl=+ [[v=w|* =2 [v]["+ 2 [lw]”.

Man nennt eine solchen normierten Raum einen Pré-Hilbertraum oder im endlichdimen-
sionalen reellen Fall eine euklidischen Vektorraum.

Einen Hilbertraum gewinnt man aus einem Pré-Hilbertraum durch einen Vervollstandi-
gungsprozess, den wir spater behandeln werden. Hier diskutieren wir diejenigen Aspekte
des inneren Produkts, die keinen wesentlichen Gebrauch von der Vollstdndigkeit machen.

IV.1 Parallelogrammgleichung und Polarisierung

Beispiele zur Parallelogrammgleichung: die euklidische Norm im Anschauungsraum, die
2-Norm im Raum der trigonometrischen Polynome. Die Norm, die zu einer positiv defi-
niten Matrix J x J-Matrix gehort. Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Polarisierungs-
konstruktion. Der Satz von Jordan und von Neumann. Das Orthogonalisierungsverfahren
nach Gram-Schmidt. ONBasen und orthonormale Koordinaten. bra- und ket-Vektoren.
Didaktische Anmerkungen zum euklidischen Anschauungsraum.

IV.2 Hauptachsen, Orthogonale Zerlegungen, Spektralsatz

Das Theorem von den Hauptachsen einer hermitischen Form. Beweis mit Courants Maxi-
mierungsargument. Orthogonale Projektionen. Simultane Diagonalisierung zweier hermi-
tischer Formen, wo eine positiv definit ist. Auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum
gibt es eine natiirliche Entsprechung zwischen den hermitischen Formen und den selbst-
adjungierten Operatoren. Der Satz von den Hauptachsen entspricht dem Spektralsatz fiir
selbstadjungierte Operatoren. In orthonormalen Koordinaten werden diese Objekte durch
die hermitischen Matrizen beschrieben. Das Theorem von den Hauptachsen einer hermiti-
schen Form entspricht dem Satz von der unitéren Diagonalisierbarkeit einer hermitischen
Matrix.

Nicht nur die hermitischen (und die unitdren) Matrizen sind unitér diagonalisierbar.
Genau dann gibt es zur komplexen Matrix N eine unitdre Matrix U mit U*NU = D
(Diagonalmatrix), wenn N ‘normal’ ist in dem Sinne N*N = NN*.
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IV.3 Einparametrige Matrixgruppen

Der infinitesimale Operator einer einparametrigen Matrixgruppe. Gleichférmige Drehun-
gen im Anschauungsraum. Einparametrige Gruppen von 2 x 2-Matrizen. Einfache und
doppelte Nullstellen des charakteristischen Polynoms. In einem Anhang stellen wir zu-
sammen, wie die Matrizen recht verschiedene Rollen spielen kénnen. Quaternionen.

IV.4 Gekoppelte Oszillatoren

Der einfache harmonische Oszillator.

mx+r-x+k-x = f(t)
L-Q+RQ+<&-Q = Ut).

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (im schwach geddampften Fall). Zwei
schwach gekoppelte Oszillatoren ohne Reibung und ohne anregende Kraft. Die normal mo-
des im symmetrischen Fall. Die Losungen sind fastperiodische Funktionen. ,Resonanz®.
Drei Oszillatoren in symmetrischen Anordnung. Die normal modes fiir n identische Os-
zillatoren in ringférmiger Anordnung. Stehende und laufende Wellen auf einem Ring.

IV.5 Die schwingende Saite

Die Gleichung der schwingenden Saite und die Gleichung der schwingenden Membrane. Se-
parationsansatz fiir die Wellengleichung. Ebene Wellen. Intuitives zur Wellenbewegung;:
Wellenflichen. Ausbreitungsgeschwindigkeit. Wellenzahl, Frequenz, Phasengeschwindig-
keit. Die Eigenschwingungen. Historisches zur schwingenden Saite und zur Fourier-Analyse.

IV.6 Diskrete Fourier-Transformation

Die diskrete Fourier-Transformation DFT als Ubergang zu einem neuen orthonormierten
Koordinatensystem. Die unitdre Matrix mit den Eintrdgen

u = g5 exp(i2k) = o Oy
wo die () die n-ten Einheitswurzeln sind.
Die DFT als Approximation zu den iiblichen kontinuierlichen Fourier-Transformationen.
Shift-Operator und Differenzenquotient. Die Schnelle Fourier-Transformation FFT. Die
Funktion f(t) werde im Zeitbereich (—T,+T) in Zeitabstdnden Z—J abgetastet; die DFT
y(w) ist dann 2Q-periodisch, Q = £ - 3. Das Periodogramm zeigt, wie die ‘Energie” auf
das Intervall (—Q, Q) verteilt ist. Der Effekt des Herausschneidens ist abzumildern.

IV.7 Drehungen im Minkowskiraum

Der dreidimensionale Vektorraum P der spurlosen hermitischen 2 x 2-Matrizen erweist
sich als ein niitzliches Modell des dreidimensionalen euklidischen Anschauungsraums; der
vierdimensionale Vektorraum M aller hermitischen 2 x 2-Matrizen liefert ein Modell fiir

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



Abschnitt IV Themeniibersicht 187

den Minkowskiraum der speziellen Relativitiatstheorie. Das ‘Normquadrat’ und das ‘innere
Produkt’ kann mit Spur- und Determinantenbildung zum Ausdruck gebracht werden.

Wir verschaffen uns in diesen Modellen eine Ubersicht iiber die Drehungen des An-
schauungsraums und die eigentlichen Lorentztransformationen. Die Gruppe SU(2) wirkt
auf P; die Gruppe SL(2,C) wirkt auf M. Dabei erweist sich SU(2) als eine zweifache
Uberlagerung der Drehungsgruppe SO(3,R) und SL(2,C) als eine zweifache Uberlage-
rung der eigentlichen Lorentzgruppe (die man auch als die Gruppe der Drehungen des
Minkowskiraums bezeichnet).

Wir betrachten auch die Quaternionen und ihre Darstellung durch 2 x 2-Matrizen.

IV.8 Zerlegung einer Gruppendarstellung

Eine Gruppendarstellung (group representation) ist eine spezielle Art von Gruppenwir-
kung (group action): jedem Gruppenelement wird ein Endomorphismus eines Vektorraums
zugeordnet. (Bei uns geht es um endliche Gruppen und um endlichdimensionale komplexe
Vektorraume). Jede Darstellung kann man als direkte Summe von irreduziblen Darstellun-
gen gewinnen, wobei die Vielfachheiten der verschiedenen irreduziblen Teildarstellungen
eindeutig bestimmt sind. In einer passenden Basis betrachtet erscheinen also die Endo-
morphismen als Blockmatrizen. Der Begriff der direkten Zerlegung eines K-Vektorraums
und der Begriff der orthogonalen Zerlegung eines endlichdimensionalen Hilbertraums wird
nochmals von Grunde auf entwickelt.

IV.9 Spurfunktionen, die Charaktertafel der Gruppe G.

Eine endliche Gruppe G besitzt nur endlichviele nichtisomorphe Darstellungen; die Anzahl
ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen der Gruppe. Bei kommutativen Gruppen
sind alle irreduziblen Darstellungen eindimensional; sie entsprechen den Gruppencharak-
teren. Wir bemerken einige Analogien zur Fourier-Transformation fiir die (unendlichen!)
Gruppen Z,R/2m und R.

Bei einer beliebigen endlichen Gruppe G bilden die Spurfunktionen der irreduziblen
Darstellungen eine Orthonormalbasis in einem interessanten Vektorraum komplexwertiger
Funktionen auf G.
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IV ~ Inneres Produkt. Orthogonalitéit

IV.1 Parallelogrammgleichung und Polarisierung

Einen normierten (reellen oder komplexen) Vektorraum (V, || - ||) nennt man auch einen
Pré-Banachraum. Man nennt ihn einen Pra-Hilbertraum, wenn das Normquadrat die
sog. Parallelogrammgleichung erfiillt

[v+w|2+|[v—w|I* =2 |v||* + 2||w||* (Parallelogrammgleichung)

Eine Norm, welche die Parallelogrammgleichung erfiillt, heisst eine Hilbertraumnorm.

Hinweis : In der Funktionalanalysis braucht man Banachrdume und speziell Hilbert-
radume. Diese normierten Vektorrdume entstehen durch Vervollstéindigung aus Pri-Banach-
raumen bzw. Pra-Hilbertraumen. Im endlichdimensionalen Fall braucht man keine Vervoll-
stdndigung, die endlichdimensionalen Pra-Banachrdume sind von vorneherein vollsténdig.

Satz (1. Beispiel)

Die euklidische Norm im Anschauungsraum erfillt die Parallelogrammgleichung.

1. Beweis

Der erste Beweis baut elementargeometrisch auf dem Satz von Pythagoras auf.
Betrachten wir ein Parallelogramm mit den Seitenléingen a, b. Die Langen der Diagonalen
seien ¢ und d. Wir zeigen

c? +d? =2a” +2b?

Wir féllen das Lot von P und Q auf die Grundlinie und haben nach dem Satz von Pytha-
goras
c*=(a+e)*+h*, d*=(a—e)*+h* Db*=e’+h’.

Addition der beiden ersten Gleichungen ergibt
c?+ d* = 2a* + 2e* + 2h* = 2a” + 2b°.

2. Beweis

Wir deuten die Strecken als komplexe Zahlen. Zu zeigen ist

1z 4+ W% + |z — w|? = 2)z|* + 2|w|?.
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Das ergibt sich sofort, wenn man die komplex konjugierten Zahlen ins Spiel bringt
(z+wW)(z4+W)+ (z—W)(z—W) =zZ+WW+ z2Z+WW.

Die gemischten Produkte fallen weg. Die folgende Rechnung werden wir spéter brauchen;
sie ist der einfachste Fall der sog. Polarisierungskonstruktion (im Komplexen).
Sind z,w komplexe Zahlen, so gilt

z+wW)? — |z —w* = 2zw + 2zZw = 4 - R(zZw)

z+wP—lz—wP+iz—iwP—ilz+in? =4 zw.

Ein zweites Beispiel fiir den Begriff des Pra-Hilbertraums ist der Vektorraum der
trigonometrischen Polynome mit der 2-Norm.

Satz (2. Beispiel: trigonometrische Polynome)

Betrachte trigonometrische Polynome

f(t) =) cae™, gt) =) dne™

mit den Normen

1l = (& [f(t)Ra)? = (Z|cn|2)l/2 b,
ol = (& Slaivra)” = (Zia?) .
Es gilt die Parallelogrammgleichung
If + gll* + IIf — gl = 2[fl|* + 2l g|I*,

Z ’Cn + dn|2 + Z |Cn - dn’2 =2 Z |Cn’2 +2 Z ’dn|2 .

Der Beweis ist trivial. Auf der Grundlage der Feststellung, dass die komplexen Zahlen
f(t), g(t) (fiir alle t) und die komplexen Zahlen c,,, d,, (fiir alle n) die entsprechenden
Gleichungen erfiillen, findet man auch

I+ gll* = If —gl* +i-If —igl> —i-[If +1ig||* =

:4%1“?.9) (dt=4- Y cndy .

Das Ergebnis wird iiblicherweise mit 4 - (f|g) bezeichnet. Man nennt es das innere Pro-
dukt von f und g (bzgl. der Hilbertraumnorm im Raum der trigonometrischen Polynome).

Es ist darauf hinzuweisen, dass die trigonometrischen Polynome keinen Hilbertraum
bilden; die Vervollstdndigung dieses Raums wird in der Analysis ausfiihrlich diskutiert.
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Hermitische Sesquilinearformen
Definition

Eine komplexwertige Funktion @(-,-) auf V x V heifit eine hermitische Sesquilinear-
form (auf V), wenn gilt

(i) @(v,w)=d(w,v)
(ii)) O(v,ow) = - O(v,w)
(iii) @(v,wy+wy) = O(v,wq) + O(v,w3) .
Die reellwertige Funktion W(v) = ®(v,v) heifit die hermitische Form zu @(-, -).

Wenn ¥(v) > 0 fiir alle v # 0, dann heisst @ eine positiv definite Sesquilinearform
oder auch ein inneres Produkt.

Hilfssatz (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)

Wenn ©(-,-) eine positiv definite Sesquilinearform ist und Y(-) die hermitische Form
dazu, dann gilt
D (v,W)]? <W(V)-W(w) firale v,w.

Die Quadratwurzel von V¥ liefert eine Hilbertraumnorm.

V(o) = oY (v), VYV +w) < VYV) + VY (W) ;

Yv+w)+¥Yv—w)=2¥)+2¥(w).

Beweis

Wir konnen o. B. d. A. annehmen, dass @ (v, w) reell ist; denn die beteiligten Grossen
dndern sich nicht, wenn man v durch v - e*® ersetzt. Fiir alle reellen A haben wir

0< D(V+Aw,v+Aw) =¥Y(v) +2Ab + A?¥(w) mit b= D(v,w) = O(w,V).

Schon auf der Schule lernt man, dass b? < ac gilt fiir eine quadratische Funktion q(A) =
aA? + 2bA + ¢, die nirgends auf R negativ ist. Dies ergibt die Schwarz’sche Ungleichung.

Yv4+w) =V¥Hv)+¥Y(w)+2D(v,w) ,
Y(v+w) <YO) +¥(w) + 20/ ¥ ) VPw) = (VI + V(W)

Satz

FEine hermitische Sesquilinearform ist durch die von ihr erzeugte hermitische Form ein-
deutig bestimmd.

Beweis : Die Polarisierung im hermitischen Fall ist ein wenig komplizierter als die
Polarisierung bei quadratischen Formen. Es gilt

Yv+ow) —¥Y(v—oaw) =4R(ab) mit b=>(v,w)
1

) (‘P(v +ow) —Y(v—oaw) —i¥(v+iaw) +¥Y(v — iocw)) =ab=®(v,aw) .
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Satz FEine hermitische | x J-Matriz H liefert eine hermitische Sesquilinearform auf dem
Vektorraum aller J-Spalten, wenn man definiert

O(x,y) =x"Hy .

Sei @(-,-) eine hermitische Sesqilinearform auf einem Vektorraum V mit einer ausge-
zeichneten Basis {vj :j € J}. Dann gibt es genau eine hermitische Matriz H, sodass gilt

@ (Z v v, Z xjv]-) = Z TRIPEC
k,j
Sei {u; : 1€ I} eine weitere Basis und A die 1 x J-Matriz des Basiswechsels

Vj = Zuia} .
Fiir die dazugehdrige hermitische 1 x I-Matriz K gilt dann

H=A"-K-A.

Der Beweis liegt auf der Hand. Die | x J-Matrix H mit den Eintrégen hy; = @ (v, v;)
heisst die Gram-Matrix von @ beziiglich der betreffenden Basis.

Orthonormalbasen
Die Pra-Hilbertraume sind die komplexen Vektorrdume mit einer ausgezeichneten positiv
definiten Sesquilinearform, (die man das innere Produkt nennt und mit (- |-) bezeichnet.)
[v||> = (v|v) Das innere Produkt erdffnet die Moglichkeit, in einem unendlichdimen-
sionalen (Prd)-Hilbertraum Basen (oder Koordinatensysteme) einzufiithren, mit welchen
man fast genau so bequem operieren kann wie mit den Basen in endlichdimensionalen
Vektorrdumen. Diese besonderen Basen heissen Orthonormalbasen.

Definition

Eine Familie von Vektoren in einem (Pré-)Hilbertraum (e;,)
system (kurz ein ONS), wenn gilt

1 falls n=m
<en| em> =
0 falls n#m

nel heif3it ein Orthonormal-

Man spricht von einer Orthonormalbasis ONB im Pri-Hilbertraum V, wenn die Ver-
vollstdndigung des aufgespannten Vektorraums gleich der Vervollstindigung von V ist.

Satz (Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt)

Bezeichne (-|-) das innere Produkt in einem Pri-Hilbertraum V.
V1,V2,V3,... seien linear unabhdingige Vektoren. Es existiert dann ein ONS eq, ez, es, ...,
sodass {e1, ..., em} denselben Teilraum aufspannt wie {vy,...,vin} (fir jedes m).
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Beweis

Es gibt ein Vielfaches von vq, welches die Lénge 1 hat. ey sei ein solches. Wir konstruieren
die e, rekursiv. {eq, ..., en} seien bereits konstruiert. v, ist nicht Linearkombination
der v; mit j < m und daher auch nicht Linearkombination der e; mit j < m.

Sei bj = <€j|\)m+1> fir ) = 1,. Lo, M und ém+1 =Vm+1 — Z b]-ej.
Es gllt <ek|ém+1> = <€k|\)m+]> — Zmb] <€k|€j> = <€k|\)m+]> — bk =0 fir k= 1, cee, ML
Man wahle nun e, als ein Vielfaches von €,,,7 mit der Norm 1.

— Und so geht das weiter.

Bemerkungen

- Die orthonormalen Vektoren eq, ey, ... sind bis auf Faktoren vom Betrag 1 festge-
legt. Da e, eine Linearkombination der ‘fritheren’ v (k < m) ist, liefert uns das
Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren eine obere Dreiecksmatrix M, sodass

(e1yeZ)e3>"') - (V],Vz,\)g,...) M.

- Der Raum Cépaller komplexen J-Spalten wird bekanntlich zu einem Hilbertraum,
indem man eine positiv definite ] x J-Matrix H auszeichnet und damit das innere
Produkt definiert Eine ONBasis ist ein n-tupel von J-Spalten, welches, zu einer
Matrix B zusammengefasst, liefert B*HB = I (Einheitsmatrix).

- Wir haben eben gesehen, dass es Zu jeder positivdefiniten Matrix H und zu jeder
nichtsinguldren Matrix A eine obere Dreiecksmatrix M gibt, sodass fiir B = AM
gilt BFHB = [. Zu jeder positivdefiniten Matrix H gibt es eine normierte obere
Dreicksmatrix N sodass gilt N*HN = D (Diagonalmatrix). Eine Verallgemeinerung
dieses Satzes wird uns beim gaus’schen Eliminationsverfahren begegnen. Er hat
natiirlich nichts zu tun mit dem ‘Satz von der Hauptachsentransformation’, nach
welchem zu jeder hermitischen Matrix H eine unitdre Matrix U existiert, sodass
U*HU = D(Diagonalmatrix).

‘Stetige’ hermitische Formen
Aus einem Grund, der sofort ersichtlich werden wird, nennen wir die hermitischen Formen,
die von einer hermitischen Sesquilinearform erzeugt werden, stetige hermitische Formen.
Es darf vermutet werden, dass es ‘unstetige’ hermitische Formen nirgendwo bedeutungs-
voll sind. Die Grundlagentheoretiker bestehen darauf, dass es sie gibt, wenn man sie auch
nicht wirklich konstruieren kann. Wir brauchen die ‘Stetigkeit’, um liickenlose Beweise zu
fithren.

Definition Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine stetige reellwertige Funktion ¥(-) auf
V heifit eine hermitische Form, wenn gilt

(i) W(ow) =|o? - ¥(v) fiiralle « € C, veV
(ii)) Yv+w)+V¥Y(v—w)=2-Y(v)+2 -¥Y(w) fiiralle v,w.
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Die hermitische Form W(-) heisst stetig, wenn ¥(v+ aw) eine stetige Funktion von o« € C
ist, fiir jedes Paar v, w.

Bemerke: Jede hermitische Form, die von einer hermitischen Sesquilinearform erzeugt
wird, ist stetig; wir haben nadmlich

Y(v+ ow) = a+ |al*c + 2R (ab) mit Konstanten a,b,c.

Das Quadrat einer Hilbertraumnorm ist eine stetige hermitische Form. Die Dreiecksun-
gleichung zusammen mit ||aw|| = |«f||w|| impliziert die Stetigkeit.

Satz

Zu jeder stetigen hermitischen Form W(-) gibt es genau eine Sesquilinearform ®(-) mit
D(v,v) =Y¥(v).

Beweis

Zu Y(-) besorgen wir uns mit der Polarisierungskonstruktion eine Funktion ®(-,-) mit
®(v,v) = ¥(v). Es ist nachzuweisen, dass @(-, ) eine Sesquilinearform ist.

Qv,w) == (Y(v+w) —¥Yv—w)+i-¥Yv—iw)—i-Y(v+iw)).

IS

1. Wir zeigen @ (v, w) = ®(w,v). Dazu miissen wir nur bemerken
Y(v—iw) = ‘P(i(v — iw)) =Yw+iv), ¥Yv+iw)=¥(w—1iv).
Diese Beobachtung liefert auch @ (v,iw) =1- ®(v,w).

2. Wir zeigen
O(u,v)+ d(u,w)=2-0 (u, %(v—l—w)) .

Setze m:u—i—%(v—i—w), d= %(v—w). Wegen u+v=m+d, u+w=m-—d und

der Parallelogrammgleichung ergibt sich

Yu+v)+¥Y(u+w) = 2¥(m)+2¥(d)
Yu—v)+¥(u—w) = 2-¥(u—31iv+w))+2¥(d).

Die Differenz liefert
[‘P(u +v) —Y(u-— v)} + [‘P(u +w)—Y(u-— w)] =
=2-Y(u+3v+w)—2-Y(u—-3v+w)) .
Wir addieren die entsprechende Formel mit iv,iw und erhalten
[4 . CD(u,v)] + [4 : d)(u,w)} =80 (u,3(v+w)) .

Die Rechnung ergibt also

d)(u,v)zz-d)(u,%v) und O(u,v+w)=>0(u,v)+ o0(u,w) .
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3. Aus der Beobachtung, dass man i aus dem zweiten Argument herausziehen kann,

ergibt sich
O(u,av) = - O(u,v)

fiir alle & von der Gestalt &« = zin(k + i), n,k,{ € Z. Fiir jedes feste Paar u,v
ist also o« — @ (u, av) eine additive Funktion g(«), welche auf der Menge {ax =
Zin(k—l—iﬂ)} mit einer linearen Funktion ¢ - « iibereinstimmt. Die Analytiker bestehen
darauf, dass es auf R (oder C) additive Funktionen gibt, die nicht linear sind; wir
brauchen eine Stetigkeitsannahme (oder etwas &hnliches), um zu garantieren, dass
@ (u,Av) = AD(u,v) gilt fiir alle komplexen Zahlen A.

Zusammen mit der obigen Bemerkung iiber Hilbertraumnormen haben wir nun also einen
vollstdndigen Beweis fiir das beriihmte

Theorem (Jordan und v. Neumann)

Sei (V, ]| - ||) ein Pré-Hilbertraum. Fiir v,w € V definiert man

1 1 . |
(VW) = g+ w2 = 2l = Wi+ v — il = g v+ w2

Es gilt dann

(i) (vIw) = (wlv)

(i) (ulv+w)=ulv)+ (u|w)
(ili) (vlaw) = a(v|w) fiir alle x € C
(iv) (v[v) = |v]|* > 0 fiir alle v # 0

Man nennt (-|-) das innere Produkt zur Pri-Hilbertraum-Norm || - ||.

Linearformen mit endlicher Norm

Es sei (V,(-|+)) ein Pri-Hilbertraum. Eine Linearform € heisst eine beschréinkte Linear-
form, wenn £(-) auf der Einheitskugel beschrankt ist; und man definiert

(V)
v :veEV].

I1€]l = sup{|&(v)|: [|[v|| <1 } = sup{

Auf dem Préa-Hilbertraum der trigonometrischen Polynome gibt es viele interessante Bei-
spiele fiir Linearformen mit unendlicher Norm. Beispielweise ist die Auswertung in ei-

nem Punkt ein unbeschréanktes lineares Funktional. Man betrachte etwa die Dirichlet-
Funktionen Dy = ZTN e'™. Die Norm ist 2N + 1; die Auswertung im Nullpunkt liefert
die (mit N — o0o) viel schneller wachsenden Werte 2N + 1.

Satz

Es sei (V,(-]-)) ein Pri-Hilbertraum. Fiir jedes v € V ist dann (v|-) eine Linearform {
mit [|€]] = [[v][ -

Der Beweis ergibt sich in trivialer Weise aus der Schwarz’schen Ungleichung.
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Satz

Die Menge aller beschrankten Linearformen auf einem (Prd-)Hilbertraum V ist ein Hilbert-
raum. Jede beschrinkte Linearform entspricht einem Element in der Vervollstindigung
von V.

Uns fehlen hier die Mittel fiir einen Beweis im unendlichdimensionalen Fall.

Hinweis Wir wollen die Situation in dem uns wohlbekannten Beispiel der trigonome-
trischen Polynome schildern. (Das Beispiel ist durchaus typisch!)

Sei (Cn)nez eine quadratsummable Zahlenfolge, C = /> [cnl? < oo. Fiir die tri-
gonometrischen Polynome f(t) = Y ane™ definieren wir {(f) = Y Cpa,. Nach der
Schwarz’schen Ungleichung gilt [¢(f)] = |)_ cnan| < C||/f||. Die Folge (cn)nez liefert also
eine beschrankte Linearform { mit Norm < C. Die Norm ist in der Tat gleich C, wie
man sich leicht iiberlegt. Man kann sich auch leicht iiberlegen, dass es keine weiteren
beschrénkten Linearformen auf dem Pra-Hilbertraum V der trigonometrischen Polynome
gibt.

Fiir die finiten Folgen ist C die Hilbertraumnorm des trigonometrischen Polynoms
g(t) = > cne™ und man kann die Auswertung des linearen Funktionals auch durch ein
Integral beschreiben:

L) =(g|f) = %Jg(t)f(t) dt firalle feV.
In der Lebesgue’schen Integrationstheorie wird geklért, dass es fiir beliebige quadratinteg-
rable Folgen (cp)nez so etwas wie eine Funktion (oder vielmehr eine Aquivalenzklasse von
Funktionen) gibt, sodass £(f) durch ein Integral %{ | g - f ausgedriickt werden kann. Die
Art von Funktionen g, die man so zu einer quadratsummablen Folge gewinnt, heissen die
2m-periodischen quadratintegrablen Funktionen. (In Wirklichkeit handelt es sich gar nicht
um Funktionen, sondern um Aquivalenzklassen von Funktionen, solche ‘Funktionen’ g ha-
ben i. Allg. keinen wohlbestimmten Wert in einem Punkt.) Dieselbe Art von ‘Funktionen’
ist auch geeignet, um die Elemente f der Vervollstindigung unseres Pra-Hilbertraums zu
beschreiben; eine alternative Beschreibung ergibt sich durch die quadratsummablen Fol-
gen (an)nez. Die auf die Vervollstéindigung fortgesetzte Linearform kann als Integral oder
als unendliche Summe geschrieben werden:

=3 enan =g [al0t =l

(wobei die Art der Konvergenz zu thematisieren ist.)

Bemerkungen zum endlichdimensionalen Fall

- Sei H eine positiv definite J x J- Matrix und V der Hilbertraum dazu.

(ylx) =y*-H-x fiir alle J-Spalten y,x .
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Zu jeder J-Spalte z € V gehort eine Linearform, nédmlich die J-Zeile & = z* - H.
Die Menge aller Linearformen ist der Hibertraum aller J-Zeilen & mit der Norm zur
Matrix H1: [[E][? = &-HT- &%

Es sei (V, (-] )) ein endlichdimensionaler Hilbertraum und {v; : j € J} eine ONBasis.
Die duale Basis ist dann eine ONBasis fiir den Hilbertraum der Linearformen. Ein
solches orthonormiertes System von Linearformen nennt man ein orthonormiertes
Koordinatensystem.

Die Abbildung v — £(-) = (v|-) ist eine antilineare Isometrie des Hilbertraums
V in den Raum der Linearformen (Mit dem Adjektiv ‘antilinear’ machen wir dar-
auf aufmerksam, dass zwar Summen in Summen abgebildet werden, aber nicht Li-
nearkombinationen in Linearkombinationen, wie das bei einer linearen Abbildung
gefordert ist; wenn v in £ abgebildet wird, dann wird av in &f abgebildet.)

Didaktische Anmerkungen

1)

In der Schulgeometrie geht man davon aus, dass der Begriff des rechten Winkels
(Orthogonalitit) zusétzlich zur Langenmessung intuitiv gegeben ist. Die Vektoren
v und w sind zueinander orthogonal, wenn die Vektoren v +w und v —w dieselbe
Léange haben,

Wenn man den Satz von Pythagoras zum sog. Cosinussatz verallgemeinern will,
dann st68t man auf den Begriff des inneren Produkts. Um dieses einzufiihren, stiitzt
man sich {iblicherweise auf kartesische Koordinaten. Es gilt als intuitiv klar, dass es
kartesische Koordinaten gibt.

Wir haben hier gesehen, dass es auch anders geht. Man braucht nur die Parallelo-
grammgleichung (als Axiom) und die Idee der Polarisierung.
Im reellen Fall reduziert sich die Polarisierungskonstruktion auf

(viw) = glv+wl = gllv —w]*.
Man schreibt (vjw) = ||v]|||w|| cos ¢ und erhélt in Verallgemeinerung des Satzes von
Pythagoras den sog. Cosinussatz

v+ w2 = [[v[|* + [Wl|* + V][]l cos & .

Das didaktische Problem mit dem Skalarprodukt besteht darin, dass es die Unter-
scheidung zwischen Vektoren und Linearformen iiberfliissig zu machen scheint; es
gibt einen natiirlichen Antiisomorphismus,(welcher im reellen Fall ein Vektorraum-
Isomorphismus ist). In orthonormierten Koordinaten stellt sich diese Bijektion als
der Ubergang von der Spalte y zur Zeile y* dar. Der Anfinger neigt erfahrungs-
gemaéss dazu, Spalten ohne langes Nachdenken auch einmal als Zeilen zu schreiben.
(In elementaren Lehrbiichern wird man dazu manchmal sogar ermuntert: Zeilen sei-
en doch nichts anderes als ‘umgefallene’ Spalten, im einen wie im anderen Fall gehe
es einfach um n-Tupel von Zahlen.)
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4) P.A. Dirac und viele Physiker nach ihm beniitzen die Bezeichnung |v) fiir die
Zustande eines quantenmechanischen Systems und sie nennen |v) einen ket-Vektor.
Die Linearformen (w|-) nennen sie die bra-Vektoren. Hier wird also ganz klar unter-
schieden zwischen den Vektoren und den Linearformen. Die Zahl (w|v), das innere
Produkt von w und v, ist die bracket (,, Klammer*). Fiir einen Einheitsvektor v ist
der Ausdruck [v)(v]|-) als die orthogonale Projektion auf den von v aufgespannten
Vektorraum zu deuten. Uber Dirac’s Notation, die auch aus mathematischer Sicht
grofle Vorziige hat, werden wir spéter noch mehr sagen.

Hinweise

Wenn man den gegenwértigen Unterabschnitt IV.1 mit dem Unterabschnitt I1.5 vergleicht,
kénnte man vielleicht der Vorstellung verfallen, dass die ‘stetigen’ hermitischen Formen
fiir die komplexen Vektorrdume einfach nur das sind, was die quadratischen Formen fiir
die reellen Vektorrdume sind. Gegeniiber diesem fliichtigen Eindruck ist jedoch zu be-
tonen, dass die Theorie der hermitischen Formen ihre Tiefe und Bedeutung vor allem
dadurch gewinnt, dass man die hermitischen Formen auf Hilbertrdumen betrachtet, also
auf Rdumen mit einer sehr speziellen metrischen Struktur.

Wir werden in der néchsten Vorlesung sehen. dass man in der Hilbertraumtheorie die
hermitischen Sesquilinearformen als ‘symmetrische’ (oder ‘hermitische’ oder ‘selbstadjun-
gierte’) Operatoren deuten kann. In unendlichdimensionalen Hilbertrdumen muss man
genauer hinsehen, um gewisse hermitische Sesquilinearen als ‘selbstadjungierte‘oder ‘we-
sentlich selbstadjungierte’ Operatoren zu verstehen. Und es sind diese selbstadjungierten
Operatoren, die man in der Quantenphysik sehr wesentlich benétigt; sie représentieren
namlich die ‘Observablen’. Der Spektralsatz ist ein Satz von fundamentaler Bedeutung.

Es ist leider so, dass man fiir die unendlichdimensionale Theorie tiefliegende Techniken
aus der Analysis benotigt. Viele physikalisch bedeutsame Ideen kommen aber auch schon
in der endlichdimensionalen Theorie zur Geltung, wie Feynman in seinen berithmten ele-
mentaren Vorlesungen zeigt; die mathematische Behandlung von Quantensystemen mit
endlich vielen Zustdnden braucht weniger Analysis als Geometrie und Algebra, und die
erforderlichen Techniken konnen bereits im ersten Studienjahr erarbeitet werden. Dazu
wollen wir hier einen Beitrag leisten.
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IV.2 Hauptachsen, Orthogonale Zerlegungen, Spektralsatz.

Ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum bekommt die Struktur eines Hilbert-
raums, wenn man eine Norm auszeichnet, welche die Parallelogrammgleichung erfiillt.
Man kann auch sagen: Ein endlichdimensionaler Hilbertraum ist ein Vektorraum mit
einem ausgezeichneten inneren Produkt: (V, (-] )) . Die Dimension wird im Folgenden n
sein, wenn nichts anderes gesagt ist.

Der Satz von den Hauptachsen einer hermitischen Form

Sei (V, (-1)) . ein n-dimensionaler Hilbertraum und W(-) eine stetige hermitische Form.
Dann existieren reelle Zahlen Ay > Ay > -+ - > Ay, und ein orthonormales Koordinatensys-
tem {1, ... ™}, sodass gilt

Yv) =3 A 0.
Mit anderen Worten: Es existiert eine ONBasis {e;}, sodass gilt
W) =Ar-[er )P+ Az ez )P+ + An - [{en )2

Die von den Einheitsvektoren e; aufgespannten eindimensionalen Vektorrdume heis-
sen Hauptachsen der hermitischen Form; die A; heissen charakteristische Werte,— oder
manchmal auch Eigenwerte (aus einem Grund, der verstédndlich wird, wenn wir uns unten
mit den selbstadjungierten Operatoren befassen).

Beweis (mit Courant’s Maximierungsargument)

Wenn wir zur reellwertigen Funktion W ein reelles Vielfaches des Normquadrats dazuad-
dieren, dann erhalten wir wieder eine stetige hermitische Form. Es geniigt daher, den Satz
fiir positive W zu beweisen. @(-, ) sei die dazugehorige hermitische Sesquilinearform.

Yv+w) =0 v+w,v+w) =V¥Yv)+¥(w)+2 - RO(v,w).

Unser positives ¥ nimmt irgendwo auf der Einheitskugel unseres endlichdimensionalen
Hilbertraums das Maximum A > 0 an, sagen wir in ey. Sei v orthogonal zu ey, (e;|v) = 0.
Wir zeigen ®@(eq, pv) = 0 fiir alle

Yiey + Bv) =¥(er) + IBIFY(V) +2-R(Ba). mit a = D(ey,V).

Fiir den auf Lénge 1 normierten Vektor gilt

(] —1-[?)\) o 1
Hle =¥ (ne] T an) — et

So ergibt sich 2 - R(Ba) < (1+ [BIA)W(er) — Y(er) — IBPY(V) = [BI*(W(er) — ¥(v)). Die

rechte Seite verschwindet von zweiter Ordnung fiir f — 0; also gilt a = ®(e,v) = 0.

Mit Vit bezeichnen wir den (n — 1)-dimensionalen Vektorraum aller auf e; orthogonalen
Vektoren: Vi = {w : {ej|w) = 0}. Die Einschriinkung von ¥ auf Vi erfiillt die Bedin-
gungen des Satzes. Der Beweis des Satzes ergibt sich durch vollstédndige Induktion nach
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der Dimension. Wenn {e,, - - - , en} eine ONBasis von Vi ist, welche das Verlangte fiir die
Einschrankung von W leistet, dann ist {eq, ey, - - - , e} eine ONBasis von V mit

V(Y ode) =) Ao

Konsequenzen fiir die hermitische Sesquilinearformen: Die hermitischen Ses-
quilinearform zur hermitischen Form [¢(v)|? ist offenbar @ (w,v) = {(w) - (V).
Der Satz liefert fiir die zu W gehorende Sesquilinearform

O(w,) =Y NO(W)-0() =D Nlelw) - (ejl-) = Y Aj(wley) - (g5])
oder kurz ®(~,-):Z7\j<"6j>'<ej"> .

Wir werden sehen, dass man die rechte Seite geméss der Dirac’schen Notation auch als
eine selbstadjungierte Abbildung ¢ : V — V interpretieren kann. Zunéchst ziehen wir
Konsequenzen fiir den Matrizenkalkiil.

Satz (Simultane Diagonalisierung)

Sei T eine positiv definite 1 x I-Matriz, (|I] = n), und sei H eine beliebige hermitische
I x I-Matriz. Dann existiert eine invertierbare Matrix A, sodass

A* T-A=FE und A*-H-A=A (Diagonalmatrix).

(Die Einheitsmatrix wird hier voriibergehend mit E = E; bezeichnet, um den Konflikt
mit dem Namen der Indexmenge I zu vermeiden.)

Beweis

Mit der Matrix T machen wir den Vektorraum Cgp zu einem Hilbertraum

lullr=(y*-T-y)""? .

Ein n-Tupel von I-Spalten {wy :k € K} ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn

1 fir k={¢

T, —
RO {o fiir k¢

also genau dann, wenn die Matrix A mit den Spalten wy die Gleichung A*TA = E erfiillt.
Wir haben jetzt noch die Freiheit, welch ONBasis wir wihlen wollen. Wir wéhlen die
Orthonormalbasis so, dass die hermitische Form ¥(y) = y*Hy diagonalisiert ist, d.h.
{wi 1k € K} mit

W*kHWk = }\k fir ke K

wiHw, = 0 fir k#1{ .
Fiir die Matrix A mit den Spalten wy bedeutet das A*HA = A, wo A die Diagonalmatrix
mit den Diagonalelementen Ay ist. Dies ist die Behauptung.

Als Spezialfall dieses Satzes erhalten wir den vielbeniitzten
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Satz (Unitédre Diagonalisierung einer hermitischen Matrix)

Zu jeder hermitischen Matriz H gibt es eine unitire Matriz U, sodass UW*HU eine Diago-
nalmatriz ist.
Mit anderen Worten: Es gibt eine Orthonormalbasis des Spaltenraums, die aus ‘Eigenvek-
toren’ besteht.

Hinweis Die Hauptachsendarstellung in der Form
Y(v) = Z A 0 ()% (:j=1,---,n} orthonormal

hat insofern einen Schonheitsfehler, dass die ONBasis nur dann eindeutig bestimmt ist,
wenn die Aj paarweise verschieden sind. Die natiirliche Betrachtung, die dann auch zu den
Verallgemeinerungen gut passt, ergibt sich, wenn man die e;, die zum gleichen ‘Eigenwert’
A gehoren, zusammenfasst. Sei V) der von diesen e; aufgespannte Vektrorraum, und sei
7, die orthogonale Projektion auf V, (was eine orthogonale Projektion ist, werden wir
unten erldutern), dann liefert der Satz:

Es gibt Ay > - -+ > A und paarweise disjunkte orthogonale Projektionen Ty, ... Ty,
sodass Y(v) = 5 Ay - ||mme(V)||?. Die A und die 1 sind durch ¥ eindeutig bestimmd.

Projektionen eines K-Vektorraums
Eine lineare Abbildung eines Vektorraums V in sich heiffit ein Endomorphismus von V.
Ein Endomorphismus ¢ mit ¢ o @ = ¢ heifit eine Projektion.

Wenn V; das Bild bezgl. einer Projektion 7t ist, und Vy der Nullraum, V; = 7mt(V),
Vo = {v:m(v) = 0}, dann sagt man, 7t sei Projektion auf V; entlang V.

Zwei Projektionen 71y, 715 heissen disjunkte Projektionen, wenn mtyom, = 0 = myorm;.

Bemerkungen:

1. Wenn 7t die Projektion auf V; entlang V{ ist, dann ist id—7t die Projektion auf V{
entlang V;. 7t und id—7t heissen zueinander komplementére Projektionen.

2. Ein Teilvektorraum Vj heisst ein Komplementidrraum zu V; (in V), wenn gilt
VoNnV; ={0} und dimVy+ dimV; = dimV . Es sind genau diese Paare, zu
welchen es eine Projektion gibt.

3. Wenn 714, 71; disjunkte Projektionen sind, dann sind 7ty + 71 und 713 = id — (711 +712)
Projektionen und 7y, 712, 713 sind paarweise disjunkt.

4. Esseien 1y, 7, . . ., T paarweise disjunkte Projektionen mit 7t;+7m+- - -+, = 1d;
und es bezeichne Vy den Wertebereich von 7. Jedes v € V besitzt dann genau eine
Darstellung v=vi+vy+ - -+ v, mit v € V.
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5. Umgekehrt: Seien Vi, V>, ...V, Teilvektorrdaume von V, sodass zu jedem v genau
eine Darstellung existiert v.= vy + vy + -+ + vy mit v € Vi. Dann sind die
Abbildungen 7y : v — vy paarweise disjunkte Projektionen, die sich zur Identitét
aufsummieren.

Notation Man schreibt in diesem Fall
m
V=VioV,®---dV Z@Vk-
1

und sagt, V sei die direkte Summe der Vy. Man spricht auch von einer direkten Zerle-
gung des Vektorraums V.

Bemerke: Jede Basis von V liefert eine direkte Zerlegung in eindimensionale Teilvek-
torrdume. Sei V = Vo @ V7 und vy,..., Vv, eine Basis von V,, vi41,...,Vm eine Basis von
V;; dann ist vq,...v,, eine Basis von V.

Vertriaglichkeit: Man sagt von einer quadratischen Form Q(v), sie sei vertraglich mit
der direkten Zerlegung V = @7" Vi, wenn es quadratische Formen Qy auf Vi gibt, sodass
gilt
QW) =Q (m(v) + -+ mm(v)) = Q1 (M (V) + - + Qum(mtm(V)) .

Es ist klar, was es heisst, dass eine stetige hermitische Form auf einem komplexen Vek-
torraum vertraglich ist mit einer vorgegebenen direkten Zerlegung. Wir werden unten
auch erkldren, was es bedeutet, dass eine Gruppendarstellung iiber V vertréglich ist mit
einer gewissen direkten Zerlegung. Bei den hermitischen Formen und den Gruppendar-
stellungen interessiert uns allerdings vor allem die Vertréglichkeit mit sog. orthogonalen
Zerlegungen eines Hilbertraums.

Definition

1. Zu jeder Menge M in einem Hilbertraum V definiert man den Orthogonalraum
zu M.
M+ ={w: (Wwph') =0} firalle vV eMCV.

2. Man sagt von zwei Teilvektorrdaumen Vi, V; eines Hilbertraums, dass sie zueinan-
der orthogonal sind, wenn gilt

<\)1|\)2> =0 firalle v; € V], v, €V
Man notiert Vi LV; oder Vq C V5 oder V, C Vi

3. Man nennt eine Projektion auf V; die orthogonale Projektion auf Vi, wenn ihr
Nullraum der Orthogonalraum Vj- ist.

4. Eine direkte Zerlegung eines Hilbertraums (V, (-] )) heifit eine orthogonale Zer-
legung, wenn die Vi paarweise orthogonal sind. Man notiert dann

V=ViBV,H...BV,,

und man sagt, V sei die orthogonale Summe der V.
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Hinweis Die orthogonalen Projektionen spielen auch in der Theorie der unendlichdi-
mensionalen Hilbertrdume eine wichtige Rolle. Man beweist da, dass es zu jedem ‘abge-
schlossenen’ Teilraum V; die orthogonale Projektion auf V; gibt; jedes v € V besitzt eine
eindeutige Zerlegung v = v; + vo mit vi € V; und v, € V%; Vo heisst das Lot auf Vj,
und v; heisst der FuBBpunkt des Lots. vy ist derjenige Punkt in Vi, der von v minimalen
Abstand hat.

Man beachte: Um zu garantieren, dass es einen Punkt mit minimalen Abstand gibt,
braucht man die Vollstéandigkeit des Raums Vj. Im endlichdimensionalen Fall gibt es keine
Probleme: jeder endlichdimensionale Teilvektorraum ist vollsténdig.

Den Fulpunkt vq des Lots von v auf einen endlichdimensionalen Teilraum V; kann
man auch ohne Minimierungskonstruktion direkt angeben: Sei {wy : k € K} eine ONBasis
des Teilvektorraums. Es gilt dann

v = Zockwk mit o = (Viwy) .
K

Der Vektor vo = v — vy steht namlich senkrecht auf allen wy und damit auf V;.

Selbstadjungierte Operatoren

Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Hilbertraums ¢ : V. — V heisst ein
selbstadjungierter Operator, wenn gilt

wlev)) = (ew)|v) firalle vyweV.

Hilfssatz

Eine Projektion eines Hilbertraums ist genau dann eine orthogonale Projektion, wenn sie
selbstadjungiert ist.

Beweis
Sei V7 der Wertebereich der Projektion 7t und Vy der Wertebereich von id — 7. Es gilt

Vo LV &= VYWw,w (mw|(id —nt)v) =0 & Yv,w (rtw|v) = (mtw|mtv)

und wegen der Symmetrie der rechten Seite

= Yv,w (ntw| v) = (w|ntv) = 7t selbstadjungiert.
7t selbstadjungiert <= Yv,w (mw|v) = (w|ntv) = (w|nt(mv)) = (twmv)
= YW,w (mw|(id—7npv)=0= Vo, L V;.

Satz (Natiirliche Bijektion)

In einem endlichdimensionalen Hilbertraum gibt es eine natirliche Bijektion zwischen den
hermitischen Sesquilinearformen und den selbstadjungierten Operatoren.

Man beachte: Es handelt sich um einen Isomorphismus zwischen reellen Vektorrdumen
der Dimension n?. Eine hermitische Sesquilinearform erscheint beziiglich einer Basis als

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



204 Inneres Produkt. Orthogonalitét Einfiihrung in die Mathematik I

eine hermitische n x n-Matrix; in der Diagonalen stehen irgendwelche reellen Zahlen,
oberhalb der Diagonalen kann man die Real- und Imaginérteile der Eintrige beliebig
withlen, 1+ 2200 — 2,

Konstruktion Wenn @©(-, ) eine hermitische Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen
Hilbertraum V ist, dann haben wir zwei Abbildungen S und T, die V auf den Raum V*
der Linearformen abbilden:

S:wr S(w)=0(w, ) ; T:we T(w) =(w| ).
Beide sind antilinear; T ist eine Bijektion. Die zusammengesetzte Abbildung
@:vi @v) =T "ToS(v)

ist ein Endomorphismus von V, und zwar ein selbstadjungierter Endomorphismus.
Beweis: Fiir einen Vektor u gilt u = @(v) = T~' o S(v) genau dann, wenn fiir alle w gilt
(ujw) = @ (v,w). Wir haben also
Q(v,w) =(pv)[w),  @(w,v)=(pW])[v);
| Qv,w) = (wlev)).

=
I

Darstellung in orthonormierten Koordinaten

Sei {e; : j € J} eine ONBasis, und sei H die Gram-Matrix fiir @(-,-). Die Vektoren werden
durch J-Spalten dargestellt: fir w <y, v & x gilt

wlv)=y"x, Ow,v)=y" H-x=y" - (Hx).
Sei @(-) die lineare Abbildung zu x — Hx. Es gilt dann
(wle(v)) =y"- (Hx) = @(w,v).

Jede hermitische Matrix kann einerseits als ein selbstadjungierter Operator ¢ auf dem
Raum der Spalten (mit der ‘natiirlichen” Hilbertraumnorm) verstanden werden und ande-
rerseits als die Gram-Matrix einer hermitischen Form W. Die resultierende Bijektion der
beiden n?-dimensionalen reellen Vektorrdaume hingt nicht von der Wahl der ONBasis ab;
die darstellende Matrix H wird in U*HU transformiert, wenn U die unitdre Matrix der
Wechsels von einer ONBasis zu einer anderen ONBasis ist.

Beispiel: Sei 7t(-) eine orthogonale Projektion. Da sie ein selbstadjungierter Operator
ist, entspricht ihr eine hermitische Sesquilinearform oder auch eine stetige hermitische
Form ¥(-), und diese ist ¥(v) = ||7t(v)||>. In der Tat gilt

Y(v) = @(v,v) = (v|n(v)) = (v|r(mv)) = [|m(v)]|2 .

Der Satz von der Hauptachsenzerlegung kann nun auch als ein Satz iiber selbstadjungierte
Operatoren formuliert werden

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



IV.2 : Hauptachsen, Orthogonale Zerlegungen, Spektralsatz. 205

Satz (Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren)

Zu jeder stetigen hermitischen Form auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum g¢ibt es
Zahlen Ay > - -+ > Ay, und eine orthogonale Zerlegqung V. =V, BV, B .- B V,,, sodass ¥
auf Vi gleich Ay mal das Normquadrat ist.

Wi+ vm) = Mwl2 4+ Alvml
Der zu'¥Y gehorende selbstadjungierte Operator hat die Gestalt

G =M+ + AT

Normale Operatoren

Zu jedem Endomorphismus € eines endlichdimensionalen Hilbertraums V' gibt es einen
eindeutig bestimmten adjungierten Operator €*

(wlev)) = (e"(w)|v) .

Wenn € in einer ONBasis durch die Matrix M dargestellt wird, dann wird €* in dieser
ONBasis durch die hermitisch konjugierte Matrix M* dargestellt.

y' - Mx=(M"y) - -x.
Fiir hintereinandergeschaltete Endomorphismen gilt (€ o @)* = @* o €*; denn
((eo@)wlv) = (wW[(eo@)(V)) = (eW|pv) = (¢ (eW) V) .
Jeder Endomorphismus besitzt eine eindeutige Darstellung
1

€ =0+1it, mit 0,7 selbstadjungiert; o=3(e+te) T=%(e—¢€).

Der Endomorphismus heisst ein normaler Endomorphismus, wenn gilt ee* = €*e.
Dies ist genau dann der Fall, wenn der ‘Realteil’ o und der ‘Imaginérteil’ T kommutieren.

ee*—¢e'e=(o+1i1) - (0 —1i1) — (0 —1iT) - (0 +iT) = 2i(T70 — 07T) .

Satz

Wenn € ein normaler Endomorphismus ist, dann gibt es paarweise verschiedene komplexe
Zahlen o + 11 und paarweise disjunkte orthogonale Projektionen v, sodass gilt

€ = Z(Oﬂ‘I‘iB[)TC[ .

Die Darstellung ist eindeutig bestimmt.
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Beweisskizze

Wir zerlegen zuerst den selbstadjungierten Operator in der bekannten Weise
ce* =¢"e = Z AT Aq paarweise verschieden.

Die Eigenrdume V; = {v: ee*(v) = Ayv} werden sowohl durch € als auch durch €* in sich

abgebildet.
veEV,= ee"(e(v)) = e(e"e(v)) = e(Av) = Aie(Vv) .

Ebenso fiir €*. Die Einschrénkung von A, 2¢ auf V; ist ein unitérer Operator.
Es geniigt daher, den Satz fiir unitdre Operatoren zu beweisen:

Wenn U ein unitdrer Operator ist, dann existieren paarweise verschiedene Zahlen vom
Betrag 1 und paarweise disjunkte orthogonale Projektionen m, sodass U =Y e,

Real- und Imaginéarteil des unitédren Operators U sind kommutierende selbstadjungier-
te Operatoren, Wir zerlegen in der bekannten Weise

G:Zocjpj, TZZBkPk-

Wegen UU* = I haben wir o4+ 1?>=Iund oT1— 10 =0.
I=) ofpi+ ) Bipx=) (oFp;pr+ BEprps) (H)

Wenn wir diese Gleichung von rechts oder links mit p; oder py multiplizieren, ergibt sich

p; = 0GP+ ) Prpipk = o7+ ) Brpxps (Re)
=) ofpup;+ Brpk =D o&ipipr+ Brpk (Im)
PiPK = XTPiPk + BEPiPKs  PKPj = X5 PKP; + BRPKD;-

Wir kénnen annehmen, dass o und T keine Eigenwerte vom Betrag 1 haben. (Andernfalls
studieren wir den unitdren Operator U - e'® ). Die letzte Gleichung liefert pjpy # 0 =
«f + B = 1. Die Summen in den Gleichungen (Re) und (Im) haben nur zwei Summanden
fiir jedes j bzw. fiir jedes k. Wenn oc]-z + BZ =1, dann passen zu o = «; die Werte By und
—Bx. Zu p = Pk passen die Werte +£«. Die dazugehorigen Projektionen seien p, p_ (fiir
das gegebene o) bzw. py, p_ fiir das gegebene 3. Die Gleichungen (Re) und (Im) liefern
eine Projektion 7t mit
Pyt p- = T=py+p_.

Der einfachste Fall ist der, wo fiir alle o, 3 nur eine einzige Vorzeichenkombination
(ndmlich eben die zu «, 3) eine nichtverschwindende Projektion pp = 7 liefert. In die-
sem Fall kdnnen wir die vertrdaglichen Paare mit einem Index 1 € L indizieren und die
dazugehorigen Koeffizienten mit o, 3, bezeichnen.

GZZ(X;'P)':ZOCLTEL, TZZBkPkZZBﬂTL;

U=o0c+4+1iTt= Z(OCL—F'L[?)[)T[[ .
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Intuitiv wird man vermuten, dass man den allgemeinen Fall durch eine ‘Drehung’ U +——
U - e'® auf den einfachen Fall zuriickfithren kann. Eine alternative Beweisidee ist die,
dass man aus 0T — 10 = 0 schliesst, dass die Projektionen p; und py kommutieren; denn
dann liefern die ‘Produkte’ p;py tatséchlich Projektionen (die trivialerweise orthogonal
und paarweise disjunkt sind). Man kann das Problem leicht zuriickfiithren auf das einfache

Hilfssatz Seien p,. und p, Projektionen und p_, p_ die komplementdren Projektionen.
Wenn die Operatoren p, — p_ und p, — p_ kommutieren, dann kommutieren die p mit
den p und die ‘Produkte’ sind Projektionen.

Ubersetzung in den Matrizenkalkiil Wenn man im Hilbertraum eine ONBasis ein-
fithrt, dann sind die normalen Operatoren durch normale Matrizen N dargestellt, N*N =
NN*. H = NN* ist eine positiv semidefinite Matrix mit gewissen Eigenwerten A; > 0. Der
Eigenraum zum Eigenwert 0 muss uns nicht weiter interessieren. Die Einschrénkung von
N auf den Eigenraum zu A > 0 ist bis auf den Faktor v/A ein unitéirer Operator. Auf jedem
solchen Eigenraum fiir H konnen wir eine ONBasis so einfiihren, dass die Basisvektoren
gleichzeitig Eigenwerte sind fiir den selbstadjungierten Realteil und den selbstadjungierten
Imaginérteil des normalen Operators N = S 4+ iT.— Das ist der entscheidende Schritt!
Wenn wir die Spalten zu dieser ONBasis zu einer unitdren Matrix V zusammenstellen,
dann haben wir NV = V- D wo D die Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente die
zusammengehorigen Figenwerte der Operatoren S und iT sind. Damit ist bewiesen

Satz (Unitédre Diagonalisierung)

Zu jeder normalen Matriz N, (NN* = N*N) ezistiert eine unitire MatrizV, sodass VXNV
eine Diagonalmatriz ist. Eine Matriz, die nicht normal ist kann nicht unitdr diagonalisiert
werden.
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IV.3 Einparametrige Matrixgruppen

Wir haben schon frither bemerkt, dass man auf quadratische Matrizen die Exponentialab-
bildung anwenden kann. Fiir kommutierende Matrizen macht die Exponentialabbildung
aus der Summe ein Produkt. Die einparametrigen Matrixgruppen sind ein einfacher aber
wichtiger Anwendungsfall.

Definition Fiir jedes t € R sei X(t) eine komplexe n x n-Matrix, sodass gilt

limX(t) =1 und X(s+1t)=X(s)-X(t) firalle s,t.

t—0

Die Schar {X(t) : t € R} heisst dann eine einparametrige Gruppe von n x n- Matrizen.

Satz
Fiir jede einparametrige Gruppe {X(t) : t € R} existiert der Grenzwert

o : )
A= }S%E(X(h) — I) und es gilt X(t) =exp(t-A) fir alle t.
Die Matrix A heisst der infinitesimale Generator oder der infinitesimale Operator der
einparametrigen Matrizengruppe {X(t) : t € R}.

Bemerkung (Spurlose infinitesimale Operatoren): Fiir jede einparametrige Matrixgrup-
pe ist die Determinante d(t) = det(X(t)) eine multiplikative Funktion, d(s + t) =
d(s) - d(t), also von der Form d(t) = e°; aus dem Verhalten fiir t — 0 ersieht man
¢ = trace(A). Genau dann, wenn der infinitesimale Generator die Spur 0 hat, besteht die
Gruppe aus Matrizen mit der Determinante 1.

Hinweis Die Charakterisierung der einparametrigen Gruppen von Matrizen durch ihre
infinitesimalen Generatoren gehort zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten. Wir betonen hier diejenigen Aspekte, die in der Theorie der
einparametrigen Gruppen von Isometrien eines Hilbertraums ihre natiirliche Fortsetzung
finden; die infinitesimalen Operatoren sind dann selbstadjungierte Operatoren. Zunéchst
wollen wir aber doch noch allgemeiner bleiben.

Speziellere einparametrige Gruppen FEine einparametrige Gruppe von nxn-Matrizen
nennt man auch eine einparametrige Untergruppe der Allgemeinen Linearen Gruppe
GL(n,C). Jede n x n-Matrix A kommt als infinitesimaler Generator in Betracht.

e Jede Matrix mit der Spur 0 (‘spurlose Matrix’) liefert eine einparametrige Unter-
gruppe der Speziellen Linearen Gruppe SL(n, C).

e Einparametrige Gruppen orthogonaler Matrizen sind dadurch gekennzeichnet, dass
der infinitesimale Generator schiefsymmetrisch ist.

X(—t)=XT(t) firalet < Al =—A.
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e Eine einparametrige Gruppe von n x n-Matrizen besteht genau dann aus unitéren
Matrizen, wenn U(t) = e '*" mit hermitischem H.
(Eine komplexe Matrix A mit A* = —A, also H = 1A hermitisch, nennt man eine
schiefhermitische Matrix.)

e Die spurlosen antihermitischen Matrizen sind die infinitesimalen Generatoren der
einparametrigen Untergruppen der Speziellen Unitdren Gruppe SU(n).

U(—t) =U(t)" firalletunddet=1 <= A*=—A und trace=0.

Beispiel: Gleichféormige Drehungen im Anschauungsraum

Die einparametrigen Untergruppen der orthogonalen Gruppe O(3,R) liegen allesamt in

der Speziellen Orthogonalen Gruppe SO(3,R). Man interpretiert sie als gleichférmige Dre-
hungen. Der infinitesimale Operator A = <—zc 0 %b> gibt Auskunft iiber die Drehachse

und die Drehgeschwindigkeit. In der traditionell%n Vektoranalysis nennt man das Tripel
(a,b,c) den zur gleichformigen Drehbewegung gehérenden ‘axialen Vektor’.

Bekanntlich gibt die Uberlagerung gleichformiger Drehbewegungen wieder eine gleichformi-
ge Drehbewegung. Die Uberlagerung spiegelt sich in der Addition der infinitesimalen Ge-
neratoren, die Multiplikation mit einem Skalar &ndert die Drehgeschwindigkeit.

Satz

Sei {X(t) : t € R} eine einparametrige Gruppe mit dem infinitesimalen Generator A.
Wenn B eine invertierbare Matriz ist, dann bilden die Matrizen Y(t) = B~'-X(t)-B eine
einparametrige Gruppe mit dem infinitesimalen Generator B~'- A - B.

Beweis

exp(t-B'AB) =1 +t-B'AB + 4t2(B'AB)> + - -
=B '(I+t-A+ It A2+ B =Y(t).

Korollar

Wenn B~'AB die Diagonalmatriz mit den Diagonalelementen A; ist, dann ist B-'X(t)B
die Diagonalmatriz mit den Diagonalelementen e™.

Einparametrige Gruppen von komplexen 2 x 2-Matrizen
Satz

Wenn der infinitesimale Operator A einer einparametrigen Gruppe von 2 x 2-Matrizen
diagonalisierbar ist, BTTAB = ()8 )\02 ), dann gilt mit dieser Matriz B und den Zahlen A

e}\]t 0 O
X(t) =B ( ) e7‘2t> B
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Wenn der infinitesimale Operator A nicht diagonalisierbar ist, dann existiert eine Zahl A
und eine invertierbare Matriz B, sodass gilt

B 'AB = Al =A-I+ 01 : B 'X(t)B = eM bt .
0 A 0 0 0 1

1. Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es zwei linear unabhéngige
Eigenvektoren gibt. Seien x und y linear unabhéngige Spalten mit

Beweis

A-x=MNX, A-y=»MAy.

Wir fassen diese Spalten zur 2 x 2-Matrix B = (x,y) zusammen und erhalten
A-B=B- ()8 }?2 ) Das Ubrige zum diagonalisierbaren Fall erledigt das Korollar.

(Eine hinreichende Bedingung fiir die Diagonalisierbarkeit ist iibrigens die Bedin-
gung, dass das charakteristische Polynom von A zwei verschiedene Nullstellen hat.)

2. Nehmen wir an, dass das charakteristische Polynom die doppelte Nullstelle A hat.
det(A —AI) = A2 — A - trace(A) + det A = (A — A)?.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (siche 1.1) gilt (A — AI)2 = 0.

Wenn A — Al = 0, dann ist nichts weiter zu zeigen. Im anderen Fall gibt es eine
Spalte y mit (A — Al)y = x # 0. Wir fassen die linear unabhiingigen Spalten zur
Matrix B = (x,y) zusammen. Es gilt dann

(A—AI)-B=(A—Al)(x,y) = (0,X) .

Aus der Invertierbarkeit von B ergibt sich

I=B'(x,y); B 'x= (;) , B ly= (?) , also
- - 0 1 Al
B'AB=A-1+B7'(0,x) =A-1 = -] .
TB0x) * (o o) (o 7\)

3. Schliesslich haben wir

(t 0 1 =14t 0 1 0t

exp(t- = . = .

PP oo 00 0 0

Hinweis In der hoheren Linearen Algebra zeigt man, dass man jede n x n-Matrix A

auf Dreiecksgestalt bringen kann B~'AB = A (Dreicksmatrix); die Matrizen B~' exp(tA)B
haben in der Diagonalen die Eintrige eM*.
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Reelle infinitesimale Generatoren

Bei reellen einparametrigen Gruppen von 2 x 2-Matrizen kann man mehrere Falle unter-
scheiden. Wenn das charakteristische Polynom des infinitesimalen Generators eine doppel-
te Nullstelle besitzt, dann ist diese notwendigerweise reell, und auch die standardisierende
Matrix B kann reell gewihlt werden. Hier, wie auch im Falle von zwei verschiedenen reellen
Eigenwerten, kann die Bestimmung einer standardisierenden Matrix B ganz im Reellen
behandelt werden.

Wenn das charakteristische Polynom keine reellen Nullstellen hat, dann sind die Nullstel-
len notwendigerweise konjugiert komplex. Dieser Fall (mit negativer Spur) wird uns in
der néchsten Vorlesung beim schwach geddmpften harmonischen Oszillator begegnen.

Bemerkung: Konkrete Diagonalisierung

Die Diagonalisierung einer vorgegebenen n x n-Matrix A ist eine numerische Herausfor-
derung, wenn die Dimension gréfler als 2 ist.

Wir haben gesehen, dass die explizite Rechnung fiir n = 2 sehr einfach ist: Man
berechnet die Spur und die Determinante und damit das charakteristische Polynom

a—A b

A) = det(A — Al) = det
pAN) = det(A — A1 e<c A

) =AM —(a+dA+ (ad—Dbc);

die Nullstellen dieses quadratischen Polynoms sind die Eigenwerte der Matrix A; wenn
man die Eigenwerte hat, dann findet man die Spalten einer ‘standardisierenden Matrix’
B durch das Lésen von linearen Gleichungssystemen

AB—B. (N 0 bzw. A-B=B-. Al .
0 Ay 0 A

Wenn man nun denselben Weg fiir grofieres n begehen wollte, dann wire schon das
Berechnen des charakteristischen Polynoms eine aufwendige Arbeit. Sodann miisste man
die Nullstellen eines Polynoms vom Grade n (i. Allg. durch ein Iterationsverfahren) losen.
SchlieBlich sind im diagonalisierbaren Fall die Spalten einer Matrix B als Losungen von
linearen Gleichungssystemen zu bestimmen. Im Fall mehrfacher Nullstellen gibt es zusétz-
liche Arbeit; man wird sich iibrigens zunéchst damit zufrieden geben, die vorgegebene
Matrix auf Dreiecksgestalt zu bringen.

Fiir unitér diagonalisierbare Matrizen ( insbesodere fiir hermitische Matrizen) ist die
Lage ungleich giinstiger. Es gibt direktere Iterationsverfahren zur Bestimmung einer dia-
gonalisierenden unitiren Matrix B, welche simultan die Eigenwerte liefern. Die Maximie-
rungsmethode (nach R. Courant) haben wir bereits in IV.2 skizziert; wir werden sie in
V.5 (bei der Singuldrwertzerlegung) wieder aufnehmen.

Anhang: Die verschiedenen Rollen der Matrizen

Die Matrizen kénnen (wie die Zahlen) recht verschiedenen Zwecken dienen.
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1. Basiswechsel Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum.
Wenn {u; :1€ I} und {v; :j € J} Basen von V sind, dann beschreibt man den
Basiswechsel durch eine I x J-Matrix M und die dazu inverse ] x I-Matrix N = M ™!
folgendermaflen

(V1>"'>vn):(uh"')u’n)'M; V]':Zui'm}
(W, .o yun) = (vi,...,vn) - N ui:ZVj‘n]i.

Einen Vektor w kann man einerseits durch eine J-Spalte x darstellen und andererseits
durch eine I-Spaltey. Y vi-x =w=3 u;-y'. Mx =y & x=Ny.

\Y

y(+) x(+)

M
N

Ksp K,

2. Endomorphismen Sei @ eine lineare Abbildung von V in sich; ¢ :V — V . Einen
solchen ,,Endomorphismus® kann man in ,,x-Koordinaten“ durch eine J x J-Matrix
A oder in y-Koordinaten durch eine I x I-Matrix B beschreiben.

\% @ \% \% @ v
x(+) x(+) y(+) y(+)
Kép A Kgp ng : K}%
Aox(-) = xoo() , Boy(-) = yool)

Wegen x =Ny = My |, y=Mx = N7'x haben wir
AoNy(-) = xo@(-) = Nyoe();
NTANy(:) = yoo() = By(-)

Somit ergibt sich fiir die den Endomorphismus darstellenden Matrizen in den ver-
schiedenen Koordinatensystemen

B = NT'TAN = MAM'
A = M 'BM = NBN™!
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3. Homomorphismen Eine (nicht notwedigerweise invertierbare) I x J-Matrix kann
dazu dienen, eine lineare Abbildung ¢ : V — U zu beschreiben, wenn in V eine

Basis {v; :j € J} und im Zielraum U eine Basis {u; : i € I} ausgezeichnet ist.

((P(V]),(P(Vz),...,(p(\)n)) = (LL],UZ,...,U,m) A;

(p(Zvj X)) = Zuy (Z aix)) .

Wenn man in den beteiligten Vektorrdumen zu anderen Basen iibergeht, dann &ndert

sich die beschreibende Matrix gemiss A — B~TAC.

(Ein Spezialfall sind die quadratischen (nicht notwendigerweise invertierbaren) Ma-
trizen, die die Endomorphismen @,1, ... eines Vektorraums mit einem ausgezeich-

neten Koordinatensystem darstellen; siehe oben.)

Hintereinanderschalten

Seien @ und Y Homomorphismen : @ : U —V; VP:V - W,
Es seien x(-), y(-), z(-) Koordinatenabbildungen fiir U bzw. V bzw. W. Man notiert

u @ v L W
X y Z
B
L, A cl Cck,

Die Produktmatrix C = B - A ist die darstellende Matrix fiir die zusammengesetzte

Abbildung P (¢(-)). Man beachte die Reihenfolge x —- Ax ¥, B(Ax) = (BA)x.

Die Matrizen tauchen auch noch in anderen Zusammenhingen auf. (Wir denken hier

an die reellen und die komplexen Matrizen.)

1. Symmetrische Matrizen erscheinen als Koeffizientensysteme in einer quadratischen
Form. Hermitische Matrizen kénnen dazu dienen, stetige hermitische Formen (oder
auch hermitische Sesquilinearformen) (in einem gegebenen Koordinatensystem) zu
beschreiben. Sie heissen dann Gram-Matrizen. In einem Hilbertraum mit einer
gegebenen ONBasis kénnen die hermitischen Matrizen genausogut als Darstellung
der selbstadjungierten Operatoren verstanden werden. In diesen Zusammenhéngen
spielt die Matrixmultiplikation keine Rolle, wohl aber die Transformation auf andere

Koordinaten. H — B*HB.

2. Die quadratischen (nicht notwendigerweise invertierbaren) Matrizen kénnnen auch
als infinitesimale Operatoren von Matrixgruppen in Erscheinung treten. Wir
haben am Beispiel der uniformen Drehungen angedeutet, dass in diesem Kontext
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die Vektorraumstruktur bedeutungsvoll ist. Wir werden spéter sehen, dass daneben
noch eine zweite algebraische Operation bedeutungsvoll ist, der sog. Kommutator.
Der Kommutator ist die bilineare Operation, welche einem Paar von infinitesima-
len Operatoren A, B die Matrix AB — BA zuordnet; man notiert auch [A, B] und
nennt die Operation [-, -] die Lie-Klammer. —Wegen dieser Struktur sollte man die
infinitesimalen Operatoren nicht in einen Topf mit den Endomorphismen werfen.

Wir bemerken: Fiir beliebige A, B ist der Kommutator eine spurlose Matrix. Wenn
A und B schiefhermitisch sind, dann ist auch der Kommutator schiefhermitisch.

3. Die Matrizen treten manchmal auch in Kontexten auf, wo keine der hier genann-
ten Interpretationen sinnvoll oder niitzlich ist. Wir werden z. B. unten (in einer
ad-hoc Konstruktion) die Elemente des vierdimensionalen Vektorraums aller her-
mitischen 2 x 2-Matrizen als die Verschiebungsvektoren des relativistischen Raum-
Zeitkontinuums interpretieren. Bei der Beschreibung der sog. Lorentzgruppe bewéh-
ren sich die formalen Mo6glichkeiten, die mit der Multiplikation von 2 x 2- Matrizen
gegeben sind, in iiberraschender Weise.

Hinweis
Bei den quadratischen Matrizen, welche Endomorphismen darstellen, haben sowohl die Li-
nearkombinationen als auch die Matrizenprodukte eine verniinftige Interpretation. Wenn

€ ein Endomorphismus ist, dann sind auch €2, €3,... und allgemeiner

e=ao-l+ar-e+--+a,-€e"

wohldefinierte Endomorphismen. Die Gesamtheit aller so zu einem einzelnen € gewonne-
nen Endomorphismen ist eine assoziative Algebra. Diese Algebra hat eine dusserst einfache
Struktur, wenn € diagonalisierbar ist. Mit dem allgemeinen Fall beschéftigt man sich in
der hoheren linearen Algebra unter dem Stichwort ‘Jordan’sche Normalform’.
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IV.4 Gekoppelte Oszillatoren

Der einfache harmonische Oszillator
Ein wichtiges Element der mathematischen Physik ist der harmonische Oszillator. Schwin-
gungen mit vielen Freiheitsgraden kann man namlich manchmal als eine Uberlagerung von
harmonischen Schwingungen begreifen. In seiner einfachsten Form erscheint der harmo-
nische Oszillator sowohl in der elementaren Mechanik als auch in der elementaren Elek-
trizitatslehre.

In der Mechanik stellt man sich eine Masse m vor, die an eine Feder schwingt, deren
riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung ist. Aulerdem wirkt eine Reibungskraft
proportional zur Geschwindigkeit.

—
r
N

Wegen Kraft = Masse x Beschleunigung haben wir fiir die Auslenkung x(t) als Funktion
der Zeit die lineare Differentialgleichung

m-Xtr-x+tkox=ft) ,

wobei f(-) die anregende Kraft ist.
In einem mechanischen Ozsillator steckt zu jedem Zeitpunkt t ein gewisser Teil der Energie
in der kinetischen Energie der bewegten Masse und ein gewisser Teil in der potentiellen
Energie der gespannten Feder. Die Summe

1m X2(t) + 1k x2(t)

2 2
ist zeitlich konstant, wenn keine dufleren Kréifte angreifen. Im allgemeineren Fall gilt fiir
den angeregten harmonischen Oszillator

d 1 .2 1 2) - s — ~ Y
a(im.x +§k.x)_x[mx+kx]—x[ ™+ f(t)]

Ein Teil der mechanischen Energie geht durch Reibung verloren; (,,Energiedissipation®);
auflerdem leistet die anregende Kraft Arbeit (Arbeit= Kraft x Weg). Diese Leistung
ist f(t) - x(t).
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In der Elektrizitédtslehre denkt man an einen elementaren Schwingkreis. Es gibt da
eine Spule (Induktivitdt L), einen Kondensator (Kapazitit C) und einen Ohm’schen Wi-
derstand R.

Der Spannungsabfall entlang der Schaltung ist gleich der antreibenden Spannung U(t)
(,, Elektromotorische Kraft®). . Fiir die Ladung Q(t) auf dem Kondensator gilt

L-Q+R-Q+%-Q:u(t) .

Fiir eine einheitliche Bezeichnung setzen wir

R k 1
Y:Lbzw.:—' wé :

~: 2__2
W wy— 7Y

(Wir denken an den schwach geddmpften Fall wy > %y)
Die homogene Gleichung
X+y-x+wix=0

16st man mit dem Ansatz x(t) = X - e'’*. Diese ,,reine Sinusschwingung® ist eine Losung,
wenn w die folgende quadratische Gleichung 16st

fw) +v-({w)+wi=0 .

Im schwach geddmpften Fall hat die quadratische Gleichung komplexe Lésungen, ndmlich

1 1 1
iw, = —Eyzl:i\/wz— Z”yz = —Eyzl:icb )

Damit erhalten wir zwei linear unabhéngige Losungen der homogenen Gleichung

x (t) = exp (—% ~t) - exp(idt)
x_(t) = exp (—‘3’~t) - exp(—idt) .

Hinweis : In der Theorie der Differentialgleichungen zeigt man (unter sehr allgemeinen
Bedingungen), dass der Losungsraum einer skalaren Differentialgleichung zweiter Ord-
nung zweidimensional ist. Man zeigt ndmlich, dass der Losungsverlauf (lokal) eindeutig
bestimmt ist, wenn zu irgendeiner Zeit to die Auslenkung x(to) und die Geschwindigkeit
x(to) bekannt ist.

Das liefert fiir unsere spezielle Situation den
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Satz
Die Losungskurven x(-) der Gleichung

X+y x+w§-x=0
sind die Funktionen der Form

x(t) = exp(—%-t) [A e+ B e
wo W = \/w(z)— }‘yz und A, B beliebig € C .

Bemerkung
Die reellen Losungen kann man auch folgendermaflen schreiben

Y -
x(t) =|A|- exp <—§t> - cos (@(t —to))
mit |A],to € R beliebig.

Hinweis :

Mit der inhomogenen Gleichung werden wir uns eingehend beschéftigen, wenn wir Inte-
grationstheorie und insbesondere Fourier-Integrale studieren.

Im Folgenden wollen wir den Satz von der Hauptachsentransformation anwenden, um ge-
koppelte harmonische Oszillatoren zu studieren. Wir beschrénken uns auf den ungedampf-
ten Fall.

Zwei schwach gekoppelte Oszillatoren
Wir denken an ein mechanisches System, welches aus zwei ungeddmpften Oszillatoren
besteht, die durch eine schwache Feder miteinander verbunden sind. Die Bewegungsglei-
chungen lauten:
my-X; = —ki-x1—h(x; —x3)
mz-).iz = —kz~X2—h(Xz—X1) .

Mit Matrizen geschrieben

wobel

T— my 0 : H= k] +h —h '
0 my —h k;+h

Wir betrachten h als einen Parameter.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mé&rz 2008



220 Inneres Produkt. Orthogonalitét Einfiihrung in die Mathematik I

Ohne Koppelung (h = 0)

ky my sy ky

Mit Koppelung (h > 0)

1 kl my h my k2
-— X

Der symmetrische Fall
Wenn die beiden Oszillatoren identisch sind (m; = m; = m und k; = k; = k), dann
kann man leicht einige spezielle Losungen erraten. Die Oszillatoren kénnen beispielsweise
miteinander (,,synchron®) oder auch gegeneinander schwingen. Im zweiten Fall wird die
Kreisfrequenz gréfer sein als im ersten w, > w;.
Die Losungen der homogenen Schwingungsgleichungen sind die komplexen Linearkombi-
nationen der vier speziellen Losungen

e:l:iw] -t 1 und e:l:iwzt X 1 .
1 —1

Wir miissen nur noch die Kreisfrequenzen w; < w; berechnen. Sie hingen von w3 := n%
und s = % ab.
X1 = —(wi+s)x1+s-x2
X2 = sx1—(wi+s) x2
(iwq)? = —(w§+s)+s=—-wj
(iwz)? = —(wd+s)—s=—(wi+ 2s)

Also wi = wo und w, = \/wé+23~wo+wio.

Satz :

Die reellen Losungen haben die Gestalt

x1(t) = p1-cos(wit+ &) + pz2 - cos(wyt + ;)
Xz(t) = P1- COS((U1t + OC]) — P2 COS(wzt + 062) .
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Beweis . )
A+elwt + A,e_lwt — (A+ + A,) coswt+1- (A+ — A,) sin wt .

Der Realteil ergibt sich aus
a=NMA, +A) und b=T(A, —A )
a-coswt —bsinwt = Vva?+4 b?-[cosx-coswt — sin « - sin wt]

vaz+ b2 cos(wt + «)

Diese Rechnung machen wir fiir w; und fiir w,. Der Satz ist bewiesen.

Bemerke

1. Wenn p; = 0 oder p, = 0, dann haben wir periodische Losungen; im Allgemeinen
sind die Losungen sog. fastperiodische Funktionen der Zeit.

2. Die reellen Zahlen p1,p2 > 0, &1, € R/ 27 sind durch die Anfangsbedingungen
bestimmt. Wir kénnen fiir jeden der Oszillatoren die anfangliche Auslenkung und
die Anfangsgeschwindigkeit vorgeben.

Beispiel : (&hnlich wie im Bild)
x1(0) =1, %(0) =0, x2(0) =0, x2(0)=0.

Der erste Oszillator wird zur Zeit 0 ausgelenkt, der zweite ist in der Nulllage; beide sind
anfangs in Ruhe. Wir zeigen. dass der zweite Oszillator nach und nach die Energie iiber-
nimmt, die wir in die erste Feder gesteckt haben. Der erste Oszillator wird gebremst, bis
er zu einem gewissen Zeitpunkt zur Ruhe kommt. Danach wird er wieder vom schwin-
genden zweiten Oszillator angeregt. Das Phdnomen der Energieiibertragung von einem
schwingfahigen System auf ein anderes heifit Resonanz.

In unserem symmetrischen Beispiel haben wir den eher seltenen Fall, dass alle Energie
des urspriinglich angeregten Oszillators auf den zweiten Oszillator hiniiber und dann
wieder heriiber geht. In allgemeineren Féllen (z.B. my # m; oder ky # k) sinkt die
Energie im urspriinglich angeregten Oszillator nur bis zu einem Wert > 0; dann kommt
sie fastperiodisch zuriick.
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Hier ldsst sich die Rechnung wirklich explizit durchfiihren.
Die Anfangsbedingungen liefern

x1(t) = 3cos(wit) + 5cos(wst)

x2(t) = %cos((mt) — 5 cos(wat) .

Die Formeln werden iibersichtlich, wenn wir die Additionstheoreme fiir die trigonometri-
schen Funktionen beniitzen

cosx+cosp = 2-cos (“%B) - cos (%ﬁ)
cosk—cospp = —2-sin (“%B) - sin (%B) .
Mit den Konstanten
@ = jlwrtwy) ~ \/5+ 5
5 = YHwi—wy) & 35 =4\ /E (fir & Klein)

erhalten wir die ,,amplitudenmodulierten* Schwingungen

x1(t) = cos(dt) - cos(dt)
x2(t) = sin(dt) - sin(wt)

Diese sieht man im Bild.

Drei Oszillatoren in symmetrischer Anordnung

Wir denken jetzt an drei Massen mj, m,, ms, die untereinander und mit festen Veranke-
rungen durch Federn verbunden sind, wie das Bild zeigt:

Wenn wir die Massen in vertikaler Richtung aus der Ruhelage heraus auslenken oder
anstoflen und dann das System sich selbst iiberlassen, dann entstehen Schwingungen
x!'(t),x?(t),x3(t) in vertikaler Richtung (, Transversalschwingungen“) Bei kleinen Aus-
lenkungen konnen wir die Kréfte in longitudinaler Richtung vernachlissigen; die resultie-
rende riicktreibende Kraft wirkt ndmlich im Wesentlichen in vertikaler Richtung. Diese
Krifte erzeugen Beschleunigungen
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m; %' = —ko-x'—k(x' —x%x?)
my-%2 = —ki-(x2—x') —ka(x* —x3)
msz-x3 = —ky- (x3—%x?) —ksz-x3
my 0 0 5&] k.o + k] —k] 0 X1
0 my 0 722 = —k1 k] + kz —kz Xz
0 0 mg X3 0 k>  kat+ks x3
T.% = —Hx

Hier ist T eine sehr einfache positiv definite Matrix; die linke Seite ist die Anderung des

Impulses. H ist ebenfalls positiv definit; die rechte Seite ist der ,,Gradient* der potentiellen
Energie in den Federn. Wir diskutieren den symmetrischen Fall

m1:m3:1, k():kg:k. k]ZkZZh .

Es bleiben drei Parameter: die Masse in der Mitte sowie die Federkonstanten h, k. Die
Form der Eigenschwingungen kénnen wir im Wesentlichen erraten.

o
[ ALA

c

Die zweite Eigenschwingung ist klar. Es kommt darauf hinaus, dass wir in der ersten und
der dritten Position einen harmonischen Oszillator mit der Federkonstanten h + k haben.
Wy = v h + k.

Fiir die Grundschwingung mit der noch unbekannten Kreisfrequenz w; machen wir den
Ansatz

1 h+k —h 0 1
iw)?| ma |==] =h 2h -—h a
1 0 —h h+k 1

Dies ergibt die Gleichungen

w?=(k+h)—ha, w?i ma=-2h+2ha .
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Eliminieren wir w3, so erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir a
2hia—1)=m-a- [k—h(a— 1)}

Die eine Losung ist das gesuchte a, die andere ist fiir die Grundschwingung offenbar die
Zahl ¢ < 0 zur Frequenz ws. Diese Zahlen liefern die gesuchten Frequenzen

wi=vk+h—ha, w;=vk+h, w3=vk+h—hc .

Bezeichnen wir

1 1
m=| a | ;=10 n3=1 ¢ X
1 1

Die Losungen unserer Schwingungsgleichung sind
x(t) = (Ay - "+ A_e 1Y) ny+ (B - €2 4+ B_e ) npt(Cy - @3 4 Ce 'Y g

mit beliebigen komplexen Koeffizienten A, A_ B, B_, C,, C_. Wie oben konnen wir die
reellen Losungen auch folgendermafien schreiben:. Wir haben die zeitabhéngige 3-Spalte

x(t) = p7 - cos(wit+ 1) - ny + p2 - cos(wyt + ) - ny + p3 - cos(wst + «3) - n3 .

Betrachten wir speziell die Losung zu der Anfangssituation, wo die erste Masse ausgelenkt,
aber anfangs in Ruhe ist, wihrend sich die beiden anderen in der Ruhelage befinden. Diese
Anfangsbedingung liefert uns Zahlen pq, p2, p3 und die Losung

x(t) = p7 - cos(wit) - ng + py - cos(wot) - ny + p3 - cos(wst) - n3 .

Auch hier wird man sich iiberzeugen, dass die Energie zundchst nach und nach vom
ersten Oszillator weggeht und dann wieder zuriick kommt. Wenn die Zahlen wq, w;, w3
kommensurabel sind, dann sind die Losung periodisch, andernfalls fastperiodisch.

Hinweis :
Anschauungsmaterial findet man z.B. unter http: //www.mapleapps.com/Info.asp?ArticlelD=134.

Die ,,Normal modes“ im allgemeinen Fall

Wir denken (der Ubersichtlichkeit halber) an Massenpunkte my, ..., m,, die sich in der
Ruhelage in Punkten Py, ..., P,, der Ebene befinden. Sie seien mit Federn untereinander
und mit irgendwelchen festen Punkten so verbunden, dass fiir kleine vertikale Auslen-
kungen die resultierenden riicktreibenden Kréfte im Wesentlichen vertikal gerichtet sind.
(Wir kénnen auch daran denken, dass die Massen m; auf vertikalen Schienen gleiten.)
Jede Auslenkung x (I-Tupel) liefert eine erhéhte potentielle Energie im System der Federn.
Diese potentielle Energie ist eine quadratische Funktion der Auslenkung: Q(x) = %XT A X,
Die riicktreibenden Kréfte sind daher lineare Funktionen

ki:—Zaﬁ-xj firiel .

)
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Newton’s Gesetz liefert

mg - Xi(t) = ki(t) = — Z ay - X(t) .
j

Somit haben wir die Gleichung fiir die ungeddmpfte Schwingung

T-x=—-A-x

wo T die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen m; ist und A eine symmetrische
Matrix.

Losung der Schwingungsgleichung
Nach dem Satz von der simultanen Diagonalisierung gibt es eine I x J-Matrix, sodass

N*TN=E, N*AN =A (Diagonalmatrix)
Wir schreiben x(t) = Ny(t) und erhalten eine Losung x(-) von Tx = —A - x, wenn
U =-Ay, dh y(t) = exp(+iwjst) mit w;=/A;j=1,...,n .
In der Tat haben wir

= N*TNy = N*T% = —N*A - x = —N*ANy .

Seien {n; :j € J} die Spalten der Matrix N. Sie heiflen die normal modes zu den
Kreisfrequenzen wj.
Die Losungen von TXx = —Ax sind die I-Spalten von der Form
x(t) = Z (A]g+)eiwjt i A]He—iwjt> ny
€]

Die Spalte nj erfiillt die Gleichung
Aﬂj = Tn]- : (UJZ .

Wenn wir also n; (bis auf eine Konstante) erraten konnen, dann berechnet sich leicht die
dazugehorige Kreisfrequenz. In der Tat ergibt sich AN = TN - A aus der Formel fiir die
simultane Diagonalisierung

N*AN=A, NIN=E
AN = (N )T -A=TN-A .

Fiir die Bestimmung der Losungsmenge unserer Gleichung Tx = —Ax brauchen wir also
die normal modes nur bis auf eine Konstante; die Normierung n;Tn; =1 ist irrelevant.
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Verallgemeinerung

Denken wir an eine Folge von n Massenpunkten, die entlang einer Geraden mit den
néchsten Nachbarn verbunden sind und an den beiden Enden mit festen Verankerungen.
Wir haben n normal modes. Der mit der geringsten Frequenz w; hat einen Bauch, der zu
w> hat zwei Béauche, usw. Bei dem ,,normal mode“ zur hoéchsten Frequenz w, 7 haben
die Auslenkungen alternierendes Vorzeichen. Interessant ist nun, wie die Frequenz von der
Anzahl der Biuche abhéngt (,,Dispersionsrelation®). Es zeigt sich, dass die Kreisfrequenz
Q(k) fir kleine k ungefahr linear anwéchst. Fiir sehr grofle n erinnert die Anordnung
an eine Saite, die an den Enden eingespannt ist. Die Frequenzen der Eigenschwingungen
héngen im Grenzfall n — oo in linearer Weise von der Anzahl der Knoten ab.
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Wellen iiber einem Kreisring

Wir diskutieren jetzt einen so schon symmetrischen Fall, dass wir alle normal modes
und alle Frequenzen explizit ausrechnen konnen. Bei diesem Beispiel gibt es nicht nur
stehende Wellen mit eins, zwei, ...,n — 1 Bergen bzw. Télern, die ihre Knoten irgendwo
haben konnen, es gibt auch laufende Wellen, die rechts herum oder links herum mit
Kreisfrequenzen wq, wo, ..., W) laufen konnen. Was es mit den laufenden Wellen auf

sich hat, werden wir dann im kontinuierlichen Fall (Abschnitt IV.5) noch deutlicher sehen.

n Massenpunkte seien in einem Kreis angeordnet. Sie sind mit ihren Nachbarn durch
Federn verbunden sind. Alle Massen seien m, alle Federkonstanten seien k.

m-%=-—k(—x") k(- firj=012,....

Dabei ist x™(t) = x(t) zu setzen. Mit w? = n% haben wir also

X o= —w? (20— = firjeZ/pg

X = —w?-Ax,

wobei A die Matrix ist, die in der Diagonalen den Wert 2 hat, in den beiden Nebendia-
gonalen der Wert —1 und noch zusétzlich den Eintrag —1 in der rechten oberen und in
der linken unteren Ecke. Bezeichnet P die Permutationsmatrix, welche die Einheitsspalten

zyklisch vertauscht, so gilt
A=2-E-P-P'.

Diese Matrix ist singuldr. Wenn X die Spalte mit lauter Einsen ist, dann gilt Axy = 0.
Zu diesem xo gehoren zwei linear unabhéngige Losungen der Schwingungsgleichung, ndmlich

x(t) =const - Xo und x(t) = const - (txg) .

Von Schwingungen kann man hier nicht reden; uns interessieren die iibrigen (n—1) normal
modes und ihre Frequenzen wi, wo, ..., Wn_1.
Die normal modes kénnen wir leicht erraten. Fiir jede n-te Einheitswurzel T = exp (ik . zf)

ist x = (1,7%,...,T ", 1)7 ein Eigenvektor; denn Px = tx, P~ = lec =T-X

x

AX=2—1—T)x = <2—2COS (k%)) X = 4sin?- (kT—Ti)

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



228 Inneres Produkt. Orthogonalitét Einfiihrung in die Mathematik I

Somit haben wir die Eigenfrequenzen

wk:w-sin(k~g> k=0,1,2,...,n—1

Die dazugehorigen Eigenvektoren sind paarweise orthogonal. Fiir k # { gilt ndmlich
n
Xp Xk = Z exp (—j -2711%) - exp (+j -Zﬂil—‘l)

= Zexp ( Zm(k_e)) = 17=0.

1

Bemerke : Diese Orthogonalitét ist analog zu der Orthogonalititsrelation

27 1 falls k#¢
0

2n
0 falls k=1
— Jexp(—iﬂt) -exp(ikt)dt = { as
Wir haben nun alle Losungen der Gleichung
X =—w? Ax .
Es sind die Linearkombinationen der folgenden Spalten
exp(+iwit) - X1, ..., exp(Fiwn_1-t) Xn_1,

sowie Xo und t - X, wo Xo die Spalte mit lauter Einsen ist.

Die Eintrage in xy sind die Potenzen der Einheitswurzel exp (ik~ zf)

Die Realteile und die Imaginérteile der normal modes des Xy entsprechen den Sinuskurven
auf dem Kreisring. Es gilt

1. Xk und xy sind komplex konjugiert; denn

exp((n k) - 2::) :exp< —ik - 2;7()
1

7 (Xk + Xn—kx) und 7 (X — Xn—xk)

sind reelle Spalten.

2. Die Punkte Pj, iber denen die Massen m; schwingen, kénnen wir mit Punkten des
Einheitskreises identifizieren

2
Pj<—>exp<ij-—”) e .
n

Ein J-Tupel (y);= n entsprlcht einer 27m-periodischen Funktion y(¢), die nur in
den Punkten ¢; —)' <% (j € Z) beobachtet wird. Beispielsweise

X —— exp(ike) fireo=j-Z, jeZ

n
Xnk — exp(—ike) firo=j-2Z jeZ
Rxie = Rxnx — cos(ko)
jfck = —jfcn,k — sm(k(p) .
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3. Wir interessieren uns fiir die Losungen mit den Eigenfrequenzen +wy = +w sin ( k7‘),

k =1,2.... Hier miissen wir zwei Félle unterscheiden. Wenn n ungerade ist, dann
erhalten Wir firk=1,2,..., “T*] je vier linear unabhéngige Losungen
exp(iwst) - cos(ke) , exp(iwit) - sin(ke)

exp(—iwyt) - cos(k@) , exp(—iwit) - sin(ke) .

Wenn n gerade ist, dann liefern k = 1, ..., 3—1 je vier linear unabhéngige Losungen,
wihrend fiir k = 3 nur zwei linear unabhéngige Losungen existieren; denn

sin (%(p) = sin (%] . Zf) =sin(j-m) =0
coS (%(pj) = cos(jm) ist alternierend + 1 und — 1.

Es sind uns bei diesen Umrechnungen keine Losugnen verloren gegangen. Im geraden
Fall haben wir (neben den Nichtschwingungen Xo und t-Xo) 4 (5 —1) =2(n—1)
linear unabhéngige Losungen, im ungeraden Fall ebenfalls 4“7*] =2(n—1).

Fazit : Die normal modes sind sinusférmig. Fiir k = 1 haben wir genau einen
Nulldurchgang von positiv nach negativ. Fiir k = 2 haben wir genau zwei solche
Nulldurchgéinge. Im geraden Fall sind fiir k = 5 die Funktionswerte dieses normal
mode alternierend positiv und negativ.

4. Betrachten wir fiir 1 <k < 5 die reelle Linearkombination

x(t,@) = a-e“tcos(ke)+b et . sin(ke)
= Va?+b?-exp(iwyt) - cos(ke + )

Es handelt sich um eine stehende Welle mit 2k Knoten (k heifit die Wellenzahl)

KA /

n=6

n=6 k=2

Die Bilder zeigen eine Momentaufnahme des Realteils oder des Imaginérteils von
x(t, @).

5. Ebenso interessant sind die laufenden Wellen zu einem festen k, 1 <k < 5

exp(iwyt) - [A - (coske + isinke) + B(cos ke — isin k)
= A-exp(ilwgt +ko]) + B - exp(ilwit — kol) .
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Die Summanden sind gegeneinander laufende Wellen. Betrachten wir den zweiten
Summanden

exp(iwyt — ik@) = exp (—ik [@ _ %tD

Es handelt sich um eine laufende Welle mit der Wellenzahl k und der Phasen-
geschwindigkeit % Der Realteil cos (k[@ — vt]) hat seinen Maximalwert dort wo
@ — vt in der Nihe eines ganzzahligen Vielfachen von 27t hat. Der Wellenkamm
bewegt sich mti der Geschwindigkeit v.

Wenn man von k zu —k (oder zu n — k) iiber geht, dann erhélt man die in der
Gegenrichtung laufende Welle.

Bemerke : Im geraden Fall verschwindet fiir k = 5 der Unterschied zwischen einer
laufenden und einer stehenden Welle (weil wir nur in diskreten Positionen beobach-
ten).

. Wenn man laufende Wellen zu verschiedenen Wellenzahlen k in geeigneter Weise

iiberlagert, dann erhélt man laufende ,, Wellenpakete“. Solche Wellenpakete werden
wir im kontinuierlichen Fall an geeigneter Stelle diskutieren (Teil ; Asymptotisches
Verhalten“). Wir werden sehen, dass die , Dispersionsrelation® eine entscheidende
Rolle spielt; die Dispersionsrelation Q(k) gibt an, wie die Kreisfrequenz von der Wel-
lenzahl abhéngt. In unserem Fall hier haben wir Q(k) = w sin (k~ T—Tf), k=1,2,...
Fiir n — oo und entsprechende Dimensionierung der Massen und der Federkon-
stanten erhalten wir fiir k = 1,2,... einen linearen Anstieg der Kreisfrequenzen
als Funktion von k. Die Phasengeschwindigkeit lkwk ist fiir die kleinen k nahezu
unabhéngig von der Wellenzahl.
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IV.5 Die schwingende Saite

Stellen wir uns eine elastische Saite vor, die an den Stellen x = 0 und x = L eingespannt
ist. Sie sei mit einer Massendichte m(x)dx belegt und habe in jedem x eine Elastizitét
E(x), welche angibt, welche Kraft der Dehnung entgegensteht, wobei angenommen wird,
dass diese Kraft proportional zur Dehnung ist.

In dem iiblichen idealisierenden Modell (fiir kleine Auslenkungen) hat man nach Newton’s

Formel
02 02

t,x) = E(x)z5ult, x)

m{x) ox

i
(Masse x Beschleunigung = riicktreibende Kraft)?

Dass die Dehnung mit der zweiten Ableitung zu tun hat, liegt im Falle der Longitudi-
nalwellen auf der Hand. Bei den transversalen Schwingungen erscheint die riicktreibende
Kraft als eine Resultierende der entlang der Saite angreifenden Kréfte.

Uns soll hier nur der Fall interessieren, wo m(-) und E(-) entlang der Saite konstant sind.

Mit ¢ = 4/ n% haben wir dann die

Gleichung der schwingenden Saite

1 92 02
(? | @‘@) BRI
u(t,0) =0=u(t,L) fiir alle t

Die Losung ist durch die Auslenkung und die Geschwindigkeit zur Zeit eindeutig bestimmt.
Seien also u(0,x) und (0, x) gegeben.

Hinweise :

a) Die analoge Gleichung in zwei Raumdimensionen heifit die

Gleichung der schwingenden Membrane

c2 0t2 ox2  dy2 e
u(t, (x,y)) =0 fiir (x,y) am Rand der Membran.

Fiir die Anfangsbedingungen zur Zeit 0 gilt dasselbe wie fiir die schwingende Saite.
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b) In drei Raumdimensionen wird daraus die

Wellengleichung
1 92
(?w — A) u(t,X,y,Z) = 0
0?2 02 02
wobei A = — 4+ — 4+ — , Laplace Operator”

ox2  0y? 0z?

c¢) Lassen wir alle Randbedingungen aufier Acht, so konnen wir schon einmal Losungen
eines interessanten Typs hinschreiben, die sogenannten ebenen Wellen.

u(t,x,y,z) =exp (i(wt — (kix + koy + k3z)))

mit einer beliebigen , Wellenzahl“ (ki,k;,k3) und der dazu passenden , Kreisfre-
quenz®
w = [[k[-c

Man hat in der Tat
B 1 92
C c20t2

Die ebenen Wellen sind ein besonders wichtiger Fall von Losungen, die man fakto-
risieren kann.

AU(t, XY, Z) = (_k% - k% - k’%) “u 'LL(t, XY, Z)

d) Machen wir nun den allgemeinen , Separationsansatz* :

U(t,X,y,Z) - g(t) : h(X,y,Z)
Die Wellengleichung fordert fiir Losungen dieser Gestalt

1
59" (t) - n(x) = g(t] - AR(x)
und das bedeutet, dass eine Konstante existiert, sodass

19" _ L AR

c® g(t) h(x)

Die Losungen der Gleichung

9"(t) = —w?- g(t)
sind natiirlich nichts anderes als die Linearkombinationen der Funktionen
g(t)=¢e*" und g(t) =e "

oder g(t) = cos(wt) und g(t) = sin(wt).
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Sei auf der anderen Seite h(-) eine Losung der Gleichung

Ah=—-k?’ h
Dann ist mit w? = k2 - ¢2
exp (iwt) - h(x)

eine Losung der Wellengleichung.

Besonders einfach ist natiirlich der Fall einer einzigen Raumdimension, d.h. der Fall der
schwingenden Saite. Bevor wir uns diesem Fall (mit der angegebenen Randbedingung)
zuwenden, skizzieren wir kurz den allgemeinen

Hintergrund
Die Theorie der Wellenbewegung ist eine unendliche Geschichte fiir Mathematiker wie fiir
Physiker. Sie ist auch eine Herausforderung an die Lehre. In Mathematikbiichern wird man
schwerlich eine umfassende Definition von Wellenbewegung finden; und in Physikbiichern
baut man ohnehin lieber auf konkrete Assoziationen als auf allgemeine Definitionen. Im
berithmten Lehrbuch ,,Physik* von Gerthsen findet sich (auf Seite 102) die folgende (nach
meiner Meinung sehr gelungene) ,, Definition und Beschreibung*

» Wenn im Innern eines deformierbaren Mediums eine Verschiebung aus der Ruhelage
(Deformation) bewirkt oder erregt wird, so bleibt diese nicht auf das Errequngszen-
trum beschrinkt, sondern sie teilt sich den Nachbargebieten mit, die (zeitlich verzégert)
ebenfalls deformiert werden. Eine Errequng pflanzt sich nach allen Richtungen mit einer
charakteristischen Ausbreitungsgeschwindigkeit fort. Wir nennen diesen zeitlich und
raumlich verdnderlichen Zustand eine Welle® . ..

LFlichen im Medium, deren Punkte mit gleicher Phase schwingen, bezeichnen wir
als Wellenflachen. Sie umschlieffen das Errequngszentrum. Ist dieses punktformig, und
ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit unabhdngig von der Richtung und tberall konstant,
dann sind die Wellenflichen Kugelflichen (Kugelwellen). Liegt das Errequngszentrum
im Unendlichen oder mindestens sehr weit entfernt, oder geht die Welle von einer tiberall
mit gleicher Phase schwingenden Ebene aus, dann sind die Wellenflichen Ebenen (ebene
Wellen),

Linien, die vom Errequngszentrum ausgehend, die Wellenflichen itiberall senkrecht
durchsetzen, bezeichnen wir als Strahlen.

Wenn die Deformation im Errequngszentrum eine harmonische Schwingung der Teil-
chen um ihre Ruhelage mit der Schwingungsdauer T = % ist, so setzt sich diese Schwin-
gung durch den ganzen Korper hindurch fort. Benachbarte Teilchen schwingen in der
Phase gegeneinander versetzt. In regelmajfigen Abstinden folgen aber Teilchen, die in der
Schwingungsphase miteinander tbereinstimmen. Wir nennen diesen Abstand innerhalb
einer Welle die Wellenldnge

Wihrend das Errequngszentrum eine volle Schwingung vollfiihrt hat, ist die Errequng
bis zu einem Punkt vorgedrungen, in dem die Schwingung nun mit der des Zentrums
gleichphasig ist. Sein Abstand ist nach obiger Definition die Wellenlinge. Er ist gleich
der Geschwindigkeit, genauer der Phasengeschwindingkeit ¢ der Wellenausbreitung mul-

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Méarz 2008



234 Inneres Produkt. Orthogonalitét Einfiihrung in die Mathematik I

tipliziert mit der Schwingungsdauer T.

A
C===7V-A
T
(c ist nicht die Geschwindigkeit eines Korpers, sondern die eines Zustandes.)
Die Gleichung stellt eine Beziehung zwischen den oben definierten Grifien ¢, A und
T dar; sie sagt aber nichts aus iiber die Abhdngigkeit der Phasengeschwindigkeit von der
Frequenz*.

Der letzte Satz aus Gerthsens Buch macht deutlich, dass die hier entwickelten Intuitionen
wesentlich iiber die Theorie der Wellengleichung hinausgehen. In der Wellengleichung gibt
es namlich nur eine einzige Konstante c, wiahrend bei allgemeineren Wellenphdnomenen
die ,Dispersion“ eine fundamentale Rolle spielt. Die Dispersionsrelation beschreibt, wie
die Kreisfrequenz w von der Wellenzahl (kq,k;,k3) abhingt. Man konnte auch sagen,
dass die Dispersionsrelation angibt, wie die Phasengeschwindigkeit von der Wellenzahl

abhéngt.

Q (k1,ka, k
o = Qlknkaks) II)kIIZ) ) _ w2

Bemerke : Der Betrag der Wellenzahl hat die Dimension einer reziproken Lénge, ||k|| =
2%\. In isotropen Medien héngt die Phasengeschwindigkeit nur von der Wellenldnge ab;
bei der klassischen Wellengleichung ist sie von der Wellenzahl (kq, k2, k3) génzlich un-
abhingig.
Elektromagnetische Wellen breiten sich im materiefreien Raum mit Lichtgeschwindigkeit
aus. In einem Medium mit dem Brechungsindex n ist die Phasengeschwindigkeit aber
nicht ¢, sondern —. Der Brechungsindex ist abhéngig von der Frequenz.
Man lese Feynman, Vorlesungen tiber Physik, Band 1, Kap. 31, ,Der Ursprung des Bre-
chungsindex”.
Der Begriff der Phasengeschwindigkeit ist am Bild der ebenen Wellen entwickelt. Eine ma-
thematische Begriindung dafiir, dass er fiir alle Wellenbewegungen fundamental ist, ergibt
sich aus der Tatsache, dass man sehr allgemeine Funktionen u(t,x,y, z) aus Funktionen
der Form

exp (i(wt — (kix + kay + kgz)))

im Sinne einer Integration linear kombinieren kann.
Dieses mathematische Phanomen ist der Gegenstand der Theorie der Fourier-Integrale in
héheren Dimensionen.

Eigenschwingungen der Saite

1) Fiir die in x = 0 und x = L eingespannte Saite gibt es eine ,, Grundschwingung® und
eine Folge von Oberschwingungen. Die Wellenzahlen, die hier in Frage kommen, sind
die ganzzahligen Vielfachen von 7. Die Auslenkungen haben die Form
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sin(TvL x)

0 L
sin(2TUL x)

0 L
sin(3TUL x)

0 L

2) Firn € Nsei k = £5% und w = £k - ¢. Die Funktion
u(t,x) :=sinkx - e*®t

erfiillt die Gleichungen

19 (%) = = ultx) = 2wt x)
apptitx) = ult,x) = s5ult,x

3) Das Produkt u(t,x) kann man auch als Summe schreiben
) 1 . 1 .
i-ut,x) = XD (1(wt + kx)) — 5CXD (1(wt — kx))

Die Summanden sind eindimensionale ebene Wellen; man nennt sie laufende Wellen

mit den Wellenzahlen +k und der Kreisfrequenz w. Die Phasengeschwindigkeit ist
. w

=15

u(t, x) kann man sich also so zustandekommen denken, dass sich zwei gegeneinander

laufende ebene Wellen iiberlagern, wobei sich die Beitrdge in den Positionen x =

0,£L,+2L,... zu allen Zeiten ausloschen.

4) Im C-Vektorraum der komplexen Losungen 14t sich bequemer rechnen als im R-
Vektorraum der reellen Losungen. Die beobachtete Auslenkung kann als der Realteil
einer komplexen Losung verstanden werden. Sie hat die Form

v(t,x) = |a] - sin(kx) - cos (w(t — to))

Die maximale Amplitude |a| - sin(kx) wird zu den Zeitpunkten ty + %‘m = to+

m-T (m € Z) angenommen; T = 27 ist die Schwingungsdauer v := 1 = £ ist die
Frequenz.

‘w T 2n
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Die Geschwindigkeit, mit welcher die Saite durch die Nulllage geht, ist +w - |a] -
sin(kx). Die kinetische Energie ergibt sich durch Integration des Quadrats.

1
kin.Energie = (ZM . L) Jal? - Jw®> (M = Gesamtmasse)
Zu den Zeitpunkten maximaler Auslenkung ist diese Energie in potentielle Energie
(Deformationsenergie) umgewandelt.
5) Die Uberlagerung von Oberschwingungen Die Gesamtheit der Losungen der

Gleichung

23t 2
u(t,0) =0 =u(t,L)

<] o° a_z) u(t,x) =0

ist ein Vektorraum. Jede Linearkombination der oben studierten Loésungen ist ei-
ne Losung. Das gilt nicht nur fiir endliche Linearkombinationen, sondern auch fiir
manche unendliche Uberlagerungen

+o0

u(t,x) = Z (icy) sin (?) - exp (in;_rct)

—00

Es handelt sich um eine reelle Lésung, wenn
C_n=2Cn Tliralle n

Mit der obigen Rechnung 148t sich das umschreiben

u(t,x) = % > cnexp (i%t(x + ct)) — % D cn-exp (i%t(—x + ct))

_ ] (x+ct)—] (—x + ct)
— 29 29

Bemerke :

a) Die Funktion
. MTT
g(y) =) caexp (1Ty>
ist genau dann reell, wenn ¢_,, = ¢, fiir alle n.
b) Zur Zeit 0 sind Auslenkung und Geschwindigkeit

(0,%) = ~g(x) — 2g(—x)

2 2
10 1, 1,
EEU(O»X) = 29 (x) — zg (—x)
Wenn die Funktion g(-) ungerade ist, dann verschwindet die Anfangsgeschwin-

digkeit.
In diesem Falle hat man u(t,x) = %g(x +ct) + %g(x —ct).
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6) Es stellen sich nun zwei Fragen :

I. Wie allgemein ist die durch Uberlagerung gewonnene Losung der Gleichung

1 92 02
(?@ - @) ult,x) =9
u(t,0) =0=u(t,L) fiir alle t

II. Welche Koeffizientenfolgen (c,),, kommen in Betracht? Unter welchen Umsténden
liefert die unendliche Summe tatséchlich eine Losung?
Diese Fragen haben eine lange und interessante Geschichte.

Historisches zur schwingenden Saite

Der beriihmte Mathematiker und Enzyklopadist J.B.d’Alembert hat 1747 das folgende
Ergebnis publiziert: Wenn man einer elastischen Saite der Linge L, die in den Punkten
x = 0 und x = L eingespannt ist, in den Punkten x die Auslenkung g(x) gibt und dann
loslaft, so wird ihre Auslenkung zu allen Zeiten t gegeben durch

u(t,x) = =g(x+ct) + ! (x — ct)

2 2

D’Alembert dachte vermutlich an Funktionen g(-), die durch einen analytischen Ausdruck
gegeben sind, welcher die erforderlichen Differentiationen ermoglicht. L.Euler propagierte
zu dieser Zeit schon allgemeinere Auffassungen, was man unter einer Funktion im Sinne
der Analysis zu verstehen hat und welche Funktionen g(-) daher in Betracht gezogen
werden konnen. In seinem Lehrbuch von 1755 gibt Euler die folgende Definition:

Sind nun Griffen auf die Art voneinander abhdngig, dass keine davon eine Verdnderung
erfahren kann, ohne zugleich eine Verdnderung der anderen zu bewirken, so mennt man
diejenige, deren Verdnderung man als die Wirkung von der Verdnderung der anderen
betrachtet, eine Funktion von dieser; eine Benennung, die sich so weit erstreckt, dass sie
alle Arten, wie eine GrifSe durch eine andere bestimmt werden kann, unter sich begreift. “*
Wenn ¢(-) eine (in Eulers Sinn beliebige) Funktion ist, die zweimal differenzierbar ist, dann
genugt

1
(x +ct) +

t,x) =5 —g(x —ct
u(t,x) =5g 590x—ct)
offenbar der Gleichung (Ciz% — ;—;) u(t,x)=0.

D. Bernoulli ging 1753 bei seiner Losung des Problems der schwingenden Saite von der
physikalischen These aus, dass jeder Ton durch Uberlagerung von Grund- und Oberténen
entsteht. Bernoulli schlof8 daraus, dass die Auslenkung immer in der Form

= . M7 nrct
u(t,x) = Cn - Sin s

n=1

dargestellt werden kann. Bernoulli meinte, dass man jede mogliche Anfangsauslenkung
durch eine Reihe darstellen kann.
Euler, d’Alembert und spéter auch Lagrange verwarfen die Behauptung Bernoullis. Die
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vollige Aufklarung dieser Frage mufite bis 1824 vertagt werden, als Fourier die Zweifel an
der Giiltigkeit der Darstellung einer ,,beliebigen® Funktion durch trigonometrische Reihen
beseitigte.

Wir koénnen die Frage hier noch nicht sofort kldren. Wir miissen vorher einiges iiber
konvergente Folgen und konvergente Reihen lernen.

Bemerkung : Die Absolutquadrate der Amplituden c,, geben Auskunft, wie sich die
Gesamtenergie auf die Obertone verteilt.

E, = const -n?-|c,?
Da die Gesamtenergie endlich ist, ist
s T
o'(y) = ¢ D_calin) exp (inTy)

durch eine quadratsummierbare Reihe gegeben.
Die Theorie 148t also Auslenkungen u(t, x) zu, die nicht stetig differenzierbar sind.
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IV.6 Diskrete Fourier-Transformation

Sei {tj : j € ]} eine Familie von Punkten auf der reellen Achse, [J| = n. Wenn wir eine
komplexwertige Funktion f(t) in den Punkten t; auswerten, dann erhalten wir Zahlen
f(t;) , die wir die Abtastwerte der Funktion nennen. Wir schreiben sie in eine J—Spalte f.
Wir interessieren uns im Folgenden fiir 27t-periodische Funktionen und ihre Abtast-Werte
in den dquidistanten Punkten t; = Zf 3, j=1...,mn. Den Vektorraum H = HY aller J-
Spalten v machen wir zu einem Hilbertraum durch das innere Produkt (wjv) = 1 3~ Wi,
Bemerke: Wenn n gross ist, dann gilt fiir glatte Funktionen f(t), g(t) und die ihnen
zugeordneten J-Spalten f,g

_ 1 (& _
(glf) = th t;) Z{L g(t)f(t) dt .

Die J-Spalte ey zur Funktion ey (t) = exp(ikt) nennen wir die J-Spalte zur Wellenzahl k
(fiir ganzzahliges k). Offenbar gilt e, = e;, wenn k—1 durch n teilbar ist. Wir interessieren
uns nur fiir die e, mit k € K ={1,...,n}; diese fassen wir zur J x K-Matrix E zusammen,
und wir setzen U = %\ - E.

Lemma Die Familie {ey : k € K} ist eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H. Die
Matrix U ist eine unitédre J x K- Matrix.

Beweis Alle Eintréige der Spalte ey haben den Betrag 1; somit gilt ||ex|| = 1. Wenn k
nicht durch n teilbar ist, dann sind die Eintrédge von ey die Potenzen einer Einheitswurzel
¢ # 1; die Summe der Eintrége ist daher = 0.

(= exp(iZ-K); 1+c+cz+---+cn—1=11—C-(1—cn)=o.

Wenn k — 1 nicht durch n teilbar ist, dann gilt
- (exley) = Zek e = Zexp k)-j)=0.

Daraus ergibt sich E* - E =n - Ixxx. U ist unitar.

Beispiel, n =4 : Die folgende Matrix U ist unitar

+i -1 —1 +1
-1 +1 =1 +1
i =1 +i +1
+1 +1 +1 41

. )
) uk_

Sl-
|
-
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Wir konnen die unitidre Matrix U als Matrix eines Basiswechsels deuten:
Sei g; die J-Spalte mit dem Eintrag y/n in der j-ten Position und Nullen sonst.
Die Familie {gj:j € J} ist dann eine Orthonormalbasis. Es gilt

1.
ek:Zgj-—sz fiir alle k . (1)
j vn

1
(61,--.,en)=(91,-.-,9n)-ﬁ-E=(91,-.-,9n)-u- (2)

Die Umkehrung ist durch die K x J-Matrix U~" = U* gegeben.

Diese hat die Eintriige U = %L cexp(—i2-k-j). Esgilt

1 ) . .
g]:Zek-—-eXp(—l—”-k-]) fiir alle j .
e VN

Satz Fiir eine J-Spalte v mit den Eintriigen v haben wir

V_Zg] —v] Zek y mit yk:%-Zexp —1— k-j)-v

Fiir eine 2m-periodische Funktion f(t) haben wir in allen Abtaststellen t; = zfj

f) =Y explik) u* mit gt = LY exp( 2K ) F(25)

Der Beweis ergibt sich, wie iiblich, indem man in die erste Summe die Formel fiir die
g; einbringt. Bemerke: Fiir grosse n und glatte f(-) kann man die Summe fiir den k-ten
Koeffizienten durch ein Integral approximieren

] Tt
Yy Y= 7 Jnexp(—ikt) -f(t) dt.

Sprechweisen

e Der Ubergang von den Abtastwerten {f (H):jell; = ij zum K-Tupel der Koeffi-
zienten {y* : k € K} heisst die diskrete Fourier-Transformation zur Maschenweite Zf

e Der Ubergang von der 2m-periodischen Funktion f(t) zur Koeffizientenfolge
{Y*: k € Z} heisst die Fourier-Transformation von 27m-periodischen Funktionen.
Y¥ heisst der k-te Fourierkoeffizient von f(-).

e Der Ubergang von der (quadrat)-integrablen Funktion f(t) auf R zur Funktion
Y(w) = %{ - [ exp(—iwt)f(t) dt heisst die Fourier-Transformation auf R.
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Uber die ‘Definitionsbereiche’ der verschiedenen Typen von Fourier-Transformationen
wird noch ausfiihrlich zu sprechen sein. Nur fiir die diskrete Fourier-Transformation funk-
tioniert alles ohne Konvergenzargumente und hohere Integrationstheorie.

Wir halten fest: Die Koeffizienten y* ergeben sich als Linearkombinationen der Abtast-
werte f(t;); und das trigonometrische Polynom } 7 y*-e™" hat an den Abtastpunkten die
vorgegebenen Werte f(t;).

Die Theorie der Fourier-Reihen befasst sich mit dem Hilbertraum der quadratisch
integrablen 27t-periodischen Funktionen. Es geht um die Funktionen mit einer Darstellung

o0
t) = Z C - et wobei Z lcy? < 00
—00

Wichtige Operatoren auf diesem Hilbertraum £2 (]R/Zﬂ) sind die Shift-Operatoren B,
und die Differenzen-Operatoren D,

1

(Bf)(t) =f(t—¢); D. = o (I—-Be) also (Df)(t)=-[f(t)—f(t—e)].

™| —

Unser Hilbertraum A’ ist eine endlichdimensionale Karikatur des Raums £2(R/2ﬂ).
Auch auf ihm gibt es Shift-Operatoren und Differenzenoperatoren, allerdings nur zu e,
die ein ganzzahliges Vielfaches von Zf sind; und fiir diese gilt B} = I. Der Shift um Zf
ist die lineare Abbildung S, welche die Eintréage zyklisch permutiert: Der j-te Eintrag von
Sw ist der (j — 1)-te Eintrag von w. (Sw)) =w~1. Es handelt sich um eine Isometrie; sie
wird in jeder ONBasis durch eine unitédre Matrix beschrieben. In unserem Fall kénnen wir
leicht eine ONBasis angeben, in welcher die darstellende Matrix eine Diagonalmatrix ist.
Die J-Spalte zur Wellenzahl k, also ey mit den Eintréigen e, = ' (wobei { = exp(i 27‘k))
ist normierter Eigenvektor zum Eigenwert ¢~'. Die ey, entstanden aus ey(t) = e™t, sind
auch die Eigenvektoren des normalen Operators D¢; die Eigenwerte sind hier Ay = - -
(1 —e_izTﬂk). Fiir grosses n und k = 0, +1, 42, ... gilt Ay ~ ik. Der Operator %Ds auf dem
unendlichdimensionalen Hilbertraum EZ(R/ZH) approximiert (in einem gewissen Sinn)
den selbstadjungierten Operator T = Ta_t mit den Eigenwerten k = 0,£1,+2,... und
den dazugehorigen Eigenvektoren et*t.— Der Differentialoperator T ist ein unbeschrankter
selbstadjungierter Operator. Eine mathematisch solide Theorie dieser Art von Operatoren
wird (nach umfangreichen Vorbereitungen) in der Funktionalanalysis entwickelt.

Schnelle Fourier-Transformation, (FFT = Fast Fourier Transformation)
In der Datenanalyse kennt man das Problem, fiir sehr viele und sehr lange (numerisch

gegebene) Folgen x = {x) : j = 0,1,...,n — 1} die diskrete Fourier-Transformation y =
[y*:k=0,1,..., 1 — 1} numerisch zu berechnen.
n—
y:%]_E*'X, :% 71_]k
0

Wenn man eine n-Spalte x mit einer n x n-Matrix A multipliziert, dann braucht man
(im Allgemeinen) n Multiplikationen fiir jeden Eintrag von y = A - x; zur Berechnung
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der gesamten n-Spalte y braucht man also n? Multiplikationen. Bei der Berechnung der
diskreten Fourier-Transformierten einer n—Spalte x (oder besser: einer n-periodischen
Folge) kann man sich zunutze machen, dass die unitire Matrix inE* eine sehr spezielle
Struktur hat. Es erweist sich als giinstig, wenn n das Produkt vieler kleiner Primzahlen
ist; am gilinstigsten ist der Fall n = 2™. Wir werden sehen, dass in diesem Fall 2nlog,n
Multiplikationen ausreichen.

Wir behandeln die Produktzerlegung n =R - S :
Da jedes j € {0,1,...,n — 1} eine eindeutige Darstellung besitzt

j=u-R+v, mit uwe{0,...,.S—1}, ve{0,...,R—1},

konnen wir schreiben

R—1 2k S—1 P R—1

R R e e
Yy = 7R e n 75 X e

v=0 u=0 v=0

Die &dussere Summe erfordert R Multiplikationen fiir jedes k. Fiir jedes v ergibt sich
die S-periodische Folge {z(vo), z(v”, ... ,z(vsf]), ...} als das Ergebnis einer diskreten Fourier-
Transformation.

Sei M(S) die Anzahl der Multiplikationen, mit welcher man die diskrete Fourier-Trans-
formation einer S-periodischen Folge bewiltigen kann. (Die Division durch /S wird nicht

mitgezihlt.) Unsere Rechnung zeigt

1 1
M(S- R)<R-M(S)+R-RS also S—RM(SR) < gM(S) +R.
Speziell n = 2™: Die diskrete Fourier-Transformation einer 2—periodischen Folge kann
man mit 4 Multiplikationen bewiltigen. Wegen ZimM(Zm) < Zm%]M(Zm_W + 2 haben wir

1
Z—mM(Zm) <2m; M(n)<2nlog,n fir n=2".

Diskrete Fourier-Analyse

Eine Funktion f(t) wird auf dem Intervall [T +T) in n dquidistanten Punkten t; abge-
tastet. Die diskrete Fourier-Transformation liefert eine n-periodische Folge {y*: k € Z/n}.
Von diskreter Fourier-Analyse spricht man, wenn man aufgrund dieser Folge y Eigenschaf-
ten der Funktion f(-) zu erschliessen versucht.

Beispiel: Wir stellen uns ein System von gekoppelten Oszillatoren vor. Im ungeddmpf-
ten Fall ist der Schwingungszustand bekanntlich durch eine Uberlagerung der normal
modes gegeben. Fiir jeden einzelnen Oszillator finden wir eine fastperiodische Schwin-
gung f(t) =) _ cq- €=t Die diskrete Fourier-Transformation ist ein bewihrtes Mittel,
um einige der Kreisfrequenzen wy der normal modes zu entdecken.

Die niederfrequenten Schwingungen konnen wir allerdings nur dann entdecken, wenn T
gross ist; wenn namlich die Wellenldnge gross im Vergleich zu 2T ist,(w < 7/T), dann

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



IV.6 : Diskrete Fourier-Transformation 243

sieht die Einschrankung auf das Intervall (—T + T) wie eine Konstante aus. Die hochfre-
quenten Schwingungen konnen wir nur dann entdecken, wenn die Abtastdichte gross ist.
Auf dem Gitter mit der Maschenweite 2T/n sind nédmlich die reinen Sinusschwingungen
e'®t und e @t/ Tt picht zu unterscheiden. Wir miissen uns also darauf beschrénken, nach
den Beitrdgen mit || < Q = T -5 zu suchen.(Q wird manchmal die Nyquist-Frequenz

genannt)

Machen wir die Suche nach den Beitrigen exp(idt) etwas konkreter:
Die Abtastpunkte sind t; =2T/n-j: [-n/2] <j < [n/2].
Die Kreisfrequenz mit der Wellenzahl k ist wy, = F-k: k € Z/n.
Die Funktion f(t), oder vielmehr das n-tupel f = {f(t;)} erhélt das Normquadrat

!
1912 =3 IR =3 | 13w elntpar = 3 3)
j B k k

mit yk:%-ZeXp(—i%‘k-j) -f(t;) fir keZ/n. (4)
Wir definieren nun zu f(-) das sog. Periodogramm. Das ist die 2Q-periodische positive

Treppenfunktion p(-) mit dem Wert p(wy) = %kalz im Intervall (wy — %%‘, wy + %%‘)
Man bemerke, dass das Integral des Periodogramms iiber die Periode das Normquadrat

liefert: o
|| plew)dw =3 i = I = 1 3 ey
k j

-0

In physikalischer Analogie darf man sagen, dass das Periodogramm die Energie auf die
Frequenzen verteilt, also sozusagen eine Energiedichte beschreibt.

Beispiele fiir Periodogramme:
Fiir die konstante Funktion fo(-) = 1 hat das Periodogramm den Wert 7Ir im Abstand
< %7:; vom Nullpunkt; sonst im Intervall |w| < Q = T - 3 hat dieses Periodogramm den

Wert 0. Allgemeiner: Fiir jedes 0 = wy = T -k hat das Periodogramm der Funktion et
den Wert 7IT im Intervall @ =+ %T—F ; sonst im Intervall |w| < Q hat das Periodogramm pg(-)

den Wert O.

Berechnen wir jetzt das Periodogramm pg(-) fiir die 2T-periodische Funktion fg(-), die
im Intervall [T, T] die Werte e'®* hat. (Es kommt natiirlich nur auf die Werte in den
Abtastpunkten t; an; und wir kénnen uns daher auf @ mit || < QO = T -5 beschrinken.)
Zur Darstellung der Werte pg(wy) beniitzen wir den wohlbekannten n-ten Fejér-Kern

Kn(+). Zur Erinnerung;:

Lemma Die Funktion .
Kn(d) = 2] : Sl.nz(?d))
mm  sin“(5¢)
ist nichtnegativ und 27-periodisch mit fir Kn(d)dd =1. Es gilt
S N
2 sin?(8/2)

Kn(0) = o= 1und  Kn()

fir & <|p| <.
27
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Berechnung Die diskrete Fouriertransformierte von e im Intervall (—T,+T) kann
elementar berechnet werden

27 .
noyf= Y e WY fg(E )
~Im/2<i<Im/2
_ —2mG il j _ 1 M2 1 om
= ) e T = ) Ty =3 S (1= i)
~Im/2<i<Im/2 j
2T

mit (o = exp( 125 (0 — wy)) = exp(idy).
Bemerke:  Fiir eine Zahl ¢ = exp(id) vom Betrag 1 gilt

1= 0P =11 — e =[e'/? — e = 4. sin*(¢/2).
Somit haben wir die Werte des Periodogramms

T T sin?(n/2-
Palwy) = & fyp = 200 or
s < sin“(1/2 - ¢y)

Kn(di) = 2 Kn(E (wy — ).

Bemerke: Das Integral der Funktion gg(w) = ZT K (E (w — )), erstreckt iiber
das Intervall (—Q, Q) ergibt den Wert 1. Das Integral =1 erhalten wir auch fiir unsere
Treppenfunktion pg(w). Fiir © # T-k haben die Periodogramme der reinen Sinusschwin-
gungen exp(idt) jedoch Nebenmaxima, die den Praktiker storen.

Plausibilitdtsbetrachtungen

1. Die diskrete Fourier Transformation ist eine lineare Abbildung: Die DFT von (f +
g)(t) ist y + z, wenn y die DFT von f(t) und z die DF'T von ¢(t) ist. Das Periodo-
gramm von (f 4 g)(t) ist approximativ die Summe der Periodogramme, wenn die
Produkte der Fourierkoeffizienten allesamt ‘klein’ sind.

Pirrg) (Wi) = Prlwi) + Pglwi) +y* - 2%

Wenn f(t) und g(t) reine Sinusschwingungen sind, deren Kreisfrequenzen nicht nahe

aneinander liegen, dann ist das annéhernd so; die Bereiche, wo p¢ und pg ‘gross’

sind, iiberlappen sich nicht. Allgemeiner kann man sagen, dass das Periodogramm
von f(t) = ) cq- €t (wenn die Kreisfrequenzen paarweise einen substantiellen

Abstand haben) als eine Funktion erscheint, welche an den Punkten w, Gipfel der

Hohe & |c4/? besitzt.

Hinweis: Funktionen der Frequenz (oder der Energie) mit diesem Erscheinungsbild

trifft man sehr haufig in der messenden Physik. Haufig werden sie als ‘Resonanzkur-

ven’ verstanden. Manchmal kann man sie aber auch als Periodogramme interpretie-
ren.

2. Die diskrete Fourier Transformation liefert zu den n Abtastwerten {f(t;) : t; = Z—J]}
eine interpolierende 2T-periodische Funktion f

f(t) = Z ykexp(ik%‘t) mit y* = an exp(—ik¥t;)
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Wenn es darum geht, irgendwelche fastperiodische Funktionen zu analysieren, dann
erscheint es grob und unsensibel, die Abtastwerte wie die einer 2T-periodischen
Funktion zu behandeln; die periodische Funktion f versucht einen drastischen Um-
bruch an den Intervallenden zu bewiltigen, welcher mit der zu analysierenden Funk-
tion iiberhaupt nichts zu tun hat. Die Praktiker haben sich Tricks der Datenauf-
bereitung ausgedacht, die den Abschneideeffekt abmildern (‘tempern’ oder englisch
‘tempering’ heisst der Fachausdruck). Die Praktiker bestimmen das Periodogramm
zu Werten g¢(t;), die im Innern des Intervalls mit den f(t;) {ibereinstimmen und
am Rande fiir einen guten Anschluss sorgen. Damit kénnen sie in der Tat ldstige
Nebenmaxima zu den ‘Spitzen’ in den interessanten Punkten w, abflachen.

3. Das Tempern ist auch in anderen Situationen beliebt. Nehmen wir an, wir sollen
aus langen Realisierungen x' x?,...,x™ einer stationdren Zeitreihe X', X2, ... auf
die sog. Spektraldichte schliessen.(Eine stationére Zeitreihe ist das, was die Nach-
richteningenieure ein farbiges Rauschen in diskreter Zeit nennen.) Sollten wir die
Abschnitte nicht lieber auf die Lange n = 2™ kiirzen und/oder den Bruch an den
Enden abmildern, indem wir beispielsweise die Werte auf die Nullfolge hin abflachen?
Die FF'T funktioniert dann bekanntlich besonders gut. Ein schnell zu berechnendes
Periodogramm von gefilliger Gestalt wird moglicherweise den Analysanten auf in-
teressante Phénomene aufmerksam machen. Und wenn das der Effekt des Temperns
ist, dann wird man auf eine mathematische Fundierung der Tricks gern verzichten;
die Willkiir beim Abschneiden ist ohnehin nicht zu vermeiden.

Zur Geschichte Die diskrete Fouriertransformation hat eine lange Geschichte. Gauss
hat sie beniitzt, um die Bahnen von Himmelkoérpern zu approximieren. Gauss hat fiir
seine Rechnungen auch schon die Schnelle Fourier Transformation beniitzt. Diese Technik
war dann aber weitgehend vergessen, bis sie 1966 von J. Tukey und J. W. Cooley wieder
aufgegriffen wurde. Heute wird die ‘Cooley—Tukey FFT* in grossem Stil angewendet (u.
a. bei der Analyse von seismologischen Daten und in der Bildverarbeitung.)

Gauss studierte die Matrix mit den Eintragen exp(izfjk) auch aus der Sicht der Zahlen-
theorie; (sie entspricht der sog. Charaktertafel der zyklischen Gruppe mit n Elementen).
Einen kurzen Uberblick iiber aktuelle Weiterungen im Sinne der Reinen Mathematik ge-
ben Maslen und Rockmore im Artikel:

“The Cooley—Tukey FFT and Group Theory”, NOTICES of the American Mathematical
Society. Vol 48 Nr.10 (Nov 2001).
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IV.7 Drehungen im Minkowskiraum

In der speziellen Relativitdatstheorie hat man einen vierdimensionalen reellen Vektorraum
mit einer ausgezeichneten quadratischen Form (\/V, Q(~)). Die quadratische Form hat die
Signatur (1, 3), sie verschwindet auf dem Lichtkegel. Obwohl Q(-) nicht das Quadrat einer
Norm im Sinne einer Metrik ist, notiert man hiufig Q(w) = |[w||? und man nennt

1
wlpv) = z(Q(w +v) —Q(w) — Q(v)) das innere Produkt.

Der Raum (\/V, Q(~)) heisst der Minkowskiraum. Er besitzt eine (durch die Physik
gegebene) Orientierung; die Menge der Vektoren mit Q(w) > 0 zerfillt in den ‘Vorwérts-
kegel’ und den ‘Riickwértskegel’.

Die Gruppe derjenigen linearen Abbildungen, welche den Minkowskiraum isometrisch,
orthochron und orientierungstreu auf sich abbilden, heisst eigentliche Lorentzgruppe.
Es handelt sich um eine zusammenhéngende sechsdimensionale Gruppe von linearen ‘Iso-
metrien” des Minkowskiraums (\/V, Q())

Wenn man in W eine Basis einfiihrt und die Koeffizienten durch 4-Spalten darstellt,
dann wird aus der eigentlichen Lorentzgruppe eine Gruppe von 4 x 4-Matrizen. Es emp-
fiehlt sich, als Basis eine positiv orientierte Orthonormalbasis zu wahlen, d.h. ein Qua-
drupel von Vektoren {wgy, Wi, w,, w3}, sodass

1 wenn j=k=0
(wj [[wy) =< =1 wenn ji=k#0
0  wenn i #k,

wo Wy in den Vorwirtskegel deutet. (Man spricht von einem Inertialsystem.)

Der algebraische Zugang zur Lorentzgruppe

Es bezeichne D die Diagonalmatrix mit den Diagonalelmenten +1,—1,—T,—1.
Mit O((1,3),R) bezeichnet man die Gruppe D aller 4 x 4-Matrizen L mit

L"-D.-L=D.

Diese Gruppe ist eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche in vier Zusammenhangs-
komponenten zerfallt. .
D=D.uD' UD UD".

Die Zusammenhangskomponente des Einselements DL besteht aus den Matrizen, welche
die eigentlichen Lorentztransformationen bzgl. eines Inertialsystems darstellen. Sie haben
die Determinante +1; und sie haben einen positiven Eintrag in der linken oberen Ecke.
Die Elemente der {ibrigen Zusammenhangskomponenten gewinnt man, indem man diese
Matrizen mit —I oder D oder —D multipliziert.
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Ein alternatives Modell fiir den Minkowskiraum Es ist in keiner Weise zwin-
gend, die Vektoren w des Minkowskiraums durch 4-Spalten darzustellen. Wir wollen im
Folgenden die Vektoren w lieber durch die hermitischen 2 x 2-Matrizen reprasentieren

1 0 X3 X1 — iOCz .
w = &g - + . mit reellen o, &1, &2, X3 .
0 1 o + 1) —03

Eine bequeme Basis liefern die Pauli-Matrizen

o — 01 o — 0 —i o — 1T 0
lro) e o) P Lo
zusammen mit der Einheitsmatrix, die in diesem Zusammenhang auch als oy notiert wird.

Bemerkenswert ist die Formel fiir die Determinante und die fiir die Spur des Quadrats

1
det(w) = a — (o + &3 + oc%) = E(trace w)? — ztrace(wz) .
Es handelt sich um eine quadratische Form, welche den vierdimensionalen Raum M aller

hermitischen 2 x 2-Matrizen W = xo0p+ ®107 + ®202 + 303 in der Tat zu einem Modell

(I\\/JI, det(~)) des Minkowskiraums macht.

Polarisierung ergibt fiir v = ( g]"ii%z %1011(?32 )

1

E(trace w)(trace v) — =trace(w - v) .

(Wllv) = ooBo — (1B1 + o2f2 + x3B3) = 5

Hinweis Wir werden sehen, dass es Rechenbequemlichkeiten mit sich bringt, dass wir
die Koeffizienten o, &1, ¢z, &3 nicht als Eintrédge in einer 4-Spalte notieren, sondern eben
als die Real- oder Imaginérteile von Eintragen in der dazugehérigen hermitischen 2 x 2-
Matrix. Der Matrizenkalkiil erlaubt uns Darstellungen der (orthochronen orientierungser-
haltenden) Isometrien des Raums (M,det(-)), die in mancherlei Hinsicht intuitiver sind
als die Darstellungen durch 4 x 4-Matrizen. Wir werden z. B. aus der alternativen Dar-
stellung leicht ersehen, dass die eigentliche Lorentzgruppe isomorph ist zur Gruppe der
Moébiustransformationen. Fiir die Gruppe der Mébiustransformationen wie fiir die eigent-
liche Lorentzgruppe liefert die Spezielle Lineare Gruppe SL(2, C) eine leicht zu erfassende
zweifache Uberlagerung. Die topologisch sehr einfache Gruppe SL(2, C) ist in der Tat die
sog. universelle Uberlagerung.

Bevor wir uns mit dem vierdimensionalen Minkowski-Raum beschéftigen, studieren
wir ein Modell des orientierten dreidimensionalen euklidischen Raum. Die Vektoren re-
préasentieren wir durch die spurlosen hermitischen 2 x 2-Matrizen o. Der dreidimensionale
reelle Vektorraum P der spurlosen hermitischen 2 x 2-Matrizen wird zu einem Modell
des orientierten euklidischen Raums gemacht, indem wir festlegen, dass die Pauli-
Matrizen {07, 02, 03} eine positiv orientierte Orthonormalbasis bilden.

X3 X1 — iOCz
0= 07+ X202 + x303 = . .
o1+ 10 —3
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Der folgende Satz zeigt, wie man die Norm ||o|| und das innere Produkt (o|t) in PP durch
Spur- und Determinantenbildung gewinnen kann. (Zur Bezeichnung: Das Symbol P wird
in weiten Bereichen der Mathematik fiir ‘projektive Rdume’ verwendet. Damit haben wir
an dieser Stelle nichts zu tun; das Symbol soll hier nur an die Pauli-Matrizen erinnern.)

Satz  (Das innere Produkt in P)

1. Das innere Produkt im dreidimensionalen euklidischen Raum P ergibt sich mit Hilfe
des Spuroperators

o]|? = %thE(GZ) ; (o]T) = %tmce(o’r + T0).

2. Die Vektoren o, T sind genau dann zueinander orthogonal, wenn die entsprechenden
Matrizen antikommutieren

ocltTé&= or+10=0.
Zum Beweis benotigen wir den

Hilfssatz:

o Fir die Pauli-Matrizen gelten die Multiplikationsregeln

2 2 2 _
o] = 05 = 05 = 1 (=0
0102 =1-03 = —0,07; 0,03 =1-07=—0302; 0301 =1-0,=—071-03.

e Fir jede spurlose hermitische Matriz o € P gilt

0% = (107 + 0202 + ®303)° = (of + o3 + &3) - 0o = ||o]|*- T .

Beweis des Satzes

1. Die erste Formel ergibt sich trivialerweise aus dem Hilfssatz. Wir bemerken, dass
die Norm von o in PP bis auf den Faktor v/2 die Hilbert-Schmidt-Norm ist..

|o]|#s = trace(oo™) = trace(o?) = ||o||* - trace(I) =2 - ||o]|? .

2. Die Polarisierungsgleichung ergibt fiir (o|t)

(|| o+t *=|lo]*—|I7]|?) = 1(trace(o+T)*—trace(o?)—trace(t?)) = ltrace(ot+T0)
3. Das Quadrat jeder spurlosen 2 x 2-Matrix ist ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Die
Matrix (o 4 T)? — 02 — 72 verschwindet genau dann, wenn ihre Spur verschwindet.

4. Man bemerke, dass man die Norm im euklidischen Raum P auch aus der Determi-
nante gewinnen kann:
lo]|* = —det(o) .
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Drehungen des 3-dimensionalen Anschauungsraums

Zu einer Drehung des Anschauungsraums # id gehort nach landldufigem Verstdndnis eine
Drehachse und ein Drehwinkel; wenn man verlangt, dass der Drehwinkel zwischen 0° und
180° ist, dann sind Drehachse und Drehwinkel eindeutig bestimmt.

In den mathematischen Vorlesungen beginnt man meistens an anderer Stelle. Man
sagt: Wenn man einen euklidischen dreidimensionalen Raum mit einer Orthonormalbasis
ausstattet und die Vektoren durch 3-Spalten darstellt, dann sind die Drehungen durch
die orthogonalen Matrizen mit der Determinante 1 gegeben. M"M =1; det M = 1. Die
Gruppe aller Drehungen ist somit mit der Matrixgruppe SO(3,R) zu identifizieren.

Die geometrische Struktur von SO(3,R) ist nicht so einfach zu begreifen, wie man
vielleicht denken mag.

Feynman schreibt in seinen berithmten elementaren Vorlesungen

It is rather strange, because we live in three dimensions, but it is hard for us
to appreciate what happens if we turn this way and then that way. Perhaps
if we were fish or birds and had a real appreciation of what happens when we
turn somersaults in space, we could more easily appreciate such things.

Wir werden sehen, dass die Gruppe der Drehungen SO(3,R) eng verwandt ist mit der
Gruppe SU(2); es gibt aber einen Unterschied, und wer den nicht beachtet, wird gewis-
se Phénomene der Quantenmechanik (wie z. B. den Spin) nicht richtig verstehen. Wir
werden auch sehen: Als Mannigfaltigkeit betrachtet, hat SU(2) die iibersichtliche Struk-
tur einer dreidimensionalen Sphére; der Raum der Drehungen hingegen hat die weniger
iibersichtliche Struktur des dreidimensionalen reellprojektiven Raums.

Zweizustandssysteme Die spurlosen hermitischen 2 x 2-Matrizen findet man in der
Quantenmechanik als die Hamiltonoperatoren fiir Zweizustandssysteme. Das bekannteste
Zweizustandssystem trifft man beim Studium des Spins eines Elektrons.

(Feynman: Vorlesungen iiber Physik Teil 111, Kap. 14: Weitere Zweizustandssysteme)
Wenn man sich im Zustandsraum eines Zweizustandssystems fiir eine Orthonormalba-
sis entschieden hat, dann kann man diese ‘reinen’ Zustédnde ‘Spin-up’ und ‘Spin-down’
(bezgl. der gewéhlten z-Richtung) nennen. Die iibrigen méglichen Zusténde werden durch
komplexe Linearkombinationen dieser ‘reinen’ Zustédnde ‘dargestellt, als 2-Spalten notiert.
Wenn man das Elektron in ein Magnetfeld mit den Komponenten By, By, B, bringt, dann
andert sich der Zustand geméf der dazugehorigen einparametrigen Gruppe

Cq i Cy Lod (G Cy
(€)=t () & (<)o (<)

mit H=—-u-[By-01+By-02+B,-03]=—p-0.

Die Eigenvektoren von H repréisentieren diejenigen Spinzustéinde, die (bis auf die nicht-
beobachtbare Phase) zeitlich unveréndert bleiben; die gemischten Zustinde werden im
Laufe der Zeit durch unitire Matrizen transformiert. Entscheidend ist der Spin-Operator
H, welche die Verédnderung in infinitesimaler Zeit beschreibt.
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Betrachten wir nun (im Sinne der reinen Mathematik) die spurlosen hermitischen
2 x 2-Matrizen ¢ als Endomorphismen des Raums V der komplexen 2-Spalten. Es gilt der

Satz

Ein 0 € P mit ||| = A > 0 hat die Eigenwerte £\ und liefert damit eine orthogonale
Zerlegung in die Eigenrdume V = V{ @ VC.

Zu jeder orthogonalen Zerlequng V =V, @ V_ existiert genau ein ¢ mit ||o|| = 1.

Bemerke: Wenn man ¢ durch ein positives Vielfaches ersetzt, dann bleibt die orthogo-
nale Zerlegung dieselbe. Wenn man das Vorzeichen dndert, dann vertauschen V,; und V_
die Plétze. Nehmen wir einen Einheitsvektor v, welcher V, aufspannt (er ist bis auf einen
Faktor e'® vom Betrag 1 eindeutig bestimmt); das dazugehérige o ist bis auf einen positi-
ven(!) Faktor eindeutig bestimmt. Zu —o gehort der dazu orthogonale Einheitsvektor. Die
in alten Zeiten gerne bemiihte Analogie von Spin und einer Art ‘internes Drehmoment’
ist irrefithrend. (Siehe Feynman, Bd. III Kap. 14 oder auch
A. I. Kostrikin und Yu. I. Manin: Linear Algebra and Geometry, Gordon and Breach
Sience Publishers, 1989. § 11: ‘Three-Dimensional Euclidian Space’.)

Satz (‘Achsendarstellung’ fiir U € SU(2))
Sei 0 € P mit ||o|| = 1. Fir jedes reelle t gilt dann

U(t) = exp(ito) =cost-[+isint-o € SU(2).
Umgekehrt: Zu jedem U € SU(2), U # +1, gibt es genau ein t € (0,7) und genau ein o
mit ||o|| = 1, sodass gilt
U=cost-I+isint-o.
Beweis: Wegen 02 = I haben wir
exp(ito) =I+it-o+ L(it)?- I+ L(it)* o+ - =cost-I+1isint-o.

Dass U(t) die Determinante 1 hat, ergibt sich aus unseren allgemeinen Uberlegungen iiber
die Determinante in einer einparametrigen Matrizengruppe.
Umgekehrt: Die speziellen unitdren Matrizen sind die Matrizen der Gestalt

-b
u:(a ) mit |al?+ b2 =1.
b a

Wenn Ra = %traceu = cost, dann ist U — cost - I eine spurlose schiefhermitische Matrix

U—cost~I:(uX3 _b>
b —ias

Die Determinante ist det(U—cost-1) = o2 +[b]> =1 — cos?t = sin’t .
Fir U # +1ist t € (0,71) mit sint > 0 eindeutig bestimmt . Es gilt
1
o= (U—cost-1)eP und |o]|?=—deto=1.

isint
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Jede Matrix U # +I in der Speziellen Unitdren Gruppe SU(2) besitzt also genau eine
Darstellung

U=c-I+1is-0 mit ceR, s>0, oceP, Jo|=1.

Man konnte sagen, dass die Gruppe mit dem infinitesimalen Generator ¢ dieses U zu den
Zeiten t 4+ 27k (k € Z) erreicht, wobei cost = ¢, sint = s.

Quaternionen

W. R. Hamilton (1805 —1865) hatte bereits seine bedeutenden Beitréige zur Analytischen
Mechanik, zur Optik und zur Variationsrechnung gemacht, als er 1843 die Quaternionen
entdeckte. Von diesen Rechenobjekten war er so begeistert, dass er ihnen den ganzen
weiteren Teil seines wissenschaftlichen Lebens widmete. Hamilton fiihrte die Quaternionen
als Zahlenquadrupel ein, nach demselben Schema, wie man die komplexen Zahlen als
Zahlenpaare konstruiert. In leicht modernisierter Sprache definiert man die Quaternionen
als formale Ausdriicke

ao-1+a1-j+a-k+a3-1 mit ag,aj,a,a3€R.

Quaternionen werden komponentenweise addiert und distributiv ausmultipliziert ausge-
hend von den folgenden Multiplikationsregeln:

P=K=1=-1; 1 ist das Einselement;
jrk=1=—-k-j, k-l=j=-1-k, l-j=k=-1-j.

Man definiert zu einem Quaternion q das konjugierte Quaternion * und die Norm || q|:

gq=ao-1+a1-j+a-k+asz-1
— qg*=ap-1—a;-j—az-k—as-1.

lall = vd-q* = /a5 +ai + a5+ a3

Man kann direkt nachrechnen, dass das System der Quaternionen (H, +, -, *) eine assozia-
tive R- Algebra ist mit (q-1)* = r*- g*. Man kann sich die Arbeit aber sparen, wenn man
sich iiberzeugt hat, dass man die Quaternionen durch komplexe 2 x 2-Matrizen darstel-
len kann, wo die Addition und die Multiplikation die Verkniipfungen des Matrizenkalkiils
sind und die Konjugation durch die hermitische Konjugation gegeben ist. Eine mogliche
Ubersetzung ist die Ubersetzung der ‘Basisquaternionen’ in die Pauli-Matrizen:

. 1 1 1
1 «— oy, )H{m, k— {0‘2, 1<—>{03.

Das System der Quaternionen hat eine sehr bemerkenswerte Eigenschaft: Jedes Element
ausser dem Nullelement besitzt eine Inverse, namlich g~ =7 qllz g* . Man spricht vom
Schiefkorper der Quaternionen.
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Ein Quaternion mit der Norm 1 nennt man ein Einheitsquaternion. Bei unserer
Ubersetzung entsprechen die Einheitsquaternionen den unitdren Matrizen mit Determi-
nante 1:

q=ao-1+a-j+ay-k+az-1 mit aj+a?+as+a3=1

U=ay-0p0—1ia 0 1 ia 0 — ia o
IR W T i o Lo —1

ap—1iaz —a;—1ia a —b
= (7 T ) = ) mit detU=la?+[b=1.
a,—1ia; ap+ias b a
Als eine Mannigfaltigkeit betrachtet ist die Menge der Einheitsquaternionen eine dreidi-
mensionale Sphére.

Wir nennen ein Quaternion m ein Reines Quaternion, wenn m* = —m.
Jedes Reine Quaternion m entspricht also einer spurlosen schiefhermitischen Matrix.

Hinweis
Im achtdimensionalen reellen Vektorraum aller komplexen 2 x 2-Matrizen bilden die Rei-
nen Quaternionen (oder genauer: die ihnen zugeordneten Matrizen) einen dreidimensio-
nalen reellen Teilraum; die Menge H aller Quaternionen bildet einen vierdimensionalen
Teilvektorraum.

Wenn M, wie oben, den vierdimensionalen Minkowski-Raum aller hermitischen Ma-
trizen bezeichnet, dann kénnte man gegeniiberstellen:

H=R o0 &1 P; M=R-00 ¢ P.

Wir wollen die obigen Konstruktionen zum Anschauungsraum noch etwas weiterfithren.
Wir konnen einige Aussagen (iiber spurlose hermitische Matrizen) dadurch durchsichti-
ger machen, dass wir sie sie als Aussagen iiber schiefhermitische Matrizen (oder reine
Quaternionen) formulieren.

Kommutatoren und das sog. dussere Produkt

Der Vektorraum E der Reinen Quaternionen m (m* = —m) mit der Norm ||m| =
m-m* ist ein euklidischer Vektorraum. Wir geben E eine Orientierung, indem wir
festlegen, dass {j, k, 1} eine positiv orientierte Orthonormalbasis ist.

Satz (‘Kommutatoren’)

e Wenn m und n Reine Quaternionen sind, dann ist auch q = %(m ‘m—m-m) ein
Reines Quaternion, und es gilt

glm wund qlmn

lall* = m* - )l * = || (min) ||

e Wennm undn orthogonale Einheitsvektoren sind, dann ist {m,n, m-n} eine positiv
orientierte Orthonormalbasis.
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Beweis Die ersten Aussagen bestétigt man durch triviales Rechnen. Die letzte Aussage
ergibt sich aus einem Stetigkeitsargument: Das Produkt der zueinander orthogonalen
Einheitsvektoren ist die Héilfte des Kommutators, hat also die Norm =1. Man kann das
Paar in das Paar j,k hineindrehen; da am Ende 1 herauskommt, hatten wir auf dem
ganzen Weg ein positiv orientiertes Orthonormalsystem m,n,m-n.

Fiir die Berechnung der Norm des Kommutators bedienen wir uns der Matrixdarstellung.
Wir haben oben gezeigt, dass fiir spurlose hermitische Matrizen gilt

(olt) = ttrace(ot+10);  oT4+TO=2c 00 mit ¢ = (olT).
Daraus ergibt sich

(0T — 10)? = (=270 4 2¢0,) (=270 + 2¢c0,) = 41070 — 8cTO + 4c0,

= 47(—10 4 2c0y)0 — 8cTo + 4ctoy = (—4HT||2||0'||2 +4H(G!T)H2)Go .

Die halbe Spur liefert das Quadrat der euklidischen Norm von m-n—n-m = 2q.
Die Formel diirfte manchen Leser an den Formalismus des ‘dusseren Produkts’ erinnern.

(mn) = [mfl[nfcosd = [lal = [m|n[]sin .

Eine zweite Gruppenwirkung der SU(2)

Im Abschnitt II1.3 haben wir schon einmal eine interessante Aktion der Gruppe SU(2)
gesehen. Jeder unitdren Matrix U haben wir damals eine Bijektion der erweiterten kom-
plexen Ebene C zugeordnet

u:<a_ b) - (pu(z)_a+bz

Wenn man C durch die stereographische Projektion mit der Riemann’schen Zahlenku-
gel identifiziert, dann liefern diese @y die Drehungen. (Jede Drehung kann so gewonnen
werden, und U ist bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt.) Wir diskutieren jetzt eine
Wirkung der Gruppe SU(2) auf dem Raum P (oder auf dem Raum der reinen Quaternio-
nen).

Satz

Die 3-dimensionale Gruppe SU(2) wirkt auf dem 3-dimensionalen euklidischen Raum P
mit
oulo) =UcU*  fir UeSU2),0c€eP.

Jedes @) ist eine Drehung. Jede Drehung ist ein @y(-), und U ist durch @y bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmd.

Beweis

Wenn o spurlos hermitisch ist, dann ist auch ¢y(o) spurlos hermitisch. Es gilt offenbar
ouo @v(-) = euv(-). Jedes @y(-) ist eine Isometrie wegen det UocU* = det o und ||o||? =
—det 0.
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Bemerke: Wenn {U(t) : t € R} eine einparametrige Untergruppe von SU(2) ist, dann
ist {@up) : t € R} eine einparametrige Gruppe von Drehungen, die sich in der Koordi-
natisierung durch o7, 0,03 als eine einparametrige Gruppe von orthogonalen Matrizen
{M(t) : t € R} darstellt, (aus Stetigkeitsgriinden mit det M(t) = 1). Die Gruppenwirkung
ist nicht effektiv; nicht nur die Gruppeneins oy € SU(2) sondern auch —oy wirkt als die
Identitatsabbildung. Wir werden jetzt durch eine konkrete Rechnung zeigen, dass es keine
weiteren U gibt, die die Identitéitsabbildung liefern; und wir werden durch diese Rechnung
auch sehen, dass die Abbildung von SU(2) in SO(3,R) surjektiv ist. Die Konstruktion
liefert also einen konkreten Isomorphismus

SU(2) /{00 «— SO(3,R).

Fortsetzung des Beweises: Sei T eine spurlose hermitische 2 x 2-Matrix mit ||t|| = 1.
Sei t € (0,7t) und U = U(t) = exp(—it/2- 1) =cost/2-1—isint/2-T.

eu(o) =UoU* =exp(—it/2-T)- o-exp(it/2-T) fiir alle ocelP.

Wenn ¢ mit T kommutiert, also ein Vielfaches von T ist, dann gilt @y(0o) = o.

Wenn o L T mit |[o|| =1, dann gilt o1+ t0 = 0 und p = 5(—oT + T0) ist die spurlo-
se hermitische Matrix, welche {0, T, p} zu einem positiv orientierten Orthonormalsystem
macht.

eulo) = (cost/Z -IT—isint/2- T) -0 (cost/Z -I+4+1isint/2- T)
= cos’t/2 - 0+ sin®t/2 - ToT 4 i(cost/2 - sint/2) - (0T — T0)

:cost-(f—l—isint-%((r’r—’t(r) =cost-o—sint-p.

Ebenso ergibt sich @y(p) =cost-p+sint- 0. Die Abbildung @y ist also die Drehung
um den Winkel t mit der durch T gegebenen Drehachse. Wir haben oben gesehen, dass
jedes U € SU(2) mit U # +0y genau eine Darstellung der angegeben Art besitzt. Ande-
rerseits gibt es zu jeder Drehung # id einen Winkel < 7 und eine eindeutig bestimmte
orientierte Drehachse. Die Drehungen des Anschauungsraums entsprechen (in einer be-
liebig gewihlten Orthonormalbasis) den 3 x 3-Matrizen € SO(3,R). Somit ist der Satz
bewiesen.

Bemerkung zur geometrischen Struktur Wenn wir die Gruppenstruktur einmal
ausblenden und nur an die Mannigfaltigkeitsstruktur denken, dann kénnen wir sagen,
dass die 3-dimensionale Sphire SU(2) eine zweifache Uberlagerung der Mannigfaltigfal-
tigkeit SO(3, R) ist; man gewinnt die Punkte von SO(3,R), indem man gegeniiberliegende
Punkte der Sphére ‘identifiziert’. Die so gewonnene Mannigfaltigfaltigkeit ist nicht ein-
fachzusammenhéngend; es gibt geschlossene Kurven, die man in SO(3, R) nicht auf einen
Punkt ‘zusammenziehen’ Eine zweifach durchlaufene geschlossene Kurve kann man aller-
dings immer auf einen Punkt zusammenziehen, weil man sie ndmlich auf die 3-Sphére
liften kann und die n-Sphére fiir n > 1 einfachzusammenhéngend ist.

Unsere Sphére ist in einen vierdimensionalen Raum eingebettet und es bietet sich an,
die Punkte von SO(3,R) mit den eindimensionalen Teilrdumen dieses Raums identifizie-
ren. In diesem Sinne ‘ist’ also SO(3,R) der dreidimensionale reellprojektive Raum.
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Nachdem wir jetzt den 3-dimensionalen Anschauungsraum und seine Drehungen mit
Hilfe der spurlosen 2 x 2-Matrizen (bzw. mit Hilfe der Reinen Quaternionen) beleuchtet
haben, machen wir ganz #hnliche Uberlegungen zum Minkowski-Raum und den ei-
gentlichen Lorentz-Transformationen. Hier brauchen wir jetzt den vierdimensionalen
Raum M aller hermitischen 2 x 2-Matrizen w = &g 09+ 0 mit o € P. Die ausgezeichnete
quadratische Form haben wir schon oben durch Determinanten und Spuren ausgedriickt.

[w|* = det(w) = = (trace w)* — ztrace(wz)

1
(wljv) = z(trace w)(trace v) — Etrace(w V).

Die eigentlichen Lorentztransformationen kann man mit einigem Recht die Drehungen
des Minkowskiraums nennen. Durch den folgenden Satz wird diese Auffassung unterstri-
chen.

Satz (Die sog. Spinordarstellung der eigentlichen Lorentz-Gruppe)

Die 6-dimensionale Gruppe SL(2, C) wirkt als zusammenhdngende Gruppe von Isometrien
auf dem 4-dimensionalen Minkowskiraum (M, det(-)) vermaoge

ea(w) =AwA* fir AeSL(2,C), weM.

Jede orthochrone, orientierungstreue lineare Isometrie von M ist durch ein @a gegeben,
und A ist bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmd.

Beweis

Jedes @A ist eine lineare Isometrie; denn wegen det A = 1 = det A* und der Multiplika-
tivitdt der Determinantenfunktion gilt

l@a(W)[|? = det(AwA”) = detw = [[w]]%.

Die infinitesimalen Operatoren der einparametrigen Gruppen in SL(2) bilden einen 6-
dimensionalen Vektorraum (er wird hdufig mit s1(2) bezeichnet). Seine Elemente y sind
die spurlosen Matrizen, eine bequeme Basis bilden die Pauli-Matrizen 0j zusammen mit
den Matrizen icj. Wir schreiben y = o 4 it mit o, T € P.

Sei T € P mit ||T]|? = 1 und sei {0y, T, p, 0} eine positiv orientierte Orthonormalbasis.
Wir haben bereits berechnet

U(t) = exp(itt) = cost-I+1isint-T;
Ou(—12)(00) =00, Qut2)(T) =T,

o) cost —sint o
Pu-v2 p /] \sint cost 0
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In derselben Weise gewinnen wir

A(t) = exp(tt) =cosht-I+isinht-T;
Pa2)(0) =0, @acy2lp)=0p,

0p\ [cosht —sinht 0o
PA-t/2) /) \sinht cosht T

Eine ‘Drehung’ des Minkowskiraums ist offenbar dadurch bestimmt, dass eine gewisse or-
thochrone positiv orientierte Orthonormalbasis {o}, 07, 05, 0%} in die Standardnormalbasis
{00, 01, 02, 03} hineingedreht wird. Bezeichne D die Gruppe aller dieser ‘Drehungen’. Wir
zeigen, dass die Zuordnung

SL(2,C) 3 A @a €D

surjektiv ist: Es gibt zunédchst einmal ein T € P in der von o} und oy aufgespannten
Ebene, sodass fiir A = exp(T) gilt @a(0)) = 0p. Dieses @a bildet den Orthogonalraum
von oy, das heisst den von {07}, 05, 05} aufgespannten Raum auf den Orthogonalraum von
00, das heisst auf den Raum P ab. Dabei werden o}, 05 ,05 in eine Orthonormalbasis von
P iiberfiihrt. Es gibt sodann ein unitires U = exp(io), sodass @y diese Basisvektoren in
die die Standardbasisvektoren o7, 0, ,03 abbildet.

Es gilt @_g5, = id = @g,; und fiir keine andere Matrix A € SU(2) ist @A die Iden-
titatsabbildung. Wir haben also einen Gruppenisomorphismus

SL(2,C)/{£o0o} «— D.

Hier ist nochmals eine gute Gelegenheit, an den Abschnitt II zu erinnern.

Satz

Die 6-dimensionale Gruppe SL(2,C) wirkt als eine Gruppe (nichtlinearer!) Bijektionen
der Riemann’schen Zahlenkugel C vermdge

ab

_az+h d)’ ad—bc=1, zeCuU{oo}.

Xal(z) = fiir A = (

cz+d C

Jede dieser‘Mobiustransformationen’ xa erhdlt Doppelverhdltnisse. A ist durch X a bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmd.
Bezeichne M die Gruppe aller lineargebrochenen Abbildungen der Riemann’schen Zah-
lenkugel. Die Zuordnung

SL(2,C) 5 A—xa e M

liefert einen Gruppenisomorphismus
SL(2,C) /{£oo} «— M.

Folgerung: Die Gruppe aller Mobiustransformationen ist isomorph zur eigentlichen
Lorentzgruppe.
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IV.8 Zerlegung einer Gruppendarstellung

Die Idee der orthogonalen Zerlegung ist nicht nur fiir einzelne selbstadjungierte Opera-
toren bedeutungsvoll, sondern auch fiir die Darstellungen von (endlichen) Gruppen iiber
(endlichdimensionalen) komplexen Vektorrdumen. Der Anfinger kann das Thema zuriick-
stellen.

Wenn wir im Folgenden von einer abstrakten endlichen Gruppe (G, e, o) sprechen,
dann denken wir z. B. an die Oktaedergruppe mit 24 Elementen, die wir schon frither be-
trachtet haben. Die symmetrische Gruppe &3 werden wir in allen Einzelheiten behandeln.
In der néchsten Vorlesung werden wir auch manchmal auf Analogien bei den unendlichen
Gruppen Z, R/27 und R verweisen.

Definition

Es sei (G, e, o) eine abstrakte endliche Gruppe und V ein komplexer Vektorraum. Jedem
g € G sei eine lineare Abbildung ¢4 von V in sich zugeordnet, sodass gilt

On(@g(1)) = @rog(-)  fiir alle g,h € G
Dann heifit die Familie ® ={¢4 : g € G} eine Darstellung. von G iiber V.

Bemerkungen:

e Der Endomorphismus @, ist in jedem Fall eine Projektion, sagen wir die Projektion
von V auf Vi entlang Vp; und alle @4 sind Surjektionen von V auf Vi, welche die
Elemente von V, in den Nullvektor abbilden. Die Dimension von V; heisst der Rang
(oder auch die Dimension) der Darstellung. Wenn ¢, die Identitdtsabbildung ist,
dann spricht man von einer Darstellung von vollem Rang. In jedem Fall bilden die
Einschrénkungen der ¢4 auf Vj eine Darstellung iiber V; von vollem Rang.

e Wenn eine Gruppendarstellung dem Einselement e und keinem anderen g die Iden-
titdtsabbildung zuordnet, dann ist jedes Gruppenelement g durch die Abbildung
@g(-) eindeutig bestimmt und man spricht dann von einer treuen Darstellung
(im Englischen: faithful group representation of G over V).

Hinweis: In I1.3 haben wir definiert, was eine Gruppenwirkung (group action) ist. Die
Gruppendarstellungen von vollem Rang ((pe = idv) kann man als Spezialfille dieses
Begriffs auffassen. Bei den Gruppendarstellungen von vollem Rang geht es um lineare
Bijektionen eines komplexen Vektorraums, wiahrend man bei allgemeinen Gruppenwir-
kungen beliebige Bijektionen einer beliebigen Menge Q zulésst. In der Theorie der Grup-
pendarstellungen nutzt man die Moglichkeiten des Basiswechsels, um die Gruppenaktion
transparenter zu machen.

Bemerke: Wenn eine Gruppe G auf einer endlichen Menge Q wirkt, dann kann man dar-
aus eine Gruppendarstellung machen, indem man jeder Permutation die entsprechende
Permutationsmatrix zuordnet. Die Permutationsmatrizen, die die Einheitsspalten permu-
tieren, werden dann als als lineare Abbildungen des Spaltenraums V = C%D interpretiert.
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Ein Spezialfall ist die ‘Standarddarstellung’ oder ‘regulére Darstellung’; hier geht man
davon aus, dass die Gruppe G durch Multiplikation von links auf die Menge G wirkt.

Satz (Die direkte Summe von Darstellungen)

Sei V=V @ - ®Vn, und sei Y = {(pg) : g € G} eine Darstellung von G iiber
Vi, (i=1,...,m). Dann liefern die Endomorphismen

Pg:  V=VB B = v =9la el

eine Darstellung ® von G idiber V. Man schreibt O=0Vg...00M
Der Beweis ist trivial.

Hilfssatz 1 Sei 7t die Projektion von V auf V; entlang Vo. Fiir Endomorphismen @ gilt

o(Vi) SV & @OM=TOo@OT
(V1) CV; und @(Vo)CVy & @om=moq.

Beweis Wenn fiir alle 7t(v) das @-Bild in V; liegt, dann bedeutetet das ﬂ((p(ﬂ(v))) =
¢@(7t(v)) fiir alle v. Damit ist die erste Behauptung bewiesen.
Sei pomm=mo @om. Es gilt dann

(id—me (id—n) =@(id—7) &= @ —ponm—Mo@+MoQomM=@Q —@QoT
& Mo@ =TIO@OT = OTL.

Die Einschriinkungen der ¢4 auf V; liefern in diesem Fall eine Darstellung ®" iiber Vj ;
die Einschrinkungen auf Vj liefern eine Darstellung ®©, und es gilt ® = @© ¢ @,

Sprechweise Die Projektion 7t heisst vertréglich mit der Darstellung @, wenn gilt
mo@gy=@gom firalle geG.

Wir haben eben gesehen: wenn 7t eine mit @ vertrégliche Projektion ist, dann auch id —7r.
Wenn 7t; und 71; kommutierende Projektionen sind, die mit @ vertréglich sind, dann ist
auch 7ty o 715 eine mit @ vertrédgliche Projektion.

Satz (Direkte Zerlegung einer Darstellung)

Sei @ eine Darstellung von G iiber V und seien 14, - -+ , Ty paarweise disjunkte Projek-
tionen, die mit © vertrdiglich sind.

To@g=@gom firalegeG, i=1,...,m

Dann ist auch @= 17+ - - - 4+ Ty, €ine mit © wvertrdgliche Projektion.
Die Einschrinkung von ® auf Vi = my(V) ist eine Darstellung @Y. Mit my =id — 7 gilt

V=VodaVi® DV, oO=0%gpg0oVgp...00M;
Qg(v) = @g(vo+Vvi+ -+ Vi) = 0 (vo) + @ (vi) + -+ + @™ (Vi) .
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Man sagt in diesem Fall, die Darstellung @ iiber V und die direkte Zerlegung V =
Vo @ -+ & Vy, sind miteinander vertraglich.

Bemerke (‘Blockmatrizen’): In der Situation des Satzes sei {v; : j € I;} eine Basis von V4
firi=0,...,mund somit {v;:j € Io + - - - + L;;,} eine Basis von V=V, @ - - - @& V,,,. Die
@4 darstellende Matrix Ay vom Format (Ip+--- 4+ Iiy) X (Io + - - - + I;y) zerfillt dann in
Blocke vom Format I; x Ij; das soll heissen: die Eintridge ajx von A4 konnen nur dann von
Null verschieden sein, wenn j und k zum gleichen I; gehoren.

Es sollte plausibel sein, dass eine vertragliche direkte Zerlegung einen informativen
Einblick in die Struktur der Darstellung liefert. Wenn es beispielsweise fiir eine Darstellung
eine direkte Zerlegung in eindimensionale Darstellungen gibt, dann bedeutet das, dass man
alle @4 diagonalisieren kann. Wir werden sehen, dass es eine solche Zerlegung genau dann
gibt, wenn die Gruppe der Transformationen @4 kommutativ ist.

Definition

Die Darstellung {@4(-) : g € G} iiber V heisst reduzibel, wenn es einen echten Teilvektor-
raum gibt, der von allen @4(-) in sich abgebildet wird. Andernfalls heisst sie irreduzibel.

Hilfssatz 2 (Satz vom invarianten Komplement)

Set @ eine Darstellung iiber V von vollem Rang; und sei Vi ein Teilraum, der von allen @4
in sich abgebildet wird, @4(V1) C V; fir alle @4. Dann gibt es einen Komplementirraum
Vo, welcher ebenfalls von allen @4 in sich abgebildet wird.

Mit anderen Worten: Zu jedem invarianten Teilraum g¢ibt es eine Projektion auf Vi,
welche mit der Darstellung vertréglich ist. moy = Qg7 fiir alle g € G. Es kann mehrere
invariante Komplemente geben.

Wir beweisen zuerst einen Hilfssatz, den wir immer wieder brauchen werden.

Hilfssatz 3 (Symmetrisierung)

Fiir jeden Endomorphismus o kommutieren alle @ 4 mit dem sog. symmetrisierten Endo-
morphismus ©.

1
6—:@2@(1,100‘0@&; 0o0@yg=@gy00 fir alle g.

aceG

Beweis

i ] 1 1 i
G0y = Y 9 10¢ag = 0307 > Qlagr10Pag = 2o > @p109p =400
acG aceG beG

denn die b = ag durchlaufen die gesamte Gruppe.

Beweis von Hilfssatz 2 Es sei T irgendeine Projektion auf den invarianten Teilraum
V. Es gelte also
To@aoT=@qoT firalle aeG.
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Wir zeigen, dass der symmetrisierte Endomorphismus T = 7t eine Projektion auf V; ist.
Zunéchst einmal haben wir

TOT = T T = - T =
: |G,z o 901 7) 0 = ,QZ%M o gu=

acG acG

MoT = — Z(pa1o(Tocpao'r Z (Par10@a)oT="1.
|G| acG |G| acG
Daraus folgt 7o mMm=moTom="Tom = 7. 7T = T o T ist also eine Projektion
auf Vi = 1(V). Wie jeder symmetrisierte Endomorphismus kommutiert 7t mit allen @,.
Hilfssatz 1 liefert die Behauptung.

Sei V=V;@---®V,,irgend eine O-vertrigliche direkte Zerlegung des Darstellungs-
raums. Wenn man die einzelnen Vj weiter in @-vertriglicher Weise zerlegt, dann ergibt
das eine verfeinerte @-vertragliche direkte Zerlegung von V. Man kann das so weit treiben
bis alle Summanden irreduzibel sind. Das ergibt den

Satz

Jede Darstellung einer endlichen Gruppe besitzt eine Zerlequng in irreduzible Darstellun-

Hinweis Die Zerlegung in irreduzible Darstellungen ist nicht eindeutig bestimmt. Wir
werden eine etwas grobere Zerlegung kennenlernen, die eindeutig bestimmt ist; man nennt
sie manchmal die kanonische Zerlegung der Gruppendarstellung.

Definitionen

Seien V und W komplexe Vektorrdume. Sei @ = {@4(-) : g € G} eine Darstellung iiber V,
und sei ¥ = {Py4(-) : g € G} eine Darstellung iiber W.

e Eine lineare Abbildung x : V — W heisst ein Verflechtungsoperator (im Eng-
lischen ‘intertwining operator’), wenn gilt

Xo@g(-) =Pgox(-) firalle geG.
e Die Darstellungen heissen dquivalente Darstellungen, wenn es einen invertier-
baren Verflechtungsoperator gibt. Mit anderen Worten, wenn es einen Vektorraum-

Isomorphismus x gibt, sodass

qu)gox_] =1, fiirallege G.

e Die Darstellung W heisst disjunkt zur Darstellung @, wenn der Nulloperator der
einzige Verflechtungsoperator ist.
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Hilfssatz 4

Es seien ©® und W Darstellungen von vollem Rang der endlichen Gruppe G , © diber V
und ¥ iber W. Es seix : V — W ein Verflechtungsoperator und nicht der Nulloperator.
Vo ={v:xv =0} sei der Kern der Abbildung x, und W7 = x(V) sei das Bild. Es gilt dann

- Vy ist ein @—invarianter Teilraum von V, und Wy ist ein W-invarianter Teilraum
von W.

- Sei Vq das ®-invariante Komplement von Vo, und sei ®V die Einschrinkung von
@ auf V;. @ st dann dquivalent zur Einschrinkung von ¥ auf W, .

Beweis: Fiir jedes g sind @4 und g4 bijektiv. Der Kern V; ist ®-invariant; denn
veEVo= xv=0=Pxv=0= Xxov =04 pve V.

Die Einschrankung des Verflechtungsoperators x auf Vj ist eine bijektive Abbildung
X1 : Vi — W;. Fiir die auf V; eingeschrankten ¢ und die auf W; eingeschréinkten 1 gilt

xiel) =vVxi, also  xielx;T =) firallegeG.

Satz (‘Lemma von I. Schur’)

Es seien @ und ¥ irreduzible Darstellungen der endlichen Gruppe G, @ tber V und ¥
tiber W.

a) Wenn x : V. — W ein Verflechtungsoperator ist, dann gilt entweder x = 0, oder
aber x ist nichtsinguldr und die beiden irreduziblen Darstellungen sind dquivalent.

b) Wenn p ein Endomorphismus ist mit p@g = @gp fir alle g, dann ist p ein Vielfaches
der Identitdt.

Der Beweis von a) ergibt sich aus dem Hilfssatz: Der Kern ist entweder der ganze
Raum oder der Nullraum; ebenso steht es um das Bild. Der Beweis von b) ergibt sich aus
der Beobachtung, dass p — AI mit allen ¢4 kommutiert.

Corollare Wenn ein @y, in einer irreduziblen Darstellung mit allen ¢4 kommutiert,
dann ist @y, eine Vielfaches des Identitédtsoperators.
Alle irreduziblen Darstellungen einer kommutativen Gruppe sind eindimensional.

Bemerkung Ein Endomorphismus eines eindimensionalen Vektorraums ist durch einen
Skalar gegeben: jeder Vektor v wird mit dieser Zahl multipliziert. Diese Zahl ist die Spur
des Endomorphismus.

Sprechweisen

Es sei @ = {@g : g € G} eine (nicht notwendigerweise irreduzible ) Darstellung iiber
V. Die Algebra aller Endomorphismen p mit p@g = @gp fiir alle g, heisst die Vertau-
schungsalgebra.

Es seien @ iiber V und V¥ iiber W Darstellungen. Der Vektorraum aller Verflechtungs-
operatoren X : V — W bezeichnet man oft mit R(®, V).
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Konstruktion

Es seien © und ¥ Darstellungen der endlichen Gruppe G von vollem Rang, ® tiber V
und ¥ tiber W. Zu jedem Vektorraum-Homomorphismusx : V. — W gewinnt man einen
Verflechtungsoperator X € R(®,¥), wenn man konstruiert

x(v) = le)g—1xcpg(\)) fir alle veV.
geG

Wie oben beim Beweis des Hifssatzes beweist man @, = WX fiir alle h € G.

Unitéare Darstellungen
Definition (Isometrie)

Es sei(V, (-|')) ein Hilbertraum. Eine invertierbare lineare Abbildung x : V — V heifit
eine Isometrie, wenn gilt

Ix()|| = [|v]| fiir alle veV .

Mit der Polarisierungskonstruktion zeigt man (x(v)[x(w)) = (viw) fiir alle v, w.

Definition

Eine Darstellung iiber den Hilbertraum (V, (-, -)) heifit eine unitire Darstellung, wenn
alle @g4(-) Isometrien sind.

(Der Name ist nicht besonders gliicklich, man sollte vielleicht lieber von einer Darstellung
durch Isometrien sprechen. Die Idee, die hinter dem Namen steckt, ist die: Wenn man auf
V eine Orthonormalbasis einfiihrt, dann entspricht jeder Isometrie eine unitdre Matrix.)

Darstellung mit unitidren Matrizen

Eine Isometrie des Spaltenraums Cg, mit der ,natiirlichen® Hilbertraumstruktur |Jy|| =
VU*y ist durch eine unitére I x I-Matrix gegeben. Jede unitdre Matrix U liefert anderer-
seits eine Isometrie x — Uy. In der Tat: Sei U eine I x I-Matrix mit ||Uyl|* = |Jy||* fiir
alle y. Dann gilt auch

- Wly =z"y fiiralle y,z€Cg, .

Daraus ergibt sich U*U = E, U ist eine unitdare Matrix.
Eine unitdre Darstellung ist hier also eine Schar unitdrer Matrizen {A, : a € G} mit
AaAb = Aab fir alle Cl,b € G.

Definition

Seien (V, (-|-)) und (W, (-|-)) n-dimensionale Hilbertrdaume. Sei {¢@4(-) : g € G} eine unitéire
Darstellung itber V und {1p4(-) : g € G} eine unitidre Darstellung iiber W. Man sagt, die
Darstellungen seien unitir dquivalent, wenn eine Isometrie

X V1) — WD () =[] fir alle v)
existiert, sodass

X0 @g(-) =Pgox(:) firalle geG .
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Theorem

a) Zu jeder Darstellung {@g4(-) : g € G} auf V existiert eine Hilbertraumnorm, sodass
die Darstellung eine unitire Darstellung ist.

b) Wenn {@g : g € G} tber V und {\pq : g € G} dber W dquivalente Darstellungen
sind, dann gibt es Hilbertraumnormen auf V und W und eine isometrische Abbildung
X (VN1 = W, - |]), welche die unitire Aquivalenz etabliert.

Beweis von a) :

Wir wahlen auf V irgendeine Basis {u; : 1 € I}. Wir haben dann eine Darstellung durch
I x I-Matrizen {B, : a € G}.

1. Wéhlen wir irgendeine positiv definite I x I-Matrix Q und betrachten wir dazu die
positiv definite Matrix

1
H =— B*-Q-B, .
|G|§G o Q

H heifit die symmetrisierte Matrix. Sie hat die bemerkenswerte Eigenschaft

By -H-By=H firalle geG .

2. In der Tat gilt wegen B, - By = Bog, und By - By, = (Bog)*
1 1
B* H-B=— B*B*QB,B, = — BfQBn.=H ,
R DI LRSS St

denn die Summe geht iiber alle h = ag (a € G) und das bedeutet nur eine andere
Aufzédhlung aller Elemente von G.

3. H definiert eine Hilbertraumstruktur und alle By sind Isometrien fiir diese Struktur
vl =vHy , [Beuli=y"BiHBgy =y"Hy = [jyllf; -

4. Unsere Hilbertraumnorm ||- ||y liefert eine Hilbertraumnorm auf dem urspriinglichen
Darstellungsraum V. Die @4(-) sind nun Isometrien. Wenn wir eine Orthonormal-
basis einfiithren {v; :j € J}, dann werden die @4(-) durch unitére J x J-Matrizen
reprasentiert.

Beweis von b):

Es sei @ = {A,} eine Darstellung mit unitédren ] x J-Matrizen und ¥ = {Bg} eine Darstel-
lung mit unitédren I x I-Matrizen. x : (Cg]D — (Cng sei ein invertierbarer Verflechtungs-
operator, dargestellt durch die invertierbare I x J-Matrix T;  TAg = BgT.

Wie wir wissen, besitzt jede invertierbare Matrix eine Faktorisierung T = US, wo U unitér
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und S positivdefinit ist. Wir haben SA; = (U*B4U)S. Die positivdefinite Matrix S besitzt
eine unitdre Diagonalisierung S = V*DV. So ergibt sich
V'DVA, =U"ByV*'DV also D(VAZV*) = (W*'B,W)D
mit der unitdren Matrix W = UV*,
Daraus folgt VAgV* = W*B4W fiir alle g € G, wie wir sofort beweisen werden mit
Hilfe eines allgemeinen Hilfssatzes iiber unitdre Matrizen, die mit einer positivdefiniten

Diagonalmatrix multipliziert werden. Wenn dieser Hilfssatz bewiesen ist, dann haben wir
die unitare Aquivalenz der beiden unitidren Darstellungen.

Hilfssatz 5 Sei D eine positivdefinite Diagonalmatriz; und seien A und B unitdre Matri-
zen mit DA = BD. FEs gilt dann A = B, und A zerfillt in Blocke gemdss den verschiedenen
Eigenwerten von D.

Beweis
DA=BD <<= A "D '"=D'B' &< DA* =B*D.

In den Positionen (k,1) bzw. (1, k) haben wir die Eintrige

dray = bdy dia = budk
diay = bydy diay = byqdk .

Fiir jedes Paar mit dx = d; ergibt sich ay, = by. Wenn dy # d;, dann ergibt sich
ax = 0 = by, ax = 0 = by. Die Matrizen A und B zerfallen also in Blocke geméss den
verschiedenen Werten d. Und es gilt A = B.

Satz

Es sei @ eine mit der direkten Zerlegung V. = V; & --- @ V,, vertrdigliche Darstellung.
Wenn V ein Hilbertraum ist und ® eine unitire Darstellung, dann handelt es sich um
eine orthogonale Zerlegung V = Vi@ ---B Vy,. ( Man notiert ® = @V E-.-HO™,)

Beweis Es geniigt zu zeigen: Das vertrdagliche Komplement zu einem ®@-invarianten
Teilraum Vj ist das orthogonale Komplement Vj- .

1. Wenn ¢ eine Isometrie ist, dann gilt
wiv) =(eW) o)) = (e e(w)|v)  also ¢ =¢"
Bei einer unitéren Darstellung gilt also @3 = @41 fiir alle g € G .
2. Wenn v; € Vq, dann gilt (fiir alle g) ©y(v1) € Vi und fiir jedes vo € Vo = Vi
(@g(vo) [v1) = (vol @g(v1)) =0 also @g4(vo) € Vo .

Der Satz von der Zerlegbarkeit einer Darstellung in irreduzible Darstellungen lautet also
im Falle der Darstellungen durch Isometrien:
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Satz

Eine unitdre Darstellung ® kann man vertrdglich zerlegen, sodass die Summanden zuein-
der orthogonale irreduzible unitire Darstellungen sind.

Wir haben gesehen: Die Theorie der Darstellungen einer endlichen Gruppe iiber kom-
plexen Vektorrdumen wird nicht eingeschriankt, wenn man sich auf unitire Darstellungen
iiber Hilbertraumen beschrénkt. Die Hilbertraumstruktur kann u. U. manche Konstruk-
tionen durchsichtiger machen.

Hinweise Einen Schonheitsfehler der Zerlegung in irreduzible Komponenten mag man
darin sehen, dass die Zerlegung nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn es keine héheren
Vielfachheiten gibt (¢, = 0 oder 1 fiir alle r). Man kennt das Phdnomen von der Hauptach-
senzerlegung; die Zerlegung ist nur dann eindeutig, wenn alle Eigenwerte die Vielfachheit
< 1 besitzen.

Wir werden sehen: Eindeutig ist diejenige vertriagliche Zerlegung von @, die man aus
einer Zerlegung in irreduzible Summanden dadurch erhélt, dass man alle zueinander dqui-
valenten Summanden zusammenfasst. Man nennt sie manchmal die kanonische Zerlegung.
Diese vertragliche Zerlegung ist zu charakterisieren als Zerlegung in paarweise dis-
junkte Darstellungen. Jeder direkte Summand ist die disjunkte Summe einer gewissen
Anzahl von dquivalenten Darstellungen.

Wir werden sehen, dass es fiir jede endliche Gruppe (bis auf Aquivalenz!) nur endlich
viele irreduzible Darstellungen gibt. Sei {®( : r € L} eine vollstindige Liste von paar-
weise nichtédquivalenten irreduziblen Darstellungen. Wir werden weiter sehen: Fiir jede
Darstellung @ sind die Vielfachheiten c,, mit welchen die einzelnen @ in @ vorkom-
men, eindeutig bestimmt. Man notiert die Zerlegung in disjunkte Darstellungen

O=ci0V® - - ®c,, @™ = @crd)m .

rel

Die Zerlegung einer Darstellung in irreduzible Summanden sieht man gerne in Analogie
zur Faktorisierung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren; die Zerlegung in disjunkte
Darstellungen entspricht in dieser Analogie der Faktorisierung in paarweise teilerfremde
Primzahlpotenzen.

Die Standarddarstellung oder ‘Regulire Darstellung’

Definition Es bezeichne V den Hilbertraum aller komplexwertigen Funktionen f(-) auf
der endlichen Gruppe G. G operiert auf V, wenn wir (fiir b € G) definieren

Pp:V—V;  (¢u(f)(a)=Ff(b'a) fir aeG.

In der Tat gilt @(f) = f, Cpb((bc(f)) = Qpc(f) fiir alle f € V. Die @y, sind Isometrien.
Die unitire Darstellung @ = {¢p : b € G} heisst die Standarddarstellung von G. Die
Funktion x4(+), die im Punkt d den Wert 1 und sonst iiberall den Wert 0 hat, wird durch
die Abbildung @4, in die Funktion xpq(-) abgebildet.
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Bemerkungen

1. Man kann die @ als Pullback-Abbildungen deuten. @y, ist offenbar der Pullback
zur Abbildung G > a~— b 'a € G.

2. Man kann V mit dem Raum der G-Spalten identifizieren. Die ¢y sind dann durch
Permutationsmatrizen Py(-,-) dargestellt.

3. Eine weitere bequeme Beschreibung der f € V liefern die sog. formalen Linearkom-

binationen
f=) fla)-a; gof=) fla)-ba=) f(b'a)-a.

aceG aeG aeG

(Man konnte sagen, dass das Symbol a der G-Spalte entspricht, die in der Position
a den Eintrag 1, und sonst iiberall den Eintrag O hat.)

Satz

Es sei (O : v € L} eine vollstindige Liste irreduzibler Darstellungen von G. n, bezeichne
die Dimension von @), 5

Wenn man die Standarddarstellung © in irreduzible Bestandteile zerlegt, dann tritt jedes
O mit der Vielfachheit ¢, =, auf. Es gilt Y n? =|G|.

Der Beweis fiihren wir, nachdem wir uns im n#chsten Abschnitt genauer mit den
irreduziblen Darstellungen und ihren Spurfunktionen auseinandergesetzt haben.

Beispiel 1 (Die symmetrische Gruppe S3)

Die symmetrische Gruppe S3 hat 6 Elemente: drei Transpositionen, zwei Dreierzyklen
und die Gruppeneins e. (Dies ist die Unterscheidung nach den drei Konjugationsklassen.)
Neben der trivialen Darstellung gibt es eine weitere eindimensionale Darstellung; ihre
Spurfunktion ist die ‘Signatur’ ; die Signatur hat den Wert —1 in den Transpositionen
und sonst den Wert +1. Es gibt noch genau eine weitere irreduzible Darstellung, und zwar
eine zweidimensionale. Wir erraten leicht eine Realisation durch unitére 2 x 2-Matrizen:
Wir identifizieren die drei Punkte, die es zu permutieren gilt, mit den dritten Einheits-
wurzeln in der komplexen Ebene C, und fragen nach den linearen Transformationen der
Ebene, welche das von ihnen gebildete gleichseitige Dreieck in sich {iberfiihren. In kom-
plexer Notation sind das (mit 6 = 27t/3)
z—z, z—elz zme Wz zozZ zoe Pz 2z ez,

In Real- und Imaginérteil ausgedriickt leisten das die unitdren Matrizen

s0N (b WA ()
o 1)t \wva )\ )

S e S A e Ve
o =)t \ws w ) s 1)

Die Spurfunktion dieser zweidimensionalen Darstellung hat den Wert 2 im Einselement,
den Wert —1 in den zyklischen Permutationen, und den Wert 0 in den Transpositionen.
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Beispiel 2 (Die zyklische Gruppe)

Sei N eine natiirliche Zahl. Die additive Gruppe der Reste modulo N heisst bekanntlich
die zyklische Gruppe der Ordnung N. Als kommutative Gruppe besitzt sie nur eindimen-
sionale irreduzible Darstellungen. Unser Satz besagt, dass es genau N = |G| irreduzible
Darstellungen gibt; sie sind durch multiplikative Funktionen gegeben, die Spurfunktio-
nen X™(-). Und diese kann man hier natiirlich ohne grosse Theorie sofort angeben. Die
irreduziblen Spurfunktionen sind die Funktionen

2
(k) = exp(% k) fir keG=2/NZ.

In der Standarddarstellung sind die Endomorphismen die Verschiebungen der N-periodi-
schen Folgen (ay)xeg. Die Zerlegung in irreduzible Summanden ist die orthogonale Zerle-
gung der N-periodischen Folgen in Linearkombinationen der Eigenfunktionen exp(%‘r k).
(Diese Zerlegung ist bekanntlich das Thema der diskreten Fourier-Transformation.)

Hinweis

Fiir gewisse Klassen von unendlichen Gruppen gibt es eine Darstellungstheorie, die in
mancherlei Hinsicht dhnlich ist zur Darstellungstheorie fiir endliche Gruppen. Man be-
schrankt sich da allerdings von vorneherein auf unitédre Darstellungen auf Hilbertraumen
(was fiir endliche Gruppen keine Einschrinkung bedeutet, wie wir gesehen haben). Wenn
es um die irreduziblen Darstellungen kompakter Gruppen geht, dann werden nur end-
lichdimensionale Hilbertrdaume benétigt; denn nach dem beriihmten ‘Satz von Peter und
Weyl’ ist jede irreduzible Darstellung einer kompakten Gruppe endlichdimensional. Es
gibt hier abzéhlbar unendlich viele irreduzible Darstellungen. Die Standarddarstellung
zerlegt sich in eine abzéhlbare direkte Summe irreduzibler umitérer Darstellungen. —Man
muss hier etwas tiefer in die Analysis einsteigen.

Ein Beispiel ist die kommutative kompakte Gruppe G = R/27. Die eindimensionalen
irreduziblen Darstellungen sind durch die stetigen multiplikativen 27t-periodischen Funk-
tionen gegeben; das sind die Funktionen x("(t) = e'™, r € L = Z. Der Darstellungsraum V
fiir die Standarddarstellung ist der Hilbertraum aller quadratintegrablen 27t-periodischen
Funktionen; das ist die Vervollstandigung des Raums der trigonometrischen Polynome.
V = L?(R/2m). Der Operator @y zu b € G ist die Abbildung f(t) — f(t —b). Die Funk-
tionen et sind Eigenfunktionen fiir alle diese Verschiebungoperatoren. Die Verschiebungs-
operatoren bilden eine einparametrige unitdre Gruppe. Es geniigt, wenn wir uns mit dem
infinitesimalen Operator befassen. Der infinitesimale Operator —iH (Ut = exp(—itH))
bildet die guten Funktionen aus V in Funktionen aus V ab:

.1 :
fl—>1}11r_>n}—1(uhf—f):—le,
—iHf(t) = li l(f(t—h)—f(t))——if(t)' kuz H=12
Y= I TR T

Der infinitesimale Operator ist also (bis auf den Faktor -i) die Differentiation.

In Analogie zu dem, was wir fiir kommutative endliche Gruppen bewiesen haben, gilt:
Alle irreduziblen Darstellungen sind eindimensional und die Standarddarstellung besitzt
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eine eindeutige (hier allerdings unendliche) Zerlegung in irreduzible Komponenten. Die
orthogonale Zerlegung der Standarddarstellung in die irreduziblen Bestandteile (jeder mit
der Vielfachheit 1) bedeutet fiir die v € V = L*(R/27) die Fourier-Zerlegung .

Didaktischer Hinweis

Unser ‘Beispiel’ R/27 ist von der Algebra her nicht sehr interessant; mit der (durchaus
interessanten) Analysis werden wir uns in einer spéteren Vorlesung auseinandersetzen.
Von der Analysis her nicht schwieriger, algebraisch jedoch hochinteressant (und fiir die
Anwendungen dusserst wichtig) ist die Theorie der irreduziblen Darstellungen der uns
bereits gut bekannten nichtkommutativen kompakten Gruppen SO3 oder SU;. Die Che-
miker wiirden sie gerne im Grundstudium behandelt wissen. Die Mathematiker kénnen
jedoch zu diesem Zeitpunkt allenfalls mit Analogien aus der Theorie der Darstellungen
endlicher Gruppen zu Diensten sein.
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IV.9 Spurfunktionen. Die Charaktertafel einer endlichen Grup-
pe G.

Zu jeder Darstellung @ einer endlichen Gruppe G gehort eine Spurfunktion. Das ist die
komplexwertige Funktion
O

X (g) =trace@y fir geG.

Aquivalente Darstellungen haben offenbar dieselbe Spurfunktion. Wir werden sehen, dass
die Spurfunktion die Darstellung bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Die Spurfunktion einer direkten Summe ® = ®; G @, ist die Summe der Spur-
funktionen. x®(e) = n liefert den Rang (‘Dimension’) der Darstellung . Es gilt stets
x®(g™") =%%(g); denn jede Darstellung ist zu einer unitiren Darstellung dquivalent. Sei
[@™ : v € L) eine vollsténdige Liste der irreduziblen Darstellungen der Gruppe G, sei
x7(-) die Spurfunktion von @™, und sei x"'(e) = n, ihre Dimension. Jede Spurfunktion
ist von der Form x®(-) = D el cxM(+), wo die ‘Vielfachheiten’ c, natiirliche Zahlen sind.
Ein interessantes Beispiel ist die Standarddarstellung: Die Vielfachheiten c, sind hier die
Dimensionen ¢, = n, (was wir noch beweisen miissen); somit gilt > n? =|G|.

Wir werden sehen, dass die irreduziblen Spurfunktionen x™(-) zueinander orthogonal
sind, und dass der von ihnen aufgespannte Vektorraum der Raum der Klassenfunktionen
ist; somit ist die Linge der Liste |L| gleich der Anzahl |K| der Konjugationsklassen in der
Gruppe.

Wir wollen das noch etwas genauer sagen: Die Gruppenelemente a; und a, werden
konjugierte Gruppenelemente genannt, wenn es ein b € G gibt, sodass a, = b~'a;b. Die
Gruppe G zerfillt in Konjugationsklassen. Mit K bezeichnen wir die Menge der Konju-
gationsklassen. Die Méchtigkeit der Konjugationsklasse k wird mit hy bezeichnet. Man
bemerke: die Konjugationsklasse von b € G hat genau dann die Méchtigkeit 1, wenn b
mit allen Gruppenelementen kommutiert; dies trifft beispielsweise fiir die Gruppeneins
zu. Jede Spurfunktionen ist auf jeder Konjugationsklasse konstant. Eine Funktion auf G,
die auf jeder Konjugationsklasse konstant ist, nennen wir eine K-messbare Funktion oder
eine Klassenfunktion. (Eine K-messbare Funktionen f(-) kann man natiirlich auch als eine
Funktion auf der Menge K auffassen.)

Die Menge aller komplexwertigen Funktionen f(-), g(-), ... auf G machen wir zu einem
Hilbertraum H(G) durch das innere Produkt

ﬁmzézmmm.

aceG

Den Teilraum aller K-messbaren Funktionen bezeichnen wir mit XC(G). Fiir seine Elemente
f(-) gilt
1 1
117 == Y If(a)ff = —=> hdlf(k)]*.
Gl aeG Gl keK

Wir werden sehen: Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen @™ bilden eine
Orthonormalbasis {x™ : v € L} von K(G). Wir beweisen hier schon einmal
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Satz
Die einzige Klassenfunktion, die auf allen x7(-) senkrecht steht, ist die Nullfunktion.

Beweis Sei ® ={@4: g € G} eine beliebige Darstellung (iiber dem Vektorraum V), und
sei f(+) eine Klassenfunktion. Der Endomorphismus @ = ﬁ > 0cG f*(g) @4 kommutiert
dann mit jedem @,. In der Tat gilt

_ 1 . 1 . _
(pa]o(pfo(pa:@Zf(g)(pa*1ga:@Zf(aha ])(ph:(pf
9eG heG

Fiir jede irreduzible Darstellung @™ ist dieser Endomorphismus (nach dem Schur’schen
Lemma) ein Vielfaches der Identitét (pfcﬂ = dff) I. Die Konstante bestimmen wir aus der
Spur

T 1 * T 1 * T T
dﬁ)-an@Zf () trace( @) Z@Zf (9)x"(g) = (fIx") .

Wenn die Klassenfunktion f(-) auf allen x(™ senkrecht steht, dann ist @¢ der Nulloperator
fir alle Darstellungen @. Insbesondere gilt dann ) f*(g) ¢4 = O fiir die Standarddar-
stellung @, die bekanntlich dadurch gekennzeichnet ist, dass es im Darstellungsraum eine
Basis {vg : g € G} gibt mit @n(vy) = vng fiir alle g, h € G. Die Anwendung dieses Nullope-
rators auf den Basisvektor v, liefert den Nullvektor 0 = |G| @¢(ve) = deG *(g) Pg(ve) =

> gec F(g) vg. Die lineare Unabhéngigkeit der v ergibt f*(-) = 0.

Exkurs: Multiplikative Funktionen

Beschiftigen wir uns zuerst mit den multiplikativen Funktionen auf der Gruppe G,
das heisst mit den Spurfunktionen f(-) der eindimensionalen irreduziblen Darstellungen.
( f(gh) = f(g)f(h) fiir alle g,h € G ) Man nennt diese Funktionen f(-) auch (eindimen-
sionale) Gruppencharaktere.

Hilfssatz Fine komplezwertige multiplikative Funktion f(-) auf der endlichen Gruppe G
kann nur Werte vom Betrag 1 annehmen. Weiter gilt

fle) =1, f(g™") =1(g), Zf(g) =0, wenn f nicht identisch 1 ist.
geG

Beweis Nur die Aussage iiber die Quersumme bedarf eines Beweises.
Seis =3 cflg). Fiir jedes h gilt

s-f(h) = (D_flg))f(h)=) f(gh)=s;

geG geG

wenn nicht alle f(h) gleich 1 sind, dann folgt s = 0.

Satz

Die Menge aller multiplikativen Funktionen auf einer endlichen Gruppe ist eine Gruppe
bzgl. der punktweisen Multiplikation.
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Beweis Die Funktion = 1, der ‘Einheitscharakter’, ist das Einselement. Mit f(-) ist auch
f~1(.) eine multiplikative Funktion. Wenn f;(-) und f,(-) multiplikative Funktionen sind,
dann auch das punktweise Produkt f;f,(+).

Eine Teilaussage des oben angekiindigten Satzes konnen wir schnell beweisen:

Satz

Die multiplikativen Funktionen auf einer endlichen Gruppe bilden ein Orthonormalsystem
im Hilbertraum IC(G).

Beweis Der Normierungsfaktor sorgt dafiir, dass die Funktion = 1 und iiberhaupt jeder
Gruppencharakter die Norm 1 hat. Wenn f; und f; verschiedene multiplikative Funktionen
sind, dann ist f; -f, eine multiplikative Funktion, die nicht identisch 1 ist; ihre Quersumme
verschwindet.

Das einfachste Beispiel ist die (additive) Gruppe der ganzen Zahlen modulo n. Die
Gruppencharaktere bilden eine Orthonormalbasis. Die Darstellung der m-periodischen
Funktionen in dieser Orthonormalbasis ist die diskrete Fourier-Transformation DFT.

Hinweis (Die einfachsten unendlichen Gruppen)

Manche der oben gemachten Aussagen iiber die eindimensionalen Darstellungen einer
endlichen Gruppen haben ein Analogon bei nichtendlichen Gruppen. Unter einem Grup-
pencharakter auf der topologischen Gruppe G versteht man eine multiplikative Funktion,
die ausserdem beschrinkt und stetig ist. Im Hinblick auf die Fourieranalyse sind die
folgenden ‘Beispiele’” bemerkenswert.

1. Die Gruppencharaktere fiir die Gruppe R/2m = {t : t € R/2n} sind die Funk-
tionen ...e 2 et 1 et et 3t | Es gibt keine weiteren multiplikativen 27t-
periodischen Funktionen, die stetig und beschrankt sind.

2. Die Gruppencharaktere auf der Gruppe Z = {n : n € Z} sind die Folgen e'*™ mit
w € R/2m. Es gibt hier also eine kontinuierliche Schar von Gruppencharakteren.

3. Die Gruppencharaktere fiir die Gruppe R = {t : t € R} sind die Funktionen e'*’* mit
w € R. Es gibt keine weiteren stetigen beschréinkten multiplikativen Funktionen auf
der reellen Achse.

Interessant sind die Analogien zum Satz von der Quersumme und dem daraus
abgeleiteten Satz von der Orthogonalitdt der Gruppencharaktere.
Im Beispiel 1 ist die Hilbertraumnorm durch das Integral des Absolutbetrags gegeben,

und es gilt in der Tat
1 J oiktgilt gy 1 wenn k=1
27 0 wenn k #1

Im Beispiel 2 ist die Quersumme keine konvergente Reihe. Es ist nicht mathematisch
korrekt, wenn man (z. B. in Physikerkreisen ) gern einmal schreibt: Y * e'™ =0, falls
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w # 0, oder auch

(o/e]
E e Wihe'®2n =0 fiir wy # w» .
—00

Die unendliche Summe ist nicht wohldefiniert. Man bemerke aber: Wenn man die Mittel-
werte {iber endliche Abschnitte (von —N bis +N), dann findet die man die altbekannten
Dirichlet-Kerne

1

N ioNy ] sin((N + 3)w)
2N+1(e + - et

S 2N+1 sindeo

und die werden klein fiir N — oo, wenn nicht w ein ganzzahliges Vielfaches von 27t ist.
Auf das Beispiel 3 bezieht sich ein (bei Physikern beliebtes) heuristisches Prinzip,
welches sagt N
l J e‘iw‘teiwztdt = 6((1)1 — (Uz).
27
Was damit zum Ausdruck gebracht werden soll, lernt man in der Theorie der Fourier-
Integrale.

Weitere Analogien: Eine endlichdimensionale unitére Darstellung der Gruppe R ist of-
fenbar nichts anderes als eine einparametrige Gruppe unitiarer Matrizen U; = exp(itH).
Die Eigenvektoren der hermitischen Matrix H spannen invariante Teilrdume auf. Es exis-
tiert eine aus Eigenvektoren bestehende Orthonormalbasis. Dies ist der Satz von der
Hauptachsentransformation. Jede endlichdimensionale Darstellung der Gruppe R ist die
direkte Summe von eindimensionalen Darstellungen.

Die Standarddarstellung einer unendlichen Gruppe ist eine unendlichdimensionale
unitdre Darstellung dieser Gruppe. Thre Zerlegung in irreduzible Darstellungen erfor-
dert eine unendliche direkte Summe oder aber (im nichtkompakten Fall) sog. direktes
Integral. Direkte Integrale zur Zerlegung unendlichdimensionaler Darstellungen sind der
Gegenstand der Theorie der Spektralzerlegungen. Im Falle G = R geht es um die Spek-
tralzerlegung der selbstadjungierten infinitesimalen Operatoren.

—00

Die Spurfunktionen aller irreduziblen Darstellungen
Es sei {®@™ : r € L} eine vollsténdige Liste paarweise nichtéquivalenter irreduzibler Dar-
stellungen. Wir studieren die dazugehorigen Spurfunktionen x™(-) als Elemente des [K|-
dimensionalen Funktionenraums /C(G). Die Werte der x™ notieren wir als Spalten in
einer K x L-Matrix; und diese Matrix C(G) nennen wir die Charaktertafel der endlichen
Gruppe G.

(Warnung: In manchen Lehrbiichern wird die transponierte Matrix die Charaktertafel
genannt; die Werte der verschiedenen irreduziblen Spurfunktionen stehen dann als Zei-
len in der Charaktertafel; bei uns jedoch erscheinen sie, wie generell die Elemente des
Funktionenraums K(G) als Spaltenvektoren.)

Wir haben gesehen, dass die Spurfunktionen, die zu den eindimensionalen irreduziblen
Darstellungen gehoren, die multiplikativen Funktionen sind. Auch fiir die irreduziblen
Spurfunktionen der Dimension n, gibt es eine Multiplikationsformel, ndmlich
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Multiplikationsformel

Sei @M = {(pg) :a € G} eine irreduzible Darstellung der endlichen Gruppe G iiber dem
n.-dimensionalen Vektorraum V. Fiir die Spurfunktion x"(-) ¢ilt dann

x"(b)x""(a)

n, |GyZX (bgag™") fir alle a,b€G.

geG

Beweis

Fiir jeden Endomorphismus M von V, ist der symmetrisierte Endomorphismus M ein Ver-
tauschungsoperator und daher (nach dem Lemma von Schur) ein Vielfaches der Identitét.
Da er dieselbe Spur hat wie M, haben wir

_ 1
M:|G|Z(p n—rtraceM-IvT.

geqG

Fir M = (pg) erhalten wir

«(a)
|G,Z<p Dol = ,QZ@ o = v, .

geG geG M

Wenn wir mit (pg) multiplizieren und die Spur bilden, erhalten wir die Multiplikations-
formel.

Die explizite Konstruktion der kanonischen Zerlegung
Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass sich jede Darstellung auf genau eine Weise
als direkte Summe von paarweise disjunkten Darstellungen schreiben ldsst. (‘kanonische
Zerlegung’). Wir zeigen, wie man die Projektionen auf die Summanden der kanonischen
Zerlegung einer gegebenen Darstellung erhélt, wenn man die entsprechenden irreduziblen
Spurfunktionen kennt.

Satz (Disjunkte Projektionen mit Hilfe der x(™)

Es sei {® 11 € L} eine vollstindige Liste irreduzibler Darstellungen der Gruppe G.
Zu festem v € L bezeichne x7(-) die Spurfunktion und n, = X" (e) den Rang, d.h. die
Dimension des Darstellungsraums V.

Sei ¥ ={{q:a e G} eine Darstellung iiber W, zerlegt in disjunkte Darstellungen

Y= @‘Ps ,  wobei Y auf Wy wirkt - W= @WS .

sel sel

PRy

acG

W.

Fiir jedes v € L ust dann

die Projektion auf W, entlang W, = @s#
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Vorbemerkungen zum Beweis

e Wenn man von ¥ zu einer éiquivalenten Darstellung S~'WS iibergeht, dann trans-
formiert sich der Endomorphismus 7t in der richtigen Weise

—1
|G]ZX VoS =S 'S .

aceG

Es geniigt also unitédre Darstellungen ¥ zu studieren; der Satz besagt in diesem Fall,
dass die 7t die orthogonalen Projektionen auf die Summanden der kanonischen
Zerlegung sind.

e Der direkte Summand W, ist dquivalent mit der direkten Summe von c, Kopien
der irreduziblen Darstellung ®@™. Wenn @™ durch unitire n, x n,-Matrizen Ug)
realisiert wird, dann wird ¥, (bei passender Basiswahl in W,) durch Blockmatrizen

mit ¢, identischen Blocken U(gr) realisiert.

e Es geniigt also zu zeigen: Wenn man die Blocke U(gs) mit den Gewichten %}Zm(g)
linear kombiniert, dann erhélt man die Nullmatrix fiir jedes s # r; und im Fall s = r
ist

al Z (T) die Einheitsmatrix.

Notation

Fiir jedes v aus der Liste L sei @7 = (UY : a € G} eine irreduzible Darstellung durch
unitére ]r X J,-Matrizen (|J,] = n,). Den Eintrag in der Position (j, k) bezeichnen wir
mit u ( ). Wir verstehen die Funktionen u( )( )) als Elemente im Hilbertraum H(G).
Die Spurfunktlonen verstehen wir auch als Elemente im Teilraum K(G) der K-messbaren
Funktionen.

Satz

Die Fintragsfunktionen u;]?(-) sind paarweise orthogonal; und es gilt fiir jedes v

L wennj=%k
Nr

O] = {0 wenn ) 7k
)

Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir einige Konsequenzen:
Der Satz sagt insbesondere, dass der von den Eintragsfunktionen ugj (zu einem festen 1)
aufgespannte Vektorraum H, die Dimension n? besitzt, und dass diese Vektorriume H,
zueinander orthogonal sind. Daraus folgt Zrnf < |G| sowie |L| < |K]|. Da wir andererseits
wissen, dass die x!™ den Raum der Klassenfunktionen aufspannen, kénnen wir folgern,
dass die irreduziblen Spurfunktionen eine Orthonormalbasis des Raums &(G) sind; es gilt

IL| = IK].
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Vorbemerkungen zum Matrizenkalkiil

- Die Eintrége einer komplexen ] x K-Matrix A = (ajx)jx kann man als Matrizen-
produkte schreiben. Im Vektorraum V = ]Rép der J-Spalten x bezeichne x; die j-te
Einheitsspalte, (fiir j € J); yx sei die k- te Einheitsspalte im Vektorraum W der
K-Spalten y. Wenn A eine ] x K-Matrix ist, dann ist ajx = xj Ayy der Eintrag in der
Position (j, k).

- Andererseits verstehen wir das Matrizenprodukt M =y - x* als eine K x J-Matrix,
die einen Homomorphismus ¢ : V — W darstellt. (Er bildet alle J-Spalten z in
Vielfache von y ab; man nennt ihn einen Vektorraumhomomorphismus vom Rang

1).
Im Fall K =7 ist y - x* eine quadratische Matrix mit der Spur x*y. Wenn x ein Ein-
heitsvektor ist, dann ist x-x* die orthogonale Projektion auf den von x aufgespannten

Vektorraum.(Man vergleiche auch Dirac’s Notation.)

Beweis des Satzes

Seien nun {uﬁf) a € G} und {U(as Jiae G} nichtéquivalente unitidre Darstellungen der
Gruppe G. (Bemerke: die U'" sind unitire J+ X J.-Matrizen mit Ug,)] = U(ar)*).

Wir betrachten fiir allgemeine J,-Spalten x und allgemeine J¢-Spalten y die Funktionen

f7(a) =x*Ux  und fﬁs)(a) =y Uy .

a

sowie die Funktionen von der Bauart g,,(a) = x*U,z, die man als Linearkombinationen
der Funktionen f, ., fx 5, fx iz, fx_iz gewinnt.(‘Polarisierung’)

1) Nach dem Lemma von Schur verschwindet fiir jede J¢ x J,-Matrix M die symme-
trisierte Matrix :
M=—3Y u mul
P

Fiir beliebige Js-Spalten w und beliebige J,-Spalten v gilt also

Y 1 (s)
O=w"-M-v=— Y wu® mMully
EPES

und fir M=y -x"
1 * * T 1 S — T 1 ~(s T
0= > wuy xufv = 6] > gla)gla) = 6] > glula)-gl(a) .
aceG aceG aceG

2) Im Fall = s ist (nach dem Lemma von Schur) der symmetrisierte Endomorphis-
mus zu M ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Da M dieselbe Spur hat wie M, gilt

_ 1 ) 1
M:—EurWW:—t M-, .
Gl a1 a race .

n
aceG T

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Marz 2008



278 Inneres Produkt. Orthogonalitét Einfiihrung in die Mathematik I

Fiir beliebige J,-Spalten w, v gilt

1
w' M-y = UMy = —trace M - (w* v
Gl Z n, (W)
acG
und fir M =z-x* mit der Spur x*z,

1 x7 (1) *1((1)y, — 1 =(r) (1) _ 1 * *
g Tl U= g 3 oa) olila) = )

3) Die Orthonormalbasis {x; : j € J+} des n,-dimensionalen Spaltenraums V, = C{{p

liefert uns die n? Eintragsfunktionen u}?(ﬁ = gg?xk(-). Diese sind paarweise orthogo-

—1/2_ Sie sind auch orthogonal zu den Eintragsfunktionen fiir die

nal mit der Norm (n,)
nichtaquivalenten unitiren Darstellungen {U 9 a 6 G}

Die Spurfunktionen x™(-) = trace U™ Z un ) fiir die verschiedenen r aus der
Liste bilden ein Orthonormalsystem im Raum K (G)

Corollar

Seix ™ (-) die Spurfunktion der irreduziblen Darstellung @, und seix(-) die Spurfunktion
einer Darstellung ¥ mit der irreduziblen Darstellung ¥ = @ cs @), Es gilt dann

x"1x) = ’G|ZX =c,.

Fiir die Standarddarstellung ¥ = @ (auch die reguldre Darstellung genannt) ergeben sich
die Vielfachheiten ¢, = n, fiir alle v aus der Liste L.

Beweis

Die Spurfunktion der Standarddarstellung hat nur in der Gruppeneins einen von 0 ver-
schiedenen Wert, und zwar den Wert |G|; andererseits ist] x™(e) die Dimension der Dar-
stellung @M. Es gilt

= Y oW = &MY e =c, .

selL selL
1
& = ZX = —x"(e) |G/ =n,.
Gl & g

Da die Dimension von @, n®@(r) gleich Y n# ist, haben wir >, nZ =G|.

Konkrete Charaktertafeln

Wir sind oben davon ausgegangen, dass wir irreduzible Spurfunktionen zur gegebenen
Gruppe (oder gar die ganze Charaktertafel) kennen. Wenn wir sie nicht kennen, wissen
wir wenigstens, nach was wir suchen miissen. Fiir die folgenden recht kleinen Gruppen
konnen wir die Charaktertafel mit Hilfe der bisherigen Einsichten erraten. Wenn man
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ansonsten die Charaktertafel einer speziellen Gruppe wirklich berechnen will, dann kommt
es sehr wesentlich darauf an, wie einem die Gruppe gegeben ist, und was man so alles
weiss iiber die Gruppe. Wir werden unten sehen, wie man die irreduziblen Spurfunktionen
als die Losungen von Eigenwertproblemen gewinnen kann, wenn man die Gruppentafel
gut kennt.

Beispiel 1 (Tetraedergruppe)

Die Menge aller Drehungen, welche ein reguldres Tetraeder im dreidimensionalen An-
schauungsraum in sich iiberfiithren, ist eine Gruppe G mit 12 Elementen. In der Tat: Um
jede Hohe kann man um 120° im positiven oder im negativen Sinn drehen. Um jede Kante
kann man klappen; dabei fithren aber gegeniiberliegende Kanten zu gleichen Klappung.
Dariiber hinaus gibt es nur noch die Identitét.

Da es vier Hohen gibt, haben wir 4 - 2 = 8 Drehungen; da es 6 Kanten gibt haben
wir 3 Klappungen. Alle Klappungen sind zueinander konjugiert; die positiven Drehungen
sind zueinander konjugiert, ebenso die negativen; die positiven Drehungen sind aber nicht
konjugiert zu den negativen Drehungen. Es gibt daher 4 Konjugationsklassen. Wenn wir
|G| — 1 = 11 als Summe von drei Quadraten darstellen wollen, dann gibt es nur die
Moglichkeit 11 = 124 124 32, Unsere Gruppe G hat also neben der trivialen Darstellung
noch zwei weitere eindimensionale irreduzible Darstellungen und eine dreidimensionale
Darstellung. Die eindimensionalen Darstellungen sind durch multiplikative Funktionen
gegeben; dazu benotigen wir eine dritte Einheitswurzel € eine. Die Charaktertafel hat die
Gestalt

e()|1 1 1 3
+Dr(4) |1 € €* 0
Dr(4)|1 € € 0
KI3) |1 1 1 -1

(Die letzte Spalte ergibt sich aus der Orthonormaltitdt der Spalten mit Gewichtungen)
Noch einfacher ergibt sie sich aus der Orthonormalitéit der Zeilen der Charaktertafel, die
wir unten beweisen werden.

Beispiel 2 (Die symmetrische Gruppe S3)

Die symmetrische Gruppe S3 hat 6 Elemente, drei Transpositionen (nennen wir sie a, b, ¢),
zwei Dreierzyklen (nennen wir sie 1, m) und die Gruppeneins e. (Dies ist die Unterschei-
dung nach den drei Konjugationsklassen.) Neben dem trivialen Charakter = 1 haben wir
noch die ‘Signatur’ als eine multiplikative Funktion; die Signatur hat den Wert —1 in den
Transpositionen und sonst den Wert +1. Die Formel |G| = }_ n? zeigt, dass es genau eine
weitere irreduzible Darstellung gibt, und zwar eine zweidimensionale. Die Charaktertafel
hat die Gestalt
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Wir haben oben eine Realisierung der zweidimensionalen Darstellung durch unitdre Ma-
trizen konkret angegeben. Die Eintrage \/zfn, \/qu, \/me, v/2f5; bilden ein Orthonor-
malsystem und zusammen mit der Signatur und der Einsfunktion eine Orthonormalbasis
im Hilbertraum Raum aller Funktionen auf Ss.

Faltung und die reduzierte Gruppenalgebra

Wir betrachten jetzt Gewichtungen auf der Gruppe G. Die Bausteine sind die sog. 6-Mafle
d4. Wir beniitzen hier aber auch die Schreibweise der formalen Linearkombinationen.

Definition

e Die Elemente der Gruppenalgebra sind die formalen Linearkombinationen

u=) pla)-a=) pla)-da

acG aeG

e Die Multiplikation oder ‘Faltung’ von p mit v =} __~q(a)-a liefert

wev= Y pla)g(b)ab=> r(a)a mit r(a)= Y plar)alar) =) plg)q(

a,beG acG ajay=a geG

e Die Elemente der reduzierten Gruppenalgebra sind diejenigen u, die mit allen
a kommutieren.

Bemerkung: Der Vektorraum aller Gewichtungen sollte als der Dualraum zum Vektor-
raum der Funktionen auf der Gruppe gesehen werden. Wenn k eine Konjugationsklasse
in G ist, k ={b:b € k}, dann ist das arithmetische Mittel py = ﬁ 2 pex b ein Element
der reduzierten Gruppenalgebra. Jedes Element der reduzierten Gruppenalgebra ist als
eine Linearkombination der ausgeglichenen Gewichtungen py zu gewinnen; die Elemente
der reduzierten Gruppenalgebra sind diejenigen Gewichtungen, welche konjugierte Grup-
penelemente mit demselben Gewicht belegen. Die Mittelung iiber Konjugationsklassen
ist eine surjektive Projektion. Die Faltung macht den Vektorraum der Gewichtungen zu
einer Algebra. Die Faltung zweier Elemente der reduzierten Gruppenalgebra liefert ein
Element der Gruppenalgebra, welches mit allen a kommutiert. Die reduzierte Gruppenal-
gebra ist also eine Teilalgebra; die Projektion auf die reduzierte Gruppenalgebra ist mit
dem Faltungsprodukt vertraglich.

Die Strukturkoeffizienten
Wenn 1 und j Konjugationsklassen sind, dann gilt
Pi* P = Z C]fj Px
kek

k

i;, die man die Strukturkoeffizienten der reduzierten Grup-

mit gewissen Koeffizienten c
penalgebra nennt.
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Beispiel
Es ist eine einfache Ubungsaufgabe, die Strukturkoeffizienten fiir die symmetrische Gruppe

83 zu berechnen. Man bemerke z. B. (Wir schreiben die Permutationen in Zyklenschreib-
weise)

(3(a,0) + 3(b,c) + 3(c,a))*(3(a,b) + 3(b,c) + J(c,a)) =3e +3(a,b,c)+1(a,c,b)
(3(a,b) + 3(b,c) + 3(c,a)) * (5(a,b,c) + 3(a,c, b)) = 1(a,b) + 1(a,b) + 3(a,b)
(3(a,b,¢)+ 3(a,¢,b)) * (3(a,b,c) 4+ 3(a,c, b)) = le +l(a,b ¢)+ 1(a,c,b)

Eine besondere Rolle spielt die Konjugationsklasse der Gruppeneins, k; = {e}. Das
dazugehorige p bezeichnen wir mit e oder auch mit pq; es ist das Einselement der Grup-
penalgebra. Die Strukturkoeffizienten C kénnen wir leicht berechnen.

1 . v

: —= wennj =1

pikp;=cyet+ ) chpr mit  cf= {8‘” .-
b wenn j # i

Zum Beweis miissen wir zwei Félle unterscheiden: Wenn 1 = {b : b € i} eine Konjuga-
tionsklasse ist, dann ist die Menge i={b':b e i} ebenfalls eine Konjugationsklasse;
die iibrigen Konjugationsklassen j enthalten kein Gruppenelement, welches zu einem der
b € 1 invers ist. Das ergibt

Satz

Es sei (O : 1 € L} eine vollstindige Liste der irreduziblen Darstellungen von G.
Der Wert des r-ten Charakters in der k-ten Konjugationsklasse (mit der Machtigkeit h(k))
sei x"(k). Es gilt dann

1 . "
G| ;erxr(k) _ { 1 wenn y

wg  Wenn k=1.

Beweis

1. Wir mitteln die Endomorphismen 7, iiber die b in der Konjugationsklasse k und
erhalten einen Operator Py, der mit allen @ kommutiert und daher ein Vielfaches
der Identitat 17 ist

Zcpb Pabiar =z(k,1)- T’

mit z(k, 1) = — - x"(k) .

T

Die Konstanten ergeben sich, wenn wir die Spur bilden, da ndmlich alle @7, dieselbe
Spur X"(k) haben ( und die Identitét I, die Spur n, hat ).
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2. Die Darstellung @ liefert eine mit Addition und Multiplikation (‘Faltung’ bzw.
Hintereinanderschalten) vertrégliche Abbildung der Gruppenalgebra in die Algebra
der Endomorphismen von V;. Der Endomorphismus 1, ist das Bild von py. Daher
gilt

ICHUHES Zc s z(i,1)z Zcuzkr

keK keK

XU x"G) =n ) ckxM(k) firalle {,jeK, Tel
keK

3. Wir summieren iiber alle 1.
> nx"(-) ist die Spurfunktion der Standarddarstellung (mit dem Wert |G| im
Einselement und = 0 sonst). Also ergibt sich

> X" -x"G) =Gl

rel

Die obige Formel fiir den Koeffizienten C liefert die Behauptung; denn fiir alle
b e G gilt xP(b") =% (b).

Die Berechnung von x"(.) als Losung eines Eigenwertproblems

Wenn man die Strukturkoeefizienten c‘f]- der reduzierten Gruppenalgebra aus der ‘Grup-
pentafel” abgelesen hat, dann kann man die Berechnung der irreduziblen Spurfunktionen
als ein Eigenwertproblem formulieren.

Es sei x(-) die Spurfunktion einer irreduziblen Darstellung vom Rang n, und es sei
z =z die K-Spalte mit den Eintrigen z(k,r) = nir xM (k).
Fiir ein festes i, 1 sei A = z(i, ) und A die K x K-Matrix mit den Eintrégen a;x = c‘f] Wir
haben dann

A-z=Az wegen z(i,1)z E cuzkr
keK

Fiir jedes T ist also z(™ ein Eigenvektor der bekannten Matrix A, wobei sich seine ‘Nor-
mierung’ durch den Wert A in der Position 1 ergibt.
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IV.10 Unitidre und hermitische Matrizen

Die unitdren n x n-Matrizen sind uns immer wieder begegnet. Um den Uberblick zu
sichern, rekapitulieren wir:

a) Seien {u; :1i€ I} und {v; :j € J} ONBasen in einem n-dimensionalen Hilbertraum
(V, ]| - ). Die Matrix des Basiswechsels ist dann eine unitidre Matrix.

vj:Zui~a} s A*A:E]X] .
Die Riicktransformation wird von der J x J-Matrix A* = A~" geleistet. AA* = E 1.

b) Sei {v; :j € J} eine ONBasis von (V,|| - ||) und {wx :k € K} eine ONBasis von
(W, || - ||). Eine lineare Abbildung

@ (Vo[- 1) —= (W)
heiflt eine Isometrie, oder eine isometrische Abbildung, wenn gilt

leW)||=|lv|| furalleveV, oder (damit dquivalent)
(@(vi)lo(v2)) = (vilvz)  fiir alle vy, v, € V.

(Fiir den Beweis der Invarianz des Skalarprodukts beniitze man die Polarisierungs-
gleichung.)
Wenn man die Isometrie ¢ mit den Basen darstellt

(P(Vj) = Zwk' br )

dann gilt fiir die K x J-Matrix B : B* - B = Eyyj.
Wenn V und W dieselbe Dimension haben, dann nennt man ¢ einen unitiren
Operator. Die darstellende Matrix B ist unitér.

c) Betrachten wir den Spezialfall V = W.
Die Menge der Isometrien ist eine Transformationsgruppe. Wenn man eine Basis
{ui : 1 € I} auszeichnet, dann entsprechen die Isometrien den unitiren I x I-
Matrizen. Sei x(-) die Koordinatenabbildung zu {u; :1 € I}.

u » _yu v yu
X X X
A B
I » ~1 » 1
CSp CSD CSp

Die Produktmatrix C = B - A ist die darstellende Matrix fiir die zusammengesetzte Ab-
bildung 11)((p(~)). (Beachte die Reihenfolge x 2 Ax Py B(Ax) = (BA)x .)
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Hinweise :

Die Menge der unitéiren nxn-Matrizen U(n, C) ist einerseits eine Gruppe und andererseits
eine reelle Mannigfaltigkeit. Was eine Mannigfaltigkeit ist, werden wir im zweiten Semes-
ter lernen. Im vorliegenden Fall ist der Mannigfaltigkeitscharakter aber nicht schwer zu
verstehen. Wir koénnen U(n, C) als eine n?-dimensionale ,, Fliche“ im 2n?-dimensionalen
Raum R2V begreifen. U*U = E, ., liefert offenbar n? Bedingungen an die Real- und
Imaginirteile einer komplexen n x n-Matrix. Jede der Bedingungen sondert eine Hyper-
fliche aus dem R?™ aus. Diese Hyperflichen schneiden sich in einer reguldren Weise; der
Durchschnitt hat die Dimension 2n? — n? = n?. Um zu schen, dass alle Schnittpunkte
in der Tat reguldre Punkte sind, muss man sich vergewissern, dass die Gradienten der
definierenden Funktionen linear unabhéngig sind. Dariiber mehr im zweiten Semester.

Es gibt weitere interessante Plausibilititsbetrachtungen, die auf die Dimension n? fiihren.
Man kann z.B. Beziehungen zwischen den unitéren und den hermitischen Matrizen her-
stellen, die lokal umkehrbar sind. Die Cayley-Transformation (die wir in den Ubungen
studiert haben) ist eine interessante Moglichkeit. Ihre unendlichdimensionale Variante
war in der Geschichte der Funktionalanalysis bedeutsam.

Wir skizzieren noch einen anderen Zusammenhang, der in der Theorie der Lie-Gruppen
und Lie-Algebren ausfiihrlich behandelt wird. Man zeigt da: Die Menge der schiefhermi-
tischen n x n-Matrizen ist die Lie-Algebra zur Lie-Gruppe U(n,C). Inwiefern man in
der Menge der schiefhermitischen Matrizen eine “Multiplikation“ hat, werden wir spéter
sehen.

Die Exponentialabbildung

Konstruktion :
Sei A eine komplexe n x n-Matrix. Dann ist die Schar der Matrizen

M =exp(t-A)

eine (einparametrige) Matrixgruppe. Es gilt nimlich My = E, Mg - My = Mg, fiir alle s, t.
a) Wenn trace(A) = 0, dann gilt det(M,) =1 fiir alle t.
b) Wenn H hermitisch ist, dann sind die Matrizen

Uy = exp(itH)

eine einparametrige Gruppe von unitdren Matrizen.

Beweis

L Mi=E+t-A+Jt?A%+..., MM =My
i - [
n(Mn—E) 0 A
Man nennt A den infinitesimalen Operator der Matrizengruppe {M; :t € R}.

2. Die Determinante ist multiplikativ. Fiir die stetige komplexwertige Funtkion d(t) =
det(My) gilt also d(s +t) = d(s) - d(t) mit d(0) = 1.
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Es gibt nicht viele stetige Funktionen mit dieser Eigenschaft. Es existiert eine Zahl
«, sodass d(t) = exp(« - t). Wir identifizieren « durch den Grenzwert fiir t — 0.

det My ~ det(E+tA)~1+t-traceA firt—0;
det My = exp(t-traceA) .

3. M;=E+t- A"+ t2- (A*)2+... .
Wenn A antihermitisch ist, A* = —A, dann haben wir

Mi=M_ fiiralletecR. M{-Mi=E. qed

Beispiel
. 0 —i . . . .
Sei 0, = ] die zweite Pauli-Matrix.
i

0> ist eine spurlose hermitische Matrix. Die Matrizen
U; =exp(itoy), teR

bilden eine Gruppe spezieller unitirer Matrizen. Es gilt 03 = 0o und

Uy = oo+it-ox+ 5(it)2- o3+ (i) o+ ...
= oo [1— 2+ gt — . ] +ioy [t—Ft3+ 35— .. ]

B cost sint
—sint cost

0 1 1 0
Fiir die erste und die dritte Pauli-Matrix o7 = ( 10 ), 03 = ( 0 _1 ) erhalten wir

U, — 'CO'S’[ isint bow, U — exp(it) 0 . '
isint cost 0 exp(—it)

Weitere einparametrige Untergruppen der SU(2, C) erhalten wir fiir beliebige spurlose
hermitische Matrizen h = o101 + x202 + ®303 , («; reell ).
Wenn of + o5 + o = 1, dann gilt h? = 0, und daher

Uy = oo+ ith+ L(it)2 oo+ 5 (it)3 - h+...
= 0p-cost+1ih-sint.
Man kann hier auch direkt nachrechnen

U,-Us = (0g-cost+ih-sint)- (0p-coss+ih-sins)
= Go[cost-coss —sintsins] +ih[sint~coss+cost-sins}
= 0p-cos(t+s)+ihsin(t+s) = Uy .
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e unitdre Diagonalisierung der hermitischen 2 x 2-Matrizen
Wir haben in V.2 gezeigt: Zu jeder hermitischen n x n-Matrix H gibt es eine unitére
Matrix U, sodass U*- H- U = A (Diagonalmatrix). Die Eintrége der Diagonalmatrix sind
die Eigenwerte A;; die Spalten von U sind die normierten Eigenvektoren.

HU=U-A, U.-U=E .

Wir werden ein Iterationsverfahren zur approximativen Bestimmung von U kennen ler-
nen. Es stammt von Jacobi (1804-1851). Zuvor wollen wir den Fall n = 2 explizit 16sen.

Wenn die unitdre 2 x 2-Matrix U die Diagonalisierung der hermitischen 2 x 2-Matrix
h leistet, dann leistet sie auch die Diagonalisierung von « - 0o+ h fiir «, 3 beliebig reell.
Es geniigt also die h mit trace(h) = 0 und deth = —1 zu untersuchen. Das sind die
hermitischen 2 x 2-Matrizen h mit den Eigenwerten £1. Fiir jedes solche h gilt h? = oy;
denn h? ist eine hermitische Matrix mit dem doppelten Eigenwert +1. (Aus der unitéiren
Diagonalisierung U* - h? - U = 0y schlieBen wir h? = 0y.)
Wir betrachten den Raum aller spurlosen hermitischen 2 x 2-Matrizen als einen dreidi-
mensionalen euklidischen Raum (M, || - ||), indem wir die Pauli-Matrizen o7, 02, 03 als
eine Orthogonalbasis auszeichnen.

(o o (1 o
"lro) i o) P Lo 4

x3 b .
h:oc101+oczcz+oc303:< 3 ) mit b = o7 — 1o
b —X3
Es gilt
i+ o3+ a3=—deth=—[—af—[b]*] =+ " .
Hinweis
Die Norm im euklidischen Raum (My, ||-||) kann man auf verschiedene Weisen ausdriicken

1
|h||? = —deth, |h|*?= ztrace(hz) . h)?- 00 =h? .

Die erste Formel wird uns interessieren, wenn wir uns spéter mit dem Minkowski-Raum be-
fassen. Die dritte Formel werden wir vertieft verstehen, wenn wir uns mit dem Lie-Produkt
befassen. Hier interessiert uns vor allem die mittlere Formel. Die , Hilbert-Schmidt-Norm*“,
die den Raum aller n x n-Matrizen zu einem Hilbertraum macht, kann als Verallgemei-
nerung gesehen werden, wie wir unten sehen werden. ||A||? := trace(A*A).

Jetzt wieder zum Fall n = 2.

Satz :

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



IV.10 : Unitare und hermitische Matrizen 287

Sei h € M, sei also h eine spurlose hermitische 2 x 2-Matrix

h:(‘x b) mit xR, beC.
b —«

Die Eigenwerte sind A = ++/a? + |b|?. Eigenvektoren sind die Spalten der Matrix

—b b
N = (“ normal modes*)
Ao A—«a

Wenn man diese Spalten auf die Lange 1 normiert, dann erhédlt man die unitidre Matrix
U, welche h diagonalisiert
weoneu=( %)
0 A

Wir rechnen einfach nach

—b x b —b A-Db —b

h . — — = —= —A
Ao b —« Ao —b]2 — & — A A+«
. +b _( « b +b _a +b
AN —« b —« A— A —

Diese Eigenvektoren stehen aufeinander senkrecht

Beweis

N*-N =D? (Diagonalmatrix)

Fiir U := N -D " haben wir U*U = E

h-N:N-<_7\ O)

0 A

henD =N [ N O )N [ O
0 A 0 A

u—‘-h-u=<_7\ O) q.e.d.
0 A

Die Elemente der Diagonalmatrix D~ sind [Ibl2 + (A + oc)z} 2 und [Ibl2 + (A — oc)z}
Man kann sie etwas knapper schreiben; denn

1/2

b2+ (A + a)? = [b]2 + o® + A2+ 20A = 2A(A + «)
b+ A—ax)?>=2A-(A—«) .
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Spezialfall « =0 :

h=(°%0) A = bl
b 0

I D2 =N*.N =2/b?- 10
Ib[ [b 0 1

Mit b = |b| - e'® haben wir

_p— i@ ip _
u—__ (e e woneu= | PO
VAU 0 [b|

Zahlenbeispiel

Z
I

() ) )-8

Die Hilbert-Schmidt-Norm

Satz :

Der n?-dimensionaler Vektorraum aller komplexen n x n-Matrizen A wird zu einem Hil-
bertraum, wenn man definiert

|A[|? = trace(A* - A) .

Beweis

Seien ay die Eintrége der Matrix A. Die Eintrdge von A* - A sind by = >_ @y - Q.
j

trace(A* - Z by = Z Qin - Ay = Z ’au’z

Das Quadrat der Hllbert Schmldt Norm von A ist also die Quadratsumme der Eintrége.
Das innere Produkt ist
(A|B) = trace(A* - B) .

Das ergibt sich aus der Polarisierungsidentitét.
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Bemerke :

Man konnte sagen, dass ||A[|? die Summe der Normquadrate der Spalten von A ist. Diese
Beobachtung wird vertieft durch den

Satz :

Sei @ :V — V eine lineare Abbildung eines Hilbertraums V in sich. Seien {v; :j € J}
und {wy :k € K} ON Basen und A bzw. B die ¢ darstellenden Matrizen.
Es gilt dann

D llo(v)[|* = trace(A*A) = trace(B* - B) = > [l@(wi)[|* .

(Diese Zahl bezeichnet man mit ||¢@||? und man nennt | ¢| die Hilbert-Schmidt-Norm der
linearen Abbildung @ : (V,|-||) = (V|- )

Beweis
Sei U die ] x K-Matrix des Basiswechsels. Es gilt

B=U'-A-U=U*"-A-U
:Zvi'a? ) (p(Wk):ZWE'bli
ZH@ v;)||? = Zvu- o Zviz-a}2>=

= Z d} . a} = trace(A*A)
ii

EbensoZ @ (wy)||? = trace(B* - B)
K

trace(B* - B) = trace(UW*A*UU*AU) = trace(A*A) .

Sei H die hermitische Matrix mit den Eintrdgen hy. Die Zahlen |h,-Lj|2 nennen wir die
Gewichte in den Positionen (i,j). Die Summe {iber alle Gewichte ergibt das Quadrat der
Hilbert-Schmidt-Norm. Es gilt [|H||? = [[U*HU||? fiir jede unitire Matrix. Wir definieren

= |hyl=|H|*- Z el

i#

Jacobi’s Iterationsverfahren
Sei H eine hermitische n x n-Matrix. Fiir jedes unitéire B gilt ||B*HB||? = ||H||?.
Man finde unitére By, By, ..., sodass die transformierten Matrizen Hyy; = By - Hy - By
immer mehr Gewicht auf die Diagonale legen.
Mit dem Verfahren welches wir im Folgenden beschreiben, erreichen wir in jedem Falle

A(Hi) < g*- A(Ho)

mit einer Zahl q < 1, die nur von der Dimension abhéngt. ¢ =1 — ﬁ ist leider nahe

bei 1 fiir groffes n. In den praktisch wichtigen Féllen darf man aber erwarten, dass die
Konvergenz viel schneller ist.
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Konstruktion

Der Schritt von H = Hy zu K = Hy, erfolgt folgendermafien. Man wihlt ein Paar von Zei-
lenidizes 1 # j, wo [hy, % groB ist. h sei die Teilmatrix von H mit dem Format {i,j} x {i, j}.
b sei die 2 x 2-Matrix, welche h auf Diagonalgestalt bringt. Fiir die Diagonalelemente
Wi, i von b*hb gilt uf + uf =hg +hi + 2 - [yl

Mit der Matrix b konstruieren wir eine n x n-Matrix B mit den Blocken b und E,, >
(Einheitsmatrix). Nehmen wir der Ubersichtlichkeit halber {i,j} = {1, 2} an.

b i 0 H & H b'hb i b H

Das Gewicht der Diagonale wird um den Betrag 2 - |hq,/? erhoht
A(B*-H-B) = A(H) — 2/hyl* .
Wenn wir {i,j} so withlen, dass [hi;|* maximal ist, dann (n? —n)h;|> > A(H)

2
n-—n

A(B*-H-B)§<1— )-A(H) .
Bemerke :

Jeder Iterationsschritt erfordert die Berechung einer 2 x 2-Matrix b , wie wir sie oben
beschrieben haben. Ausserdem sind die beiden Spalten von H}l -b aus den Spalten von HI‘
linear zu kombinieren.
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V Lineare Algebra, Gleichungssysteme, Dualitét

Didaktische Vorrede

Die lineare Algebra hat einen seit 50 Jahren etablierten Platz am Anfang jeder grundlagen-
orientierten Mathematikausbildung. Der Begriff des Vektorraums ist zusammen mit dem
Begriff der Gruppe der Grundbaustein aller Algebra und Geometrie. Kurse {iber lineare
Algebra miissen andererseits auch diejenigen bestehen, die sich zunéchst einmal nicht fiir
mathematische Grundstrukturen interessieren; denn lineare Gleichungssysteme nehmen
in allen quantitativ arbeitenden Wissenschaften einen breiten Raum ein.

Fiir die Studierenden der Physik empfiehlt sich ein mittlerer Weg. Da man am Ende des
ersten Semesters ein gewisses geometrisches Grundwissen voraussetzen kann, kann man
sich der Aufgabe widmen, ein abstraktes Versténdnis fiir Vektorrdume zu verbinden mit
einem ersten Einblick in den praktischen Umgang mit linearen Gleichungen.

In unserer Darstellung der linearen Algebra wird das bereits angesammelte Wissen iiber
Vektorrdume ausgerichtet auf den abstrakten Begriff der Dualitét. Die Methode der Ta-
bleaus hat aus diesem Grund bei uns den Vorrang gegeniiber der in Schulbiichern favori-
sierten Eliminationsmethode.

Die Dualitédtstheorie fiir Vektorrdume birgt keine technischen Schwierigkeiten; es ist ih-
re Abstraktheit, die sie fiir Anfanger schwierig macht. Didaktisch gutgemeinte Versuche,
die Begriffe , konkret“ zu machen, fithren leider sehr leicht in Sackgassen. Als Beispiele
didaktischer Fallen mochte ich nennen: Es ist gefihrlich, Bilinearformen und lineare Ab-
bildungen in einen Topf zu riithren, indem man beide Objekttypen stets durch , konkrete*
Darstellungen an Matrizen bindet. Es ist gefahrlich, Nullrdume mit Orthogonalrdumen zu
verwechseln, was nahe liegt, wenn man die Vorstellungen stets an die euklidischen Rdume
kniipft. Es ist gefahrlich, duale Abbildungen mit adjungierten Operatoren zu verwechseln,
was nahe liegt, wenn man allzu schnell an euklidische (oder unitidre) Radume denkt.

Wir hoffen, dass wir durch unser vorsichtiges Sprechen iiber Linearformen und Biline-
arformen in den Abschnitten I und IV die Studierenden solcher Verwechslungsgefahren
enthoben haben. Die Studierenden sollten verstanden haben, dass man sich aus der allge-
meinen Theorie herausbegibt, wenn man darauf besteht, Vektoren zu multiplizieren (‘in-
neres Produkt’, ‘Vektorprodukt’ u.dgl.). Die Disziplin beim mathematischen Operieren
sollte sich positiv auswirken, wenn es spater um Tensorprodukte und um Dachprodukte
geht. Wir versuchen, in der abstrakten Theorie der Vektorrdume, der Forderung nach
geometrischer Anschaulichkeit auf einem hoheren Niveau zu entsprechen. Weitere geome-
trische Aspekte der Dualitdt in Sinne der ‘Vektorraumgeometrie’ verschieben wir in die
‘Multilineare Algebra’, die sich natiirlicherweise anschliessen wiirde an die hier abgehan-
delte erste Einfithrung in die lineare Geometrie.
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Themeniibersicht

V.1 Vektorriume: Basis und Dimension

Vektorraumaxiome. Teilvektorrdume. Die lineare Hiille einer Schar von Vektoren
span{vy : « € I}. Lineare Unabhéngigkeit. Eine Basis ist ein linear unabhingiges Sys-
tem maximaler Liange. Eine Basis ist ein aufspannendes System minimaler Linge. Beweis
des Austauschlemmas von E. Steinitz. Linearformen. Der Dualraum. Duale Basen. Die
natiirliche Paarung.

V.2 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem fiihrt auf Vektorrdaume und auf affine Rdume. Die allge-
meine Losung des inhomogenen Systems Ax = b ergibt sich, wenn man zu einer speziellen
Losung die allgemeine Losung der homogenen Gleichung dazuaddiert. Ein lineares Glei-
chungssystem definiert eine lineare Abbildung ¢ :x+— Ax. Wenn A den Spaltenrang r
hat, dann hat das Bild im¢ die Dimension r. Wenn A den Zeilenrang r hat, dann hat der
Kern ker @ = {x : Ax = 0} die Dimension n — r. Zeilenrang = Spaltenrang. Wenn A den
Rang r hat, dann gibt es eine nichtsingulédre Teilmatrix von der Grofle v x .

V.3 Tableaus. Vollstindiger Austausch

Zeilentableaus zur ,,Losung linearer Gleichungssysteme. Spaltentableaus zur Konstruk-
tion einer Basis des Spaltenraums. (Austauschlemma von Steinitz). Vollsténdiger Aus-
tausch: der Kernblock, der Bildblock und der Inversblock. Weitere Anwendungen des
vollstdndigen Austausches.

V.4 Eliminationsmethode; LU-Faktorisierung

Das Gauss’sche Eliminationsverfahren. Zwei Zahlenbeispiele. Zeilenoperationen sind Mul-
tiplikationen von links. Untere und obere Dreiecksmatrizen. Die LU-Zerlegung
A =L1L"1.D-U fiir eine nichtsingulire Matrix A mit geeignet angeordneten Zeilen und
Spalten. Inhomogene Systeme. Systeme mit unbestimmter rechter Seite. Zahlenbeispiel.
Hinweis auf die Minimierung einer quadratischen Funktion.

7?7 Matrizen vom Rang 1, Singuldrwertzerlegung

Eine m x n Matrix A vom Rang r kann man als Summe von r Matrizen vom Rang 1
darstellen. Anders gesagt: Es gibt Faktorisierungen A = B-C, wo B das Format m x r hat
und C das Format r x n; die Spalten von B bilden eine Basis des Spaltenraums von A,
die Zeilen von C bilden eine Basis des Zeilenraums von A. Wir diskutieren insbesondere
die Faktorisierung, die zum vollstéindigen Austausch gehort.

Dann beschéftigen wir nochmals ausfiihrlich mit den komplexen Matrizen und den unitéren
Diagonalisierungen. Wir konstruieren (mit der Maximierungsmethode von Courant) die
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sog. Singuldrwertzerlegung einer beliebigen komplexen m x n Matrix A.
A=Q-A-P mit A Diagonalmatrix und Q"' Q=1.=PP".

Wir greifen zunéchst die Rechnungen aus .3 nochmals auf, und konstruieren dann auf
einem geometrischen Weg (dhnlich wie in IV.2) die (nicht immer eindeutige) Singulérwert-
zerlegung. Die unitdre Diagonalisierung einer normalen Matrix ergibt sich als Corollar.

V.6 Kleinste Quadrate und lineare Schéitzung

Die Gleichung B - x =y besitzt eine Losung nur fiir die y im Spaltenraum von B. Fiir ein
beliebig vorgegebenes y sucht man nun eine Spalte {J und eine Spalte X, sodass gilt

B-x=¢, [y—9[=min.

Diese Aufgabe wird in dem Fall, wo || - || eine Hilbertraumnorm im Spaltenraum ist, durch
die Methode der kleinsten Quadrate gelost.

Als Beispiel diskutieren wir ausfiihrlich die Bestimmung einer Ausgleichsgeraden.

In der Linearen Statistik 16st man ein verwandtes Problem: Das vorgegebene n-Tupel y
wird als eine Realisation eines Zufallsvektors Y verstanden. Man nimmt an, dass man
zwar die Covarianzmatrix C = cov(Y,Y) kennt, vom Erwartungswert aber nur weiss, dass
er im Spaltenraum von B liegt.

Y=B-s+U mit €U=0, cov(UU)=C, s unbekannt .
Gesucht ist ein linearer Schétzer N - Y mit
EN-Y)=s falls €Y =s und cov(NY,NY) = min .

Aus der Sicht der Linearen Algebra geht es auch hier um eine orthogonale Projektion, die
durch die Losung einer ‘Normalgleichung’ bestimmt wird. Wir zeigen, dass fiir Q = C~' die
beiden Vorgehensweisen zur gleichen Projektionsmatrix fithren. -Das ist im Wesentlichen
der sog. Satz von Gauss - Markov.
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V Lineare Algebra

V.1 Vektorriume: Basis und Dimension

Wir haben bereits mehrere R-Vektorrdume und C-Vektorrdume kennengelernt. Fiir die
abstrakte Theorie der (endlichdimensionalen) Vektorraume, die wir jetzt entwickeln wol-
len, brauchen wir keine speziellen Eigenschaften des Skalarenkorpers. Sei also K irgendein
Korper.

Definition (K-Vektorraum)

Ein K-Vektorraum ist ein Tupel
(\/) O) +> ) .

Hierbei ist V eine Menge mit einem ausgezeichneten Element 0 und einer Verkniipfung
+, welche (V,0,+) zu einer kommutativen Gruppe macht, wo 0 das neutrale Element ist.

Die skalare Multiplikation - ist eine Abbildung
KxV—->V, («vVv)— av

mit den Eigenschaften

& (vi+va) = avy+avy,
(x+B)v = oav+pv,
x(Bv) = (a-B)v,
T-v = v.

Definitionen

a) Eine Teilmenge eines Vektorraums, die gegeniiber Addition und skalarer Multipli-
kation abgeschlossen ist, heifit ein Teilvektorraum.

b) Der kleinste Teilvektorraum, welcher eine gegebene Familie {v : & € I} enthélt,
heift die lineare Hiille dieser Familie oder der von der Familie erzeugte Vektor-
raum. Man notiert span{v, : & € I}. Die Familie heifit ein aufspannendes System
fiir diesen Vektorraum.

c¢) Ein Teilvektorraum V heifit endlichdimensional, wenn er ein endliches aufspannendes
System besitzt.

d) Ein endliches aufspannendes System minimaler Lénge heifit eine Basis des Teilvek-
torraums. Die Lange der Basis heiffit die Dimension des Teilvektorraums.

e) Eine Familie {v, : « € I} heifit linear unabhéngig, wenn man den Nullvektor nur
auf die triviale Weise als Linearkombination der v, darstellen kann.
(In unseren K-Vektorrdumen gibt es nur endliche Linearkombinationen.)

{vq : o €1} linear unabhangig & (Z AVa =0 =V o 1 Ay = O) .
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Satz :

Die Dimension eines endlichdimensionalen Vektorraums V ist die maximale Lénge eines
linear unabhéngigen Tupels.
Wenn V n-dimensional ist, dann ist jedes linear unabhéngige n-Tupel eine Basis.

Der Beweis wird sich leicht ergeben, wenn wir zuerst einige wichtige Konstruktionen
in Vektorrdumen diskutieren. Wir konnen den Satz noch etwas anders formulieren.

Satz (Charakterisierung einer Basis)

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gilt

a) Jedes linear unabhéngige System der Linge n ist ein aufspannendes System.
b) Jedes aufspannende System der Lénge n ist ein linear unabhéngiges System.

Der Satz weist mehrere Wege, Basen zu konstruieren:

a) Wenn ein linear unabhéngiges System noch nicht den ganzen Vektorraum V auf-
spannt, dann kann man irgendeinen Vektor, der nicht in der linearen Hiille liegt, hinzu-
nehmen, ohne die lineare Unabhéngigkeit zu gefdhrden.

b) Wenn ein aufspannendes System nicht linear unabhéngig ist, dann kann man gewisse
Vektoren weglassen ohne die lineare Hiille zu verkleinern.

c) Sei {vq,..., v} eine Basis von V. und W = o1 vy + ...+ &y - Vp.

Wenn ay # 0, dann kann man vy durch w ersetzen und erhélt eine neue Basis (,,Aus-
tauschlemma®).

Beweis des Austauschlemma

0.B.d.A. nehmen wir an «; # 0. Wir kénnen dann vy durch w ersetzen; denn

1 = (0693
Vi = —W — —Vk
X1 X1
2
n
Jedes W = B1vi + ) Brvi kann auch mit Hilfe des Systems {w,v,, ..., v,} ausgedriickt
2

werden

2
Den Austausch notiert man als Pivottransformation eines sog. Spaltentableau.

1
Vi | &1 B W5 i—:
V2 | o B2 V2| = Ba— B
Vn | Kn Bn Vn _22_? Bn_i_?(-)’l

Diesen Gedanken werden wir spéter griindlich verfolgen.
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Linearformen, duale Basis

Definition V sei ein K-Vektorraum.

a) Eine K-wertige Funktion £(-) auf V heiit eine Linearform, wenn gilt

Cloovi +PBvy) =a-L(vi)+ B -L(vy) firalle o, € K, vi,v,€V.

b) Der Vektorraum aller Linearformen heifit der Dualraum von V und wird mit V*
bezeichnet.

¢) Wenn {v1,...,Vv,} eine Basis von V ist und {" ... £ die Linearformen mit
1 fir i=j
0 fiir 1#7
dann heif3t {E(”, ey E(“)} die duale Basis.
Die Bezeichnung , duale Basis“ braucht eine Rechtfertigung. Wir miissen uns iiberzeugen.
i) Die £Y(-) sind linear unabhingig.
ii) Die £V(-) erzeugen den ganzen Dualraum V*.
Dies ergibt sich aus den folgenden Bemerkungen:

ﬂ(i) (Vj) =

1. Eine Linearform £(-) ist durch ihre Werte in den Basisvektoren v; eindeutig be-
stimmt. ' '
€ (vs) =l3i=>€<Z“]Vj) => By

0y=) Bt

2. Dajedes v € V eine eindeutige Darstellung v = Y_ oJv; besitzt, sind die Abbildungen
v — o) Linearformen. Sie sind in der Tat die Elemente der dualen Basis. Es gilt

V= ZE(”(\)) V.

Notation : Statt {(v) notiert man (€, v). Die Abbildung
() V' x VoK

Es gilt

heifit die natiirliche Paarung fiir V.

Bemerke
1. Die natiirliche Paarung ist bilinear
(Wl 4BV, ) = o () +B (1)
(yowy+Pwa) = a- (W) +B-(,wy) .

2. Jedes v € V liefert eine Linearform auf V* und jede Linearform auf V* kommt von
einem v. Man sagt kurz: V** ist in natiirlicher Weise isomorph zu V.

3. Die duale Basis zu {E(”, U E(“)} ist die urspriingliche Basis {v1, ..., v} (wenn man
V** mit V identifiziert).
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Konvention

Wenn man in einem Vektorraum V eine Basis {v; :j € J} ausgezeichnet hat, dann be-
schreibt man den Vektor v = Y o/ - v; durch die J-Spalte mit den Eintrigen of. Die
Linearformen £(-), die man auch Covektoren nennt, beschreibt man durch | -Zeilen.
0(-) =3 B;- €9(.) ist die Zeile mit den Eintrigen f3;.

(€,v) ist das ,Matrizenprodukt“ Y B;-od (Zeile x Spalte).

Achtung!

1. Die natiirliche Paarung nennt man manchmal das innere Produkt. Man darf dieses
innere Produkt aber nicht mit dem inneren Produkt (,,Skalarprodukt“) in euklidi-
schen Rédumen verwechseln.

Das Skalarprodukt im euklidischen (bzw. hilbertschen) Raum ist eine Abbildung

(Y :VxV = R(bzw. C)
die bilinear (bzw. sesquilinear) ist.

2. Man beachte auch: Aus einem Paar von Spaltenvektoren kann man nicht ohne wei-
teres einen Skalar gewinnen; man muss den einen Spaltenvektor zuerst zu einem
Zeilenvektor machen, z.B. mit Transposition oder durch hermitische Konjugation.

(x,y) r—>xT-y oder (x,y)—x"-y.

Hinweis Bei den d-dimensionalen Mannigfaltigkeiten hat man in jedem Punkt P € M
den Tangentialraum Tp. Dies ist der d-dimensionale R-Vektorraum aller Tangentialvek-
toren. Sein Dualraum Ty heiffit der Cotangentialraum. Das Differential df einer glatten
Funktion (,der Gradient*) liefert in jedem Punkt P einen Covektor.

Die natiirliche Paarung macht aus dem Gradienten und dem Tangentialvektor der Kurve
v(+) zu jedem Zeitpunkt t eine reelle Zahl

d

(af, ¥(0) = L F(v(1) -

Man sagt : Die infinitesimale Anderung der Funktion f entlang der Kurve ist das ,,innere
Produkt® des Gradienten mit dem Tangentialvektor.

Man sollte bei dieser Aussage nicht denken, dass man eine euklidische Struktur in Tp
braucht. Das ,innere Produkt® ist die natiirliche Paarung.

Satz

Seien V7 und V; Teilvektorrdume von V. Die lineare Hiille V7 4+ V5 und der Durchschnitt
sind dann ebenfalls Teilrdume. Es gilt

dim(V1 N Vz) + dim(V1 + Vz) = dimV1 + dim Vz .

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mirz 2008



V.1 : Vektorraume: Basis und Dimension 299

Beweis

Sei uq,...,uq eine Basis von V; NV, Wir kénnen sie mit geeigneten vq,..., Vv, zu einer
Basis {uq,...,uq,Vv1,...,ve} von V; fortsetzen; und mit geeigneten wy,..., Wy zu einer
Basis {uq,...,uq,wi, ..., Wy} von V,. Alle die d + { + k Vektoren zusammen liefern eine

Basis von V7 + V,. Dass sie V7 + V, aufspannen ist trivial. Die lineare Unabhéngigkeit
ergibt sich folgendermafien. Seiu+v+w =0mit ue ViNV,, v e V' = span{vy,..., v}
und w € V" = span{wq,...,Wy}. Dann gilt —-w =u+v e VNV, alsov=0und w = 0.

Bemerke :

Jeder Vektor v € V; 4V, hat eine eindeutige Darstellungv =u+v+w mit u € Vi NV,
v eV, we V. Wir haben eine direkte Zerlegung

Vi+Vo=(VinVy,) eV eVv" .

(vgl. IV.2)

Man spricht hier von einer ,inneren“ direkten Zerlegung, weil ein umfassender Vektor-
raum von vornherein gegeben ist. Bei einer , dufleren* direkten Summe denkt man an die
folgende

Konstruktion

Seien V und W K-Vektorrdume. Das kartesische Produkt V x W (d.h. die Gesamtheit
aller Paare (v,w)) besitzt dann in natiirlicher Weise eine Vektorraumstruktur

- (v,w) = (av, ow)

(vi,wi1) + (v, w2) = (vi+va, wi+wy) .

Man nennt diesen Vektorraum der Dimension n + m die &ussere direkte Summeund
bezeichnet ihn mit V & W. Zu jedem Paar (v,w) € V x W erhélt man einen Vektor
veweVEW.

Sei (v1,...,Vvn) eine Basis von V, und sei (wy,...,wy,) eine Basis von W. Wir be-
trachten dazu in der ‘dusseren’ direkten Summe die Vektoren die Vektoren v; = v;®0 und
die Vektoren wi, = 0 @ wy. (V1,...,Vn, W1,...,Wy,) ist dann eine Basis von V @& W; jedes
U € VAW besitzt genau eine Darstellung u = x'-v+. .. +x v +y" - wi+.. . 4+y™ W

Den Dualraum von V & W kann man mit der direkten Summe V* ® W* identifizieren.

Hinweis

Wir werden spéter zu V, W den Vektorraum V@ W, das Tensorprodukt konstruieren. Man
darf das Zeichen ® nicht mit dem Zeichen x fiir das mengentheoretische cartesische Pro-
dukt verwechseln. Das Tensorprodukt ist ein Vektorraum der Dimension (dim V)-(dim W);
die Elemente sind Objekte einer neuen Art. Die Physiker kennen Tragheitstensoren, Span-
nungstensoren und dergleichen mehr. Die abstrakte Konstruktion der Tensorprodukte
beginnen wir im Abschnitt VII.
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V.2 Lineare Gleichungssysteme
Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem der Form

Zaﬁ-xj:bi firiel.

j
Dabei ist die I x J-Matrix A und die I-Spalte b gegeben. Man schreibt auch
> af-xX)=0b' firiel oderkuz Ax=b .

Wenn man die rechte Seite b gleich 0 setzt, erhélt man das dazugehdrige homogene
Gleichungssystem Ax = 0.
Wir betrachten auch lineare Gleichungssysteme mit unbestimmter rechter Seite.

Zahlenbeispiel
T-x' + 2.x2 + 4.3 + 1.x* —y'
T-x! 4+ 1-x2 + 1. + 0-x* = —y?
—1-x" + 0-x* + 2% + 1-x* —y3
In Matrizenschreibweise
:
X
1 2 41 2 —Yi
1T 110 SERN Bl B R
-1 0 2 1 iy —VYs3

Die ,, Unbekannten“ miissen nicht mit x', x?, x3, x* durchnummeriert sein. Wenn wir unser

Zahlenbeispiel genauer analysieren, werden wir die Bezeichnung x',x?, z', z2 bevorzugen.
In Tableau-Schreibweise sieht man am schonsten, dass es darauf ankommt, die Spalte —y
als Linearkombination der Spalten unserer Matrix darzustellen.

1 2 1 2

X X z z

1T 2 4 1]=—
T 1 1 0|=-—y?
10 2 1 |=-¢3

Es stellen sich drei Probleme
I. Fiir welche y existiert eine Losung?
IT. Man finde eine spezielle Losung zu jedem guten y.

ITI. Finde eine iibersichtliche Darstellung der Menge aller Losungen.
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Die linearen Abbildungen zu einer Matrix
Sei A eine I x J-Matrix, |I| = m, |J| = n. Die Abbildung

@ :x—Ax, @ :V—W
ordnet jeder J-Spalte eine I-Spalte zu. Man definiert
kero = {v:@(v)=0} ,Kernvon ¢
ime = {w W= (p(v)} ,Bild von V bzgl. ¢*
Die drei Probleme lauten in dieser Sprache
[. Charakterisiere das Bild im¢.
I1. Finde ein spezielles Urbild zu jedem guten w.
ITI. Finde eine iibersichtliche Beschreibung von ker¢.

Die zu @ duale Abbildung ¢* bildet die Linearformen auf W, (d.h. die I-Zeilen) in Line-
arformen auf V ab. Das ¢@*-Bild von W* ist ein Raum von Linearformen.

" EBEA; @F VI W
Es gilt in der Tat fiir alle £ € W*, v e V mit 1 =&A = @*(&) und w = @(v)
n-v=_(EA) v = & Av=E-w
(@7(&),v) = (& ).
Interessant sind nun auch die Vektorrdume

kero* = {& :EA =0}

imp* = {n :m=E&A}
Wir schreiben in Tableauform
x! X"
=—y' &1
= _ym E.m
="M, ..., =Tn

Antworten fiir das Zahlenbeispiel

Anhand unseres Zahlenbeispiels konnen wir nun klarmachen, wie Antworten auf die drei
Fragen aussehen konnen.
Das Gleichungssystem ist

1 2 41
A~<X>:—y mit A=| 1 110
z 10 21
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Wir werden eine Methode kennenlernen, wie man das entsprechende Tableau umformen
kann in ein dquivalentes Tableau. In unserem Zahlenbeispiel gelangt man zu einem aqui-
valenten Tableau, welches in der rechten unteren Ecke bemerkenswerte Nullen aufweist.

X] XZ Z] ZZ yl yZ Z] ZZ

1 2 4 1]=— 1 2 =2 —1]=—
1 1 1 0|=-—y? 1 -1 3 1]=-x2
1 0 2 1|=-y3 1 2 0 o|l=—¢

Aus dem geméfl der Methode des vollstéindigen Austauschs umgeformten Tableau kann
man nun in der Tat alles ablesen, was uns interessiert:

I) Eine Losung existiert genau dann, wenn
2y =y

I1) Zu jedem guten y gibt es eine spezielle Losung von der Form (x',x?,0,0)T, namlich
—1 2 Ui o —X]
[ v )\ =2 ]

IIT) Die Losungsmenge der homogenen Gleichung A - < x ) = 0 ist zweidimensional.
z

1

N N N 8 1 T
Wir kénnen z.B. z- = , | frei wiihlen. Die Lésung dazu x = (x',%?,2,2%)

z
berechnet sich mit der Matrix rechts oben.

-2 —1 z! B —x!
+3 +1 2 )\ %)
Bevor wir uns dem Verfahren der Berechnung zuwenden, diskutieren wir

Geometrische Aspekte
Satz 1 (Affine Losungsraume)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung Ax = b ergibt sich dadurch, dass
man zu einer speziellen Losung x die allgemeine Losung v der homogenen Gleichung dazu
addiert.

Beweis
(Wir beniitzen den Beweis, um an Begriffe aus fritheren Abschnitten zu erinnern.)

1. Die Menge {x : Ax = b} ist (wenn sie nicht leer ist) ein affiner Raum.

Axi=v, Axo=b=—=VAcK A-((1—A)x;+Ax3)=Db.
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2. Fiir jeden Vektor v mit Av = 0 gilt
Ax=b—= A(x+Vv)=D.

Das Losungsgebilde der homogenen Gleichung ist der Tangentialraum fiir jeden der
affinen Raume {x : Ax = b}.

Satz 2 (Zeilenrang)

Sei {g*(-) :1i € I} eine Familie von Linearformen auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum
V. Wenn die g¥(-) einen r-dimensionalen Raum aufspannen, dann ist das gemeinsame
Nullstellengebilde {v : g*(v) = 0 fiir alle i} ein (n — r)-dimensionaler Teilvektorraum.

Sei A eine I x J-Matrix, |I] = m, |J| = n. Wenn die Zeilen einen r-dimensionalen Raum
aufspannen, dann ist der Losungsraum der homogenen Gleichung {x : Ax = 0} ein (n—r)-
dimensionaler Teilraum des Raums aller J-Spalten.

Kurz gesagt: dim (kerg) = dimV— dim(ime*).

Beweis

0.B.d.A. nehmen wir an, dass die g*(-) linear unabhingig sind. Wir haben also ein linear
unabhingiges r-Tupel g'(-), g%(), ..., g"(-). Wir setzen es fort zu einer Basis von V*, dem
Raum aller Linearformen auf V. {vy,..., vy, Vii1,...,vn} sei die duale Basis. Ein Vektor
v = Y v;x) gehort genau dann zu dem gemeinsamen Nullstellengebilde der g¥(-), wenn
x) =0 fiirj =1,...,r. Die Menge dieser v bildet einen (n—71)-dimensionalen Vektorraum.
Sprechweise :

Wenn die Menge der Zeilen einer Matrix A einen r-dimensionalen Raum aufspannt, dann
sagt man A hat den Zeilenrang r. (Technisch ausgedriickt: dim (im@*) = 1.)

Satz 3 (Spaltenrang = Zeilenrang)
Fiir jede lineare Abbildung ¢ :V — W gilt dim(ker @) + dim(im¢@) = dimV .
Fiir jede I x J-Matrix gilt Spaltenrang = Zeilenrang.

Beweis

Der Kern ker ¢ sei (n — r)-dimensional. Wir zeigen, dass das Bild im@ r-dimensional ist.
Sei {Vy41,...,vn} eine Basis von ker ¢. Wir setzen das linear unabhingige (n — r)-Tupel
zu einer Basis von V fort: {vi,..., Vs, Vri1,..., V). Die Bilder w; = @(v;),j = 1,...,7

spannen imq auf. Wir zeigen, dass sie linear unabhéngig sind. In der Tat

Z?\iwj:O:> (p(Z?\jvj) :0:>Z7\jvj € ker ¢ .

Dies impliziert 0 = A = ... = A".
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Sprechweise :

Wenn die Spalten einer Matrix A einen r-dimensionalen Vektorraum aufspannen, dann
sagt man, A hat den Spaltenrang r. (Technisch ausgedruckt: dim(img) =7.)

Fortsetzung des Beweises: Wir haben eben gesehen
dim(ker @) = n — dim(ime) .
Im Satz 2 haben wir andererseits gesehen
dim(ker ¢) = n — dim(ime™*) .

Die Abbildungen ¢ und ¢* haben denselben Rang. Der Spaltenrang ist gleich dem Zei-
lenrang.

Satz 4 (Regulire Fenster einer Matrix)

Wenn die I x J-Matrix A den Rang r hat, dann gibt es eine Teilmatrix A’, die eine
invertierbare r x r-Matrix ist.

Wir wollen den Sachverhalt genauer verstehen und fithren dazu einige Sprechweisen ein:
Eine Teilmenge I’ C I nennen wir eine ,gute“ Zeilenmenge (von A), wenn die Zeilen in
den Positionen € I’ linear unabhéangig sind. Eine Teilmenge ]’ C ] nennen wir eine ,,gute”
Spaltenmenge, wenn die Spalten {wj :j € J'} linear unabhéngig sind. I’ x ]’ nennen wir ein
sgutes® Fenster (fiir die Matrix A), wenn die Teilmatrix vom Format I’ x ]’ invertierbar ist.
Der Satz vom Rang sagt, dass es zu jedem guten I’ ein ]’ gibt, sodass I’ x ]’ ein ,,gutes*
Fenster ist. Wir kénnen Schritt fiir Schritt ,Pivots® (i1,j1), (i2,32),..., (ir,j+) Wéhlen,
sodass fiir jedes k die Teilmatrix vom Format {i,..., 1} X {j1,...,jx} invertierbar ist.
Satz 4 ist bewiesen.

Ausblick : Wir werden sehen, wie man ,,gute” Fenster der Grofle r x r schrittweise
findet. Die Methode 16st die folgende Aufgabe: Wihle aus der Menge der Spalten (und
Zeilen) einer Matrix A eine Basis fiir den Spaltenraum (und Zeilenraum) aus. Die Aufgabe
kann als eine Konkretisierung des Problems I angesehen werden: Charakterisiere das Bild
ime, finde eine Basis bestehend aus den Spalten der gegebenen Matrix.

Zweites Zahlenbeispiel

Wir studieren

Ax = —y mit der Matrix
12 41 12 41
A = 1110 statt 1110
-1 0 1 2 -1 0 2 1

Der Vergleich mit dem ersten Zahlenbeispiel, wo die Matrix den Zeilenrang 2 hat, zeigt,
dass wir es jetzt mit einer Matrix vom Rang 3 zu tun haben. Ax +y = 0 ist fiir jedes y
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l6sbar.
Die drei ersten Spalten bilden ein gutes Fenster A:. Es existiert eine Matrix B:, sodass

100 1 -2 -2
B-Aj=| 010 |, nimlich Bj=| -2 5 3
00 1 1 -2 1
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Wir werden sehen, wie man B} schrittweise berechnet. Wir werden natiirlich auch ker ¢
bestimmen. Eine konzise Darstellung aller Rechenergebnisse findet man im ,,vollstdndig
ausgetauschten Tableau“.

X z Y z
1 2 4 :1 1 -2 -2 : =3

1T 1 1 =—y ew |—2 5 3 i 4]=-—x.
-1 0 1 2 1 -2 -1 : -1

Hier kann man alles ablesen, was in den Fragen I, II, III gefragt wurde, z.B.: Das Losungs-
gebilde des homogenen Systems ist eindimensional.; z kann man beliebig wéhlen.
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V.3 Tableaus. Vollstidndiger Austausch
Gegeben seien zwei lineare Beziehungen

o-x"+ap-x*+aps-x> = —y'
021'X]—|‘C122'X2+C123-X3 = —y

Wenn « # 0, dann kénnen wir x' und y' ,,austauschen®

Tyl T o2 D gia o x3 = ]
Z Y tgan-x"+ a3 xt = =X
1 1 2 3 _ 2
—021°Y +ba-x"+by-x? = —y

wobei
1 1

bzz:azz—azr&'a]z, bz32023—az1'&'a13 .

Ebenso geht das fiir Gleichungssysteme mit m Gleichungen. Wir schreiben die Beziehun-
gen als Zeilentableau:

1

M y X!

X
1 1 _ 1 1 1.1 1.1 _ 1

o a, a, |=—y = —~a, <Ay [ =—X

2 1.2
a] ST o .. _&a] ST

2 _ 2 —

m _1gm

ai* ~aj

Der Ubergang heifit der Austausch zur Pivot-Position (1,1). Einen solchen Ubergang gibt
es offenbar zu jeder Pivot-Position, in welcher ein Eintrag # 0 steht. Die Unbestimmten
an den Randern werden ausgetauscht.

Bemerke : Wenn man zweimal um dieselbe Position austauscht, kommt man zum Aus-
gangstableau zuriick. (Pivot ist das englische Wort fiir Dreh- und Angelpunkt.)

Wir wollen moglichst viele x-Variablen gegen y-Variablen austauschen. Die Sache kommt
zu einem Ende, wenn im nichtausgetauschten Bereich nur noch Nullen stehen. Ein sol-
ches Tableau nennen wir ein vollstdndig ausgetauschtes Tableau. Nach einer geeigneten

Umnummerierung der Indexmengen hat ein vollstdndig ausgetauschtes Zeilentableau die
Gestalt

y! x|
B| B, |=—x
| | mit B = 0.
SR L
B, By |=—v
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Erstes Zahlenbeispiel
Wir pivotieren zuerst um die Position (1,1) und dann um die Position (2,2)

X X z z Y X z z

2 41 |=—y T2 4 1 |==
T 1 10 |=-? —1 -1 =3 -1 |=—y?
-1 0 21 |=— T 2 6 2|=—y
y1 yz Z] ZZ y| z

-1 2 =2 —1]|== Bl Bl |=—x
T -1 3 1|==x* | ...

-1 2 0 0|=—y® -1 2:0 O0|l=—

Aus dem vollstdndig ausgetauschten Tableau kénnen wir schnell ablesen, was wir iiber
das urspriingliche Gleichungssystem wissen wollten, ndmlich

I. Losungen existieren, wenn y die letzte Zeile erfiillt (—1) -y' 4+ 2-y? = —y3.

|
IT. Eine spezielle Losung ( )(; ) gibt es zu jedem guten y!, nimlich —x = Blyl.

|
III. Die allgemeine Losung < x ) ist —x = Bly/+ B]; - z.
z

Der vollstandige Austausch wird zu einem Algorithmus, wenn eine Regel fiir die Pivot-
Wahl gegeben ist. Wir wollen uns da aber nicht festlegen.

Anmerkung zur Pivot-Wahl

A sei eine I x J-Matrix vom Rang r. Eine Folge (i4,71), (i2,j2), ..., (ir,j+) nennen wir eine
glinstige Pivot-Wahl, wenn jede der Teilmatrizen vom Format

{:L])"*)i'k}x{j])"*)jk} ) k:]v"')T

,bequem® invertierbar ist.

Bemerke
Fiir jemanden, der exakt rechnen kann, ist jede Folge (i1,j1),..., (ir,j), fiir welche die
entsprechenden k x k-Matrizen (fir k = 1,...,7) invertierbar sind, eine mogliche Pivot-

Wahl. Solche Folgen gibt es nach Satz 4 in V.2.
Die Numeriker wissen, dass es ,,schlecht konditionierte“ Matrizen gibt; das sind Matrizen,
bei welchen eine einigermaflen zuverlassige Inversion hohen Rechenaufwand erfordert. Mit
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dieser Problematik wollen wir uns nicht befassen. In unseren Zahlenbeispielen konnten wir
die Pivots entlang der Diagonale wéhlen. Wir wiirden die Wahl anderer Pivot-Position
bevorzugen, wenn wir nach (k — 1) Austauschschritten in der Position (k,k) einen sehr
kleinen Eintrag antreffen, wie im folgenden Zahlenbeispiel:

Drittes Zahlenbeispiel
Wir betrachten das Gleichungssystem zur gestorten Matrix

110
Ac=| 1 1+e 2
0 3 3

Die inverse Matrix A sollte nahe bei Aj' liegen. Durch schlechte Pivot-Wahl wiirden
aber problematische Zwischenresultate auftreten; die linke obere 2 x 2-Matrix ist ndmlich
nahe an einer singuldren Matrix. Wir wéhlen (1,1), (3, 3), (2,2) als unsere Pivots.

x_&

x
N

x
w
N
W

y' X x
1 0 | =—y! 11 0 |=—x
1 T+¢ 2 —y? -1 & 2 —y?
o 3 3|=-V 0 3 3 |=-v
" 2 3 oy P
1 1 0| =—x' wd fir [ 3 3 —2|=—x
—1 (e—=2)* —4|=—y? e=0| 1 -3 —x?
O 1 2 = —X3 weiter —% % 0 = —X3

Die Inverse von A ergibt sich ganz harmlos als eine Matrix in der Ndhe von

: 1 1 —4
—1 1 0

Spaltentableau Wir haben oben ein Gleichungssystem durch ein Zeilentableau ausge-
driickt. Ebenso interessant ist das Spaltentableau. Diesem wollen wir hier aber eine andere
Interpretation geben.

Gegeben sei ein System von I-Spalten {w; :j € J}. Der i-te Eintrag in wj sei a}. Wenn
wir mit u; die i-te Einheitsspalte bezeichnen, dann haben wir

wj:Zui-a} firje] .
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Dies schreiben wir als ein Spaltentableau

ug
A
Um
=W ... =Wp
Wenn a] # 0, dann ist {wy, Uy, ..., Uy} eine Basis und die weiteren w; werden mittels des

ausgetauschten Tableaus durch die neue Basis ausgedriickt. Das haben wir bereits in V1
gesehen. (Steinitz’sches Austauschlemma). Wir wollen moglichst viele u; gegen passende
wj austauschen. Damit gelangen wir zum vollsténdig ausgetauschten Tableau.

\ : \

W‘ B‘ : BH

uH BI‘ 0
=W ... =W

Das r-Tupel wj ist eine Basis von span{w; :j € J}. Die Matrix B:‘ zeigt, wie die iibrigen
wj aus den Elementen dieser Basis linear kombiniert werden:

W‘ . Bh :WH .

Auch die iibrigen Blocke haben interessante Interpretationen. Bevor wir das ausfiihren,
wollen wir einen matrizentheoretischen Satz iiber alle moglichen Zwischenergebnisse be-
weisen.

Satz

Durch eine Serie von Pivot-Transformationen sei ein dquivalentes Tableau entstanden.
Aus der (I'+ 11 x (J' + J-Matrix A sei die (J + 1) x (I' + J)-Matrix B entstanden.
Es gilt dann fiir die Blocke

(i) Bj=(A)"
8= A 8= A
(ifi) B = A] —Al- (A)"- Al

Beweis

1. Wir bemerken, dass die Regeln dieselben sind wie die beim einmaligen Austausch
eines 2 x 2-Tableaus; man muss allerdings auf die Formate achten und auf die Rei-
henfolge der Faktoren

o B « « P
Y b —y-1 s—y-1.p
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2. Wir orientieren uns am Spaltentableau. Aus der Basis (u,u) des Raums der I-
Spalten ist die Basis (w}, ) hervorgegangen.

3. U|A:—|—UH A}l =W W|-B:—|-LLH B:‘ =u.

U A} A}l W
Il Il
wy A‘ AH wy
=W =W

| |

B| BH

§ o
=Y =W

Wir multiplizieren mit der nichtsinguldren Matrix B:
Y Ia! | I
LL|A|B‘ —|—LLH . A| B| = W‘B| = u‘ — LLH . B| .

Da (u},u)) eine Basis ist, haben wir fiir die Matrizen

A} : B} —F und A}'B} — —B}' .

Damit sind (i) und (ii) bewiesen.

4. Die spateren Spalten liefern den Beweis von (iii)

u - A}I + - AH

w=w- B:‘ +u - BH =

(- A} +uy - AI‘) . BI‘ +uy - BH

| | |
u - AI +u - (A} . Bll + Bll)

Der vollstiandige Austausch 16st mehrere Probleme. A sei eine I x J-Matrix.

1. Indem wir Pivots wahlen (i1,j1)..., (ir,jr) finden wir invertierbare Teilmatrizen.
Die Teilmatrix vom Format {i;,...1y} ist fiir jedes k < v invertierbar. Im Laufe
der Rechnung wird fiir jedes Ay die inverse Matrix bestimmt. Aus der Sicht der
Anwender ist, wie gesagt, die Pivot-Wahl eine heikle Sache. Man mochte ja nicht
irgendwelche invertierbare Teilmatrizen identifizieren und invertieren, sondern nach
Moglichkeit solche, welche {iberzeugende Einsichten vermitteln. Fiir die Numerik ist
es wichtig, dass die Rundungsfehler nicht explodieren.

2. Nehmen wir an, wir hétten Partitionen der Indexmengen gewihlt, I = Il + 1] =
J' 4+ J0 mit |I| = r = |J|. Wir haben dann zum Anfangstableau vom Format (I| 4+
IN x (J'4- 7' ein vollstéindig ausgetauschtes Tableau vom Format (J|+11) x (I'+7J1).

&

&

I | i
A‘ : AH =—y
i |
A‘ : AH =—y
=7 =n

Yi

&

X!

y\
B B |=—x
BI‘ 0 |=—y
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3. Man denkt meistens an das Zeilentableau. Von daher erklédren sich die folgenden
Namen: Die J! x JI-Matrix K = B| heiBt der Kernblock; . Die (I! x I')-Matrix B,
nennt man den Bildblock. B: = (A})*] heifit der Inversblock fiir den gegebenen

vollstandigen Austausch.
Wir haben gesehen

B— )AL Bl =)
Bj=0=Al—Al-(A)T-A| .

Damit ist der Satz bewiesen.

Satz
Zur Matrix A betrachten wir die Abbildungen

@ x— Ax; e & EA.
Die Blocke, die sich bei einem vollstandigen Austausch ergeben, kénnen dann folgender-
maflen interpretiert werden:

BI
a) Die Spalten der J x J/-Matrix ( ]ll-_ ) sind eine Basis von kerq.

—E
b) Die Spalten der I x Il-Matrix ( gl ) sind eine Basis von im@.
|

c¢) Die Zeilen der I x I-Matrix (B:‘EE) sind linear unabhéngige Linearformen, die auf
ime verschwinden.

d) Die Zeilen der J| x J-Matrix (EEBM) sind linear unabhéngige Linearformen, die auf
kerq verschwinden.

Beweis
Man kann die Behauptungen aus dem Tableau ablesen; man kann aber auch innerhalb
des Matrizenkalkiils argumentieren.

1. Wir beweisen a) und d) zusammen. Die Spalten der Matrix in a) sind linear un-

abhéngig; die Matrix hat den Rang n — r. Die Matrix (EEB:‘) aus d) hat den Rang

r. Es gilt trivialerweise
B!
Rl I _
(E:B)) ( T ) =0 .
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Wir zeigen, dass (EEB:‘) die Elemente aus ker¢ annulliert; damit ist dann alles be-

wiesen. Die J-Spalte x = (:j“) wird genau dann von A annulliert, wenn sie von den
ersten 1 Zeilen annulliert wird. Es gilt

Xl X!

(AFADG) =0 & (A)TAFA(Y) =0
= (E>B}|)(j\):o

2. In derselben Weise beweist man b) und c). Dort haben wir es mit I-Zeilen in (B:‘EE)
zu tun und mit I-Spalten in der Matrix aus b).

—E
(BI"E) - ( ) =0 .
| B}l

Das Bild ime ist der Spaltenraum von A, aber auch der Spaltenraum von

wr- (%)

Damit ist b) bewiesen, und auch c).

Erstes Zahlenbeispiel

X! z Y| z
1 2 4 1| _ -1 2 -2 —1|_
=—y = —X
1 1 1 0 1 -1 3 1
-2 -1
3 1
a) ker @ ist der Spaltenraum von | ....... ;
-1 0
0 —1
-1 0
. . 0 —1
b) im ist der Spaltenraum von ;
-1 42
¢) im¢ kann durch eine einzige Gleichung beschrieben werden:
yeimp & (—y'+2y*+y3=0,  Zeile (=1,2:1).
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d) Fiir die Beschreibung von ker@ braucht man zwei Gleichungen:

10 =2 —1 |
X € ker ¢ & (X):O.
o1 : 3 1 z

Konsequenz

Gegeben seien irgendwelche I-Spalten. W sei der von ihnen aufgespannte Raum. Wir
mochten eine Basis von W und ein linear unabhéngiges System von Linearformen, dessen
Nullstellengebilde W ist. Was ist zu tun? Wir miissen jedenfalls die Dimension von W
bestimmen. Dazu bietet sich an, Pivots (i1,j1), (i2,72), ... zu wéahlen, bis man bei einem
vollstéandig ausgetauschten Tableau angelangt ist. Wir haben oben schon gesehen, dass
die {w; :j € J'} eine Basis von W bilden. Andererseits bilden die {g'(-) :1 € I'} eine Basis
des Nullraums W©. Wenn wir nun aber schon rechnen mussten, um den Rang der Matrix
zu bestimmen, koénnen wir auch bequemere Basen angeben: W ist der Spaltenraum von

B| :
( I‘L— )7 W¢ ist der Zeilenraum von (EZB:\)-

Fazit : Der vollstindige Austausch ist geeignet, bequeme Basen des Spaltenraums (und
des Zeilenraums) einer I x J-Matrix konkret zu bestimmen. Er ist auch geeignet, Basen
fiir die Nullrdume des Spaltenraums (und des Zeilenraums) zu bestimmen. Den Schliissel

liefern die Matrizen B:‘ und B:‘.

Der vollstiandige Austausch kann auch noch fiir andere Probleme verwendet werden, z.B.
Aufgabe : Seien {v; :j € J} und {wy : k € K} linear unabhéngige Systeme von
[-Spalten. Gesucht ist eine Basis des Durchschnitts

W, = span{v;} N span{wy} .

Konstruktion

Wir schreiben die v und w in ein Spaltentableau, tauschen alle v; aus und dann noch
moglichst viele der wy. Der Kernblock zeigt uns eine Basis des Durchschnitts

v K
u
W| L
u 0
If
=V ="V} :ul :u” :V\I”
Die ausgetauschten w seien wy, ..., w,, die restlichen seien wy1,..., Wy 4.

Firk=p+1,...,p+ q haben wir
p
Wk:ZVj'kL‘f‘ Zwmﬁ{? .
m=1
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Die Vektoren
. P
V=) vi-k=wi—)> wnll'  k=p+1,...,p+qg
1

sind eine Basis des Durchschnitts.

Zweites Zahlenbeispiel
Vv1,V2, W1, Wy seien die Spalten der Matrix, die wir oben als zweites Zahlenbeispiel ein-
gefithrt haben. Die aufgespannten Ridume sind Ebenen im R3, die sich in einer Gerade
schneiden (da sie nicht parallel sind). Diese Gerade kann durch einen aufspannenden Vek-
tor beschrieben werden.

1 2 4 1 2 1 -2 =2 -3

u 1 1 1 0 vy | =2 5 3 4
—1 0 1 2 Wy 1 -2 -1 —1

=V =V2 =W =W =uU =U =U3 =W

Die nichtausgetauschte Spalte sagt

Wy = —3\)1 + 4\12 — Wjq
Der Vektor
5
v=="3vi+4dv,=wr+w;=| 1
3

spannt den Durchschnitt auf.

Verkiirzte Rechnung

Wenn man ein Gleichungssystem Ax = b fiir ein festes b 16sen will, dann muss man
nicht den ganzen vollstindigen Austausch leisten. Zunéchst einmal verwandelt man das
Problem in ein homogenes Tableau.

X —1

Wir beginnen mit einer Pivot-Wahl (i;,j7). Alle m - (n + 1) Eintrdge erfahren eine Neu-
berechnung (,,update”, Aktualisierung). Wenn die (erweiterte) Matrix den Rang v hat,
dann erfordert der vollstdndige Austausch m(n + 1) - r updates. (Die zusétzliche Spalte
kommt natiirlich nicht als Pivot-Spalte in Betracht). So viele updates werden aber nicht
wirklich gebraucht.

Nehmen wir an, dass wir in den ersten k — 1 Schritten {i;,..., 11} gegen {j1,...,jx_1}
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ausgetauscht haben, und jetzt um die Pivot-Position (iy,jx) ,,drehen® wollen. Um den Ein-
trag amn auf den neuen Stand zu bringen, brauchen wir gewisse Eintrige in Zeile i, und
in der Spalte jx. Wenn wir nur die spéteren Spalten aktualisieren wollen, dann brauchen
wir keine Information iiber die Eintrédge in den fritheren k— 1 Spalten. Das Aktualisieren,
welches am Ende nur dazu dienen soll, die letzte Spalte des vollstdndig ausgetauschten
Tableaus zu berechnen, wird immer weniger aufwendig.

Zweites Zahlenbeispiel

124\ [ 1 £ x
1= 2 4 0
111 x> |=101;
107 3 5 T 1T 1 0]=0
-1 0 1 2 0
Das Aktualisieren ergibt :
0 x* x3 -1 00 x* -1 00 0 —1
2 4 1= =2 1 ==x' | i =3 ==X
~1* -3 —-1|=0 3 1|=—x% 4| =-—x2
2 5 3|=0 —1* 1]=0 —1 ==
-3
Somit haben wir die Losung x = 4 mit 9+ 6+ 3 = 18 Aktualisierungen gefunden.
1
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V.4 Eliminationsmethode; LU-Faktorisierung

Wir diskutieren ein weiteres Verfahren zur ,,Losung® linearer Gleichungssysteme, das sog.
Gauss’sche Eliminationsverfahren. Es gibt davon mehrere Varianten; wir betrachten die-
jenige, die auf die sog. LU-Faktorisierung fithrt. (LU steht fiir ,,lower-upper, dabei denkt
man an untere und obere Dreiecksmatrizen.)

Beim Gauss’schen Verfahren geht es um ein I-Tupel von homogenen linearen Gleichungen
auf dem Raum Kép. Die g¥(-) sind durch J-Zeilen gegeben; sie werden zu einer I x J-Matrix
A zusammengefasst. Man sucht die Losungsmenge {x : Ax = 0}. Bei der Eliminationsme-
thode geht man vom System {g*(-) :1i € I} durch sog. elementare Zeilentransformationen
zu dquivalenten Systemen {h*(-) : k € K} iiber, welche denselben Losungsraum haben,
fiir welche aber die Losungsmenge leichter iiberschaubar ist. Das Verfahren geht davon
aus, dass die Zeilen und die Spalten angeordnet sind. Im Laufe der Rechnung unternimmt
man dann aber u.U. Vertauschungen von Zeilen oder Spalten. Man kann dieses Anord-
nen offenbar als eine Folge von Pivot-Wahlen sehen (i1,j1), (i2,72), ... deuten. Eindeutige
Regeln fiir die Pivot-Wahl werden zum Gauss-Verfahren in der Regel nicht angegeben;
insofern ist die GaussGauss’sche Eliminationsmethode ebenso wenig wie der vollstédndige
Austausch ein Algorithmus (im strengen Sinn). Am {ibersichtlichsten ist die Folge der
Operationen, wenn I und J von vorneherein so angeordnet sind, dass die Pivot-Wahl
(1,1),(2,2),...,(r,r) moglich (oder sogar empfehlenswert) ist. In diesem Falle funktio-
niert das Verfahren so:

Die erste Zeile der m x n-Matrix A bleibt unangetastet. (Man geht davon aus, dass der
Eintrag in der Position (1,1) eine Zahl a; # 0 ist.) Von den weiteren Zeilen wird ein
Vielfaches der ersten Zeile subtrahiert, sodass alle die entstehenden Zeilen an erster Stel-
le den Eintrag = 0 haben. Die zweite Zeile bleibt von nun an unangetastet. (Man geht
davon aus, dass sie in der Diagonalposition (2,2) einen Eintrag o, # 0 hat.) Von den
spateren Zeilen wird nun ein Vielfaches dieser neuen zweiten Zeile subtrahiert, sodass die
entstehenden Zeilen auch in der zweiten Position den Eintrag 0 haben. Die dritte Zeile
bleibt von nun an unangetastet usw.

Wenn A den Rang r hat und alle Teilmatrizen vom Format {1,2,...,k} x{1,2,...,k} fiir
1 < k < r nichtsingulér sind, dann entsteht nach r Schritten eine Matrix der Gestalt

(o8)

wo A eine obere Dreiecksmatrix vom Format r x 1 ist.
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Erstes Zahlenbeispiel

1“2 4 1
A = 1110
1021
12 4 1
AV = [0 -1 =3 —1
0 2 6 2
1 2 4 1 N
o A M
AP = | 0 -1 =3 -1 | =
0 0
0 0 0 0

Fiir eine 4-Spalte x gilt

Ax=0 AV . x=0 AP .x=0 .
X!
Schreiben wir x = , so bedeutet das
z

Ax'+Mz=0 oder x'=—AT1T Mz .

Die 2-Spalte z kann beliebig gewihlt werden; dazu gibt es dann genau ein x!, sodass

A(j>:o.

Da A eine obere Dreiecksmatrix ist, kann man die Eintrage x",x" ', ... ,x' rekursiv zu
den Eintragen von Mz bestimmen (,, Back-Substitution®).

Man kann alternativ das Eliminationsverfahren von unten her neu beginnen. Manche
Biicher sprechen in diesem Fall vom Gauss-Jordan-Verfahren.

Beispiel a) z:<_o1 ),Mz:<:31>
1 2 x! —4
(o 2) (%) (5)-

also x> =+3und +4 =x' +2x? =x' +6, x' = 2.

Beispiel b) z:<_o1 ),Mz:<;:>
1 2 x! —1
(o 5)(2) ()=
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also x? = +1und +1 =x" +2x> =x' +2; x' = —1.
Damit haben wir eine Basis der Losungsmenge, ndmlich

{(_2>+3>_]>0)T ) (_1a+130>_])T} .

Zweites Zahlenbeispiel

1 2 41
A = 1110
101 2
1T 2 4 1 1
AP = [0 -1 -3 -1 |=AM)mitM=| —1
o 0 -1 1 1

\
X

Zu jeder Zahl z gibt es genau eine 3-Spalte x/ mit ( ) aus der Losungsmenge.
z

Bestimmen wir sie zu z = —1.
1 2 4 x! 1
0O —1 -3 x2 | =1 =1
0 0 -1 x3 1
also x3=—1, —1=—x>—3x3=—x*+3;x*=4.
1

x'+8—4=1;x"=-3.
Damit haben wir eine Losung des homogenen Systems, ndmlich

(_3>4) _1a_1)T .

Dreiecksmatrizen

Zeilenoperationen bedeuten bekanntlich die Multiplikation von links. Bei unseren ele-
mentaren Zeilenoperationen wird mit unteren Dreiecksmatrizen multipliziert, die in der
Diagonalen Einsen haben. Wir nennen sie normierte untere Dreiecksmatrizen.

Satz

Sei A eine m X n-Matrix vom Rang r, deren Teilmatrizen am oberen linken Ende bis zur
Grofe r x 1 invertierbar sind.
Es existiert dann eine normierte untere Dreiecksmatrix L, sodass

Loao [ A MY
0 0

wo A eine nichtsingulére obere Dreiecksmatrix von der Gréfie r x T ist.
Die linke obere Ecke von L ist eindeutig bestimmt.
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Beweis :

Die Existenz ergibt sich aus dem angegebenen Eliminationsverfahren. Die Menge der
normierten unteren Dreiecksmatrizen ist eine Gruppe.
Die Eindeutigkeitsaussage beweisen wir zunéchst fir r = m.

L-A = (AAM), K-A=(B,N)

L1T.A
K-L'! = B-A"!

|
>
|
A
o~}

Die linke Seite ist eine normierte untere, die rechte Seite ist eine obere Dreiecksmatrix.
Also

K-L'"=E=B-A"', K=L, A=B.

Im allgemeinen Fall haben wir

(L)) Y

also L: . A: = A, und daraus ist L: eindeutig zu bestimmen.

Die Kurzfassung des Satzes heifit der

Satz von der eindeutigen LU-Faktorisierung

Die Zeilen und die Spalten einer nichtsinguldren Matrix kann man so anordnen, dass die
so angeordnete Matrix A in eindeutiger Weise faktorisiert werden kann.

A=L"-D-U,

wo D eine Diagonalmatrix, L eine spezielle untere und U eine normierte obere Dreiecks-
matrix ist.

Inhomogene Systeme
Das inhomogene Gleichungssystem Ax = b verwandeln wir wie oben (Ende V.3) in ein

Tableau mit der erweiterten Matrix (A:b). die Losungsmenge ist dieselbe wie die zum
folgenden Tableau

| |
A(Xl) —b=0& LA<X|> —1b=0.
X X
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I[) Das System Ax = b ist genau dann lésbar, wenn ¢ = 0, wenn also Lb von der Stelle

T+ 1 an Eintrdge = 0 hat, d.h. wenn (A:b) denselben Rang hat wie A.

IT) Fiir ein gutes b bekommen wir eine spezielle Losung aus der impliziten Gleichung
Axl =b.

I1I) Zu vorgegebenem x/I bestimmt sich die Losung (fj‘) aus X'| + Mx! —b = 0.
Hier kann man wieder mit Riick-Substitution arbeiten.

Unbestimmte rechte Seite
Statt Ax = —y schreiben wir

X Yy
A . BE=0
Aquivalent ist L(Ax +y) =0, also
Al Y
AT M =0
......... L
0 0 =0

Die Losbarkeitsbedingung lautet Ly = (g)

Zu einem guten y ergibt sich fiir jedes x/ eine Losung (:j“) aus der durch Riickwartssub-
stitution leicht 16sbaren Gleichung

AxX+ Mxl+g5=0.

Im Spezialfall linear unabhéngiger Zeilen von A:

Axl+ Mxll+ 1Ly =0.

Bemerke : Man kann weiter mit A~ multiplizieren und erhélt die ,,explizite Losung
X+ (ATMN + (A) Ty =0.

Zweites Zahlenbeispiel

12 41 ‘ _y!
1110 C)z i
-1 01 2 —y3
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Wir haben elementare Zeilenumformungen vorgenommen.

1 T - - 1
L=1] 01 -1 1 - =] -11
0 21 1 01 -1 2 1

um zur oberen Dreiecksmatrix A zu gelangen

0 0 -1 1
Die Gleichung
1
Axl+| =1 | z4+4L-y=0
1

kann durch , Riickwirtssubstitution® nach x! aufgelost werden.
Man kann die Gleichung aber auch mit A~ multiplizieren; d.h. man kann durch Zei-

lenoperationen den Anfang der langen Matrix (A'M'L) auf Diagonalgestalt bringen. In
unserem Fall ergibt sich

-3 1 -2 =2 y!
x! + 4 | -z+| =2 5 3 y2 | =0 .
—1 1T -2 —1 y3

Die Matrix am Ende ist A~' - L = (AI)_]. Das ist eine Matrix, die wir oben durch

vollstandigen Austausch berechnet haben, um ein Durchschnittsproblem zu lésen. Als
Zeilentableau stellt sich die ,,Losung” des Gleichungssystems so dar:

y z
1T -2 -2 ¢ =3|=—x!
-2 5 3 i 4|=-x
T -2 -1 ¢ —1|=-x3

Bemerkungen zum praktischen Lésen von Gleichungssystemen Der vollstandi-
ge Austausch erfordert im Beispiel 3 - 12 = 36 Aktualisierungen. Beim abgekiirzten Ver-
fahren sind es 18 Aktualisierungen. Es ist nicht viel nutzloses Rechnen im Spiel. Beim
Elimitationsverfahren braucht man (wenn man nicht so genau hinsieht) ungefdhr eben-
so viele. Ein grofier Vorteil der Tableaus scheint die Ubersichtlichkeit zu sein; in jeder
Etappe der Rechnung sind alle Informationen in knapper Form auf dem Tisch. (Man
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denke z.B. an die Zeilen- oder Spaltenumordnungen). Der Grund dafiir, dass die elemen-
taren Lehrbiicher die Eliminationsmethode bevorzugen, ist eigentlich unverstéandlich. Eine
16bliche Ausnahme ist

Gewirtz, A.;, Sitomer, H.; Tucker, A.-W.: Constructive Linear Algebra, Prentice-Hall
Inc., N. Jersey, 1974

Eine andere Sache sind die Erfahrungen der Numeriker. Bei speziellen Typen von Matri-
zen empfehlen sie mit guten Griinden spezielle Methoden der Matrizeninversion. Dabei
ist in vielen Féllen aus der Natur- und Ingenieur-Wissenschaften iiberhaupt kein finites
Verfahren angezeigt; man néhert sich mit geeigneten Iterationsverfahren der Losung einer
Gleichung Ax = b. Bei Problemen wie dem folgenden wiirde ein Praktiker wohl kaum mit
dem Eliminationsverfahren arbeiten.

Aufgabe

Sei q(-) eine quadratische Funktion auf einem hochdimensionalen R™.

1
q(x):ao+a-x+sz-A-x

mit einer positiv definiten Matrix A und einer vorgegebenen Zeile a.
Gesucht ist die (eindeutig bestimmte!) Minimalstelle x, d.h. dasjenige x fiir welches gilt

q(x) :const+%(x—>~<)T~A~ (x —x) .

Das Problem kann als ein lineares Gleichungssystem verstanden werden. Wegen

1 - - 1 - 1. .
—(x=%)"T A (x—x)==x" A x— (X" A)x+=xT-A-%
2 2 2

kommt es namlich darauf an, X so zu bestimmen, dass —x' - A = a, also Ax = —a'. Die

Tatsache, dass A positiv definit ist, erlaubt viel effektivere Herangehensweisen als die oben
betrachteten Eliminationsmethoden.
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V.5 Matrizen vom Rang 1, Singulirwertzerlegung

Im Abschnitt 1.4 ‘Die Algebra der komplexen n xm Matrizen” haben wir uns hauptséchlich
mit nichtsinguléren Matrizen befasst. Es wurde gesagt, dass es fiir nichtsinguldare Matri-
zen eine Reihe von iibersichtlichen eindeutigen Faktorisierungen gibt. Wir werden nach
und nach sehen, wie sich die Aussagen (entsprechend verkompliziert) auf nichtquadrati-
sche Matrizen {ibertragen lassen. Die Dualitédt erweist sich dabei als ein entscheidendes
Moment .

Hier wollen wir zunéchst eine additive Zerlegungen einer m x n Matrix vom Rang r
diskutieren. Wir werden beweisen: Jede m xn Matrix A vom Rang r lasst sich als Summe
von 1 Matrizen vom Rang 1 schreiben. Es wird sich dann bald zeigen, dass es auch da
wieder um Faktorisierungen geht.

Eine Matrix A vom Rang 1 hat (grob gesagt) lauter zueinander proportionale Zeilen
und lauter zueinander proportionale Spalten. Wenn in der Position (ig,jo) ein Eintrag
o # 0 steht, b = (b') die jo-te Spalte und ¢ = (c;) die ip-te Zeile ist, dann sind die
Eintréage von A gleich

aj = %c bt ( Matrix von der Form Spaltex Zeile) .

Im Matrizenkalkiil versteht man gewohnlich die Spalten als Vektoren und die Zeilen
als Linearformen (auch Covektoren genannt). Das Produkt in dem hier vorliegenden Sinn
nennt man das Tensorprodukt (des Vektors b mit dem Covektor c¢). Unsere Matrix A
vom Rang 1 ist in dieser Sprache ein contra-covarianter Tensor vom Rang 1.

Wir bemerken, dass eine Summe solcher Matrizen vom Rang 1 als ein Matrizenprodukt
geschrieben werden kann:

Zbl (B-C).,

wo B die m x r-Matrix mit den Spalten b und C die 1 x n-Matrix mit den Zeilen ¢
ist.

(k)

Dualitdat Wir vermeiden hier die iibliche Bezeichnung V* fiir den Dualraum von
V und die Bezeichnung ¢* fiir die duale Abbildung, weil * bereits allzusehr strapaziert
wurde, z. B. bei der hermitischen Konjugation. Statt des hochgestellten Stern * beniitzen
wir den hochgestellten Dolch T, also VI bzw. ¢f. In der Matrizenrechnung haben wir

V=K, VI=K} W=Kg, W =K}
e(x) =Ax,  @'(&)=¢EA.
(& 0(x) = EAx = (9'(8),x) .

Verschiedene Bezeichnungsweisen Sei @:V — W eine lineare Abbildung vom
Rang 1
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e Im Tensorkalkiil schreibt man die Abbildung ¢ in der Form

1
(p:&-w@)n mit w e Wund n € V7,

1
o3

und man liest die Formel: ‘mal”  w ‘tensor’ n  ‘ergibt’ ¢.

e Im Matrizenkalkiil versteht man

A= o b-c in dem Sinn: m-Spalte ‘mal’ n-Zeile ‘ergibt’ m x n-Matrix.

e Wir bevorzugen fiir das Folgende eine Notation, welche der beliebten Dirac-Notation
in der Hilbertraumtheorie nachempfunden ist (siche unten):

Die Abbildung ¢: V — W bildet den Vektor v € V ab in den Vektor

(p(v) = %{W <TL,V>.

Die duale Abbildung ¢': W' — VT bildet den Covektor m ab in den Covektor

In der Notation mit den Spitzklammern hat unser Zerlegungstheorem die Gestalt

Theorem
Sei A eine m X n-Matriz vom Rang t. Es existieren dann m-Spalten b1y, b2y, ..., b
sowie n-Zeilen ¢V, c@ ... ¢, sodass gilt

A=) (,buy)(c™,-).
k=1

Die Zeilen ¢'™ sind durch A und die Kollektion der Spalten by, eindeutig bestimmt.

Das Zerlegungstheorem lésst sich folgendermassen verschéarfen
Ser A eine m X n-Matriz vom Rang v; und sei B eine m x r-Matriz mit demselben
Spaltenraum. FEs existiert dann genau eine Matrixz C, sodass A =B - C.
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Beweis Seien by die Spalten der Matrix B. Jeder Bildvektor Av besitzt eine eindeutige

Darstellung
Av = Z b(k) -yk.

Die Koeffizienten y* hiingen in linearer Weise von v ab. Wir haben also Linearformen c

sodass
Av=> b (™ v) =3 (b, v).

Genauso ergibt sich der duale Satz: Man kann sich eine r x n-Matrix C mit demselben
Zeilenraum wie A vorgeben; und findet genau eine m x r-Matrix B, sodass A = B - C. Die
symmetrische Formulierung lautet

(k)

)

Theorem
Sei A eine mxn-Matriz vom Rang v; sei M eine mxr-Matriz mit demselben Spaltenraum

und N eine v X n-Matriz mit demselben Zeilenraum. FEs existiert dann genau eine v X -
Matriz B, sodass gilt A=M-E-N.

Spezialfille In den Anwendungen wird man sich natiirlich nicht irgendein r-Tupel von
Spalten oder irgendein r-Tupel von Zeilen vorgeben.

1. Sei z.B. @ eine diagonalisierbare Abbildung (¢: V — V) mit den Eigenwerten Ay
und den Eigenvektoren vy. Sei { n* } die duale Basis. Es gilt dann

P = Z Ak<'>vk> <nk) >

Zum Beweis miissen wir nur zeigen, dass die Eigenvektoren vy die richtigen Bilder
haben, ndmlich Ay - vi. Das aber liegt auf der Hand.

2. Besonders wichtig ist der Fall, wo die vorgegebene n x n Matrix H unitar diago-
nalisierbar ist. Sei etwa H positiv semidefinit mit orthonormierten Eigenvektoren
Uq,...,U, zu den Eigenwerten A > A, > ... > 0. Es gilt dann

H= Z Ap Uy - up (in Matrixschreibweise) .

Wenn man die Summe nur bis r erstreckt, dann erhélt man eine Approximation von
H durch eine Matrix vom Rang < r. (Dies ist die Idee der sog. Hauptkomponenten-
analyse fiir eine Covarianzmatrix in der statistischen Datenanalyse.)

Bemerkung zur Dualitiat
Die Faktorisierungen geméss dem Theorem (oder seinem Dual) A = B - C bedeuten fiir
die zu A gehorige Spaltenabbildung @(-) (¢@(v) = Av) eine Faktorisierung
@(-) =u(v(-)), wobeigilt: v istsurjektiv , w ist injektiv,
Fiir die duale Abbildung @' ( @T(&§) = EA) haben wir die Faktorisierung
@f(-) =vI(u(-)), wobei gilt: v ist injektiv, u' ist surjektiv.
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Kernblock, Bildblock und Inversblock Sei A eine m x n Matrix vom Rang r, deren
Zeilen und Spalten so angeordnet sind, dass die ersten r Spalten eine m x r Matrix M vom
Rang r und die ersten r Zeilen eine v x n Matrix N vom Rang r bilden. Die invertierbare
T X 1 Matrix in der linken oberen Ecke sei mit A, bezeichnet. Das Faktorisierungstheorem
und sein Dual sind anwendbar: Es existieren Matrizen K und L, sodass gilt

A:M~(IT,K):(E)Ar(lr,m:(i)N:A,

A=M-A"-N.

oder auch

Bemerke: Diese Darstellung einer Matrix A haben wir im Falle r = 1 oben bereits disku-
tiert. Wenn der Eintrag o« in der linken oberen Ecke nicht verschwindet, dann gilt

A=b-—-c, wo b die erste Spalte und c die erste Zeile ist.

1
x

Die Matrizen A", K, und L sind uns beim vollstéindigen Austausch bereits begegnet.
Die folgenden Tableaus sind dquivalent:

x! xll y! X
&1 Ar x| =—y n | Al K | ==
& | * « |[=—yl & | —L 0 |=—yl
=n = =& =1

Der Kernblock K beschreibt den Kern der ‘Spaltenabbildung’ ¢: x — Ax. In der Tat gilt

A<X” ) 0= N<X|| ) =0 & (LK)<X|| ) =0 &= —x' =K«l.
X X X

Die letzte Gleichung ist auch die Beschreibung des Kerns ker(¢) in der Tableaudarstel-
lung.

Die Matrix L beschreibt einerseits das Bild im(¢); sie beschreibt aber gleichzeitig auch
den Kern der ‘Zeilenabbildung’ & — &A, d.h. den Kern der dualen Abbildung ker(¢T).
In der Tat gilt

(ELEPA =0 &= (§,§IM =0 < (§,§)) < I{) =0 & §{=—¢L.

Die letzte Gleichung ist auch die Beschreibung von ker(¢f) in der Tableaudarstellung.
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Hinweis zur Numerik Es sei A eine (reelle oder komplexe) m x n Matrix, welche
(moglicherweise) ‘nah’ an einer Matrix von einem kleinen Rang r liegt. Man mochte A
durch eine Matrix vom Rang r approximieren. Dazu kann man das Austauschverfahren
heranziehen. Man wéihlt nach und nach die Pivot-Positionen (i1,j1), (i2,32),... so, dass
der Eintrag in der Pivot-Position jeweils dem Betrag nach maximal ist. Wenn nach r Aus-
tauschschritten die (m—r) x (n—r) Matrix R der verbleibenden Eintrdge dem Betrag nach
‘klein’ sind, héren wir auf. (Die Zeilen und Spalten denken wir uns aus typographischer
Bequemlichkeit so angeordnet, dass die Pivotierungen entlang der Diagonalen anfallen.)

Es gilt
00 I 0 0
A:M'A:]'N‘f‘ - 'Ar'(Ir>K)+
0 R L 0 R

Es bleibt natiirlich die Frage, welche Restmatrizen R als ‘klein’ gelten konnen.
Ausserdem stellt sich die Frage, ob es geschickt ist, darauf zu bestehen, dass die appro-
ximierende Matrix vom Rang 1 einfach gewisse Zeilen und Spalten aus der gegebenen
Matrix A iibernehmen soll.

Hinweis: Bei der sogenannten Singuldrwertzerlegung einer komplexen Matrix A geht
man ganz anders vor; man verlangt, dass in der Zerlegung A = Q - A - P die Matrix A
eine Diagonalmatrix mit positiven Eintrdgen ist, und dass Q orthonormierte Spalten, P
orthonormierte Zeilen besitzt; Q*Q =1,, PP* =1,

Dass es eine solche Zerlegung gibt, werden wir unten einerseits algebraisch beweisen und
andererseits geometrisch. Bevor wir uns diesen Beweisen zuwenden, wollen wir aber eine
Notation besprechen, welche die Verhéltnisse in Hilbertrdumen sehr iibersichtlich macht.

Dirac’s Notation

Sei (V, (:|')) ein Hilbertraum fiir die Quantenmechanik. Die Elemente v liefern einerseits
die sog. ket-Vektoren [v), welche fiir die moglichen Zusténde des Systems stehen; ande-
rerseits liefern sie die sog. bra-Vektoren (v|, welche den Linearformen entsprechen.

Die Linearform (w| angewandt auf |v) liefert das innere Produkt (wlv), die ‘bracket’.
(Nach einem berithmten Satz von F. Riesz ist jede stetige Linearform auf einem Hilbert-
raum durch einen bra-Vektor gegeben.)

Die Entsprechung [v) «—)v| zwischen dem gegebenen Hilbertraum und seinem Dual-
raum ist eine Isometrie, die allerdings kein Isomorphimus komplexer Vektorrdume ist; sie
ist némlich nicht linear sondern . |av) = - [v) «— (V|- & = (o] .

In der Dirac’schen Notation bezeichnet A = [w)(u| einen eindimensionalen Operator;
dieser ordnet jedem ket-Vektor [v) ein Vielfaches von [w) zu, ndmlich [w) - ¢ mit ¢ = (ufv).
Andererseits ordnet dieses A jedem bra-Vektor (v| ein Vielfaches von (ul zu, ndmlich c- (u]
mit ¢ = (vjw). Speziell ist fir ein w mit ||[w|| = 1 der Operator [w)(w| die orthogonale
Projektion auf den von w aufgespannten eindimensionalen Vektorraum. Genauer gesagt:

w) (W] V) — W) - (wlv), (ul — (uw) - (w|.
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Beispiel:  Seien wq, w», ..., w, orthonormale Vektoren. Dann ist
n
A =) (Wil + -+ ) wnl = Y i) (wid
k=1

die orthogonale Projektion auf den von den wy aufgespannten Teilvektorraum.

Operatoren und ihre Adjungierten

Sei A:V — W eine lineare Abbildung von einem Hilbertraum (V, (:|-)) in einen Hilbert-
raum (W, (-|-)). Man spricht von einem (beschriankten) linearen Operator.

Fiir v € V bezeichnet Alv) = |Av) den ket-Vektor zum Bild von v; auf der anderen Seite
bezeichnet (fiir w e W) (w]A  die Linearform mit

(W]A ‘angewandt auf’ [v) = (W|A|v) = (w| ‘angewandt auf’” Alv).

Definition Der adjungierte Operator ist die eindeutig bestimmte Abbildung
AW =V mit (A'w|=(WA.

Das bedeutet
VweWnveV (A'wl) = WA) = (WAvV) .

Eine lineare Abbildung eines Hilbertraums in sich mit A = A* heisst ein selbstadjungierter
Operator.

Hinweis In der Funktionalanalysis betrachtet man auch unbeschrinkte Operatoren,
insbesondere unbeschriankte selbstadjungierte Operatoren. Dieser Typ von Operatoren
spielt eine zentrale Rolle in der Theorie der quantenmechanischen Observablen.

Matrizen als Abbildungen von Hilbertraumen Mittels einer beliebigen positivde-
finiten n x n-Matrix Q koénnen wir den Spaltenraum Cg, zu einem Hilbertraum machen,
indem wir definieren: Fiir x,y € Cg, sei

ux) = vy -Q-x.
Betrachten wir als einfachsten Fall den Fall Q = [. In diesem Fall haben wir

*

() =y -x.

Jede m x n-Matrix A wirkt als lineare Abbildung auf die Spalten. A: x — Ax. Der
adjungierte Operator ist durch die hermitisch konjugierte Matrix A* gegeben; denn

y* - (Ax) = (A*-y)*-x = (ylAlx) .

Die hermitischen Matrizen liefern also die selbstadjungierten Operatoren (wohlgemerkt im
Fall Q =I). Eine nxn-Matrix ist unitér, wenn ihre Spalten eine Orthonormalbasis bilden.
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U*-U = I. Unser Beispiel von oben bedeutet fiir die Matrizenrechnung: Wenn {uq, - - - , un}
eine Orthonormalbasis des Spaltenraums ist, dann ist }_7 uy-uj die Einheitsmatrix.  Die
Summe Y " u-uj ist die orthogonale Projektion auf den von {uy, ..., u,} aufgespannten
Teilraum.

Allgemeiner gilt: Fiir beliebige komplexe Zahlen dq, d, ... ist
N =d;-ug -u}k—|—---—I—dn-un-u;:ZIuk)dk(ukl

eine normale Matrix; und jede normale Matrix kann in dieser Form dargestellt werden.
Die Spalten u; liefern uns die unitare Matrix, welche die unitire Diagonalisierung von
N leistet. Wenn nédmlich D die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen d; ist, dann
haben wir

N=U-D -U* und daher u-N-U=D.

Auf die unitdre Diagonalisierung einer beliebigen normalen Matrix N werden wir unten
nochmals zu sprechen kommen. Zuerst beweisen wir das héchst bemerkenswerte

Theorem (Der Satz von der Singuldrwertzerlegung)

Sei A 'V — W eine lineare Abbildung von einem Hilbertraum in einen Hilbertraum,
welche den Rang v besitzt. Dann gibt es Zahlen Ay > A2 > ... > A, > 0, orthonormierte
Wi, ... Wy in W und orthonormierte vq,...v, in V, sodass gilt

A =Wl + . A (v

Die A sind eindeutig bestimmt. Im Falle, wo sie paarweise verschieden sind, sind auch
die Einheitsvektoren wy und vy bis auf einen gemeinsamen Faktor vom Betrag 1 eindeutiqg
bestimmdt.

Algebraischer Beweis Im Spezialfall, wo A eine nichtsinguldre n x n Matrix ist,
konnen wir den Beweis leicht mit Hilfe des Satzes von der unitdren Diagonalisierbar-
keit einer positivdefiniten Matrix fithren. Der Satz von der positivdefiniten Quadratwur-
zel (siehe 1.4) liefert zunéchst einmal die Faktorisierung A = RU , wo U unitdr und R
die positivdefinite Quadratwurzel aus AA* ist. (U = R7A ist offensichtlich eine unitiire
Matrix.) Wenn wir jetzt R unitdr diagonalisieren, V*RV = A, dann haben wir

R = VAV*, A=VAV'U=Q -A-P,
mit unitdren Matrizen Q , P und einer positivdefiniten Diagonalmatrix A.

Mit Hilfe des Zerlegungssatzes von oben erledigen wir den allgemeinen Fall:
Wir wihlen orthonormierte m-Spalten, welche eine Basis des Spaltenraums von A bilden
und fassen sie zu einer m x r Matrix M zusammen; wir wiahlen orthonormierte n-Zeilen,
welche den Zeilenraum von A aufspannen und fassen sie zu einer rxm Matrix N zusammen.
Es gibt dann genau eine Matrix E, sodass A = M - E - N . Die nichtsinguldre Matrix E
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schreiben wir als Produkt E = U;AU; mit unitdren r x r-Matrizen U;, U, und einer
Diagonalmatrix A mit dem Ergebnis

A =MEN = MUALLN = QAP mit Q*Q = I, = PP*.

Wir bemerken: Die Spalten vom Q sind Eigenvektoren fiir die positiv semidefinite
m x m Matrix AA*; die Zeilen von P sind Eigenvektoren fiir die positiv semidefinite
n x n Matrix A*A. Triviales Rechnen ergibt in der Tat

(A-A*)Q=Q -A* | P(AA*) =A% P.

Die Tatsache weist iibrigens auch einen Weg der Berechnung, wenn man die unitiare Diago-
nalisierung der Matrizen AA* und A*A beherrscht,(etwa mit Jacobi’s Iterationsverfahren,
siche IV.6.) Hier wird auch klar: Wenn der Eigenwert AZ einfach ist, dann ist die entspre-
chende Spalte in Q sowie die entsprechende Zeile in P bis auf einen Faktor (vom Betrag 1)
eindeutig bestimmt. Im allgemeinen Fall hat man darauf zu achten, dass man die Spalte
und die Zeile im betreffenden Eigenraum zueinander passend wahlt. Wir werden sehen,
was das bedeutet, wenn wir unten das sog. Maximierungsargument von R. Courant in
Gang setzen.

Der hier eben vorgestellte algebraische Existenzbeweis fiir die Singuldrwertzerlegung
von A beniitzt die unitédre Diagonalisierbarkeit von positiv semidefiniten Matrizen. Der fol-
gende geometrische Beweis des Satzes von der Singularwertzerlegung hat diese Schwiche
nicht; er erfasst den Satz von der unitdren Diagonalisierbarkeit einer normalen Matrix
als einen Spezialfall. Die wesentliche Idee des Beweises steckt im folgenden Maximie-
rungsargument (nach R. Courant). Wir brauchen es hier fiir lineare Abbildungen eines
n-dimensionalen Hilbertraums V in einen m-dimensionalen Hilbertraum W; es gilt in
gleicher Weise fiir kompakte Operatoren in unendlichdimensionalen Hilbertrdumen.

Maximierungsargument
Sei @ : V. — W eine lineare Abbildung eines Hilbertraums in einen Hilbertraum; und sei
(w1, v1) ein Paar von Einheitsvektoren mit

loll = Wiletvi),  flwilf =T = vl .
Es gilt dann
1. @(v1) ist ein Vielfaches von wq,  @(vq1) = ||@]| - wi.
2. Wenn v auf vy senkrecht steht, dann steht @(v) senkrecht auf wy.
Beweis Wir bemerken
¢(v) = sup{ [(wlev))l: [w| <1}
lell = sup{ [leM)[l: [v[ <1} = sup{iwlem)|: [w] <1, <T}

Sei (w1, V1) ein maximierendes Paar und w = w; + aw mit ||[W|| =1 und w L wy.
Der folgende Bruch ist dem Betrage nach < ||| fiir alle o :

(wipivi) _ [l +&: (hlo(v)

[[wli V1 +laf?
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Daher gilt w L @(v7); jedes auf wy senkrechte w ist senkrecht auf ¢(v1); wy ist propor-
tional zu ¢(v1), und zwar

@(vi) = A1 -wy = @] - w.

Es bezeichne V7 den von v; aufgespannten Vektorraum und Wy den von wy aufgespannten
Vektorraum. Wir zeigen, das ¢ den Orthogonalraum Vi in den Orthogonalraum Wi
abbildet:

Sei v=v;+ovmit ||[V| =1 und v L vy.

Der folgende Bruch ist dem Betrage nach < ||¢|| fiir alle « :

wilelv) _ flofl + & - (wilo((v))

vl V1 +laf?

Daraus folgt ¢@(v) L wy. q.e.d.

Konstruktion der Singulidrwertzerlegung
Sei wie oben
M=ol = (wilelv)  mit  [jwif| =T =[],

und sei
®2 = @ —Iw)Avil.
Die Abbildung @, bildet V; in die Null ab und stimmt auf Vi~ mit ¢ {iberein. Es sei

A= [l@2f] = (Walplv2) mit  [[wyf| =1 =[],
Die Abbildung

2
Q3 = @2—|waA(val =@ — Z W) A (Vi
-

bildet den von{vy,v,} aufgespannten Vektorraum in die Null ab; auf dem orthogonalen
Komplement stimmt sie mit ¢ {iberein.

Wenn wir in dieser Weise weiterkonstruieren, dann landen wir nach r Schritten bei der
Nullabbildung ¢, und es ergibt sich

¢ = Z|Wk>7\k<vk|-
k=1

Normale Matrizen Sei N eine normale Matrix, N*N = NN*. Die Singulérwertzerle-
gung liefert zunéchst einmal

N=Q: -A-P mit A Diagonalmatrix und Q*Q =1, =PP*

(Die nichtnegativen Diagonalelemente A sind absteigend angeordnet).
Da N normal ist, liefert eine triviale Rechnung

NN* = QA2Q* = N*N =P*A?P .
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Daraus folgt insbesondere, dass P* denselben Spaltenraum hat wie Q.
Wir iiberzeugen uns, dass sich die entsprechenden Spalten nur um Faktoren vom Betrag 1
unterscheiden: Die maximierenden Paare (wq,v1), (W2, Vv2),... wurden schrittweise nach
demselben Prinzip gewihlt; es geniigt daher zu zeigen, dass w; ein Vielfaches von vy ist,
dass also vq ein Eigenvektor ist. Wie wir eben gesehen haben, sind v; und w; Eigenvek-
toren der Abbildung @ o @*, und zwar zum selben Eigenwert A? = ||@||>. Wenn dieser
Eigenwert einfach ist, dann ist klar, dass sich w; und v; nur um einen Faktor unterschei-
den Im allgemeinen Fall fithrt ein Stetigkeitsargument zum Ziel, -welches wir hier aber
nicht weiter ausfithren wollen.

Wir haben somit gesehen: es existiert eine unitdre Diagonalmatrix E, sodass P* = Q-E.
Mit der Diagonalmatrix M = A - E* haben wir dann also

Theorem
Wenn N eine normale n x n Matriz vom Rang r ist, dann existiert eine komplexe Dia-
gonalmatric M und eine n X v Matriz Q, sodass

N=Q-M-Q* wud Q-Q=I,.

Ubersetzen wir die Resultate nun in Dirac’s Notation:
Die vorgegebene m x n Matrix A betrachten wir als eine Abbildung ¢ des Raums der
n-Spalten in den Raum der m-Spalten, beide Rdume mit dem iiblichen Skalarprodukt
ausgestattet. Die Spalten von P* kénnen wir als orthonormierte Vektoren vy verstehen,
die Spalten von Q als orthonormierte Vektoren wy.

A=Q-A-P bedeutet dann ¢ = Z Vi) Ak (Wil -

Fiir eine normale Matrix N ergibt sich P* = Q - E und wir haben mit der komplexen
Diagonalmatrix M = A - E*

N=Q -M-Q" bzw. 1P=Z|Vk>uk<"k|-

Dieser Satz verallgemeinert offenbar den Satz von der Hauptachsentransformation ei-
ner hermitischen Form.(siehe IV.2) Die unitédre Diagonalisierung der normalen Matrix N
ergibt sich folgendermafien: Das orthonormierte r-Tupel der Spalten von Q wird zu einer
Orthonormalbasis ergénzt, sodass wir als eine unitiare Matrix U gewinnen, deren vorderer
Abschnitt Q ist. Die Diagonalmatrix M wird zu einer Diagonalmatrix D vom Format
n x n gemacht, indem wir sie mit Nullen auffiillen. Es gilt

N=Q - M-Q*=U-D-U* und U -U=1I,=U- U",

und daher U*- N - U = D (Diagonalmatrix).
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V.6 Kleinste Quadrate und lineare Schéitzung

Ein Eingangsthema der linearen Algebra ist bekanntlich das ‘Loésen’ linearer Gleichungs-
systeme. Wenn fiir ein y die Gleichung A - x =y keine Losung besitzt, dann spricht man
von einem {iberbestimmten Gleichungssystem. Man kann sich die Aufgabe stellen, ein X
zu finden, sodass gilt

AX =Y + Rest mit ||IRest|| = min .

In dem Falle, wo || - || eine Hilbertraum-Norm ist, wird diese Aufgabe durch die sog.
Methode der kleinsten Quadrate gelost. Wir wollen im Folgenden mit einer verédnderten
Notation arbeiten. Wir beweisen den

Satz
Gegeben sei eine positivdefinite n x n Matriz Q und eine n X p Matrix B vom Rang p.

- Zu jeder n-Spalte y existiert dann genau eine p-Spalte S, sodass gilt

y=B-8+u und u-Q-u=min,

- Die Abbildung yw— §=B-S st die orthogonale Projektion auf den Spaltenraum
Vi der Matriz B,  (orthogonal beziiglich der durch Q gegebenen Norm.).

Beweis

1. Wir betrachten auf dem Raum aller p-Spalten s die quadratische Funktion

a(s) =y —B-s|*.
Sie besitzt eine Minimalstelle §. Mit der Bezeichnung {j = B - § haben wir fiir alle s
a®) < a8+s)=ly—B-E+s)*=y—0) —B-s|’
=y =9I~ (y—0B-s)— (B-sly —G) +[B-s|?
= [ly =GlI>+ IB-s[*—2-R(s'B*- Q- (y — 7)) .
Dies impliziert B*Q(y — {j) = 0, also

(B"QB)-§=B"Q-y.

2. Da bei uns hier die p x p Matrix B*QB positiv definit ist, hingt die eindeutig
bestimmte Losung der Gleichung § in linearer Weise von y ab. Auch § = B - §
ist eine lineare Funktion von y. Die lineare Abbildung 7t : y — {j wird durch eine
n x n Matrix P dargestellt.

P = B-(B'QB)'-B'Q.

Dass die lineare Abbildung 7t(-) eine Projektion ist, ist aus der Konstruktion klar;
man kann aber 7t o 7t = 7t natiirlich auch im Matrizenkalkiil verifizieren.
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3. Die Orthogonalitit (bzgl. der Q-Norm) bedeutet fiir die Projektion m = 7* ot = 7*
und fiir die darstellende Matrix P*QP = QP = P*Q. In der Tat

Yw,v  ((id — mw|rt(v)) =0 d. h. m(id—m) =0,
Yw,v. w(I—P)* QPv=20 d. h. (I—P*)-Q-P=0.

Hinweis: Eine Gleichung der Form
(B"QB)-§=B"Q-y.

mit einer positiv semidefiniten Matrix Q und einer beliebigen Matrix B heisst (seit der
Zeit von Gauss) eine Normalgleichung. Sie hat fiir jedes y eine Losung, weil, wie man
leicht sieht, die Matrizen B*QB und B*Q denselben Rang haben

Adjungierte Matrizen Sei Q eine positivdefinite n x n Matrix und R eine positiv
definite m x m Matrix. Wir statten die Spaltenrdume mit den dazugehorigen Hilbert-
raum-Strukturen aus.

(V, (1)) =(Cs,, Q) (W () = (Cg,,R) .

Die lineare Abbildung o« : V — W sei durch die m x n Matrix A dargestellt: x: v +— w =
Av. Der adjungierte Operator «* ist dann natiirlich i. Allg. nicht durch die hermitisch
konjugierte Matrix A* dargestellt. Es gilt vielmehr

«: we—v=Q 'A*Rw.
In der Tat gilt

(acwv) = (QTA*RW)*Qv = W*RAQ 'Qv = W*RAvV = (W|AV) .

Spezialfall: Sei « ein Endomorphismus des Hilbertraums ((Cg‘p, Q) und A die darstel-
lende Matrix. o ist genau dann ein selbstadjungierter Operator, wenn QA eine hermitische
Matrix ist. Genau in diesem Fall gilt ndmlich

Q 'A*Q =A, also  A*Q = QA = (QA)*.

Beispiel (Ausgleichsgerade)
Messungen haben n Punkte im R? ergeben,

(th])» (tZ»UZ)» ... (t‘rhyn) )

die (mit Abweichungen in der y-Richtung) im Wesentlichen auf einer Geraden y = o+ 3t
zu liegen scheinen. Welche ist die 'richtige’, die ‘wahre’ Gerade? Wir wollen & und 3, oder
auch fiir gewisse t den Wert der Ausgleichsgeraden im Punkt t, also « 4+ Bt schiitzen.
Gemiss der Methode der kleinsten Quadrate wird verlangt

Yi = o+ Bty +uy, [ul| =min .
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Wir withlen die Norm [[u/|? = 5~ gijwi/?, wo die g; positive Zahlen sind (die zum Aus-
druck bringen, wie unterschiedlich wir die Genauigkeit in den verschiedenen Punkten t;
veranschlagen). Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir ) q; = 1 annehmen;
zur Abkiirzung setzen wir

’E:Z%’H, TZZZqi(ti_{)ZZZqit%_Ez> Q:thti-

In Matrizenschreibweise haben wir

Ui Tt U
Y2 1 t o uz .
-l )] S

(o4
In unserem Fall kann man die Gleichung fiir das optimale § = ( B) und ihre Losung

einfach hinschreiben:

Q a1 - dn
B* B . A — B* —= .
( Q ) (B) Qy (qltl e qntn> Y

1 1 1 AR —
B*QB=[_ _ : B*QB) ' = — . _
(ot L) om0 )

&\ 1 ([tHT —t @ oan ) [
/B\ _TZ —t 1 dity -+ dntn .

Die zweite Zeile ergibt die geschéitzte Steigung

Y1
P I _ _ 1 .
B=—(—tartaty - —tan+anta) - | :5-5 gi(ti — thys -
Yn

Ferner entnehmen wir der expliziten Formel, dass die geschiitzte Gerade im Punkt t den
Wert y annimmt. In der Tat

P
&+Bt==-(1%0)-B*Qy=y.
T
Fazit: Die Ausgleichsgerade geht durch den Schwerpunkt der Punktewolke (‘Streuddia-
gramm’, ‘scatterplot’) mit dem ‘empirischen Regressionskoeffizienten’ als Steigung.

Hinweis: Regressionskoeffizienten sind ebenso wie auch Covarianzen Termini aus der li-
nearen Statistik; auf sie kommen wir weiter unten zu sprechen.
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Vorausschau: Die Methode der kleinsten Quadrate in der hier vorgestellten Form liefert
uns zu dem Zahlen-n-tupel y das p-tupel § = (&',...,&")". Die Zuordnung ist linear, die
& sind also Linearkombinationen der yi: & = &0 .y fiir j = 1,...,p. Den von den Zei-
len £0) aufgespannten Vektorraum wollen wir im Folgenden noch aus einem verédnderten
Blickwinkel charakterisieren. Indem wir uns in die Gedankenwelt der BLUE-Schétzung
(Best Linear Unbiased Estimators) begeben, gelangen wir zu einer dualen Betrachtung.

Der statistische Zugang

Wihrend man in der Datenanalyse die Beobachtungswerte yi, - -+ ,y, einfach als Zahlen
versteht, interpretiert man sie in der Mathematischen Statistik als die Realisierungen von
Zufallsgrossen Yq,- -+, Yy Man stellt sich vor, dass diesen Zufallsgrossen eine (allerdings
nicht vollstdndig bekannte) gemeinsame Verteilung zukommt. Ein stochastisches Modell
wird durch die Annahme etabliert, dass die unbekannte gemeinsame Verteilung zu einer
Klasse (oder Familie) von moglichen (oder besser ‘nominellen’) Verteilungen gehort. Mit
den Methoden der mathematischen Statistik sucht man nun unter diesen nominellen Ver-
teilungen diejenigen, welche am besten zu den zu den beobachteten Realisierungen passen.
Das letztendliche Ziel sind moglichst genaue Vorhersagen fiir (noch) nicht durchgefiihrte
Messungen.

Beispiel (Wiederholte Messungen) Wir haben ein Werkstiick mehrmals unabhéngig mit
gut justierten Prézisionswaagen gewogen und dabei Messwerte yi,...,Yn erhalten. Wir
nehmen an, dass es sich um Realisierungen von unabhéngigen normalverteilten Zufalls-
grossen mit dem allen gemeinsamen unbekannten Mittelwert p und den bekannten Va-
rianzen o7 handelt. Welches Ergebnis erwarten wir, wenn wir eine weitere unabhiingige
Messung mit einer gut justierten Waage durchfiihren?

Gauss hat bewiesen, dass das gewichtete Mittel ) qgyy; mit q; = const - o 2 die beste
Schétzung des wahren p ist.

Hinweis: Gauss hat iibrigens auch gezeigt, dass gewichtete Mittel keine optimalen
Schétzer sind, wenn die zugrunde Fehlerverteilung nicht normal ist. Wenn beispielswei-
se die Y; unabhéingige doppeltexponentiell verteilte Zufallsgrossen mit derselben Varianz
sind, dann ist der Stichprobenmedian der optimale Schéitzer, und nicht etwa das Stich-
probenmittel. (Das Stichprobenmittel ist aber natiirlich ein besserer Schitzer als jedes
andere lineare Schétzverfahren).

Die Sétze von Gauss kénnen wir hier nicht beweisen; wir miissten zuerst einmal her-
ausarbeiten, was es (im gegebenen Umfeld) heissen soll, dass ein Verfahren besser ist als
ein anderes. Das jedoch iiberlassen wir der Mathematischen Statistik.

Im Folgenden werden wir nur ganz spezielle Schétzverfahren miteinander vergleichen,
die sog. erwartungstreuen linearen Schéitzer. Wir werden sehen, dass der Vergleich ein
Anwendungsfall der Linearen Algebra ist. Konkret werden wir wieder auf die orthogonalen
Projektionen gefiihrt, die wir schon bei der Methode der kleinsten Quadrate gefunden
haben.

Wir wollen aber zunéchst etwas weiter ausholen. Wir benétigen den Begriff eines
(reellen oder komplexen) Zufallsvektors. Als eine Konkretisierung werden wir auch den
Begriff eines gauss’schen Zufallsvektors skizzieren.
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Covarianzmatrizen
Ein n-tupel von reellwertigen oder komplexwertigen Zufallsgrossen Z;, . .. Z,, schreibt man
in der Linearen Statistik als eine n-Spalte Z, und man spricht von einem Zufallsvektor
der Lénge n. In der Linearen Statistik geht man immer davon aus, dass die Zufallsgrossen
endliche Varianz haben.

O‘iz = VELI'Z{L = QE|ZI|2 — |Q§Zl|2 = QE|Z1 — QEZ;JZ < 00.
Die Covarianzen oy fasst man in der Covarianzmatrix zusammen. So ist also
cov(Z,2)=¢(Z-Z")—€EZ-¢Z"

die hermitische n x n Matrix mit den Eintrdgen oy = cov(Z;, Z;). Allgemeiner definiert
man fiir Zufallsvektoren W und Z der Léngen m bzw. n die m x n-Covarianzmatrix

cov(W,Z) = E(W .- Z") — EW . €Z".

Wenn cov(W, Z) = 0, dann sagt man, die Zufallsvektoren seien unkorreliert.

Beachte: Das Funktional cov(-, ) ist in beiden Argumenten additiv, es ist in dem Sinn ses-
quilinear, dass es im ersten Argument linear und im zweiten antilinear ist — eine bewéhrte
Konvention bei komplexwertigen Zufallsvektoren. Aus der Sesquilinearitét ergibt sich der

Satz
Sei C = cov(W, Z) eine Covarianzmatriz vom Format m x n, und seien A und B kom-
plexwertige Matrizen vom Format p X m bzw. q X n. Dann gilt

cov(A-W,B-Z)=A-C-B*.

Semidefinitheit Die Covarianzmatrix eines Zufallsvektors Z ist immer positiv semide-
finit; sie ist genau dann positiv definit, wenn die Verteilung auf keinen echten linearen
Teilraum konzentriert ist. In der Tat, wenn C die Covarianzmatrix ist und & irgendeine
n-Zeile, dann gilt

E-C- & =) &icy & =cov(§-Z,E-Z) =var(§- Z) > 0,

ij

und > 0 fiir alle &, fiir welche die Zufallsgrosse & - Z nicht konstant ist. Die Verteilung von
Z — €Z ist auf den Spaltenraum von C konzentriert. Fiir eine Zeile & gilt & - C = 0 genau
dann, wenn var(§ - Z) = 0.

Satz (Regressionsmatrix)

Sei X ein Zufallsvektor der Linge n und Y = M - X mit einer m x n-Matriz M. Es
existiert dann eine n X m-Matriz N, sodass X — N - Y und Y unkorreliert sind.
X =N-Y+(X—=N-Y) ist also eine Zerlegung des gegebenen Zufallsvektors ist unkorrelierte
Summanden.
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Beweis Wir suchen N mit
cov(X—=N-Y,Y) =0 das heisst (I—NM)CM*=0.
Die Zeilen von N bestimmen sich als Losungen von Normalgleichungen.
N -MCM* =CM".

Im Falle, wo MCM* = cov(Y,Y) positiv definit ist, gibt es nur eine Regressionsmatrix,
namlich N = CM*(MCM*)~.

Beispiel, n=2, m=1 Sei X der Zufallsvektor, welcher die Werte (t;,y;) mit den Wahr-
scheinlichkeiten g; annimmt; q; >0, > qi=1.
Die Regression von Y auf den ersten Eintrag T ist gegeben durch

O=cov(Y—PB-TT) B =cov(Y,T) - (varT) ™.
Dieser Koeffizient (3 ist uns bereits bei der Berechnung der Ausgleichsgeraden begegnet
varl = Z qi(ti — {)2 = TZ COV(Y, T) = Z qiyi(ti — {) .

Die Steigung der Ausgleichsgeraden fiir die gewichtete Punktewolke kann also als Regres-
sionskoeffizient gedeutet werden.

Gauss’sche Vektoren

Eine reellwertige Zufallsgrosse X heisst eine gauss’sche Zufallsgrosse mit dem Erwartungs-
wert p und der Varianz o2, oder auch eine N(u, 62)-Variable, wenn gilt

Ws(X € (x,x 4+ dx)) = m}ﬂ . exp(—ﬁ(x —w)?) dx fiir alle x € R.
Eine reellwertige N(0, 1)-Variable heisst auch eine (reelle) standardnormalverteilte Zu-
fallsgrosse. Eine komplexwertige Zufallsgrosse, deren Real- und Imaginérteil unabhéngige
N(0, 1/2)-Variablen sind, heisst eine komplexe standardnormalverteilte Zufallsgrosse.
Wenn Z;,..., Z,, unabhéngige (reelle bzw. komplexe) standardnormalverteilte Zufalls-
grossen sind, dann heisst der entsprechende Zufallsvektor ein (reeller bzw. komplexer)
gauss’scher Einheitsvektor. Das Bild eines gauss’schen Einheitsvektors beziiglich einer li-
nearen Abbildung in einen affinen Raum L heisst ein L-wertiger gauss’scher Vektor. Bei
L denken wir hier vor allem an die Spaltenrdume Rg, bzw. Cg.. Wir sprechen dann von
einem gauss’schen Vektor der Lange m.

Satz Die Verteilung eines gauss’schen Vektors der Ldnge m ist durch den Erwartungs-
wert und die Covarianzmatriz eindeutig bestimmit.

Wenn man diesen bemerkenswerten Satz beweisen will, empfiehlt es sich, zuerst den fol-
genden Spezialfall zu beweisen:

Ist X ein gauss’scher Vektor mit €X = 0, cov(X,X) = I, dann sind die FEintrdge
unabhdngige standardnormalverteilte Zufallsgrossen. M. a. Worten: Wenn die Eintrdge
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eines gauss’schen Vektors paarweise uncorreliert sind, dann sind sie unabhdngig.

Diese Aussagen ergeben sich im Fall reeller Zufallsvektoren sehr leicht aus der explizi-
ten Formel fiir die Dichte eines gauss’schen Vektors mit dem Erwartungswert u und der
nichtsinguldren Covarianzmatrix C.

Wenn Q die inverse Matrixz bezeichnet, Q = C™', dann haben wir die Dichte

()™ (det Q)2 exp(—3 - (x — ) TQ(x — n)) dx
Es gibt noch weitere interessante Kennzeichnungen der gauss’schen Vektoren, z. B.

Ein Zufallsvektor X mit €X = 0 ist genau dann ein gauss’scher Vektor mit der Covarianz-
matriz C, wenn fir jede Zeile & mit EQEF = 1 die Zufallsgrosse &-X standardnormalverteilt
15t.

Die Beweise iiberlassen wir der Elementaren Stochastik. Wir betrachten die gauss’schen
Vektoren als das Standardbeispiel fiir die Konstruktionen der Linearen Statistik.

Lineare Statistik

Die Lineare Statistik handelt von Zufallsvektoren der Linge n mit unbekanntem Erwar-
tungswert, deren Covarianzmatrix (bis auf einen Faktor 02) bekannt ist. Es wird ange-
nommen, dass der Erwartungswert in einem gegebenen p-dimensionalen Teilraum liegt;
der wahre Erwartungswert ist durch eine Linearkombination der Messwerte zu schétzen,
und zwar so, dass die Varianz des erwartungstreuen Schéitzers minimal ist.

In statistischer Sprache formuliert man das Problem auch folgendermassen:

Lineare Einflussgrossen Gegeben sind die n-Spalten by, ..., b, die uns angeben, wie
gewisse ‘Einflussgrossen’ auf die Erwartungswerte der Beobachtungen Yq, ..., Y wirken.
Was durch Linearkombination der bj nicht erklirt werden kann, wird durch Zufallsfehler
U; mit Erwartungswert = 0 erklért.

Yi:ij-ocj—FUi.

Man nimmt an, dass die Covarianzmatrix (bis auf eine multiplikative Konstante 02) be-
kannt ist. Gesucht sind die ‘Gewichte’ o in der Linearkombination. In der Linearen Sta-
tistik bestimmt man (fiirj = 1,...,p) diejenigen Linearkombinationen der Y;, &',..., &P,
welche ‘im quadratischen Mittel” moglichst nahe bei den of liegen.

€& — o> =min oder auch €(& — /) =0 und var(& — o’) = min.

Beispiel (Die Schitzung einer Regressionsgeraden )

Die Festigkeit eines Materials wird bei verschiedenen Temperaturen (mehrmals) gemes-
sen. Die (von der Temperatur abhéngige) Messgenauigkeit fithrt zu unabhéngigen (oder
unkorrelierten) Zufallsgrossen Yi, 1 = 1,...,n mit gewissen Varianzen o?. Vom Erwar-
tungswert wollen wir annehmen, dass er (‘in erster Ndherung’) linear von der Temperatur
t abhingt. €Y; = o« + 3 - t;. Die unbekannten Werte « und {3 sollen aus den Y; ermittelt
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werden. Wenn wir fiir den ‘Temperaturgang’ der Festigkeit eine quadratische Funktion
ansetzen wollten, dann miissten wir der ‘Design-Matrix’ B eine Spalte hinzufiigen, etwa
mit den Eintréigen t7 oder den Eintriigen (t; —t)? und wir miissten demgemiiss auch noch
eine weitere Einflussgrosse y schétzen.

Bei den Schéitzverfahren beschrinken wir uns auf lineare Schétzer, also

a=in.y, Bty

mit geeigneten n-Zeilen /ﬁ\“) und /é(z) . Wir werden sehen
/B:Zqi'Yi'(ti_{)> &‘1'6'{:2%'\(1,

wobel g; = const - é mit > q; =1 zu wihlen ist und die gewichteten Mittelwerte t, U,
wie oben im Abschnitt iiber die Ausgleichsgerade definiert sind.

Es zeigt sich also, dass die BLUE-Schiatzung auf dasselbe Ergebnis fiithrt wie die Bestim-
mung der Ausgleichsgeraden. — Dieses Phédnomen werden wir im allgemeinen Fall wie-
derfinden. In den Lehrbiichern der mathematischen Statistik findet man den Sachverhalt
unter dem Stichwort ‘Satz von Gauss - Markov’.

In Matrizenschreibweise lautet unsere Aufgabe :
Gegeben ist eine n X p - Matrix B mit linear unabhéngigen Spalten. Von einem Zufalls-
vektor Y mit bekannter positvdefiniter Covarianzmatrix C sei bekannt, dass er die Form
hat
Y=B-s+U mit ¢(Uu)=0.

Gesucht ist die p x n - Matrix N mit
EIN-Y)=s falls ¢&Y=B-s und cov(NY,NY) = min .

Die erste Bedingung erweist N - Y als einen erwartungstreuen Schétzer der unbekannten
p-Spalte s. Die zweite Bedingung macht Gebrauch von der

Sprechweise Von zwei positiv semidefiniten Matrizen sagt man, dass C; kleiner oder
gleich C; ist, C; < C3, wenn die Differenz positiv semidefinit ist, d. h. wenn

N-Ci-n"<n-Cy-n" fir alle Zeilen n.

Wir werden sehen, dass die Aufgabe tatsdchlich eine eindeutig bestimmte Losung besitzt;
diese Losung N heisst die BLUE- Matrix fiir den unbekannten Parameter s.

Die Berechnung der BLUE-Matrix zum Paar B, C wollen wir vorbereiten durch einen
Satz, der auch fiir sich interessant ist:
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Satz
Gegeben sei eine positivdefinite n x n Matriz Q und eine n x p Matrix B vom Rang p.

- Zu jeder n-Zeile & existiert dann genau eine n-Zeile /E\, sodass gilt

EE-Y)=¢(E-Y), dh (-8 -B=0 (5)
var(£-Y) <var((§—m)-Y)  fiir allenmitn-B=0. (6)

- Die Abbildung & : & — £ st eine orthogonale Projektion des Zeilenraums. YW =
(CTZL> C) :
Beweis

1. Fiir jedes feste & nimmt die nichtnegative Funktion q(n) = var((§—mn)-Y) auf dem
(n — p)-dimensionalen Vektorraum Wy := {n : - B = 0} ihr Minimum in genau
einem Punkt /E\, = & — 1] an. Die Abbildung ¢ : & — /E\, ist idempotent in dem Sinn
bod=d.

2. Das Bild Wy :=im(¢) ist ein Vektorraum. Eine n-Zeile ( liegt ndmlich genau dann
in diesem Bildraum, wenn gilt

var(¢-Y) <var((C+mn)-Y) fiir allen mitn-B =0
Das bedeutet cov(n - Y, ¢ -Y) =0 fiir alle diese 1, d. h. in Matrizenschreibweise
nN-C-" =0 fiurallenmitn-B=0.

¢ liegt also genau dann im Bild, wenn C( ein gewisses lineares Gleichungssystem
16st; dessen Losungssystem ist gerade der Spaltenraum von B.

Wiy ={C:CC" = Br fiir eine p-Spalte 1}

3. Jede n-Zeile & besitzt genau eine Zerlegung & = (+m mit ¢ € Wy und n € Wy. Der
Zeilenraum ist eine direkte Summe und in der Tat eine orthogonale Summe

W=W;d&W, mit W; L Wy;
dennn-C-{*=n-(Bs) =0 fiir allen € W, und alle s.

4. Die darstellende Matrix der orthogonalen Projektion ¢ auf W; nennen wir P:
b £ &=2¢&-P. DieInverse zur Covarianzmatrix C nennen wir Q=Cc.
£ ist dasjenige ¢ = B*Q, fiir welches gilt (§ —1*B*Q)B = 0. Aus dieser Bedingung
an den Erwartungswert (& — £)-Y = 0 erhalten wir

™ =&B(B*QB)”' und £ =1*B*Q = &B(B*QB) 'B*Q=&-P.
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Bemerkung Die Matrix P = B(B*QB)'B*Q ist uns bereits bei der Methode der
kleinsten Quadrate begegnet. Dort diente sie fiir eine Abbildung 7t des Spaltenraums
Y = (Cgp, ): m: y+— 4§ =P-y. Wir zeigten, dass es sich um eine orthogonale
Projektion handelt. P- P =P und (Q - P) ist eine hermitische Matrix.

Hier nun brauchen wir P zur Darstellung einer orthogonalen Projektion des Zeilenraums
W= (CTZ‘, Q) d: &b £=&.P. P-P=Pund (P-C) ist eine hermitische Matrix.

Wir kehren zur Konstruktion der BLUE-Matrix zuriick. Wir rekapitulieren: Es wurde
eine n-Spalte Y beobachtet, iiber welche unser stochastisches Modell besagt:

Y=B-s+U mit ¢U=0, cov(U,U)=C.

Die Matrizen B und C sind bekannt; das unbekannte s soll (moglichst zuverlissig) erwar-
tungstreu linear geschéitzt werden. Gesucht ist also eine Matrix N, sodass

EN-Y)=s falls€&Y=s und N-C-N"=cov(NY,NY)=min.

Wenn S = N - Y der beste erwartungstreuer Schétzer fiir die unbekannte p-Spalte s ist,
dann gilt

cov(NY,NY) < cov((N+E)Y,(N+E)Y) fiir jede p x n-Matrix E mit E-B=0.

Fiir die Matrix N bedeutet das E- C - N* = 0 fiir alle E mit E - B = 0. Die Spalten von
C - N* lassen sich daher als Linearkombinationen der Spalten von E schreiben, und zwar
auf eindeutige Weise, weil die Matrix B nach Vorraussetzung linear unabhéngige Spalten
hat. Andererseits gilt wegen der Erwartungstreue N - B = I, . Somit gilt

JR: C-N*"=B-R, N*=QBR; B*QB:-R=1I,.
R ist die Inverse der positiv definiten Matrix B*QB und

N = R*B*Q = (B*QB) 'B*Q

ist die BLUE-Matrix fiir die p-Spalte s. Die BLUE-Matrix fiir die n-Spalte €Y = Bs erhal-
ten wir durch Multiplikation mit B. BN -Y = Y . Die BLUE-Zeile fiir den Erwartungswert
der Zufallsgrossen & - Y ist EBN.

Wir stellen fest, dass B - N die Projektionsmatrix P von oben ist. Die Gleichung

£.Y=EPY=¢.Y

zeigt, dass die Methode der BLUE-Schétzung auf dasselbe Ergebnis fiithrt wie die Metho-
de der kleinsten Quadrate, wenn die Norm-Matrix Q die Inverse der Covarianzmatrix C
ist.— Dies ist im Wesentlichen der sog. Satz von Gauss-Markov, den wir fiir den Spezialfall
der einfachen Regression schon oben angetroffen haben.

Hinweis: Zum Gauss-Markov Theorem in seiner endgiiltigen Auspréagung gehort auch noch
eine Aussage iiber die beste quadratische Schitzung der Konstanten o in der Covarianz-

marix cov(Y,Y) = o%- C. Wir wollten hier aber bei der Linearen Algebra im engeren Sinn
bleiben.
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Bemerkung zur Dualitidt Sei Y ein Zufallsvektor der Lénge n mit €Y = 0 und
C = cov(Y,Y) positiv definit. Der n-dimensionale Vektorraum aller Linearkombinatio-
nen der Eintriage triagt eine Hilbertraumstruktur; fiir jeden n-Zeile & ist var(§,-Y) = ECE*
das Quadrat der Norm. Es liegt nahe, diesen Hilbertraum von Zufallsgrossen mit dem Zei-
lenraum ( z C) zu identifizieren. Allerdings ist es in der elementaren Linearen Algebra
weithin iiblich, die Vektoren durch Spalten darzustellen und die Linearformen als Zeilen.
Bei uns hier sind nun aber die Linearformen die Spalten; den Wert der ‘Linearform’ x im
Vektor & erhélt man, wie iiblich, durch das ‘Matrizenprodukt’ (&, x) = &-x. Der Dualraum
ist mit der dualen Norm auszustatten; das ist in unserem Fall die Hilbertraumnorm zur
Matrix Q = C~'. Die Hilbertrdume

(€5, Q) und (C3C)

sind zueinander dual. Bekanntlich gibt es eine natiirliche antilineare Isometrie zwischen
einem Hilbertraum und seinem Dualraum ( in Dirac’s Notation ist es die Entsprechung
lv) «— (v| ). Hier in der Matrixalgebra wird daraus

x = &= (Qx)* & x=(&C)".
Fiir die Spalte x € ( Sps Q) und ihr Bild & € ( z C) gilt
I&]? = £CE" = (x"Q)C(Qx) = x"Qx = [|x]|* .

Die Identifikation & « &-Y ist intuitiv naheliegend. (§n) = cov(&Y,nY) Es lohnt sich, die
Zeilen als die primér gegebenen ‘Vektoren’ anzusehen. Allerdings ist das innere Produkt
im ersten Argument linear und im zweiten antilinear, entgegen den Konventionen der
Funktionalanalysis.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Einfiihrung in die Mathematik I (WS 2007/08), 19. Mé&rz 2008



348 Anhang : Mengen und Relationen Einfiithrung in die Mathematik I

A Anhang : Mengen und Relationen

Mengen

G. Cantor fiihrte 1895 die folgende Sprechweise ein: ,Unter einer Menge M wverstehen
wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer An-
schauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente“ von M genannt werden) zu einem
Ganzen“.

Nach der heute allgemein akzeptierten (anfangs aber aus philosophischen Griinden
heftig bekdmpften) Auffassung von Cantor sind beliebige Mengen legitime Objekte ma-
thematischen Betrachtung.

Eine Menge M gilt als wohldefiniert, wenn festgelegt ist, welche Elemente zu ihr
gehoren und was es heiflt, dass zwei Elemente von M als gleich zu betrachten sind.

Die Konstruktion einer Menge erfolgt in der Regel so, dass man aus den Elementen be-
kannter Mengen neue Objekte zusammenbaut und dann festlegt, welche dieser Konstrukte
als gleich (oder dquivalent) zu betrachten sind.

Ein Beispiel ist aus der Schule bekannt:

Die Menge Q der rationalen Zahlen wird dort so konstruiert: Man betrachtet alle Zahlen-
paare (m,mn) mit m € Z, n € N und definiert

(m,ng) ~ (M) &my-ny=my -1y

Ahnlich konstruiert man bekanntlich die Menge der gebrochenrationalen Funktionen.
Bevor wir uns den Problemen um Gleichheit und Aquivalenz zuwenden, skizzieren wir
einen Kalkiil der Mengen, der schon von der Schule her bekannt sein sollte.

Mengenalgebra

Betrachten wir Teilmengen A, B, C, ... einer festen Grundmenge Q. Zwei solche Teilmen-
gen A, B kann man vereinigen oder auch durchschneiden; man erhélt A U B bzw. A N B;
und das sind wohldefinierte Teilmengen von Q. Das Komplement von A (in Q) bezeichnet

man
O\NA oder —A oder A€ .

Das ,Komplement von A in B¢ bezeichnet man
B\A oder BN (—A) oder BNA® .

Die Gesamtheit aller Teilmengen von Q heifit die Potenzmenge B(Q). Die Komplement-
bildung ist eine einstellige Operation, Vereinigung und Durchschnittsbildung sind zwei-
stellige Operationen (auch zweistellige Verkniipfungen genannt). Die volle Menge ist ein
ausgezeichnetes Element, die leere Menge () ist ihr Komplement.

Die Eigenschaften der strukturierten Menge

(B(Q),0,—,U,N)
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kann man in #hnlicher Weise fassen, wie man das bei den Zahlen (oder den Polynomen)
gewohnt ist. Die wichtigsten Rechenregeln sind

(i) AUB = BUA ANB=BNA

(i) AUBUC) = (AUB)UC ANBNC)=(ANnB)NnC

(ii) AUANB) = A AN(AUB)=A

(iv) AU(BNC) = (AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(v) —(—A) = A fiiralle A

(vi)  —(AUB) = (-=A)N(-B)

Wenn man diese Eigenschaften als ein Axiomensystem einer strukturierten Menge
(A, 0,—,U,N) auffasst, dann hat man den Begriff der Boole’schen Algebra. Man kann
sich jetzt daran machen, ein moglichst kleines System von elementaren Rechenregeln
(,,Axiomen*) ausfindig zu machen, aus welchem man alle in einer Boole’schen Algebra
giiltigen Regeln ableiten kann. Man kann auch Systeme (2(, U, N) untersuchen, in welchen
nur die Eigenschaften (i), (ii), (iii), bzw. (i), (ii), (iii),(iv) gefordert werden. Das fiihrt
zu den (distributiven) Verbénden, einem Thema, welches einen Physiker zunéchst einmal
nicht interessieren muss.

Hinweis : Ein bekannter Priifstein fiir die Vollsténdigkeit eines von irgendjemanden
vorgeschlagenen Axiomensystems ist die Regel

(vii) (AUB)N(BUC)N(CUA) = (ANB)U(BNC)U(CNA) .

Es sei dem Leser iiberlassen, sie aus (i), (ii), (iii), (iv) herzuleiten.

Aussagenkalkiil

Die axiomatische Herangehensweise geht auf George Boole (1815-1864) zuriick. In seiner
Untersuchung ,, The Laws of Thought“ (1854) legt Boole dar, wie die Gesetze der forma-
len Logik, die von Aristoteles aufgestellt worden waren, zum Gegenstand eines Kalkiils
gemacht werden konnen. Der Beweis, dass das axiomatische System von Boole dquivalent
ist mit der Mengenalgebra, hat M. Stone 1936 gezeigt. (Der Beweis passt nicht in eine
Anféngervorlesung).

Im Boole’schen Aussagenkalkiil notiert man

die Vereinigung (,,Disjunktion“) AV B (,A oder B*) und

den Durchschnitt (, Konjunktion“) A A B (,A und B*).

—A liest man ,nicht A“.

Hinweise zur Notation :

a) Die Logiker haben auch noch spezielle Zeichen fiir gewisse weitere Verkniipfungen.
Man schreibt z.B. A ~ B oder A — B statt (—A)UB) und liest , Wenn A dann B“.
Das Zeichen ~ heifit der Subjunktionspfeil, manchmal auch der Implikationspfeil,
obwohl er fiir den strengen Logiker nicht genau dasselbe bedeutet wie das Kiirzel
=, welches die Mathematiker als den Implikationspfeil bezeichnen.
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b) Die Informatiker beniitzen auch gerne das ,,exklusive Oder“ AAB = (AVB)\(AAB),
sowie die Verkniipfungen NAND und NOR.

c) Die Mathematiker beniitzen die Symbole der Logik in einer naiven (,,halbformalen®)
Weise. Sie verlassen sich darauf, dass aus dem Kontext hervorgeht, was die Formeln
meinen; die Kiirzel werden als Elemente einer Kurzschrift beniitzt, nicht als die
Grundlage von Beweisen.

d) Wir werden die Kurzschrift {iben, wenn wir Analysis treiben. Da kommen dann
allerdings noch die Quantoren hinzu: der Existenzquantor 3 und der Allquantor V.
Den Allquantor schreibt man machmal auch A, um anzudeuten, dass es um eine
Konjunktion einer (i.Allg. unendlichen) Familie von Aussagen geht.

Strukturierte Mengen

Die grundsétzliche Bedeutung des Mengenbegriffs fiir die Mathematik des 20. Jahrhun-
derts kann man nicht erahnen, wenn man nur an die Mengenalgebra denkt. (Konkret
betriebene Mengenalgebra ist ein Stoff fiir die elementare Schulmathematik, ebenso wie
die elementare Arithmetik). Die philosophische Bedeutung des Mengenbegriffs ergibt sich
daraus, dass man in der heutigen reinen Mathematik alle Objekte der mathematischen
Betrachtung als Elemente einer strukturierten Menge versteht. Das heifft: Man fragt in
der reinen Mathematik nicht nach der ,,wahren Natur® der Gegensténde, mit welchen ope-
riert wird; diese sind (mit Cantor gesprochen) irgendwelche wohlunterschiedene Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens. Es geniigt, wenn feststeht, welche Elemente
zur Menge gehoren und auflerdem bei je zwei Elementen feststeht, ob sie gleich oder ver-
schieden sind. Bei den Strukturen, die man einer abstrakten Menge aufpridgen kann, kann
man grob gesagt drei Typen unterscheiden: algebraische, topologische und Ordnungs-
Strukturen. Beispiele fiir algebraische Strukturen haben wir bereits gesehen, allen voran
die Vektorraumstruktur und die Gruppenstruktur.

In Abschnitt IIT haben wir gesagt: Aus einer Menge (S,=) wird ein metrischer Raum
(S, d(-, -)), wenn man eine Metrik auszeichnet. Eine Metrik liefert einen wichtigen Typ
einer topologischen Struktur.

Was eine Ordnungsstruktur ist, ergibt sich aus der folgenden Definition.

Definition

Eine Menge S wird zu einer (partiell) geordneten Menge, wenn man eine (partielle)
Ordnung auszeichnet.
Eine zweistellige Relation R heifit eine Priordnung, wenn gilt

(i) xRx furalle x €S (Reflexivitét)
(i) xRy, yRz = xRz (Transitivitat)

Eine Praordnung R heifit eine (partielle) Ordnung, wenn zusétzlich gilt

(iii) xRy, yRx = x=vy  (Antisymmetrie)
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Beispiel 1
Die tibliche Ordnung ,,<“ in R (oder in Q) ist eine Ordnungsrelation im Sinne der Defi-
nition. Fiir diese Ordnung gilt zusétzlich

(iv) ¥x,y :xRy oder yRx .

Man spricht von einer totalen Ordnung.

Beispiel 2

Auf N ist die Teilbarkeitsrelation eine partielle Ordnung. Man notiert

alb, wenn ein m € N existiert, so dass am=b (,a teilt b“)

Beispiel 3
Die Inklusion C ist eine partielle Ordnung auf der Potenzmenge B (Q) (zu einer beliebigen
Grundmenge Q).

In allen drei Beispielen hat die Ordnung die bemerkenswerte Eigenschaft, dass es zu
jedem Paar ein Maximum und ein Minimum gibt, d.h. eine kleinste Majorante und eine
grofite Minorante.

Im Beispiel 2 heifit das Minimum der gréfite gemeinsame Teiler, das Maximum das
kleinste gemeinsame Vielfache. Im Beispiel 3 ist das Minimum die Schnittmenge, das
Maximum die Vereinigungsmenge.

Definition

(M, <) sei eine partiellgeordnete Menge.
Man sagt, ¢ sei das Minimum von a und b und notiert ¢ = min{a, b} oder auch ¢ = a/Ab,
wenn gilt

(i) ¢c<a,c<b

(i) Vd :(d<a,d<b)=d<c .
Man sagt, e sei das Maximum von a,b und notiert e = max{a, b} oder auch e = a 'V b,
wenn gilt

(i) a<e, b<e

(i) Vd :(a<d,b<d)=e<d .

Bemerke :

Wenn zu einem Paar a,b das Minimum (bzw. das Maximum) existiert, dann ist es ein-
deutig bestimmt. Es konnen nicht zwei verschiedene Elemente als Minimum (Maximum)
qualifizieren. Grofite untere Schranken nennt man auch Infima, kleinste obere Schranken
heiflen Suprema.

Definition

Eine partiell geordnete Menge (M, <) heifit ein Verband (engl. ,lattice®), wenn zu jedem
Paar a,b das Minimum und das Maximum existiert.
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Beispiel 4
(R, C) sei die Menge aller konvexen Teilmengen des d-dimensionalen Anschauungsraums,

geordnet durch die Inklusion. (&, C) ist ein Verband. Das Minimum ist der mengentheo-
retische Durchschnitt; das Maximum ist die konvexe Hiille der Vereinigungsmenge.

Beispiel 5

Die Menge aller stetigen reellwertigen Funktionen iiber dem Einheitsintervall wird mit
C([0, 1]) bezeichnet. Sie ist ein Verband bzgl. der punktweisen Ordnung.

Bemerke : C([0,1]) ist auerdem ein reeller Vektorraum bzgl. der punktweisen Addition.
Dieser ,, Vektorverband“ wird uns in der Integrationstheorie beschéftigen.

Aquivalenzrelationen

Definition

Eine zweistellige Relation iiber einer Grundmenge Q heifit eine Aquivalenzrelation,
wenn gilt

(i) a~a furalleae Q (Reflexivitit)

(i) a~b, b~c=a~c (Transitivitit)

(i) a~b=b~a (Symmetrie)

Beispiel 1
Sei QO = N (Menge der natiirlichen Zahlen), m € N fest. Man sagt, a und b seien
dquivalent modulo m und notiert

a = b(modm) , wenn m|(a —b)
(,m teilt die Differenz“).
Beispiel 2

Sei d(-, -) eine Pseudometrik auf der Menge Q. Wir erhalten eine Aquivalenzrelation wenn
wir definieren

P~Q ﬁ d(P,Q)=0 .
(Statt Pseudometrik sagt man auch Semimetrik oder Préametrik.)
Beispiel 3
Sei < eine Priaordnung auf einer Menge S. Wir erhalten eine Aquivalenzrelation auf S,

wenn wir definieren
X~y &< x<yundy <x .

Bemerke : Eine Préordnung ist also genau dann eine Ordnung, wenn die dazugehorige
Aquivalenzrelation die Gleichheit ist.
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Satz

Sei ~ eine Aquivalenzrelation iiber Q.
Fir wy,w; sei 7 ={w : w ~ wi}, w2 = {w : w ~ wy}. Die Mengen q, @, sind
entweder disjunkt oder gleich.
Es gilt 01 =w; &= w;~w; .
Die Gesamtheit aller Aquivalenzklassen ist eine Menge im Sinne von

Cantors Definition (1895) : , Unter einer Menge M verstehen wir jede Zusammenfas-
sung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens (welche die ,,Elemente* von M genannt werden) zu einem Ganzen®.

Notation Sei (M, =) eine Menge und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. (M, ~) be-
zeichnet dann die Menge aller Aquivalenzklassen.

Beispiel
Die Gesamtheit aller Restklassen modulo m ist eine Menge M mit |[M| = m Elementen.

Die Menge der Aquivalenzklassen modulo m ist eine Menge der Michtigkeit m. Sie ist
auBerdem ein Ring und fiir Primzahlen m sogar ein Korper.

Beispiel
Seien M und N Mengen und ¢@ : M — N eine Abbildung. Wir setzen

mp~my = @(my) = e(my) .

Die Aquivalenzklassen stehen in eineindeutiger Beziehung zu den Punkten n € ime
my ={m : @(m) =¢(m)} .

Definition

Man sagt von einer Abbildung
© :M—>N

dass sie mit der Aquivalenzrelation ~ auf M vertriglich ist, wenn gilt
my~m = @(my) = @(m,)

Man kann in diesem Fall sagen, dass ¢ eine Abbildung von (M, ~) nach N liefert.

Bemerke

Der Begriff der Vertréglichkeit passt auch auf Verkniipfungen. Sei ¢ : My x M; — N
eine Abbildung: Auf My und auf M, sei eine Aquivalenzrelation gegeben. Man sagt, ¢
sei mit diesen Aquivalenzen vertréiglich, wenn gilt

a;~by, ax~by = @(ay,az) = @(by,ba) .
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Beispiel :
Die Addition und die Multiplikation in Z ist mit der Aquivalenz modulo m vertriglich.
Man kann Aquivalenklassen modulo m addieren und multiplizieren.

Didaktischer Hinweis

Der Anfanger versucht erfahrungsgeméf;, bei den Objekten der Mathematik in Stufen zu
denken. Die Zahlen erscheinen da als Objekte auf einer ersten Stufe; Mengen von Zahlen
oder Funktionen erscheinen als Objekte auf einer hoheren Stufe; Funktionenrdume oder
Mengensysteme erscheinen auf einer noch hoheren Stufe. In der Umgangssprache schliagt
sich dies z.B. so nieder, dass man eine Vorschrift, welche jedem Element eines Funktionen-
raums eine Zahl zuordnet, gerne ein ,, Funktional“ nennt, um einen Unterschied zu machen
zu den , Funktionen®, die hier als Elemente des Definitionsbereichs des Funktionals auf-
treten. Das Integral ist in diesem Sinne ein Funktional auf einer Menge von Funktionen
(auf einem mefbaren Grundraum).

Die Unterscheidung von Stufen (bei den Objekten der Mathematik, oder bei den Aussa-
gen) ist in der heutigen Mathematik offiziell nicht vorgesehen. In manchen Uberlegungen
zur Grundlegung der Mathematik wird die Stufung aber sehr wohl diskutiert.

Im Anschluss an Cantors Ideen zur Mengenlehre waren néamlich logische Paradoxien kon-
truiert worden (z.B. die Paradoxie von den ,,Mengen, die sich nicht als Element enthalten®
von B. Russell), denen man mit einer ,Stufenlogik® beizukommen versuchte. Davon ist
man abgekommen. Das folgende Beispiel exemplifiziert die heute iibliche Einebnung der
Stufen. Ubrigens hat auch das Ineinssetzen des Subjunktionspfeils mit dem Implikations-
pfeil etwas mit der Einebnung der Stufen zu tun.

Exkurs : Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition

M sei eine Menge (,,Grundmenge“). Eine Familie paarweise disjunkter Teilmengen M;
(j € J) heifit eine Partition von M, wenn die Vereinigung gleich M ist.

Man notiert M = Y M; oder M = My + M, + ..., wenn es sich um eine abzéhlbare
{j 15€T}
Familie handelt. Die nichtleeren M; heiflen die Atome der Partition.

Wir machen die Gesamtheit aller Partitionen von M zu einer geordneten Menge (901, <)
und wir zeigen, dass man diese Menge mit der Menge aller Aquivalenzrelationen iiber M
identifizieren kann.

Definition

Man sagt von einer Partition M = 3 M, dass sie feiner ist als eine Partition M = } My,
wenn jedes M in einem My enthalten ist. Man notiert

M=> M) (M=) M)
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Satz
Die Relation < ist eine (Prd)-Ordnung auf der Gesamtheit 9t aller Partitionen.

Es ist nun klar, wann zwei Partitionen von M als gleich zu betrachten sind; 91 ist eine
Menge.

Jeder Partition von M entspricht in umkehrbar eindeutiger Weise eine Aquivalenzrela-
tion iiber M. Zwei Elemente m,n € M sind bzgl. der entsprechenden Aquivalenzrelation
dquivalent, wenn sie im gleichen Atom der Partition liegen.

Bemerke : Die geordnete Menge (901, <) ist ein Verband und zwar ein sog. vollstandiger
Verband. Zu jeder Familie von Partitionen gibt es eine grébste gemeinsame Verfeinerung
und eine feinste gemeinsame Vergroberung.

Allgemeinere Relationen

Aquivalenzrelationen und Priordnungen sind besonders wichtige Typen von zweistelligen
Relationen. In der ,universellen Algebra“ definiert man allgemein, was eine n-stellige
Relation auf einer Menge M ist. Eine n-stellige Relation R ist nicht anderes als eine
Teilmenge des cartesischen Produkts M x M x ... x M; ein n-Tupel (ay,..., a,) erfiillt
die Relation oder es erfiillt sie nicht. Eine Verkniipfung O wie die Multiplikation in einer
Gruppe (oder die Addition in einem Vektorraum) kann als eine Abbildung aufgefasst
werden.
O:MxM—-M; (ab)—c=a0b

oder aber als eine dreistellige Relatiion R C M x M x M.
(a,b,c) €R & alb=c .

Es ist bemerkenswert, dass Begriffe wie Abbildung, Verkniipfung, Relation usw. logisch
auf den Begriff der Teilmenge (eines cartesischen Produkts) zuriickgefiihrt werden kénnen.
Ein Beispiel ist aus der Schule bekannt: Von einer reellwertigen Funktion f(-) auf einem
Intervall [a, b] sagt man zwar, dass es sich um eine Zuordnung handelt; man zeichnet dann
aber den ,,Funktionsgraphen®, und das ist eine Teilmenge des Produktraums [a, b] x R.
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Nebenklassen, Faktorgruppen, Quotientenrdume

Sei (G, e,-) eine Gruppe. U sei eine Untergruppe (,,subgroup), d.h. eine Teilmenge von
G, welche multiplikativ abgeschlossen ist und mit g auch g~' enthiilt.
Zu jedem a € G definiert man die ,, Linksnebenklasse® (left coset)

al={b :b=a-u mit uel}={b :a'bel}
und die ,,Rechtsnebenklasse® (right coset)
U-a={c:c=u-a mit wuell={c:c-a'el} .

Wir befassen uns hier mit der Menge Q aller Linksnebenklassen.

Satz
Zwei Linksnebenklassen sind entweder identisch oder disjunkt.
al=alU & a,' a1 €U & a;'-azeU .

Der Beweis ist trivial.

Corollar
Die Menge der verschiedenen Linksnebenklassen ist eine Partition der Gruppe. Wir er-
halten eine Aquivalenzrelation auf G, wenn wir definieren

a1~a2(modue) — a?l'azéu — a€a;-u .

Bemerke : Dasselbe gilt fiir die Partition in Rechtsnebenklassen. Dort gilt
a; ~ay (modU,) <= a,-a;' €U & a,cU-aq

Definition

Eine Untergruppe H von (G, e, ) heifit ein Normalteiler (,,normal subgroup®), wenn gilt

a-H-a'=H firalleaecG

Bemerke :

H ist genau dann ein Normalteiler, wenn jede Linksnebenklasse auch eine Rechtsneben-
klasse ist.
Der Beweis ist trivial.

Beispiel

G sei die Oktaedergruppe; das ist die Gruppe aller derjenigen Drehungen des Anschau-
ungsraums, welche den Einheitswiirfel (oder das Einheitsoktaeder) in sich iiberfiihren.

U sei die Menge derjenigen Drehungen, welche die obere (und damit auch die untere)
Flache des Wiirfels in sich iiberfiihren. Es gilt |G| = 24, |U| = 4. Es gibt 6 = }L - 24 ver-
schiedene Linksnebenklassen; wenn a die Deckflédche in die rechte Seitenfliche {iberfiihrt,
dann besteht a - U aus all denjenigen Drehungen, welche die Deckfliche in eben diese
Seitenflache iiberfiihren. U ist kein Normalteiler.
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Satz

Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist |U| ein Teiler von |G| und der
Quotient ist die Anzahl der verschiedenen Linksnebenklassen (oder Rechtsnebenklassen).

Definition
Seien G; und G, Gruppen. Eine Abbildung

Q@ : G — Gy
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn gilt
@e(a-b)=¢@(a)-@(b) firalle a,be Gy.

Bemerke

Ein Gruppenhomomorphismus bildet das Einselement in das Einselement ab; und es gilt

pla’) = ((p(a))f] fir alle a .

Satz (Homomorphie-Satz)

Wenn ¢ : Gy — G ein Gruppenhomomorphismus ist, dann ist das ,,Bild*“ eine Unter-
gruppe von Gj; der ,Kern“ K = {91 co(g1) = ez} ist ein Normalteiler in Gj.
Die Bildpunkte entsprechen in eineindeutiger Weise den Nebenklassen zum Kern.

p(a)=@(b) & ab'eK & ba'eK.

Der Beweis liegt auf der Hand.

Satz (Faktorgruppen)
Sei H ein Normalteiler in G. Es gilt dann

a~b(modH) = a'~b'(modH)
a~c,b~d(modH) = ab~c-d(modH)

Die Gruppenoperationen sind also vertréiglich mit der Aquivalenzrelation modH.
Die Gruppe der Aquivalenzklassen heifit die Faktorgruppe von G modulo H und wird mit
G/H bezeichnet.

Bemerke :

Die Abbildung
¢ :G— G/H

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit dem Kern H.
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Bemerke :

Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe und Q die Menge aller Linksnebenklassen. G
operiert dann transitiv auf Q vermoge der ,, Linksmultiplikation® Lq(-). Fiir w = b- U gilt

Ldw)=a-w=a-(bU)=(a-b)Uec Q.
Es gilt offenbar
Le(:) =1d (auf Q) und L, (I_az(-)) =Laya, ()

Fiir diese Aussage muss man nicht voraussetzen, dass U ein Normalteiler ist.

Definition

Sei V ein K-Vektorraum und W ein Teilvektorraum. Man definiert fiir vi,v, € V
vi ~ vz (modW) &= vi—v, e W

Die Menge der Aquivalenzklassen heifit der Quotientenraum von V modulo W und wird
mit V/W bezeichnet.

Bemerke : Die Aquivalenzrelation ist mit den Vektorraumoperationen vertriglich, der
Quotientenraum ist ein Vektorraum.

Konjugationsklasse

Sei (G, e,-) eine Gruppe. Man sagt von zwei Gruppenelementen g; und g, dass sie kon-
jugiert sind, wenn ein h € G existiert, sodass hgih™' = g,. Das Konjugiertsein ist offen-
bar eine Aquivalenzrelation. Die einzelnen Aquivalenzklassen kénnen ganz verschiedene
Maéchtigkeiten haben; die Konjugationsklasse des Einheitselement beispielsweise ist immer
einpunktig. Die Anzahl der verschiedenen Konjugationsklassen ist, wie wir in IV.8 sehen,
fiir eine endliche Gruppe gleich der Anzahl der irreduziblen Gruppendarstellungen. Die
Gruppe wirkt auf die Menge G vermoge der Operation

G>h+— Pp(-) mit Pr(g)=hgh™' fir geG.

Dabei bilden die Konjugationen 1V, jede Konjugationsklasse auf sich ab.

Beispiele

- Die symmetrische Gruppe S3 hat 6 Elemente; drei von ihnen sind Transpositionen,
zwei sind zyklische Permutationen; zusammen mit dem Einheitselement hat man 3
Konjugationsklassen.

- Die Oktaedergruppe hat 24 Elemente, partitioniert in 5 Konjugationsklassen: es
gibt 6 Drehungen um 90° (um die Achse durch einen Seitenmittelpunkt), es gibt 3
Drehungen um 180° um eine solche Achse, ausserdem 6 Drehungen um 180° um die
Achse durch einen Kantenmittelpunkt, sowie 8§ Drehungen (um 120° bzw. 240°) um
eine Raumdiagonale.
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