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INHALTSVERZEICHNIS 1

Stationare stochastische Prozesse

Die Zeitreihenanalyse wird meistens als eine angewandte Disziplin gelehrt und geiibt.
Dabei bleibt oft unklar, wie die inhaltlichen Gegebenheiten zu denjenigen Vorausssetzun-
gen passen, welche prézise mathematische Schliisse erlauben. Der Glaube, dass man die
mathematische Sdtze aus der Theorie der stationédren stochastischen Prozesse auf em-
pirisch gegebene Zeitreihen anwenden kann, griindet sich anscheinend vor allem darauf,
dass die Praktiker Analogien zu mathematisch gut verstandenen stochastischen Prozessen
vermuten, (die man auch in Simulationen erfahrbar machen kann). Mit Simulationen und
Datenanalyse wollen wir uns hier nicht befassen. Wir sehen uns auch leider nicht in der
Lage, auf die eindrucksvollen Anwendungen in der Signalbearbeitung einzugehen. Eben-
sowenig konnen wir die statistischen Probleme der Zeitreihenanalyse ndher erortern. Es
soll uns also nicht um Rechentechniken gehen, sondern vielmehr um die in der Tat recht
breiten mathematischen Zusammenhénge, in welchen die stationdren Prozesse stehen..
Der mathematische Dreh- und Angelpunkt sind die stationéren stochastischen Prozesse.
Dabei sind fiir den Wahrscheinlichkeitstheoretiker sowohl die strikt stationidren Prozesse
interessant, als auch die 'lineare Theorie’ der schwach stationéren Prozesse.

Definition (Strikte Stationaritét). Ein S-wertiger strikt stationdrer Prozess iiber dem
Zeitbereich T ist eine Schar von S-wertigen ZufallsgroBen {X; : t € T'} auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2,2, {Pp : 6 € ©}), sodass fiir alle 'Hypothesen’ 6 € O gilt

29 (thvXt27 C 7th) == '89 (Xt1+87 Xt2+87 D 7th+s)
fiir alle Tupel (¢1,ts,...,t,) und alle s € T..

Der Zeitbereich T ist (bei uns hier) eine der Mengen R, R, h - Z, h - Z, mit einer
"Schrittweite’ h > 0. Der "Zustandraum’ S ist {iblicherweise ein polnischer Raum es exis-
tiert also eine Metrik, welche S zu einem vollstdndigen metrischen Raum mit abzéhlbarer
Basis macht. Haufig betrachten wir die Schar der Zufallsgrofien unter einer festen Hypo-
these; © ist dann also einpunktig. Héufig ist (¢,w) — X;(w) messbar. Fiir jedes w haben
wir dann einen messbaren 'Pfad’” X (w).

Definition (Schwache Stationartit). Ein reell- d-dimensionaler schwach stationérer Pro-
zess ist eine Schar Ré%-wertiger quadratintegrabler Zufallsgréfien {X; : t € T} auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,EZ[, {Py:0 € @}), sodass unter jeder der Hypothesen 6 der
Erwartungswert &(X;) zeitlich konstant ist, und die Covarianzmatrix cov(Xt+h, Xt) eine
stetige Funktion, die nur vom zeitlichen Abstand h abhéngt.

Bemerkung Wenn {X; : t € T} ein strikt stationiirer Prozess ist und f1, f2,..., f¢
ein d-Tupel quadratintegrierbarer Funktionen auf dem Zustandsraum, dann ist die Familie
(Yy)ier der d-Tupel (f1(Xy),..., fd(Xt))teT ein stark stationérer vektorwertiger Prozess,
der obendrein schwachstationér ist.
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2 INHALTSVERZEICHNIS Zeitreihen

Definition (Gaussische stationdre Prozesse). Ein d-dimensionaler schwachstationérer
Prozess, in welchem alle Tupel (thllXtJ;, o ,Xg:), (Jr € 1,2,...,d, t € T) gemein-
sam gaussisch verteilt sind, heist ein stationédrer gaussischer Prozess.

(Es zeigt sich, dass ein stationérer gaussischer Prozess auch strikt stationér ist.)
Diese Begriffe wollen wir nun durch einige konkrete Beispiele beleuchten, die in vielen

Zusammenhédngen von Interesse sind. Es geht noch nicht darum, komplizierte Zusam-
menhénge streng mathematisch abzuleiten.
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1.1 : Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess 3

1 Konstruktionen strikt stationiarer Prozesse

1.1 Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Es gibt viele Wege, den skalaren Ornstein-Uhlenbeck-Prozess {U; : t € R} zu konstruieren.
Der folgende ist besonders einfach, weil er sich direkt auf den elementaren Prozess der
Brownschen Bewegung {W; : t € R, } bezieht. Wir betrachten fiir ein o > 0

Ut — 6—0ct . W(e2at)
Diese U; sind allesamt gemeinsam normalverteilt mit €(U;) = 0 und
COV(Ut, Ut-i—s) _ 6—at . e—a(t-‘rs) 'COV(W(62at), W(62a(t+s))) _ 6—2045.

Der Prozess (W), hat unabhingige Zuwichse.Fiir alle s > 0 ist W (e2*(t+3)) — W (e2)
unabhéngig von den U, mit » < t. Wegen

A= Ut+s _ 6—ocht _ e—a(t-‘rs) i (W(62a(t+s)) . W(e2at))

haben wir
Uprs = € U + A([t,t + 5])

mit einer normalverteilten Zufallsgrofen A([t,t + s]), die unabhéngig ist von der Vorge-
schichte A4, = {U, : r < t}°. E(A) =0, var(A)=1-—e%>.

Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist also ein Markov-Prozess bezgl. der von den U,
erzeugten Filtrierung.

Wir wollen in intuitiver Weise ohne mathematische Strenge weitere Aspekte des OU-
Prozesses herausstellen. Die genaue Bedeutung der Konstruktionen erfahrt man in der
stochastischen Analysis. Man lernt dort den Umgang mit infinitesimalen Zuwéchsen und
mit stochastischen Integralen. Fiir s = dt haben wir mit einer Standard-Brown’schen
Bewegung (B)

1
Uppar — Uy = (7" = 1) - U, + \/E(l —e~20dt) . (B, 4 — By).

Dies schreibt man als stochastische Differentialgleichung
dUt = —OéUt - dt + V2« - dBt

Man versteht den Prozess als eine Diffusion mit einer Drift hin zum Nullpunkt, die linear
anwéchst mit dem Abstand vom Nullpunkt. Die stochastische Stérung hat in allen Punk-
ten dieselbe Grofle; der Diffusionskoeffizient ist ortsunabhéngig. Die stationére Verteilung
ist die Standardnormalverteilung.
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4 Konstruktionen strikt stationarer Prozesse Zeitreihen

Wir betrachten den Prozess eingeschrinkt auf den diskreten Zeitbereich T}, = h - Z
Mit der Abkiirzung 3 = 3, = e~®"* haben wir fiir t € T},

Uy =3-U_s+ At — 5,1])
= B(B - Up—as + A([t — 26,1 — 8])) + A([t — 6,¢])

=N Up_ns + BV IA([t = N6, t — (N = 1)6]) + ... + A([t — 6,1])

_ Z/gn At = (n+1)0,t — nd)).

Die Summanden sind unabhingig normalverteilt mit den Varianzen 3?(1 — e~22h) =

e~2ahn (1 —e=2ah) die sich zum Wert 1 summieren. Wenn wir das Gitter verfeinern, h — 0,
dann wir aus der Summe das Integral

00 t
U = / e ¥dB(t—s) = / e dB(u).
0

—00

Hinweis: Wenn die Variablen in einem stochastischen Prozess (V;) —t eine Darstellung der
folgenden Form besitzen
t
Vi = / a(t —u) dY (u)

wo (Y,), ein Prozess mit unkorrelierten Zuwéchsen ist, dann nennt man die Zuwéchse
des Y- Prozesses die Innovationen und die Funktion a(-) die Influenzfunktion. In dieser
Sprache erscheint der OU-Prozess als stationédrer Prozess mit gaussischen Innovationen
und einer exponentiell abfallenden Influenzfunktion.

Ein weiterer Hinweis: In der Theorie der schwach stationdren Prozesse (X;); spielt
die Covarianzfunktion 7(-) eine entscheidende Rolle, ~(h) = cov(Xy, X;) . Fiir
gaussische stationédre Prozesse ist die gemeinsame Verteilung der X; allein durch den
Erwartungswert und die Covarianzfunktion bestimmt.

Die Covarianzfunktion fiir den OU-Prozess ist die nach beiden Seiten exponentiell
abfallende Funktion v(h) = e/, Die Konstruktion eines stationiren gaussischen Pro-
zesses zu einer Covarianzfunktion, die wir spéter kennenlernen werden, gibt (auch bei sehr
schonen Covarianzfunktionen) zunéchst einmal keinen Anhaltspunkt, dass eine Modifika-
tion zu einem Prozess mit stetigen Pfaden existiert. Bei unserer Konstruktion ergibt sich
Stetigkeit der Pfade des OU-Prozesses aus der wohlbekannten Stetigkeit der Brown’schen
Pfade.

Ein diskretes Analogon zum OU-Prozess ergibt sich aus dem bekannten Modell von
Paul und Tatjana Ehrenfest: N Teilchen werden unabhéngig auf zwei Kammern verteilt,
jedes Teilchen mit Wahrscheinlichkeit % in die erste Kammer. Dort landet also zur Zeit

0 eine binomialverteilte Anzahl Ny (ENy = %N ,  varNy = iN ). In jedem Zeitschritt
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1.1 : Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess 5

wechselt ein zufillig ausgewéhltes Teilchen die Kammer. Die Anzahl der Teilchen in der
ersten Kammer bildet einen stationdren stochastischen Prozess Ny, N1, No, .. ..
Es handelt sich um einen reversiblen Markoff-Prozess. Fiir die Zuwéchse N, ; — N,, gilt

E(Nur ~ M) =1 -2 = 2(% ). (Nt — M) = 1

Der Prozess schwankt um die Nulllage bei %N . Fiir groBe Anzahlen N ist VAN (% — %)
nahezu standardnormalverteilt. Der Erwartungswert der 'riicktreibenden Kraft’ steigt li-
near an mit der Auslenkung aus der Nulllage. Andererseits ist die bedingte Varianz des
Zuwachses nahezu konstant in der Nihe der Nulllage. Das erklirt die Ahnlichkeit des

Prozesses /4N (% — %) mit dem OU-Prozess.
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6 Konstruktionen strikt stationarer Prozesse Zeitreihen

1.2 Der vom Zufall getriebene harmonische Oszillator

Es geht uns in diesem Unterabschnitt nicht um mathematisch solide Konstruktionen. Wir
erinnern an Bekanntes aus der Schwingungslehre und deuten an, wie die bekannten Fak-
ten in die Welt der stationdren Prozesse passen.

In einem elementaren elektrischen Schwingkreis sei R der Ohm’sche Widerstand, L
die Induktivitdt und C' die Kapazitdt. Wenn wir die zeitlich variable Spannung (’elektro-
motorische Kraft’) U(t) anlegen, dann geniigt die Ladung auf dem Kondensator Q(t) der
folgenden inhomogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung:

L-O(t)+ R- Q1) + ~Q(t) = U(t).

Q

Mit der Notation =% w8 =5 b()= wird daraus die Gleichung

Ql-

S
—
~

i4y-i+ws-x=Dh

Wir wollen uns auf den sog. schwach geddmpften Fall wy > %7 konzentrieren und definie-

ren @ = y/wi— ifyz. Die reellwertigen Losungen der homogenen Gleichung sind dann

bekanntlich die Linearkombinationen der folgenden Funktionen
24(t) = exp(—27 - t) - cos(wt), 2, (t) = exp(—37 - t) - sin(wt).
Eine beliebte Présentationsform einer Losung der homogenen Gleichung ist iibrigens auch
x(t) = exp(—37 - t) - |A] - cos(@(t — to)).

Auf die Présentation mit Hilfe der komplexen Amplitude A = |A| - exp (—iwty) kommen
wir spéter zu sprechen. Die einzige Losung, die fiir ¢ — —oo beschrankt bleibt, ist die
Nulllsung.

Wenn b(-) auf jedem Intervall (—oo, T beschriankt ist, dann besitzt die inhomogene
Gleichung genau eine auf jedem Intervall (—oo,T| beschrinkte Losung. Man nennt sie
die Gleichgewichtslosung, und man gewinnt eine Darstellung durch Integrale nach der
Methode der Variation der Konstanten.

Es wird iibersichtlicher, wenn man von der skalaren Gleichung zweiter Ordnung zur

Gleichung erster Ordnung fiir die Spalte (i;gg) = (ig;) iibergeht.

)= (% 2) G () =2 () ()

Die Gleichgewichtslosung hat die Form

(L)) =t (550) = [ ewte—9- () as.
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1.2 : Der vom Zufall getriebene harmonische Oszillator 7

Wir bemerken, dass die Matrix die Eigenwerte —%7 + 1w hat; sie kann diagonalisiert
werden. Im aktuellen Fall ergibt sich

2t = / exp(— 1y (t — 5)) - Lsin((t — 5)&) - b(s) ds.

—00

Man kann nun auch allgemeinere Integratoren dBjy statt b(s) ds zulassen. Die 'Influenz-
funktion’ ist in jedem Fall die Funktion

1 1
a(h) = exp(—37h) - 2 sin(hw) = 5= (e(_T’J’Z“’)h — e(_i”’_“’)h) :
Besonders interessant ist das stochastische Integral
ffoo exp((t — s)A) - d(B(()S)), wo {B(s) : s € (—00,00)} eine Brownsche Bewegung ist.

. X1(t . . . . .
Der resultierende Prozess ( X28) ist dann ein stationédrer gaussischer Prozess.

Das stochastische Integral bzgl. eines Poisson-Prozesses ist bekannt unter dem Namen
Yule’s Pendel. Man denkt an einen mechanischen harmonischen Oszillator ("Pendel’), der
zu zufdlligen Zeitpunkten beschossen wird, sodass auf kurze Zeitspannen konzentrierte
Impulsiibertragungen stattfinden. Bei der ’Covarianz-Funktion’ C'(h) kommt es nur auf
die Intensitdt des anregenden "weissen Rauschens’ an. Wenn man den Oszillator mit all-
gemeineren stationdren Prozessen anregt, dann gestaltet sich die Berechnung von C'(h)
natiirlich etwas schwieriger; wir verschieben das auf spiter. Man versteht den Oszillator
als einen zeitinvarianten linearen Filter. Man sagt: Der stationédre Prozess der Eingabe
wird durch den Filter in den stationdren Prozess der Ausgabe transformiert.

Man kann hier natiirlich auch den zweidimensionalen Prozess (2 8) betrachten. (Wenn
der anregende Prozess der Poisson-Prozess ist, dann hat der resultierende Prozess Spriinge.)
An die Stelle der Covarianzfunktion tritt hier die matrixwertige Funktion

Xl(t—l-h)) <X1(t)))

I'(h) = co ,

*) " <<X2(t +h)) \Xa(t)

Die Funktion ausserhalb der Diagonale nennt man die Kreuz-Covarianzfunktion (’cross-
covariance’ ) der Prozesse X;(t) und X5 (). Die Funktionen in der Diagonale heissen auch

die Autocovarianzfunktionen der skalaren Prozesse X (t) bzw. X(t), zur Unterscheidung
von den Kreuz-Covarianzen.
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8 Konstruktionen strikt stationarer Prozesse Zeitreihen

1.3 Komplexgaussische Prozesse

Ein n-Tupel quadratintegrabler komplexweriger Zufallsgroflen bezeichnet man auch als
einen n-dimensionalen komplexen Zufallsvektor (oder als Zufallsvektor der Lange n). Man
notiert den Zufallsvektor Z als Spalte und betrachtet die paarweisen Covarianzen als die
Eintriage der Covarianzmatrix cov(Z, Z)

ey = cov(YR YY) = ¢(zF- 72 — ezFeZl.
cov(Z,Z) = €((Z-€Z) - (Z—-¢Z)")

Wenn ¢7 = 0, dann spricht man von einem zentrierten Zufallsvektor. Sind U und V
quadratintegrable Zufallsvektoren, U von der Dimension m und V von der Dimension n,
so ist ihre Covarianz die m x n-Matrix

cov(U, V) = €U -V*) — €U €V,

Es gilt offenbar cov(V,U) = cov(U, V)*. Ist A eine m’ x m-Matrix und B eine n’ x n-
Matrix, so ist A - U ein Zufallsvektor der Lange m’, B -V ein Zufallsvektor der Lange n/,
und es gilt

cov(A-U,B-V) = A-cov(U,V) - B".

Die Bildung der Covarianzmatrizen ist biadditiv, d. h.
cov(Uy + Uy, V) = cov(Uy, V) + cov(Us, V); cov(U, Vi +V3) = cov(U, Vi) +cov(U, V).

Fiir zusammengefiigte Spalten gilt

Ul V! cov(U‘, V‘) COV(U‘, V”)
cov = .
((UII)’ (VII)) (cov(U', V‘) COV(U”, V”))

Die Sprache der Hilbertridume:

Die Gesamtheit aller zentrierten quadratintegrablen Zufallsgréfien auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2,2, P) wird zu einem Hilbertraum (H, ||-||), wenn man die Quadratwurzel
der Varianz zur Norm erkldart. Die dazugehorige Sesquilinearform, das ’innere Produkt’
ist die Covarianz. (Man beachte allerdings, dass die Covarianz im ersten Argument linear
ist und im zweiten antilinear, entgegen der Konvention in der mathematischen Physik.)
Unkorrelierte ZufallsgroBien heissen in der Sprache der Hilbertrdume zueinander orthogo-
nale Vektoren. Die Covarianzmatrix eines n-Tupels heisst in der Sprache der Hilbertraume
die Gram-Matrix dieses n-Tupels. Jede Gram-Matrix ist positiv semidefinit. Sie ist ge-
nau dann positiv definit, wenn das n-Tupel linear unabhéngig ist. Man sagt von einem
Zufallsvektor Y, dass er den Rang r hat, wenn die zentrierten Komponenten Y* — ¢Y*
einen r-dimensionalen Vektorraum aufspannen; dies ist genau dann der Fall, wenn die
Covarianzmatrix den Rang r hat. Eine fundamentale Eigenschaft der Hibertraume ist
bekanntlich die, dass es zu jedem abgeschlossenen Teilraum M eine wohlbestimmte or-
thogonale Projektion auf M gibt; wir werden diese meistens mit 7, bezeichnen.
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1.3 : Komplexgaussische Prozesse 9

Die Stochastiker denken bei den quadratintegrablen Zufallsgroflen zunéchst einmal
an reellwertige Zufallsgrofen. Fiir die Betrachtungen im Hilbertraum sind aber die kom-
plexen Zufallsvektoren sehr praktisch und niitzlich. Vor allem fiir die Betrachtung der
gaussischen Vektoren miissen wir uns etwas naher mit Fragen der Komplexifikation und
Dekomplexifikation beschéftigen.

Reelle und komplexe gaussische Vektoren
Es ist wohlbekannt, was eine normalverteilte (oder gaussische) reelle Zufallsgroe ist. Ein
reeller Zufallsvektor heisst gaussisch verteilt, wenn alle reellen Linearkombinationen der
Komponenten normalverteilt sind; man sagt in diesem Fall auch, dass die Komponenten
gemeinsam gaussisch verteilt sind.— Es gibt noch weitere wichtige Charakterisierungen
der reellen Gauss-Vektoren; wir werden sie bei passender Gelegenheit formulieren.

Definition. Eine komplexwertige Zufallsgrofle Z = X + Y heisst komplex gaussisch ver-
teilt, wenn der Realteil X = RZ und der Imaginérteil Y = &Z unabhéngig normalverteilt
sind mit derselben Varianz.

Ein komplexer Zufallsvektor der Lange n heisst komplexgaussisch verteilt, wenn das
2n-Tupel der Real- und Imaginérteile gemeinsam gaussisch verteilt und jede komplexe
Linearkombination der Komponenten komplexgaussisch verteilt ist. Man sagt in diesem
Falle auch, dass die Komponenten gemeinsam komplexnormalverteilt sind.

Satz.

a)Wenn Z', ... Z™ unabhingige komplex gaussische Zufallsgréfien sind, dann ist der Vek-
tor mit diesen Komponenten ein komplex gaussischer Vektor.

b) Ist Z ein komplex gaussisch verteilter Zufallsvektor der Dimension m und A eine kom-
plexe m' x m-Matriz, dann ist A-Z komplex gaussisch verteilt.

Der Satz ist selbstverstdandlich. Fiir alternative Kennzeichnungen der komplex gaus-
sischen Vektoren holen wir weiter aus. Wir definieren zu jedem komplexen Zufallsvektor
Z = X +1Y den konjugiert komplexen Vektor Z = X — 1Y und bemerken

Lemma.
Fiir einen komplexen Zufallsvektor Z = X + iY'mit der Covarianzmatriz cou(Z,Z) =
S+ 14T gilt cou(Z,Z) =S —iT und
S = cov(X,X) + cov(Y,Y), T = cou(Y, X) — cov(X,Y),
cou(Z,Z) = (cou(X, X) — cov(Y,Y)) +i (cou(Y, X) + cov(X,Y))

Daraus ergibt sich (siehe Ubungen)

Satz. Es sei Z = X +1iY ein Zufallsvektor mit der Covarianzmatric C = S 44T, dessen
Real-und Imagindrteile gemeinsam gaussisch verteilt sind. Wenn cou(Z,Z) = 0, dann
sind alle komplexen Linearkombinationen der Komponenten ¢y - Zy, komplex gaussisch
verteilt. Fiir die Real-und Imagindrteile gilt

() () =26 %)
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10 Konstruktionen strikt stationarer Prozesse Zeitreihen

Aus der Theorie der Normalverteilungen im Reellen ergibt sich somit: Zu jeder positiv
semidefiniten Matrix C' = S + T existiert ein zentrierter komplexgaussisch verteilter Zu-
fallsvektor mit dieser Covarianz; und die Verteilung ist eindeutig bestimmt. Das Resultat
kann man auch folgendermaflen ausdriicken. Wenn C' = S + ¢T eine positiv semidefinite
n X n-Matrix ist, dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf dem Produktraum
C", sodass die Koordinaten gemeinsam komplexnormalverteilt sind mit der gegebenen
Covarianz. Das 2n-Tupel der Real- und Imaginérteile ist reellnormalverteilt mit der Co-

. . =T . o . . .
varianzmatrix % (; g ) Wenn C positiv definit ist, C~! = Q + iR, dann besitzt die
Verteilung eine Dichte im R?", und zwar

p(z,y) dx dy = const exp ( — (27, y") <g _QR) (Z)) dx dy.

Komplexgaussische Zeitreihen

Wir wollen jetzt ein Mafl auf dem unendlichen Produktraum € = CZ zu einer Z x Z-Matrix
C ={cp : k,l € Z} konstruieren, sodass jedes endliche Tupel von Koordinatenfunktionen
(Z™)menm zentriert und gemeinsam komplexnormalverteilt ist mit den Covarianzen in
der entsprechenden Teilmatrix. Von C ist zu fordern, dass jede endliche quadratische
Teilmatrix {cy, : k,1 € M} positiv semidefinit ist. Wenn dies der Fall ist, dann existiert fiir
jedes endliche M genau ein Mafl auf der von den Koordinaten in M erzeugten Produkt-
Borelalgebra By = @),,cps Bm- Diese Mafe auf den o-Algebren B, sind vertraglich.
Nach einem beriihmten Satz von Kolmogorov besitzen sie eine gemeinsame Fortsetzung
auf die Produktalgebra des unendlichen Produktraums Q = C%. Damit sind wir am Ziel:
Zu jeder positiv semidefiniten Z x Z-Matrix existiert ein zentrierte komplexgaussische
Folge (Z,), mit den vorgegebenen Covarianzen. Die gemeiname Verteilung der Z,, ist
durch C eindeutig bestimmt.

Hinweis: Der Satz von Kolmogorov iiber vertriagliche Mafle, die sich zu einem Maf3
auf dem unendlichen Produktraum fortsetzen lassen, gilt auch fiir Indexmengen 7', die
nicht abzihlbar sind, z. B. fiir ein Zeitintervall T' = [t!, ¢]. Man findet zu jeder Covarianz-
Struktur {c(s,t) : s,t € T} einen gaussischen Prozess (Z;);er. Man koénnte so z. B.
versuchen, den OU-Prozess aus der Covarianzstruktur {c(s,t) = exp|t —s| : s,t € T}
zu konstruieren. Die Konstruktion nach dem Satz von Kolmogorov leistet aber nicht
dasselbe wie unsere direkte Konstruktion aus der Brown’schen Bewegung. Die Produkt
o-Algebra auf dem Produktraum € = RE ist nicht groB. Eine Menge wie beispielsweise
{w:x; < hfiir alle t € [t] 1] } ist nicht produktmessbar. Die Menge der stetigen "Pfade’
ist ebensowenig produktmessbar. Wenn man Prozesse mit guten Pfaden konstruieren will
muss man anders vorgehen.

Beispiel 1.3.1 (Fastperiodische Prozesse).

Es seien Z',..., Z" unabhingige komplexgaussische Variable mit varZ = 1, o1,..., 0y
Zahlen mit Y |04 = 1 und wy,...,wy € R paarweise verschieden. Dazu konstruieren
wir den Prozess

N
Xt — § o - Zk eztwk'
1
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Es handelt sich um einen gaussischen Prozess, denn die X' sind gemeinsam gaussisch
verteilt. Die Covarianzfunktion ist

v(h) = cov(X™", X)) =cov <Z oy - ZF et Z oy - 2! e“wl) =
k I

N
=Y ot = [ e ar),
1

wo F(+) die Verteilungsfunktion ist, die in den Positionen wy Spriinge der Hohe |oy|?
besitzt. Es handelt sich um eine sog. fastperiodische Funktion, d. h. eine Uberlagerung
periodischer Funktionen.

Nicht nur die Covarianzfunktion ist fastperiodisch. Jeder Pfad ist fastperiodisch. Wenn
der Zufall die Werte der ZufallsgroBen o, Z* bestimmt hat, dann liegt der Pfad fest.

Man kann iibrigens die gesamte Zukunft (und die gesamte Vergangenheit) rekonstru-
ieren, wenn man den Prozess zu N verschiedenen Zeitpunkten beobachtet hat. Die Matrix
des linearen Gleichungssystems, welches X%, ..., X*¥ aus den o}, Z* bestimmt ist inver-
tierbar. Diese Tatsache diirfte in einem Spezialfall aus der Algebra-Vorlesung bekannt
sein: wenn tq,...,ty die Zeitpunkte 1,..., N sind, dann ist die Determinante des Glei-
chungssystems eine sog. Vandermonde-Determinante.

Beispiel 1.3.2.

Es sei F(-) eine Verteilungsfunktion auf dem Intervall (0,27] und Z(w) eine komplexe
Brown’sche Bewegung auf [0, 1]. Wir betrachten den Prozess Y (w) = Z(F(w)) fiir w € (0, 27].
Die Zuwiéchse in disjunkten Intervallen sind bei diesem Prozess unabhéngig gaussisch ver-
teilt mit var(Y (wll) — var(Y(wll) = F(wll) = F(w!) fiir v < wll. Wir betrachten nun fiir

n € Z die stochastischen Integrale

X" = / e dY (w).

Es handelt sich um einen gaussischen Prozess mit der Covarianzfolge

~(h) = cov(X™*, X™) = cov ( / £t Gy (o), / i dY(w”)) _ / M AP (W),

Dies und das weitere sollte vom weniger erfahrenen Stochastiker als ein Ansporn ge-
lesen werden, sich ndher mit stochastischer Integration zu befassen.

Man nennt die Zeitreihe (X"),ez den gaussischen Prozess zum Spektralmafl p(dw) =
dF(w). Interessant ist der Spezialfall dF(w) = 5-dw. Wir haben dann ~(h) = 0 fiir alle

X
h # 0. Die Zeitreihe ist also ein gaussisches weisses Rauschen.
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2 Analysis der Covarianzfolgen und Spektralmafle

Wir wollen kldren, welche Funktionen «(+) die Covarianzstruktur {¢,s = y(r—s) : r,s € T'}
eines komplexen schwach stationédren Prozesses {Z; : t € T} sein konnen. Beim OU-
Prozesses haben wir yoy(h) = e~ gefunden. Zu Yule’s Pendel gehért die Covarianz-
funktion 4y (h) = 02 - exp(—37|h|) - cos(@h), wie wir sehen werden.

Es ist jedenfalls notwendig, dass fiir beliebige ¢4, ...,t,, die Matrix mit den Eintragen
cov(Zy,, Zy,) = v(t—1;) positiv semidefinit ist. Diese Eigenschaft ist auch hinreichend, wie
wir im vorigen Unterabschnitt gezeigt haben. Es existiert sogar ein gaussischer Prozess.

Wir nehmen zunéchst Abstand von der Welt der Zufallssgréfien. Aus der Analysis
iibernehmen wir die

Sprechweise. Eine komplexwertige Funktion «(h) auf R heisst eine positiv semidefinite
Funktion, wenn sie stetig und beschrankt ist mit v(h) = v(—h) und

Z apy(ty —t))a; > 0 fir alle ¢q,...,t,, € R und alle (ay,...,a,)€ C™
k=1

Wir bemerken, dass der Fall m = 2 insbesondere |y(h)| < ~(0) liefert. Die positiv
semidefinite Funktion 7(-) heisst normiert wenn (0) = 1. Die einfachsten normierten
positiv semidefiniten Funktionen sind die Funktionen 7,(-) = ) mit w € R; sie heissen
die Charaktere der Gruppe R. Sie sind die multiplikative beschrankten Funktionen auf R,
Yo(h14+h2) = vu(h1) 7w (he). Die Menge aller normierten positiv semidefiniten Funktionen
ist offenbar konvex. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl p(dw) ist

) = [ulntan) = [ e=Oud

eine normierte positiv semidefinite Funktion. Es gilt

In der Stochastik heisst die Funktion 7,(-) bekanntlich die charakteristische Funktion
des W-Mafles p auf dem Raum €2 = R.

Wir wollen nun zeigen, dass die charakteristischen Funktionen die einzigen normierten
positiv semidefiniten Funktionen sind. Zu jeder normierten positiv semidefiniten Funktion
7(-) existiert genau ein W-Mafl p auf R, sodass v(-) = 7,(-). Wir behandeln zuerst den
zeitdiskreten Fall.
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2.1 Der Satz von Herglotz

Satz (Satz von Herglotz).
Es sei (Yn)nez eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen mit v(0) = 1, v(n) = y(—n) und

Zkl ar Y(k—=1)a >0 fir alle finiten komplezen Folgen (ay)p.

FEs existiert dann genau ein W-Maf 1 auf R/2m sodass

v(n) = /ei"“u(dw) fiir alle n

Beweis. 1)Man nennt die v(n) die charakteristischen Koeffizienten des W-Majes . Man
spricht den Satz folgendermaflen aus: Jede normierte positiv semidefinite Folge ist die
Folge der charakteristischen Koeffizienten eines wohlbestimmten W-Mafles auf R/2w. Es
ist klar, dass es hochstens ein MafS auf dem kompakten Raum R/2mw mit vorgegebenen
(k) = [e* du(w) geben kann; denn jede stetige Funktion h(w) lisst sich (nach dem
Satz von Stone- Weierstraf$) gleichmdflig durch trigonometrische Polynome approximieren.

2)Wir betrachten nun eine summable semidefinite Folge y(k), und dazu die Funktion
flw) = S y(k)e ™. Wir zeigen, dass diese 2m-periodische Funktion michtnegativ ist.
Dazu benﬁtzen wir, dass ), ajfy(j —i)a; > 0 insbesondere fir jedes n-Tupel der Form
{a; = ¢ :j=1,...,n} mit { = e™. Die Doppelsumme mit n®> Summanden lisst sich in
diesem Fall als eine Einfachsumme schreiben

Z ¢y — i)' = Z CT( i) =) (n— [k])Ty(k)CE

k

Es gibt in der Tat n Paare (i,j) miti—j =0, mn—1 Paare miti—j=1 (oder=—1),
und allgemein n — |k| Paare miti — j =k (oder = —k) fir |k| < n. Wir haben also

FOw) =1 = By (k)et= > 0

k

fir alle n. Im Limes erhalten wir f(w) = 0. Fir das Maff dp(w) = £ f(w) dw gilt
[ e p(dw) = (k).

3)Die Rechnung ist auch nitzlich, wenn ~(-) irgendeine semidefinite Folge ist. Sie
ergibt ndmlich fir das Mafy dp™ (w) = 5= f("(w) dw die charakteristischen Koeffizienten

(Y™ (k) = (1 — ‘ﬁn')*fy(k:) Wir zeigen, dass die Mape du™ (w) schwach gegen ein Maj
du(w) auf dem kompakten Raum R/2m konvergiert:

/h(w) dp'™ (w) — /h(w) dp(w) fiir alle stetigen h(-)
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kw

In der Tat haben wir Konvergenz fiir alle hy(w) = €™ und somit fiir alle trigonometri-

schen Polynome wegen

(k) = [ ) du(o) = tim [ hefw) du() = tin(1 ~ By (k).

Ein Kriterium fiir Semidefinitheit. Die semidefiniten Folgen (¢, ), sind hermitisch
in dem Sinn ¢(n) = ¢(—n) Der Beweis zeigt, dass eine summable hermitische Folge (¢;,)s,
genau dann semidefinit ist, wenn die trigonometrische Reihe f(w) = 3" ¢(n)e™ iiberall
nichtnegative Werte hat.

Der Beweis zeigt auch, dass eine hermitische Folge (c,), genau dann semidefinit ist,
wenn die Folge ¢™)(n) = ¢(n) - (1 — %)* fiir jedes N € N definit ist. Die Funktionen
(1-— %)* selbst sind iibrigens semidefinit. Sie sind erzeugt von den MaBen du™)(w) =

i ‘Z’f e“‘“’f dw; die Dichten sind als die 27-periodischen Fejér-Kerne bekannt.
Wir bemerken: Wenn (¢, ), und (d,), semidefinite Folgen sind, dann auch (¢, - d,))n;
das darstellende Maf3 ergibt sich durch Faltung der darstellenden Mafe.

Beispiel 2.1.1.
Es sei ¢(0) = 1,¢(1) = ¢(—1) = p und ¢(n) = 0 fiir |n| > 1. Die Folge ist genau dann
positiv semidefinit, wenn [p| < 1. Es gilt ndmlich

fw) =1+ pe™™ + pe™ =1+ 2pcosw.

Es ist auch leicht, einen stationdren gaussischen Prozess mit dieser Covarianzfunktion
anzugeben. Fiir den Fall p = 0 leistet eine Folge unabhéngiger standardnormalverteilter
Zufallsgrofien (Z,), € Z das Verlangte; man spricht von einem normierten gaussischen

. . . . 1
weissen Rauschen. Sei (Z,,) ein solcher Prozess. Der Prozess W,, = \/W(Zn + ozZn_l)

leistet das Verlangte fiir p =

THlal
Beispiel 2.1.2. Der diskret abgetastete OU-Prozess hat die Covarianzfolge c(n) = |p|I"
mit einem p < 1. Das darstellende Maf} hat die Dichte

> - > - e~ eiw
1 1

1 —pe~ 1 — peiw

ew—p ew—p 1+ p? —2pcosw leiw — p|2

Sprechweise. In manchen Anwendung der schwach stationéren Prozesse werden die Pfa-
de einer Zeitreihe (Z,,), als 'verrauschte’ Signale interpretiert, die zu den diskreten Zeit-
punkten n abgetastet werden. Das w € R /27, welches aus mathematischer Sicht lediglich
eine Integrationsvariable ist, wird als eine Frequenz (genauer Kreisfrequenz) gedeutet. In
der Tat erinnert die Folge (¢"),, an die Abtastwerte der harmonischen Schwingung mit
der Kreisfrequenz w. (Wenn sich w’ nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterschei-
det, dann ist die Folge der Abtastwerte die gleiche.)
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Warnung: Es ist hochst problematisch, wenn man versucht, die Realisierungen des
Prozesses als Uberlagerungen von (diskret abgetasteten) harmonischen Schwingungen zu
deuten. Eine solche Deutung ist nur bei den Prozessen mit einem diskreten Leistungs-
spektrum zuléssig; und diese Prozesse sind aus der Sicht der Stochastik ein ausgeartet
und so untypisch, dass man sie keiner Weise als Beispiel ansehen kann.

Beispiel 2.1.3 (Fastperiodische Pfade).
Es sei /1(dw) eine konvexe Kombination von PunktmaBen 4, (dw) mit den Gewichten |a;|?.
(3" laj|* = 1) Die Covarianzfunktion (,(h))ner ist dann die fastperiodische Funktion

Yulh) =) lagPe™

J

Einen gaussischen Prozess (mit stetigen Pfaden) kann man dazu leicht konstruieren: Sind
namlich W7 unabhingige standardnormalverteilte Zufallsgrofen und Z = >~ a;W7 - ¢
so gilt fiir alle ¢ und h var(Z') = 1, cov(Z"", Z') = ~,(h). Die Z; sind gemeinsam
komplexgaussisch verteilt und alle Pfade sind fastperiodisch.

Trotz der Interpretationsprobleme bei allgemeineren Prozessen beniitzt man weithin
den Ausdruck ’Spektralmaf’ (oder ’Leistungsspektrum’ ( zum stationdren Prozess) an
Stelle des oben eingefiithrten Begriffs des die Covarianzfolge ’erzeugenden Mafles’. Dass
es sehr gewagt wiire, sich die Pfade eines stationiren Prozesses als Uberlagerungen von
(zeitlich unendlich ausgedehnten) Sinusschwingungen vorzustellen, sollte klar sein, wenn
man z. B. an den OU-Prozess denkt. Hier ist auch die Idee der Fourier-Integrale fehl am
Platz. Die Pfade (Z'(w))ser sind keine quadratintegrablen Funktionen der Zeit; und nur
die quadratintegrablen f(¢) als Fourier-Integrale darstellen.

Der zeitkontinuierlichen Fall Es sei (Z*), € R ein schwach stationirer Prozess mit
der stetigen Covarianzfunktion v(¢) (0. B. d. A. varZ" = 4(0) = 1). Wenn wir ihn zu
ganzzahligen Zeiten n € Z abtasten, dann erhalten wir eine Covarianzfolge (7(n)),ez und
dazu ein Wahrscheinlichkeitsma$ du; (w), welches wir als W-Maf auf dem Intervall [0, 27)
auffassen konnen. Wenn wir die Abtastfrequenz verdoppeln, dann erhalten wir die semi-
definite Folge (7(n/2))nez. Diese konnen wir darstellen mit einem (eindeutig bestimmten )
W-Mafl dus(w) auf dem verdoppelten Intervall [0,47). Es ist gekennzeichnet durch die
Eigenschaft

4 l
| e i) = 2(3),
0

Das MaBl du;(w) erhalten wir aus dus(w) als Bildmafl bei der Abbildung, welche das
Intervall [0, 27) festldsst und das Intervall [27,47) durch Subtraktion von 27 auf [0, 27)
abbildet. Wir konstruieren weiter dju4(w) auf dem Intervall [0, 87), welche die Folge vy(n/4)
richtig beschreibt:

8m l
| et ) = 29),
0

So fahren wir fort. Im n-ten Schritt wird aus dem Maf} auf [0, 2"7) ein Maf} auf [0, 2" '),
indem man einen Teil des Mafles dyu,, um den Betrag 2"m verschiebt. Wenn die Gewichte
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der zu verschiebenden Mafle nach Null konvergieren, dann haben wir eine schwach konver-
gente Folge, deren Limes dji, (wegen der Stetigkeit von (-)) die Werte in allen Punkten
t beschreibt.

| e "6 () = (0).

Die Konvergenz der Folge pon ergibt sich leicht aus der Straffheit dieser Folge von Maflen,
welche wiederum aus der Stetigkeit der Covarianzfunktion folgt.— Wir wollen das nicht
im Detail ausfiihren.

Im Ubrigen ist fast alles wie im zeitdiskreten Fall: Wenn die semidefinite Funktion ~(-)
integrabel ist, dann hat das darstellende Maf eine Dichte und zwar

du(w) = %f(w) dw mit  f(w) = /e‘it“’y(t) dt.

Die Rechnung ist aus der Theorie der Fourierintegrale wohlbekannt. Wir bemerken: Die
Eigenschaft eines Mafles, dass seine charakteristische Funktion integrabel ist, hat mit der
Glatte der Dichte zu tun. Beispielsweise ist bekanntlich die charakteristische Funktion der
uniformen Verteilung (auf irgendeinem Intervall) nicht integrabel. Von der charakteristi-
schen Funktion eines Mafles mit Dichte kann man allerdings sagen, dass sie fiir |w| — oo
nach 0 strebt ("Lemma von Riemann-Lebesgue’).

Beispiel 2.1.4. Bekannte positivdefinite Funktionen sind u. a.

1
t) = eIt
W= m 1

1= (1) w o (s (50)* T de.

Wir bemerken, dass die Funktionen ~,(-) = exp(i(-)w) die beschrénkten stetigen mul-
tiplikativen Funktionen auf der Gruppe R sind. Sie sind die Gruppencharaktere. Die se-
midefiniten Funktionen mit v(0) = 1 sind die konvexen Mittel dieser Charaktere.— Wir
erwiahnen das, um nochmals die Distanz zu den Fourier-Integralen zu betonen.

dw

1

s
1
2m

@ Prof. Dr. H. Dinges, Zeitreihen (WS 2012/13), 4. Februar 2013



2.2 : Lineare Filter und ihre Transfer-Funktionen 17

2.2 Lineare Filter und ihre Transfer-Funktionen

Sprechweise 2.2.1.
Es sei a = a(h)pez eine summable Folge. Wir beniitzen sie zunéchst einmal, um einer
beliebigen beschrénkten Folge x = (z(n))nez eine beschriankte Folge y = (y(n)),ez zuzu-

ordnen
y(n) = Zah-x(n—h) = Za(n—k) - T,
h

k

Wir notieren y = T,(x) und nennen die Abbildung 7T}, den zeitinvarianten linearen Filter
zur Koeffizientenfolge a = (ap,)pez.(TLF fiir "timeinvariant linear filter’) Man spricht auch
von einem gleitenden Mittel (Moving average, MA im Englischen)

Der TLF macht aus dem 'Eingabesignal’ x das ’Ausgabesignal’ y.

Die komplexe Zahl a(h) heisst die Impulsantwort zur Zeitverzogerung h. Die Folge a heisst
die Influenzfolge des TLF, oder die Folge der Impulsantworten.

Wenn a(h) = 0 fiir alle h < 0, dann nennt man 7}, einen kausalen Filter; der Wert
y(n) hingt hier nur von den x-Werten in der Vergangenheit ab. Wenn nur endlich viele
a(h) nicht verschwinden, dann nennen wir 7, einen TLF mit endlicher Reichweite oder
auch einen finiten Filter.

Einen TLF kann man auch dazu beniitzen, um eine schwachstationdren Zeitreihe X
eine schwachstationéren Zeitreihe Y = T,X zuzuordnen. Die Summabiltitiat der Influenz-
folge sichert die Konvergenz der Reihe Y! = > a(h) X'~ sowohl fastsicher als auch im
quadratischen Mittel.

Offensichtlich gilt

Satz 2.2.1. Zeitinvariante lineare Filter kann man hintereinanderschalten, sowohl als Ab-
bildungen beschrdnkter Funktionen als auch als Abbildungen schwachstationdrer Zeitrei-
hen. Es gilt Ty 0Ty, = T. mit c =axb (Faltungsprodukt)

Beispiel 2.2.1.

Der TLF zur Folge mit ap = 1 und a(h) = 0 fiir alle h # 0 ist die Identitdtsabbildung.
Der TLF zur Folge mit a; = 1 und a(h) = 0 fiir alle h # 1 heisst der Riickwartsshift und
wird mit B bezeichnet. B (Zn)nez — (Tn_1)nez-

Der TLF (I — B) bildet die Folge (x,), in die Folge (x, — z,,_1), ab. Wir werden sehen,
dass er fiir Folgen eine dhnliche Rolle spielt wie die Differentiation % fiir (geniigend glatte)
Funktionen (x;)eg-

Der TLF (I — B)o (I — B) =1 — 2B + B? ist analog zu zweiten Ableitung.

Wir kénnen fiir beliebige summable a = (aj)), schreiben T, = 3", apB". Fiir einen
kausalen Filter haben wir T, = p(B) mit einer formalen Potenzreihe p(-). Fiir die Unbe-
stimmte in der formalen Potenzreihe wéhlen wir meistens die Bezeichnung z, wie das in
der Analysis iiblich ist. Da die Koeffizienten summabel sind, kénnen wir p(z) auch als eine
im Einheitskreis holomorphe Funktion auffassen. Sind p(z) und ¢(z) formale Potenzreihen
mit summablen Koeffizienten, so gilt p(B) o ¢(B) = r(B). mit r(z) = p(z) - q(2).
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Bekanntlich kann man jedes Polynom vom Grad p als Produkt von p Linearfaktoren
schreiben: 1 — 12— @922 — ... — 2P = (1 —('2) - - - (1= ¢, 'z). Daraus folgt

Satz 2.2.2. Fiir jeden finiten TLF existieren (bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte)
komplexe Zahlen Cj_l, sodass mit einem N € Z und einem c € C gilt

To=cB NI —('B)- -+ - (I-¢,'B).

Satz 2.2.3.

Gegeben sei der TLF T,. Wenn das Eingabesignal (x(n)), eine reine Sinusschwingung ist,
d. h. wenn z(n) = C €™ mit einer komplezen Amplitude’ C' und einer 'Kreisfrequenz
w € R/27, dann ist auch das Ausgabesignal eine reine Sinusschwingung, und zwar

)

y(n) = A(e™)-z(n)  mit A(z) =) apz"
Beweis. y(n) = Y apz(n —h) = C - 3 ape’ M9 = C ™ . Y qpe™ = z(n) - A(e™™).

Sprechweise 2.2.2.

Die komplexwertige Funktion A(e™™) = Y, ase™" heisst die Transfer-Funktion des
TLF T,. Das Absolutquadrat [A(e=*|” heisst die Leistungstranferfunktion des Filters.
("power transfer function” im Englischen).

Beispiel 2.2.2. Sei a = |a - ™.

Der TLF (I — aB) hat die Transferfunktion ~ A(e™ =1 — |a|e™®=%0)  und die Leis-
tungstransferfunktion  |A(e ™[> = 11— |Oz|e_i(°’_“0)‘2 =1+ |a]? - 2|a| cos(w — wp).
Fiir |o| < 1 hat der TLF (I — aB)™' =Y o*B* die Leistungstransferfunktion

—iw\|2 _ - —iw|=2 _ 1
Al = 1 —ae™] 1+ |af? = 2]a] cos(w — wp)

Satz 2.2.4. Es sei Z. = (Z,), ein schwach stationdrer Prozess zur Covarianzfolge y, =
[ €™ du(w). Der Prozess W = To(Z) hat dann die Covarianzfolge

(ch)n mit = /eih“ }A(e_i“)‘2 dp(w).

Beweis. Wegen W, ), = Zj ajZpin—j und Wy, = >, a;Z,_j haben wir
cov(Wyn, W) = Zaj ar y(h—j+k) = Zaj a_k/ e P=ItRe g (w) =
Jk Jk

:/eih“(Zaj e ) (Zak e *N) dp(w) = /eih“ ‘A(e‘i‘”)}z du(w).
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Der Satz erkldrt die Sprechweise vom Leistungstransfer. Wahrend im Eingabepro-
zess die 'Leistung’ gemifl duy(w) iiber die Kreisfrequenzen verteilt war, ist sie im Aus-
gabeprozess gemaﬁ dem mit der Leistungstransferfunktion multiplizierten Maf3 verteilt:
dpry (w }A } dpx(w).

Vorausschau Es zeigt sich: Wenn der zentrierte schwach stationédre Prozess (W,,),, eine
Spektraldichte der Form -t f(w) dw = 2=|A(e™™) }2 dw besitzt mit A(z) = > " aj, 2", dann
kann man ihn unter Umstédnden durch einen kausalen Filter aus einem weissen Rauschen
(Zy)n gewinnen.

Wie man gegebenenfalls die unkorrelierten 'Innovationen’ 7, findet, werden wir sehen.(Satz
von Szegd-Krein-Kolmogorov). Unproblematische Beispiele sind die Spektraldichten der
Form )
flw) = |23

kreis besitzt. Diese werden wir im Abschnitt iiber ARMA-Prozesse diskutieren..

, wo 0(2), ¢(z) Polynome sind und ¢(z) keine Nullstellen im Einheits-

Der zeitkontinuierliche Fall
Wir erinnern hier in informeller und hoffentlich intuitiver Sprache an die Gleichung des
schwach geddmpften harmonischen Oszillators und seine Gleichgewichtslosung

/t,tu(X()ﬂLvX( ——wO/ X(t dt+/ b(t) dt.

Wir storen jetzt aber nicht mit dem Zuwachs einer deterministischen Funktion, die auch
noch eine Dichte besitzt, dB; = b(t) dt, sondern mit den Zuwichsen eines Prozesses wie
der Brown’schen Bewegung. Wir fordern, dass die Zuwéchse zentriert, quadratintegrabel
und unabhéngig sind mit  var(B(t") — B(t')) = ¢® |[¢" — '|. Wir denken z. B. an die
quadratintegrablen Levy-Prozesse. Die stochastische Differentialgleichung lautet dann

di(X +7 X) = —wi X dt + dB,.

Die Gleichgewichtslosung ergibt sich mit der oben berechneten Influenzfunktion (a(h)) heR,

die man {iibrigens auch die Green’s-Funktion der Differenzialgleichung nennt.

X(t) = /t a(t — ) dB,.

—0o0

Die Konstruktion, die einem weissen Rauschen in kontinuierlicher Zeit (dB;) einen stati-
onéren Prozess zuordnet, heisst wie im zeitdiskreten Fall ein zeitinvarianter linearer Filter.
Es gibt da technische Probleme mit den stochastischen Integralen, die wir hier natiirlich
nicht behandeln kénnen. Wir stellen fest: (X;); ist ein schwach stationdrer Prozess mit

t+h t
cov(XHh, Xt) :cov(/ a(t + h — s)dBs, / a(t — s) st)

—00 —00

= o? /t a(t+h—s)-a(t—s) ds.

— 00
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Die Influenzfunktion ist A(—w) = [~ a(h) e™" dh und das Spektralmafl des gefilterten
: 2 2
Prozesse ist dv(w) = |A(—w)|

o

Hinweis auf funktionalanalytische Aspekte

In der sog. linearen Theorie der zentrierten schwachstationédren Prozesse griinden sich die
Konstruktionen und Argumente allein auf die Covarianzfunktion. Alle sonstigen Annah-
men und Kenntnisse iiber gemeinsame Verteilungen bleiben aus dem Spiel. Aus der Sicht
der linearen Theorie ist ein zentrierte schwachstationdre Folge zur Covarianzfolge ()
nichts weiter als eine Folge von Vektoren in einem Hilbertraum (v,,),, mit <vn+h, vn> = Vp.
Eine besonders einfache Folge ist die Folge e, (w) = ("), auf dem endlichen Mafraum
(R/27,B, dp(w)). Die inneren Produkte sind

(ens en) = [ ensn) @) duw) = [ dut) =1 (n)

In der Hilbertraumwelt macht die zeitkontinuierliche Version keine Probleme. Es sei du(w)
ein endliches Mafl auf R und 7, = [ € du(w). Ein Prozess zur semidefiniten Funktion
(Vn)ner ist eine im Hilbertraum stetige Schar (v;) g mit <vt+h, vt> = v, fir alle h € R.
Solche "Kurven’ im Hilbertraum ergeben sich z. B. folgendermaflen: Es sei (U;)icr eine
stark stetige Gruppe von unitédren Operatoren. Fiir jeden Vektor vy hat dann die 'Bahn’
v = Uyvg die Eigenschaft, dass das innere Produkt <vn+h, vn> nur von h abhingt. Wenn
a(h)ner eine integrable Funktion ist und (v;)ier ein (im Hilbertraum-Sinn) stationérer
Prozess, dann ergeben die Integrale (im Hilbertraum-Sinn) w, = ffoo a(t — s) vs ds einen
stationéren Prozess. Die Konstruktion (vs)s — (wy); ist der lineare Filter zur Influenz-
funktion a(-).

Stark stetige einparametrige Gruppen unitéirer Operatoren sind in der Hilbertraumtheo-
rie ein bestens ausgearbeitetes Thema. Ein zentrales Resultat ist die Spektraldarstellung.
Die technischen Probleme mit der stochastischen Integration werden in dieser Theorie
aber nicht erfasst. Wir bleiben zunéchst noch in der klassischen Analysis. Die Betrach-
tungen um Integration werden wir aufnehmen, wenn wir orthogonale stochastische Mafle
diskutieren. (Im Englischen 'Orthogonal stochastic measures’).
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2.3 Spezielle Transferfunktionen

Einige interessante TLF haben Transferfunktionen bzw. Impulsantworten, die man aus
der Analysis oder aus der elementaren Stochastik gut kennt. Wir beniitzen die Gelegen-
heit, an einige spezielle Folgen bzw. 27r-periodische Funktionen zu erinnern, die gerne fiir
'Beispiele’ herangezogen werden.

Es sei T eine nichtnegative ganzzahlige Zufallsgrofie mit Ws(T' = k) = p; fir k =
0,1,... . Die Transferfunktion zum kausalen Filter z(-) — y(n) = > " pr x(n — k)
kann man als einen Erwartungswert schreiben

A(e—iw) _ Zpk et @ (e_MT)
0
Sind T3, T» unabhéngig nach (py ), verteilt, so gilt fiir die Leistungstransferfunktion
‘A(e—iw”? _ ¢ (eiw(T1—T2)) — ane—inw mit ¢, = an—l—k Dr.

Im Einzelfall kann die eine oder die andere Formel bequemer beniitzt werden.

Beispiel 2.3.1 (Geometrisch abfallende Impulsantworten). Ein Versuch mit der Erfolgs-
wahrscheinlichkeit (1—g¢) wird unabhéngig wiederholt. Die Wartezeit bis zum ersten Erfolg
ist bekanntlich geometrisch verteilt mit dem Erwartungswert l%q:

Ws(T=k)=pr=(1—q)-¢"" firk=12,...

Die dazugehorigen Transfer- und Leistungstransfer-funktionen sind

Ale™) = e (1 —q)- (1—ge ™)',

- 1— )
= (1—61)2' (1—2qcosw+q2) 1:1__1_3 e—qum\.

o)
2

[A(e™))

denn fiir n > 0 gilt Y prnpe = (1= @)* ¢" 2, ¢ =1 -9 "1 —¢*)".
Wenn der Filter auf ein weisses Rauschen wirkt, dann ist das Ergebnis eine Zeitreihe mit
der Covarianzfolge 02}—;3 - ¢!, Wenn das weisse Rauschen gaussisch ist, dann ergibt sich
der zu ganzzahligen Zeiten beobachtete Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

Ebenso bekannt ist die etwas anders normierte Transferfunktion zu einem komplexen

q = |gle™® mit 0 < |¢| < 1
—iw —iw\—1 o —thw
Pole™) = VT=TaP (1= qe™) 7 = VT=JaP (143 d'e ™).
Es handelt sich um einen kausalen Filter. Seine Leistungstransferfunktion (fiir festes |q|) ist

die Dichte des Poisson-Kerns. Diesen werden wir unten genauer diskutieren. Hier erwéihnen
wir nur seine charakteristischen Koeffizienten ~,(h) = |q|I"! - e=ihwo,
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Beispiel 2.3.2. Zur zentrierten Zeitreihe (X'),cz betrachten wir das (nichtkausale) glei-
tende Mittel Y = 3" X'". Die Covarianzfolge 7y (-) ergibt sich aus der Covarianzfolge
vx(+) in der bekannten Weise

vy (h) = cov (Z Xh_i,ZX_j> =(2n+1) Z (1 - 27|L111>+7X(n — k)

Die dazugehorigen Transferfunktion ist der n-te Dirichlet-Kern

n

: 1

Ay = Y e = D
= sin sw

Die Leistungstransferfunktion ist der Fejér-Kern der Ordnung n |A(e_i°’)|2 = F,(w).

Da im Beispiel die (nichtkausalen!) Impulsantworten symmetrisch um den Nullpunkt sind,

ist die Transferfunktion reellwertig. Ebenfalls nullsymmetrisch (aber nicht reellwertig) sind

die Impulsantworten in folgenden Verallgemeinerung: Fiir ein reelles wy sei a(h) = e

fiir und a(h) = 0 fur |h| > n. Die Transferfunktion ist D, (w —

omy), reellwertig aber nicht nullsymmetrisch.

Wenn ein Input-Prozess X das Spektralmafl dyux(w) hat, dann hat der Y-Prozess das
SpektralmaB duy (w) = |A(e=™)|* dux(w), und dieses ist in unserem Fall (fiir groBe n)
eng auf die Umgebung von wy konzentriert. Der TLF bevorzugt also die Frequenzen in
der Néhe von .

Im zeitkontinuierlichen Fall sind die Verhé&ltnisse dhnlich. Es sei T' eine nichtnegati-
ve Zufallsvariable mit der Dichte a(h) dh. Wir gewinnen aus dem Prozess (X');cg mit
dem SpektralmaB dux(w) den Prozess Y' = [ X" a(h) dh. Die SpektralmaB des Y-

Prozesses ist dann  duy (w) = }A(—u))}2 - dp(w) mit der Transferfunktion A(—w) =
fooo a(h) e=™ dh. Dies ist die charakteristische Funktion der Wahrscheinlichkeitsdichte
a(h) dh.

Beispiel 2.3.3 (Exponentiell abfallende Impulsantworten). Es sei T exponentiell verteilt

mit Erwartungswert 1. Die Dichte ist a(h) dh = o =" dh auf R,.
Die dazugehorigen Transfer- und Leistungstransfer-funktionen sind

A(—w) = € (™) = = fz’w

2

2 o _ —iw(T1—T3)
|A(—w)|" = m—e(e )

wo T, T, unabhéngig exponentiell verteilt sind mit dem Erwartungswert é Die Verteilung
ist die doppeltexponentielle Verteilung mit der Dichte %ae‘o‘w dh. Man bemerke, dass
die charakteristische Funktion bis auf einen Faktor eine Cauchy-Dichte ist.

Beispiel 2.3.4. Die Techniken der gekoppelten Schwingkreise liefert reichhaltige Moglich-
keiten, lineare Filter technisch zu realisieren. Betrachten wir als einfachsten Fall den
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geddmpften harmonischen Oszillator T+ 4+ wd-x=>b(t). Wir wollen uns auf den

sog. schwach geddmpften Fall wy > %fy konzentrieren und definieren @ = /w3 — iy?

Die komplexen Losungen der homogenen Gleichung sind dann bekanntlich die Linearkom-
binationen der beiden Funktionen x4 (t) = exp (— (%7 + ZJJ) t). Die einzige Losung, die
fiir t — —oo beschriankt bleibt, ist die Nulllosung. Wenn b(-) auf jedem Intervall (—oo, T’
beschrankt ist, dann besitzt die inhomogene Gleichung genau eine auf jedem Intervall
(—o00, T| beschrénkte Losung. Man nennt sie die Gleichgewichtslosung, und man gewinnt
eine Darstellung durch Integrale nach der Methode der Variation der Konstanten.

Es existiert eine Tmpulsantwortfunktion” a(h) auf Ry, sodass y(t) = [~ a(h)b(t — h) dh
die Gleichgewichtslosung zu b(-) ist. Es stellt sich heraus

Die Formel fiir die Transferfunktion A(—w) hétten wir auch einfacher erhalten kénnen.
Wir kénnen némlich die Gleichgewichtslosungen zu allen 'reinen Sinusschwingungen’ di-
rekt ausrechnen. Die Losung y(-) zu b, (-) = €' ist

y(t) = A(—w) - ™ mit  A(-w) = (wf —w*+7 z'w)_l ,
denn fiir diese Funktion gilt in der Tat
v +wiy = A(—w) [-w® + 7 iw+ wi] e = ™
Interessant ist auch noch ein Blick auf die Leistungstransferfunktion

AW = (W —w?)? +7%w?)

Fiir die w in der Niihe von wy kénnen wir approximieren wg — w? = (wy — w)(wp + w) ~

2wo(wo — w) und erhalten somit

1 1

4 (wo —w)? + 12

[A(=w)[* ~

Diese Funktion hat ihr Maximum in wy und ist grofler als die Hélfte dieses Maximalwerts
im Bereich wy + %7. Dies gibt eine gute Vorstellung, wie ein geddmpfter Oszillator das
Leistungsspektrum der Eingabe modifiziert. Wenn wir dem gedédmpften Oszillator einen
stationédren Input-Prozess X mit dem Spektralmafl eingeben, dann hat der Output-Prozess
Y das SpektralmaB duy (w = |A(—w)|* du(w) mit dem eben berechneten A(—w).

@ Prof. Dr. H. Dinges, Zeitreihen (WS 2012/13), 4. Februar 2013



24  Analysis der Covarianzfolgen und Spektralmafle Zeitreihen

Beispiel 2.3.5 (Ausblick auf stochastische Integration). Wir haben eben Integrale betrach-
tet der Art . .
\& :/ X" a(h) dh = / a(t —s) X° ds.
0 —00
Wir kénnen nun aber auch allgemeinere stochastische Integratoren von der Gestalt zulas-
sen, etwa
t
Y= / a(t — s)dB;
wo B eine Brown’sche Bewegung ist. Die Zuwéchse dB; gelten als das kontinuierliche
Analogon zum daussischen weissen Rauschen in diskreter Zeit. Der geddmpfte Oszilla-
tor macht aus dem weissen Rauschen einen gaussischen Prozess mit der Spektraldichte
const|A(—w)|? dw. Wir kénnen den Oszillator auch mit einem anderen Prozess mit un-
abhéngigen Zuwichsen (und endlicher Varianz) anregen, etwa mit einem Poisson-Prozess
("Yule’s Pendel’). Wir erhalten einen schwachstationdren Prozess mit derselben Spekt-
raldichte. Die Pfade eines solchen nicht-gaussischen Prozesses sehen aber natiirlich ganz
anders aus.

Sprechweise (Tapern und Glétten). Ein Verfahren, welches beschrinkte Folgen dazu
bringt, fiir |n| — oo ausreichend schnell nach 0 zu konvergieren, heisst ein Tapering-
Verfahren oder kurz ein Taper. Ein Verfahren, welches eine lokalintegrable Funktion glatt
macht, heisst ein Glattungsverfahren (smoothing’ im Englischen).

Die Fejér-Kerne werden gerne zum Glétten von 27 —periodischen Funktionen beniitzt
oder auch zur Glattung eines Mafles auf R/27. Die Glattung einer Spektraldichte mit dem
Fejér-Kern bewirkt sehr radikales Tapern der Folge der Fourier-Koeffizienten; die Fourier-
Koeffizienten des geglitteten Spektrralmafies verschwinden fiir grofle |n|; die geglétteten
Funktionen sind trigonometrische Polynome.

In unserem Beweis des Satzes von Herglotz nutzten wir dieses radikale Tapern um die
Covarianzfolge summabel zu machen. Das Ziel dieses Taperns war es, glatte Dichten im
Frequenzbereich zu erzeugen, welche das Spektralmafl approximieren.

Eine dhnliche Rolle kénnen die Poisson-Kerne spielen. Wenn man das Mafl zur Co-
varianzfolge v(h) mit dem Poisson-Kern zu einem ¢ = |q|e™° glittet, dann erhilt man
als Covarianzfolge die getaperte Folge |q|"le="<0~(h). Das Tapern der Covarianzfolge mit
geometrisch abfallenden Gewichten entspricht dem Glétten des Spektralmafles mit einem
Poisson-Kern.

Beachte: Wenn wir von den Fejér-Kernen (zu einer festen Ordnung n) und den Poisson-
Kernen (zu einem festen |g|) sprechen, dann meinen wir Familien von Wahrscheinlichkeits-
dichten, die auseinander durch Verschiebungen im R /27 hervorgehen. Wenn wir um wy
verschieben, dann nimmt die Covarianzfolge den Faktor e~#«° auf.

Lassen wir die Verschiebungen erst einmal aus dem Spiel, und denken wir an einen
einzelnen Akt des Gléittens bzw. Taperns. Unsere Beispiele beleuchten die folgende
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Faustregel
Ein Tapern von Covarianzfolgen durch die Multiplikation mit einer (fiir |n| — oo) abfal-
lenden Folge erreicht man dadurch, dass man die Spektraldichte mit einer glatten Wahr-
scheinlichkeitsdichte faltet.

Ein Glétten von Covarianzfolgen ergibt sich, wenn man den Prozess durch einen Fil-
ter schickt, dessen Leistungstransferfunktion die niedrigen Frequenzen weniger ddmpft als
die hohen. (Ein Filter dieser Art heisst ein Tiefpass.) Auch anderes 'Priaparieren’ der Co-
varianzfolgen kann man durch geeignete TLF erreichen. Die Leistungstransferfunktionen
werden (punktweise auf R/27) multipliziert.

Die Faustregeln sind nicht iiberraschend, wenn man bedenkt, dass die Fourier-Trans-
formation (in guten Féllen) aus dem Faltungsprodukt ein punktweises Produkt macht
und umgekehrt. Der Haken ist der, dass Covarianzfolgen nicht notwendigerweise summabel
sind und Spektralmafle nicht notwendigerweise eine glatte Dichte besitzen. Ausserdem sind
die Leistungstransferfunktionen nicht einfach Fouriertransformierte sondern Absolutqua-
drate von Fouriertransformierten. Man mochte fiir das Préaparieren des Spektralmafle auch
nicht immer alle Filter in Betracht ziehen, sondern eventuell nur die kausalen. Der Weg
von den Leistungstransferfunktion zu geeigneten Transferfunktionen wird uns in spéateren
Abschnitten intensiv beschéftigen; das Stichwort ist die Wiener-Hopf-Faktorisierung.

Wir wollen noch zwei spezielle Filter im Kontinuierliche ansprechen, und schliesslich
auch noch ein beliebtes Tapering.

Beispiel 2.3.6 (Hart gemittelte Beobachtungen). Das gleitende Mittel iiber einen Ab-
schnitt einer Zeitreihe mit gleichen Gewichten hat uns oben auf die Dirichlet-Kerne (bei
der Transferfunktion) und auf die Fejér-Kerne (bei der Leistungstransferfunktion) gefiihrt.

Das kontinuierliche Analogon gleitenden Mittels iiber Beobachtungswerte im zeitkon-
tinuierlichen Fall ist mathematisch leicht zu behandeln, praktisch allerdings wenig bedeut-
sam; weichere Mittelungen sind in der Regel vorzuziehen. Man beachte: Auch im Beweis
des Satz von Herglotz haben sich die Fejér-Kerne bewihrt, aber in einem ganz anderen
Sinn. Es ging da ums Tapern (zur Glattung des Spektralmafes) und nicht um Filter (zur
'Glattung’ von Covarianzfolge.)

Im kontinuierlichen Fall liefert das gleitende Mittel

1 A
yi=_— / X% ds
2A ) _A
die Transferfunktion

IR sin(Aw
A(—w):E/Ae ds:ﬁ.

: 2
Aus dem Spektralma$ dux(w) wird das Spektralmafl — dpy (w) = (W) dux(w).

Beispiel 2.3.7 (Weich gemittelte Beobachtungen).

Es sei a(h) dh = \/%i exp (— 522 h?) dh mit kleinem o; und Y* = [ X'"a(h) dh.
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Die Transferfunktion dieses glédttenden TLF ist
A(—w) = /a(h)eih“ dh = exp (—% w2) :

Der Filter ldsst (fiir kleine o) das Spektralma$ bei den kleinen Frequenzen nahezu un-
verdndert; im Bereich hoher Frequenzen wird die Leistung entscheidend geschwiécht.

Beispiel 2.3.8 (Tapern mit Hilfe der Poisson-Kerne).
Wir zeigen, dass das Tapern einer Covarianzfolge mit beidseitig geometrisch abfallenden
Gewichten zusammengehort mit dem Glatten des Spektralmafles durch die Poisson-Kerne.
Es sei 1 ein MaB auf R/27 (manchmal dp(w) = 5= f(w) dw), und a(n) die Folge seiner
charakteristischen Koeffizienten, a(n) = [e™™ du(w). Wenn |a(n)| geniigend schnell
abfillt fiir n — oo, dann liefert bekanntlich >~ a(n)e™ die Dichte von du. Dies wollen
wir nicht Voraussetzen.
Die Folge ™ (n) = a(n) - r'"! ist summabel fiir jedes 0 < r < 1 und ebenfalls positiv
deﬁmt Sie ist, wie wir werden werden, die Covarianzfolge zum geglitteten Ma8 yuxp™ (dw),
wo p") der Poissonkern zum Parameter 7 ist.

1—1r2 1
o

) (dw) = dw.

14+7r2—2rcosw?™

Wenn man ein Mafl ;1 mit einem Mafl p faltet, welches eine (stetige) Dichte besitzt,
p(dw) = p(w)5= dw, dann hat das Ergebnis eine (stetige) Dichte

o () = gw)k do mit () = [ du(o) plw 1)

Fiir festes w ist p(w —n) = ngs(w_n) eine 2m-periodische Funktion. Sie nimmt
ihren Maximalwert &::; = % in den Punkten w + 2k7m an, und den Minimalwert %

in den Punkten dazwischen. In jedem Intervall [w — 7, w + 7] ist sie monoton. Fiir r nahe
bei 1 ist sind die Spitzen sehr ausgeprigt. Die Bereiche, in welchem p(-) grofler als der
halbe Maximalwert ist, sind kleine Intervalle w—A,,w+A,r|,denn  1+72—2rcosn <
20+ 72 =2r) < 1—cosn < 5=(1 —7r)? < 2sin(n/2) < %(1 — r). Die Fourier-
Darstellung der Funktion p(w) erglbt sich aus

1—7" . 1—T . 1 + Z \n| an
1+7r2—2rcosw |1 —re—i|? 1l —pew 1—7’6“‘“

el (@) = [ emg0w) & do=atw) o7

Wenn wir ein trigonometrisches Polynom b(w) = 7. bje”* mit dem gegléitteten Maf
integrieren, dann erhalten wir [ b(w)(u* p)) (dw) = Y b;rlila;.
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2.4 Kausale Filter, ARMA-Konstruktionen.

Eine Folge unkorrelierter Zufallsgrofien mit derselben Varianz —Z = (Z%)icz nennt man
ein weisses Rauschen mit der Intensitit o ("White noise’, abgekiirzt WN(0, ¢2)). Wenn
die Z' unabhingig (komplex)gaussisch sind, dann haben wir ein (komplex)gaussisches
weisses Rauschen GWN(0, 02).

Definition 2.1. Es sei Z ein weisses Rauschen und a(z) = ag + a12 + agz? + - -+ eine
Potenzreihe mit Y |ay| < oo. Der Prozess X' = > °a,Z"" heisst dann ein (bzgl. Z)

kausaler MA-Prozess (causal moving average process) oder eine kausale MA-Zeitreihe.

Satz 2.4.1. Ist Z ein weisses Rauschen. Wenn |p1| < 1, so existiert genau eine bzgl. Z
kausaler MA-Zeitreihe mit

Xt=p - X" '+ 2" firadletcZ
Man nennt ihn einen autoregressiven Prozess (AR(1)-Prozess) zum Polynom 1 — @1 2.
Beweis. FEs ist hier fiir alle m gefordert
Xi=Zi+ 012+ @i Zio+ O L+ @7 X1
Fiir m — oo ergibt sich fiir X; eine (im fastsicheren und im L*-Sinn ) konvergente Reihe.
Fiir [¢1| > 1 existiert offenbar kein bzgl. Z kausaler AR(1)-Prozess. Im Fall |¢;| > 1

kénnen wir folgendermaflen eine Zeitreihe X konstruieren: Wir konstruieren zunéchst zum
weissen Rauschen W* = (Z7°*) eine Schar Y, sodass Y = LY~ + W fiir alle ¢ € Z,
Die Schar X! = ¢;'- Y~ erfiillt dann die Gleichungen X* = ¢, - X*~! + Z* mit dem
weissen Rauschen der Intensitéit o2, nimlich zum weissen Rauschen Z! = —W ! Die
so konstruierte Zeitreihe X ist nicht kausal bzgl. des gegebenen WN Z.

Notation. Wir schreiben die Bestimmungsgleichung des AR-Prozesses X und die Dar-
stellung durch den Prozess Z mit Hilfe des Riickwértsshiftoperators B ('backward shift’).

(I-¢B)X=2Z, X={+¢pB+¢’B*+---)Z = (I-¢.B)' Z

Man kann sagen, dass X = (I — B)™'Z der kausale MA-Prozess ist, der mit geome-
trisch abfallenden Gewichten aus Z entsteht.

Eine Analogie: Man kann die Autoregressionsgleichung auch folgendermafien schrei-
ben: (X;—X; 1) = (v1—1)X;_1+ Z;. Ein zeitkontinuierliches Analogon ist die stochas-
tische Differentialgleichung dX; = aX dt + dZ;. Sie hat eine kausale stationdre Losung,
wenn Ra < 0, ndmlich X, = ffoo et=%) d7..
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Satz 2.4.2.
Es sei Z ein weisses Rauschen und p(z) = 1—p12—---—p,2P ein Polynom, dessen Null-
stellen ausserhalb des Finheitskreises liegen. Es existiert dann genau ein bzgl. Z kausaler
Prozess mit

Xe—o1 Xoo1 — Xy o — =0 X4y =74 fiir alle t.
Man nennt ihn einen AR(p)-Prozess zum Polynom p(z).
Beweis. Wir schreiben die Autoregressionsgleichung mit dem Riickwdrtsshiftoperator B
(I—¢1B—-—¢,B") X =17 oder kurz ¢(B)X = Z.
Sind (1, . .. .C, die Nullstellen des Polynoms ¢(z) =1— g1z — -+ — @,2P, so gilt
(I-¢'B)o---o(I-('B)X =17

Die Konstruktion eines kausalen Prozesses X gemify X = (I — B)™'Y kann man nicht
nur fir ein weisses Rauschen durchfihren, sondern fiir beliebige Prozesse Y , insbesondere
fiir solche, die aus Z durch einen kausalen MA hervorgegangen sind. Es ensteht ein bzgl. Z
kausaler Prozess.

Unsere Gleichung kann als die AR(1)-Gleichung (I—(;'B) Y = Z verstanden werden
fiir den Prozess Y = (I — (2_13) 0---0 (I — Cp_lB)X . Die eindeutige Losung ist Y =
(I — Cl_lB)_IZ. Wenn wir so fortfahren, erhalten wir die gewinschte Konstruktion von
X durch ein Hintereinanderschalten von AR(1)-Konstruktionen. X ist also der kausale

MA-Prozess mit den Gewichten aus der Potenzreihe 1(z) = ﬁ.

Analogie: Der Satz erinnert an den folgenden Satz, welcher lineare Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten betrifft: Wenn alle Nullstellen des Polynom ¢(z)
negativen Realteil haben, dann besitzt die Gleichung

2 — ) — 16— g, = (1)

genau eine fiir ¢ — —oo beschrinkte Losung fiir jede beschriankte Funktion b(-), Die
Losungen der homogenen Gleichung sind nédmlich Linearkombinationen von Funktionen
der Gestalt t* - e’ wo A eine Nullstelle des Polynoms ¢(z) ist. Sie alle (ausser der Null-
funktion) sind unbeschrankt fiir ¢ — —oo.

Beachte: Der Begriff der Kausalitéit (bzgl. eines Prozesses) gibt es natiirlich nicht in der
Welt der deterministischen Differentialgleichungen.

Definition 2.2 (Invertierbare ARMA-Prozesse). Ein zentrierter schwachstationérer Pro-
zess X heisst ein ARMA (p, q)-Prozess, wenn ein weisses Rauschen Z existiert und Poly-
nome

o(z) =1— 12— —ppaP, 0(z) =1+6012+ -+ 6,29, sodass
o(B) X = 6(B) Z.

Hierbei ist zu fordern, dass ¢(z) und 6(z) keine gemeinsamen Nullstellen besitzen und
©(z) keine Nullstellen im Einheitskreis besitzt. Wenn auch 6(z) keine Nullstellen im Ein-
heitskreis besitzt, dann spricht man von einem invertierbaren ARMA (p, q)-Prozess.
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Die Bezeichnung ’invertierbar’ erklért sich daraus, dass man in dem Fall, wo das Po-
lynom 60(z) keine Nullstellen im Einheitskreis besitzt, das weisse Rauschen Z aus dem
ARMA-Prozess zuriickgewinnen kann. Und das geht sogar mit eine ARMA-Konstruktion.

Z = B(B) X mit §(z) = 55.

Definition 2.3. Allgemein nennt man X einen invertierbaren kausalen Prozess, wenn
Potenzreihen «(z), #(z) mit summablen Koeffizientenfolgen und ein weisses Rauschen Z
existieren, sodass

X =a(B)X, Z=B(DB)X.

Das Spektralmafl zu einem MA-Prozess haben wir oben allgemein (nicht nur im kau-
salen Fall) bestimmt. Fiir die ARMA-Prozesse ergibt sich

Satz 2.4.3. Das Spektralmaf$ zum ARMA-Prozess X besitzt eine Dichte f(w), die eine
gebrochenrationale Funktion von e™™ ist.

2

g(e—iw) dw.

plem™)

TP
o

A(w) = 5 () do

Wirklich interessant ist nun das Umgekehrte

Satz 2.4.4. Sind p(w) und q(w) trigonometrische Polynome ohne Nullstellen, so ezistiert

zu jedem weissen Rauschen ein invertierbarer kausaler ARMA-Prozesse mit der Spektral-
dichte

_|p@)]’
f<“)"q<w> '

Beweis. Wir schreiben p(w) = . pre”* q(w) = 3" qre™* und betrachten einen Spe-
zialfall: Es sei pg # 0 und pr = 0 fiir k < 0 sowie qo # 0 und q = 0 fiir k < 0; ausserdem
nehmen wir an, dass die Polynome p(z) = > pp2®,  q(2) = qu2* keine Nullstellen im
FEinheitskreis besitzen. In diesem Spezialfall gewinnt man den gewiinschten Prozess X als
die Losung der Gleichung

q(B) X = p(B) Z.

Wir schreiben in diesem Fall mit A(z) = 28

X = A(B)Z = p(B) o ¢(B)"'Z.

Das folgende Lemma zeigt, wie man im allgemeinen Fall vorzugehen hat. Man muss die
trigonometrischen Polynome durch solche trigonometrische Polynome 0(e™),
phi(e™™), ersetzen, die keine Nullstellen im Einheitskreis besitzen ohne das Absolutqua-

2
drat |22 24 dndern.

q(w)
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Lemma. Zu jedem Polynom p(z) mit p(e™™) # 0 fiir allew € R /27 existiert ein Polynom
p(z) ohne Nullstellen im FEinheitskreis, sodass

(e ‘2 = ‘p(e‘i“)}z fir we R/2m

Beweis. Wenn p(z) = c-sMp(z), dann gilt |ple=™)|* = |c|? |p(e=*)|>. Wir kénnen daher
annehmen, dass p(-) die Form hat

p(z) =1 —=¢l2) e (1-¢.'2)

mzt\§3|<1fur9—1 Jround |Gl > 1 firj=r+1,...,p
Wir setzen n; = C fU’I"j = 1 ,mund n; = ¢ fir j =r+1,...,p. Das Polynom
p(z) =TI 16172 Hl (1—n; = 12) lez’stet das Verlangte, denn

-1 —2w|2 | —1‘2

—; e =l =Gl = =G e )

e ;

[T —mn;e

Exkurs in die Algebra Mit den hier als ausgezeichnet erschienenen gebrochenratio-

nalen Funktionen wollen wir uns noch etwas niher befassen. Es sei R die Menge Funk-
tionen von der Gestalt

A(z) = —= mit 6(z) - @(z) #0 fir |2| <1

Mit A(-) liegt auch die reziproke Funktion ﬁ in R. Mit A(-), B(-) € R liegt auch das
Produkt A - B(:) in R; eine Linearkombination a;A;(-) + -+ + a; Am(-) gehort genau
dann zu R. wenn sie in keinem Punkt des Einheitskreises verschwindet.

Wenn A(0) = 1, dann gibt es bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig bestimmte
Produktdarstellungen

p2)=(1=¢l2) (1=l p(e) = —nt2) o (L= '2)
mit [, ... [Cpl > 1, und |m|, ..., ne > 1.

Jedes A(+) € R besitzt eine Partialbruchzerlegung. Im Falle, wo der Z&hlergrad kleiner
ist als der Nennergrad, p < ¢, und die (;, paarweise verschieden sind, hat sie die Gestalt
(03] ap

A(z) = m +--- 4+ 1_7@)_1’2 mit eindeutig bestimmten ay.

(Wir nehmen uns hier nicht die Miihe, die Formel auch in dem Fall aufzuschreiben, wo
das Polynom ¢(z) mehrfache Nullstellen hat. Das alles sollte hinlénglich bekannt sein.)
Es sei Z ein weisses Rauschen. Jedem A(-) € R konnen wir einen invertierbaren kausalen
Prozess A(B)Z zuordnen. Die Impulsantworten des Filters A(B) erhilt man meistens
am bequemsten aus der Partialbruchzerlegung A(z) = P(z) + A(z) mit einem Polynom
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und einem A(z) mit Zihlergrad kleiner als Nennergrad, dann definiert P(B) einen finiten
Moving Average und A(B) = P(B) + A(B) einen invertierbaren kausalen Filter mit

TLFy=A(B) =1 (I=(B) o---0o(I—¢B)  o(I—mB)o---o(I—n,B) =
0(B - _
:P(B)-l-% =P(B)+¢ (I —(B) LI ¢, (I —¢,B) !
Die Filter zu den A(z) € R: Unsere Filter A(B) konnen natiirlich auch als Potenzreihen
dargestellt werden. Wenn A(0) = 1, dann ist der fithrende Koeffizient = 1 und wir haben

AB)=T+a; B+ay B>+ mit Y |oy] < o0

Es handelt sich fiir grole A um endliche Linearkombinationen von geometrisch abfallenden
Folgen. Wir halten fest, dass jedenfalls solche Koeffizientenfolgen als die Impulsantworten
von kausalen invertierbaren Filtern auftreten konnen.

Es gibt natiirlich noch mehr Folgen, die als Influenzfolgen von kausalen invertierbaren
Filtern auftreten kénnen. Die A(B) mit A € R sind aber eine reiche und bedeutsame
bedeutsame Klasse von kausalen invertierbaren TLF. Sie ist (nach Meinung der Fachleute)
im Hinblick auf die Anwendungen ausreichend grof3. Und sie erlaubt dem Theoretiker, eine
realitische Vorstellung zu entwickeln, welche konkreten Moglichkeiten der Konstruktion
die Theorie bereitstellt.

Der folgende Satz ist ein Beispiel zur Berechnung der ’guten’ Darstellung einer ratio-
nalen Leistungstransferfunktion.

Satz 2.4.5. Gegeben sind Paare komplexer Zahlen (a,b), (c,d) mit ‘|b|| <1, ‘Ii\‘ <1
Es ezistiert dann ein Paar (A, B) mit “A" < 1, sodass
larbe ™ +letde™” = |[A+Be ™| =|AP |1+ 8 e

Die Zahlen  |A]>,%  (und damit auch A- B und |A]* + |B|?) sind eindeutig bestimmt.
Beweis 2.4.1.

la+b ™| = (a4 be™™)(a+ be™) = |af® + |b]? + 2R(abe™)

lc+d e‘”‘z = ||+ |d]* + 2R(cde™)

|A+ Be™|” = |A]> + |B]? + 2R(ABe™)
Wir bestimmen zuerst |A|, |B| aus den Gleichungen

[A]* +[BI* = lal” + [b* + |c]* + |d]”
(lA\ |B\) [ AP + B _ |al* + [b]* + |c[* + |df?
|IB| 4] 2| A|| B |2ab + 2cd|

FEs gibt genau eine Lisung mit “A" < 1 wegen |2ab + 2cd| < |a|? + |b]> + |c|? + |d|>.
Schliesslich finden wir A - B = ab+ cd.
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Beispiel 2.4.1. Was im Kontinuierlichen das Szenario des geddmpften Oszillators ist, das
ist im Diskreten der TLF 4 mit
AB)=(I—(a+B)B+aBB*) ' =(I—aB) o (I-8)B) " =
o -1 -1
=225 —aB)” = Z5(I-8B)" =
=2 (I+aB+a’B*+---) = L (I+ B+ B +---).

Die Transferfunktion A(e™™) des Filters TLF 4 erhélt man, indem wir das Argument B
durch die Variable e~ ersetzen. Die Koeffizienten 1;, d. h. die Folge der Impulsantworten,
erhdlt man am bequemsten aus der Partialbruchzerlegung. Es ergibt sich

A(e—iw) =1+ a_iﬁ(oﬂ _ 62)6_iw + ﬁ(oﬁ _ ﬁ3)e—i2w ..
Bei all dem war natiirlich vorausgesetzt o # £, |a| < 1,|8| < 1. Der Fall, der dem
Ostzillator mit schwacher Dampfung entspricht, ist der, wo o und [ konjugiert komplex
sind. Im Falle a = |a|e” = 3 haben die Impulsantworten die Gestalt

a(h) = (o™t = phHl) = |aft DA e — 0,1,

3 sin A
ARMA-Filter
Es ist richtig, dass in vielen Bereichen der Theorie der Zeitreihen das weisse Rauschen eine
ausgezeichnete Rolle spielt. Bei den Uberlegungen zum Begriff des invertierbaren kausalen
Filters ist das nicht so. Unseren Hauptsatz konnen wir auch folgendermafien formulieren:

Satz 2.4.6.
Wenn eine diberall auf R/27 positive Funktion f(w) die Gestalt hat f(w) = )

trigonometrischen Polynomen p(-),q(-), dann existiert ein invertierbarer kausaler Filter
mit der Leistungstransferfunktion f(w). Das Spektralmaf des Ausgabeprozesses ergibt sich
aus dem Spektralmaf des Eingabeprozesses durch Multiplikation mit f(w). Die Transfer-
funktion ist bis auf einen Faktor der Quotient einseitiger trigonometrischer Polynome mait
fihrendem Koeffizienten 1, die keine Nullstellen im FEinheitskreis haben: Ale™™) =
7‘% mit  Ow) =1+ 017 + fhe™ 2 ... | p(w) =1— ¢re™™ — e 2 ...

Die so normierten Polynome und die Zahl |T|* sind durch f(w) eindeutig bestimmt. Man

nennt die Faktorisierung

p(w) 2 mit

flw)y=Irl*- (™) L)

mit T(e™™) = 0 ) dje Wiener-Hopf-Faktorisierung von f(w) mit dem kausalen Faktor

= e
Y(e™™) = ZEZ::% und dem antikausalen Faktor T (e=*).
Schlussbemerkung:

Wenn Z weisses Rauschen ist und (a,), eine quadratsummable Zahlenfolge, dann ist fiir
alle n Y > a; Z" 7 eine Zufallsgrofe mit endlicher Varianz. Die Konvergenz ist sowohl
punktweise (fast-iiberall) gesichert, als auch im L?-Sinn. Auch mit solchen Summen wer-
den wir uns gelegentlich zu befassen haben. Die Sprache der Filter ist da aber nicht
angemessen, weil es in diesem Rahmen mit dem Hintereinanderschalten von Operationen
Probleme geben kann. Das weisse Rauschen spielt da dann doch eine besondere Rolle.
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3 Stationire Zeitreihen im L2-Sinn

Ideen und Konstruktionen aus der Welt der Hilbertrdume spielen eine wichtige Rolle
in der Theorie der zentrierten schwachstationdren Zeitreihen. Eine stationére Zeitreihe
X = (X")4ez betrachtet man als eine Folge von Elementen in einem Hilbertraum mit der
Eigenschaft, dass das Skalarprodukt nur von der Differenz der Indizes abhédngt. Das ist
im Sinne einer wichtigen Arbeit von A. N. Kolmogorov: 'Curves in Hilbertspace which
are invariant with respect to a one-parameter group of motions’ (Doklady 1940).

Wir beginnen mit allgemein bekannten Uberlegungen zur Orthogonalisierung im end-
lichdimensionalen Raum, beniitzen dabei aber immer wieder auch die Sprache der Zu-
fallsgrofien.

3.1 Finite lineare Pradiktion

Es sei (X')i ez eine zentrierte stationére Zeitreihe zur positivdefiniten Covarianzfolge
(7(h))hez- Wir stellen uns vor, wir hiitten die Werte X!, ..., X"~ beobachtet und méchten
daraus eine Vorhersage von X"™™ gewinnen. Dabei beschrinken wir uns auf lineare
Pridiktoren, und wir versuchen den ’Vorhersagefehler’ var(X™*™ — 327" a;X"7) zu
minimieren. Der optimale m + 1-Schritt Pradiktor ist der Fuipunkt des Lots von X™*™
auf den Vektorraum Vj; ,,_qj, der von den ZufallsgroBen X', ..., X" ! aufgespannt wird.
Wir bezeichnen das Lot mit X"™™™ — 7y, X",

Im Fall m = 0 interessieren wir uns fiir den besten ’Einschritt’-Pradiktor von X"
aufgrund der vorherigen n — 1 Beobachtungen und die Varianz des Vorhersagefehlers
o2 = var(X" — m,n—1jX"). Um diesen Einschritt-Préidiktor zu berechnen bendtigen wir
die Gram-Matrix C™ mit den Eintrigen ¢y = v(k — 1), 1 < k,I < n. Es wir sich oft
als giinstig erweisen, wenn wir 7 ,,—1)X,, nicht als Linearkombination von X Lo, Xt
darstellen sondern als Linearkombination der ZufallsgroBen W1, ... W"~! die wir mit
dem Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren aus der Folge X', X2, ... gewinnen. Wir

wollen die W7 nicht normieren; das Verfahren fiihrt uns auf W™ mit var(W") = ¢2.

X" = mip-yX"+W", Xt XL X =
Tin X" = =0 X" =00, o X" — = M X
= W I

Die Idee ist, dass die Koeffizienten fiir n — oo konvergieren, und zwar XE'N) — X; schnel-

ler als —¢",_; — ; fiir festes j. Mit den x; haben wir eine brauchbare Losung fiir die
Aufgabe der zeitnahen Prédiktion. Darunter verstehen wir die Aufgabe:

Schitze X' zur Zeitt —1, X zur Zeit ¢, X2 zur Zeit t+1, ... .

Man produziere also die Folge der Einschrittpriadiktoren. Fiir diese Aufgabe ist es hilfreich,
wenn man die Pridiktionsfehler aus fritheren Zeiten gespeichert hat, W" = 7 ,_ ) X™;
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denn ein Anfangsstiick der Reihe > i1 x; W' sollte fiir nicht zu kleine ¢ eine gute Ap-
proximation von 7y ;1) X" sein. Die Folge der optimalen m-Schrittpradiktoren ergibt sich
aus der abkiirzten Reihe 77y ¢y X' ~ >~ i=m ;W

Diese Aussagen zu erhéirten ist das Ziel dieses Abschnitts iiber finite Pradiktion.

Exkurs zur Erinnerung: Das sog. Gauss’sche Eliminationsverfahren aus der Anfénger-
vorlesung kann u. a. dazu verwendet werden, eine nichtsinguldre n x n-Matrix C' (nach
einer geeigneten Umordnung der Reihen) als Produkt von Dreiecksmatrizen zu schreiben.
C = L' M .(LU-Zerlegung, oder lower-upper factorizaton’) Die Faktorisierung ist eindeu-
tig, wenn wir fordern, dass die Diagonalelemente der unteren Dreiecksmatrix L allesamt
= 1 sind. Die Eindeutigkeit ist schnell bewiesen:

Ll_lMl =C = L2_1M2 impliziert Lol = Mng_l. Dies Matrix ist einerseits eine obere
Dreiecksmatrix und andererseits eine untere Dreicksmatrix mit Einsen in der Diagonale;
sie ist also die Einheitsmatrix.

Die obere Dreiecksmatrix M berechnet man durch eine Folge von sog. elementaren Zei-
lenumformungen aus der Matrix C'. Von jedes Zeile werden Linearkombinationen fritherer
Zeilen subtrahiert, sodass nach und nach Nullen unterhalb der Diagonalen entstehen. In
der Anfiangervorlesung erzeugt man (meistens) zuerst Nullen in der ersten Spalte, dann
in der zweiten usw. Das wir fiir uns nicht giinstig sein; wir wollen lieber Zeile fiir Zeile
abarbeiten:

Im ersten Schritt wird von der zweiten Zeile ein Vielfaches der ersten subtrahiert; und
wenn wir im (k — 1)-ten Schritt eine Matrix gewonnen haben, die in den ersten k Zeilen
links von der Diagonalen Nullen hat, dann subtrahieren wir im k-ten Schritt die passende
Linearkombination dieser Zeilen von der (k4 1)-ten Zeile. Dieser k-te Schritt wird offenbar
durch eine untere Dreiecksmatrix Fj bewerkstelligt, die ausserhalb der Diagonalen nur in
der k-ten Zeile Eintrage # 0 haben kann. Das Produkt F,_;----- Es - Ey ist die gesuchte
untere Dreiecksmatrix L. L-C = M ist die damit erzeugte obere Dreiecksmatrix.

Ist C eine positivdefinite Matrix ist, so sind keine Zeilenvertauschungen nétig. Die
Diagonalelemente der oberen Dreiecksmatrix M seien o7, 0%, ...,02. Wenn X2 die Diago-
nalmatrix mit diesen Eintriigen bezeichnet, dann gilt M = 32 - (L~!)*. Das ergibt sich aus
C = C* und der Eindeutigkeit der LU-Faktorisierung. C' = L™'-32 (L7 1)* = M*- % 2. M.

Die Ausdrucksweise der linearen Priadiktion. Wir beginnen mit einem n-Tupel
von Zufallsgrofen, welches wir als eine Spalte schreiben X = (X! X2 X3 ... X™)T. Wir
setzen W1 = X! und gewinnen im ersten Schritt das Tupel (W, W2 X3 ... X™)T indem
wir von X? dasjenige Vielfache von W' subtrahieren, welches W2 = X2 —cIW! orthogonal
zu W' macht. Im k-ten Schritt wird aus dem Tupel (W1, ... WF* X*1  X™7T das
Tupel (W1, ..., Wk Wkt X™T Tm (n—1)-ten Schritt gewinnen wir schliesslich das
orthogonalisierte Tupel der W. Die Zufallsgrofie W* heisst die Innovation zur Zeit k. Es
gilt span{W?, ... Wk} =span{X*, ... X*} fiir alle k.

Wy wt wt X!
W?‘l—l - E”_l W?‘l—l - En_l ’ En—2 Xr.z—l - = Ln Xr'z—l
wm X" X" X"
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Wir bemerken: Die n x n- Matrix Ej_1----- FE5 - Ey hat die Gestalt
L 0
Ep - B, B, = ( Ok In—k)

wo Lj, eine normierte untere Dreiecksmatrix vom Format k£ x k ist und I,,_; die Einheits-
matrix vom Format (n—k) x (n—k). (Von einer normierten Dreiecksmatrix sprechen wir,
wenn die Diagonaleintrage = 1 sind.)

Es sei (), die Covarianzmatrix des n-Tupels X. Die Matrix L, = E,,_1 - --- - E; ist
die normierte untere Dreiecksmatrix, welche das Produkt L - C zu einer oberen Drei-
ecksmatrix macht. L - C = M = X% . L= Verfolgen wir die Entwicklung der beteilig-
ten Matrizen im Laufe der Diagonalisierungsschritte. Die Covarianzmatrix des n-Tupels
(W o Wk XEL X T st

Ly, 0 L: 0
() (00

Wir bemerken, dass die ersten k Zeilen der Dreiecksmatrizen L und L - C = M nach dem
kten Orthogonalisierungsschritt nicht mehr verdndert werden.

In der Sprache der linearen Pradiktion konnen wir sagen: Der beste lineare Pradiktor
fiir X™ ist der FuBpunkt des Lots auf den Raum span{X*, ..., X"~ !}. Der Pridiktionsfeh-
ler fiir X™ aufgrund der (n—1)-Vergangenheit ist die Innovation W" = X" —mg 5 13 X"
Den Pradiktor konnen wir sowohl als Linearkombination der X7, 1 < j <n — 1 als auch
als Linearkombination der W*, 1 < k < n — 1 darstellen. Wir brauchen dazu die n-te

Zeile von L und die n-te Spalte von M sowie die Diagonalelemente o7, ... ,02 ;.

n—1 n—1
X" =W =mpp e X" ==Y 07X =Y "m0 Wh
1 1

Dabei ist {W?1, W2 ... W™} fiir jedes m < n eine Orthogonalbasis von span{X*, ..., X™}.
Es gilt  cov(W,W)=L-C-L* =2

Wir denken jetzt an eine lange Folge X!, ..., X" X" . XV und studieren Mehr-
schritt-Priidiktoren aufgrund der n-Vergangenheit span{X*, ..., X"}. Fiir die Priidiktion
von X* fiir die k € {n+1,..., N} brauchen wir die n x N-Matrix C,,y, die aus den ersten
n Zeilen der groflen Covarianzmatrix besteht und die geméafl der Zeilenoperationen nach
L,, umgeformte Matrix M, «n = L, -C,«n. Der vordere Teil von M ist eine obere Dreiecks-

matrix mit Diagonaleintriigen o7, ...,02. Die weiteren Eintrige sind my, = cov(W!, X*)
Wl Xl Xl Xl
cov ) =cov | Ly, ) =L Cyxn = Myxn.
wn XN XN XN

Wir halten fest:
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Satz 3.1.1. Es sei X ein Tupel linear unabhdingiger zentrierter Zufallsgrofien mit der
Covarianzmatrix cov(X, X) = (. FEs sei L die normierte untere Dreiecksmatrix, fiir
welche M = L - C eine obere Dreiecksmatriz ist. ¥? sei die Diagonalmatriz mit den
Diagonaleintriagen aus M. Dann ist L - X = W ein Tupel unkorrelierter Zufallsgrofien
mat COU(W, W) =Y2 und es gilt X = M*-¥72-W.

Wir wollen das Vorhersagen von X aufgrund der linger zuriickliegenden Vergangen-
heiten span{X?, ..., X"} nochmals als dynamisches Problem formulieren. Zu den Zeit-
punkten 1,2,... kommen Daten X", die sich vom eben vorhergesagten Wert 7y .,y X"
unterscheiden, und zwar um W" = X" —m; ) X". Die Werte dieser W™ sollten wir
festhalten; Linearkombinationen dieser W™ eignen sich ndmlich deswegen in besonderer
Weise zur Darstellung der Priidiktoren spéterer X%, weil die W™ eine Folge unkorrelierter
Zufallsgrofien bilden. Fiir n < N haben wir 7T[17___’n]XN = bWy + bYWy + - + BYW™
mit b = o; 2cov(X Y, W!). Den Koeffizienten bY kénnen wir bereits nach dem n-ten
Umformungsschritt der Covarianzmatrix ablesen.

Alle diese Uberlegungen gelten fiir jede Folge von linear unabhingigen Beobachtun-
gen. Im dem Fall, dass die Beobachtungen aus einer stationédren Zeitreihe kommen, sind
die Covarianzmatrizen sog. Toplitzmatrizen; in jeder Nebendiagonalen stehen identi-
sche Eintrdge ¢y = c(k — ). Die Folge 02 = var W" ist abnehmend und man darf
in guten Féllen erwarten, dass die Eintrdge in jeder Nebendiagonalen konvergieren. Im
nédchsten Unterabschnitt werden wir sehen, dass das tatséchlich so ist in den fiir die
Stochastik interessanten Situationen, bei den sog. reguliren Zeitreihen. Die o2 fallen
gegen einen Wert % > 0. (Man konnte diese Zahl die (asymptotische) Varianz der
Einschritt-Innovation nennen.) Wir werden lernen, wie sich der Limes aus der Spekt-
raldichte berechnet: Ino2, = - [In f(w) dw. Wir bleiben hier aber noch beim finiten
Fall. Wir wollen kurz diskutieren, wieviel verloren geht, wenn man die Prédiktion von
XN nur auf die Vergangenheit span{ XV ~1 X¥=2 . XN-k1 oriinden will. Die entschei-
dende Grofle ist der sog. partielle Autokorrelationkoeffizient zum Zeitabstand k:

p1 = Corr(X? X1) = \/% und fiir £ = 2,3, ...

pr = Corr (XnH - 7T{2,3,...,n}XnJrl 7X1 - 7T{2,37~~~,n}X1) )

Der Abstand von X" zum Raum  span{X? ..., X"} ist grofer als der Abstand zum
groBeren Raum  span{X*' X? ..., X"}. Die Abstandsquadrate sind o2 bzw. o2, =
varWW" ! die Varianz der Innovation zur Zeit n+1. Wir zeigen jetzt o2, = 02 (1—|pu|?).

Die FuBpunkte der Lote W™t = X"+t — 7,5 .y und X" — 75, unterscheiden
sich um ein Vielfaches von X' — 7, X'

(Xn—l—l - 7_‘_[172""’71]XTL+1) — (Xn—l—l - 7_‘_[27“-7”})(7%4-1) — - (Xl o 7_‘_[27-“’”]X1)
mit « so, dass (X" =7 g X" —a- (X' =7 g XY) L (X' = g XY).
Das ergibt a = p,, und o2, = 02 — |a|?02.
Bei den reguliiren Prozesse gilt lim 02 > 0 und die Pridiktoren aufgrund finiter Ver-

gangenheit konvergierengegen die Prédiktoren aufgrund der vollen Vergangenheit. Zur
Bestimmung der partiellen Autokorrelationen bemerken wir noch
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Lemma. Es seien X% X', ..., X" X"t jrgendwelche Zufallsgrifen und W™t WO die
Lote auf span{X*,... X"}, also W™t = X"t — g o X7 WO = X0 — 7y XO.
Dann gilt fir die ‘partielle Kovarianz zur Zeitverzogerung’ n

COV[1 ) (X"+1, XO) = COU(W"+1, XO)

In der Tat steht ™! senkrecht auf py ) X°.

Beispiel 3.1.1. (Autoregressive Prozesse) Nehmen wir an, dass der beste lineare Pradiktor
eines X" bzgl. der gesamten Vergangenheit span{X"~! X"=2 ...} im p-dimensionalen
Vektorraum span{X"~! ... X" P} liegt. Es existieren dann also Koeffizienten ¢y, ..., ¢,,
sodass
W = (X" — g X"~ — ¢pX”_p) 1 span{X" ! X"2 .}

Wenn das fiir ein n gilt, dann fiir alle. Die W™ sind also weisses Rauschen. Die Zeitreihe
X ist ein AR(p)-Prozess.

Die allgemeine Formel W' = X! — 7, nX* = X'+ 3¢t , X' nimmt hier fiir
t > pdie Form an  W!'=X"'—>"T¢ X""F mit ¢p = —!_,.

Man konnte sagen: Die Matrix L ist eine untere Dreiecksmatrix der Dicke p; denn es
gilt /7 = 0 fiir n — [ > p. Wenn man die ersten p Zeilen wegldsst, dann entsteht eine
normierte Toplitz-Matrix mit den Eintrégen ¢y, ..., ¢, in den unteren Nebendiagonalen.

Beispiel 3.1.2 (Der MA(1)-Prozess). Es sei Z ein weisses Rauschen mit der Intensitit 1
und X = (I +0B)Z,d. h. X" =Z"+6Z""'. Die Covarianzfolge ist
Yo =cov(X", X")=1+10)*>, m=0=71, =0 fiir|h|>1

Die Covarianzmatrix hat also in der Hauptdiagonalen den Eintrag 1 + |#|?, in der ersten
unteren Nebendiagonalen den Eintrag 6, in der ersten oberen Nebendiagonalen den Wert
und sonst iiberall nur Nullen. Die Diagonalisierungsschritte gestalten sich sehr einfach; im
n-ten Schritt wird von der (n+ 1)-ten Zeile ein Vielfaches der n-ten Zeile subtrahiert. Die
Eintrédge in den oberen Nebendiagonalen bleiben unverédndert. In der Diagonalen entsteht
eine nach 1 absteigende Folge (02),,,

ol =1+101%, oy =1+[0F =010, ... on =140 070"
Fiir die Priadiktion von X" interessiert die (n + 1)-te Spalte. Es ergibt sich
T X" T =020 W' =020 (X" — X")
Die Konvergenz o2 \ 1 ist recht schnell. Nach kurzem Anlauf schitzen wir also
XM (X7 - ),

Es wire nicht so schon, wenn man versuchte, den optimalen linearen Schétzer als Linear-
kombination der X; mit ¢ < n darzustellen: mpy ;) X" = ¢§"’X" + (b;")X"_l + -

Wir diskutieren noch kurz das finite Priadiktionsproblem fiir MA(q)- Prozesse.
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Beispiel 3.1.3. Es sei Z ein normiertes (o2 = 1) weisses Rauschen und
X' =Z'+0,2"" + .+ 0,21

X = ©O(B)Z ist also ein kausaler MA(q)-Prozess mit varX® = 14 [01]* + -+ + |6,]%
Es sollen die §; im Laufe des Orthogonalisierungsverfahrens approximativ bestimmt wer-
den. Wir betrachten die Covarianzmatrix C' der Folge (X!, X2, ...). Es handelt sich um
eine hermitische Toplitz-Matrix vom Format N x N mit der 'Dicke’ 1 + 2¢; denn es gilt
cov(X*® X") = 0 fiir |s — | > ¢. Uns interessieren die Matrizen M, die bei der Diago-
nalisierung nach und nach entstehen. Die Nebendiagonalen im Abstand > ¢ bleiben leer;
mfy = 0 fir N > n+ ¢. Aus der allgemeinen Formel X* — W' = "' m!~, 0,2 W'
wird mit dem normierten weissen Rauschen Y* = oitWt die Darstellung

1 I ,
S xt—yt gy t—i

Die endliche Summe ) ] 9]@ Y*~7 ist der beste lineare Pradiktor fiir -X*. V" ist das auf
Linge 1 normierte Lot von X' auf den Raum span{X® ™t X2 . X% X'}
Es unterscheidet sich fiir grole ¢ wenig vom normierten Lot auf die unendliche Vergan-

genheit span{ X1 X2 1. Es gilt var (U%Xt> =14+ |9§t)|2 und o2 \ 1. Die Koeffi-
zlenten

o\ = cov(iXt, Yt_j) = L.,
ot

J Ot—j°0t

die wir aus den transformierten Matrizen M; ablesen kénnen, konvergieren. 9]@ — 0;.
Unsere Darstellung von oitX * durch das weisse Rauschen Y wird also fiir groBe ¢ immer
dhnlicher zur urspriinglichen Konstruktion der Zeitreihe X! = Z! +6, 21 ...+ 0,27

Man beachte aber: Die Werte der Zufallsgréfien Yt = oitWt fir t = 1,2,... ergeben
sich aus den Beobachtungen X', X2 ..., wihrend die Werte der Zufallsgréfien Z¢, die
den Prozess bestimmt haben, nicht aus den beobachteten X', X2, ... ermittelt werden
konnen. Die Koeffizienten o7 und 9§t) konnen aus der Covarianzfolge berechnet werden.
Sie liefern im Grenzwert t — oo die 0; aus dem 'Filter’ ©(B).

Verallgemeinerung: Wie im Beispiel sollte man sich das Verfahren auch bei allgemei-
neren (im Sinne der Wold-Zerlegung) reguléren Zeitreihen vorstellen: Wenn die Zeitreihe
X durch ein unendliches kausales gleitendes Mittel entstanden ist,

Xt=7"+ Z x;Z"7  mit einem normierten weissen Rauschen Z |
1
dann ergeben sich die Z! im Wesentlichen als die auf Linge 1 normierten Lote von X!
auf die Vergangenheit bis ¢t — 1. So kann man sagen, dass der Orthogonalisierungsalgorith-
mus aus der Covarianzfolge approximativ die Koeffizienten ; errechnet.— Im néchsten
Abschnitt behandeln wir solchen Fragen in einer grundsétzlichen Weise. Dort werden
wir auch diskutieren, wie man die Funktion YT(e™™) = 1+ Y 1% xje”“* durch eine sog.
Wiener-Hopf-Faktorisierung aus der Spektraldichte einer reguldaren Zeitreihe X gewinnt:

Y(e™) = f(w).
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3.2 Unendliche Vergangenheit, regulire Zeitreihen

Die stationiire Zeitreihe X = (X');c7 betrachten wir als eine Folge von Elementen in
einem Hilbertraum. Den von den X' aufgespannten Teil-Hilbertraum bezeichnen wir mit
H(X). Den von {X*: ¢t < n} aufgespannten Raum bezeichnen wir H,,*°(X). Das ist die
lineare(!) Vergangenheit bis zur Zeit n. Weiter sei S(X) =), H,>*(X) und R(X) das
orthogonale Komplement. Die orthogonale Projektion auf H,°°(X) bezeichnen wir m,;
T_oo sei die orthogonale Projektion auf S(X). Fiir jedes Element Y € H(X) gilt offenbar
T, (Y) — m_oo(Y) wenn n — —oo. Der Einschritt-Pridiktor fiir X ist der FuSpunkt
7_1(X?) des Lots von X auf H-°(X). Die Zufallsgrofe Z* = X' — 1, X' nennen wir
die Innovation zur Zeit t.

Fiir jede stationére Zeitreihe haben wir die direkte Zerlegung H(X) = S(X) & R(X).
Eine stationére Folge X heisst regulir, wenn H(X) = R(X) und singulédr, wenn H(X) =
S(X). Man kann leicht zeigen, dass fiir jede stationére Zeitreihe X die Zeitreihe Xy, =
(T—coX")tez singulér und die Zeitrethe X,y = (X' — m_ooX")ez reguldr ist. Dem
Stochastiker erscheint es als ein ausgearteter Fall, wenn 7_;(X?) = X° Wenn man X°
durch Linearkombinationen der X' mit ¢ < —1 beliebig gut approximieren kann, dann
kann man (wegen der Stationaritéit) auch X~ durch Linearkombinationen der X! mit
t < —2 beliebig gut approximieren. Somit kann man X° durch Linearkombinationen der
X' mit t < —2 beliebig gut approximieren, usw. X° liegt in jedem H,°°(X) und somit in
S(X). Die Zeitreihe ist singulédr. Eine regulére Zeitreihe ist dadurch gekennzeichnet, dass
sie keinen singuldren Anteil besitzt. Etwas mehr iiber die (iiblicherweise nach H. Wold
benannten) orthogonale Zerlegung

X = Xreg @ Xsing

findet man z. B. im Lehrbuch A. N. Shiryayev: Probability, Springer-Verlag 1995

Beispiel. Es sei Z eine komplexgaussische Zufallsgrofie mit €(Z) = 0,varZ = 1, A € R/27,
X" = Z - ¢, Die Zeitreihe X ist singulir. Das Spektralmaf ist das §-Mafl im Punkt \.

Wir wollen uns im Folgenden nur mit reguléren Zeitreihen befassen. Wir werden sehen,
dass das Spektralmaf einer reguléren Zeitreihe absolutstetig ist bzgl. des Lebesgue-Mafles.
dp(w) = f(w)s=dw. Genauer gilt: Eine Zeitreihe mit der Spektraldichte f(w) ist genau
dann regulér, wenn die Spektraldichte In f(w) integrabel ist. — Dies ist ein relativ schwie-
riger Satz, der iiblicherweise mit Hilfe von relativ diffizilen Aussagen aus der klassischen
Funktionentheorie bewiesen wird, den wir hier aber direkt beweisen wollen.

Satz 3.2.1. Wenn X requlir ist, dann ist die Folge der Innovationen (Z'); ein weisses
Rauschen mit einer gewissen Intensitit o> > 0. Es existiert eine quadratsummable Folge
(1, x1, X2, --.), sodass  X'=Z'4+>7"x;Z"7.  Fir die von der Folge der Innovationen
aufgespannten Hilbertriume H,°°(Z) = span{Z",Z"" ' ...} gilt H, *(Z) = H,;>(X).
Die Spektraldichte besitzt die Darstellung

2

flw) =03 [Y(e™)]

o0

mit Y(e ™) =1+ Z Xje_ij“’
1
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Beweis. Wenn [Z"] den von Z™ aufgespannten eindimensionalen Vektorraum bezeichnet,
dann haben wir fiir jedes k > 0

H,2(X) = H5%(X) @[z e - o [Z”‘l]@ 1Z"].
k-1 .
= 7"+ Zl G2 4 T k(XY mit ;= 02 (27 X" fiir § > 1.
Aus der Regularitit ergibt sich limy ||m,_x(X™)||*> = 0. Die Innovationen {Z' : t < n}
spannen den Hilbertraum H, *°(X) auf.

Die Folge (Xl,Xg, . ) nennen wir die Folge der Nachwirkungen einer Innovation.
Manchmal notieren wir auch xo = 1 und x5, = 0 firk < 0, sowie Y (e™™) = xype " =
1+ 7 xje . Die quadratintegrable Funktion'Y (e=™) nennen wir die Wold-Funktion
der reguliren Zeitreihe. FEs gilt

yx(h) = (X", X?) = ZX VARRDPPA) —UOOZXthka,

L [ MRy (7)Y (e ) dw = 0% 1 / Z WG D e dw = x(h).

j
Man kann leicht zeigen (siehe Shiryaev)

Satz 3.2.2. FEine Zeitreihe X mit varX? = o > 0 ist genau dann requlir, wenn ein
weisses Rauschen W und eine quadratsummable Folge (x;) existieren, sodass fir alle n
gilt H,;>°(W) = H,;®(X) und X" = Z" + > x;W" .

n

Warnung: Wenn W ein weisses Rauschen ist und (xo, x1,... ) eine quadratsumma-
ble Folge, dann bedeutet das noch nicht, dass X = (Xof +x1B + x2B%* + - - ) W  eine
regulére Zeitreihe ist. Es kann sehr wohl sein, dass die so gebildete Zeitreihe einen sin-
guldren Anteil besitzt. Wichtig ist, dass der Einschritt-Préadiktionsfehler positive Varianz

2

o5, > 0 besitzt. Wenn das gesichert ist, dann kann man das weisse Rauschen leicht so

modizieren, dass H, (W) = H,, *°(X) fiir alle n.

Zur Einordnung: Mehrere bedeutende Mathematiker haben sich in der Mitte des
20.ten Jahrhunderts fiir die Frage interessiert, wie man diejenigen Spektralmafle charak-
terisieren kann, die auf eine reguléren Zeitreihe fiihren, und wie man gegebenfalls aus der
Spektraldichte die Varianz des Einschrittpriadiktors o2 findet. Sie haben schliesslich die
folgende iiberzeugende Antwort gefunden:

Eine notwendige Bedingung ist die, dass das Spektralmaf§ totalstetig ist, du(w) =
f(w)3=dw. Es kommen aber nicht alle Spektraldichten f(w) in Betracht. Es ist zu for-
dern, dass der Logarithmus der Spektraldichte Lebesgue-integrabel ist. Die Spektraldichte
darf sich also nirgends allzu stark an die Null anschmiegen. Wenn die Bedingungen an
das Spektralmaf erfiillt sind, dann ist die dazugehorige Zeitreihe reguldr und die Vari-
anz des Einschritt-Préadiktors ist o2 = exp (5= [ In f(w) dw) . ('Formel von Szegd-Krein-
Kolmogorov’)
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Der fliichtige Leser konnte die Aussage der Wold-Entwicklung dahingehend (miss)ver-
stehen, dass er sich vorstellt, jede regulire Zeitreihe (und somit der regulire Anteil je-
der Zeitreihe) ergébe sich aus einem weissen Rauschen durch einen kausalen TLF. So
ist es aber nicht! Bei einem TLF sind (nach unserer Definition) die ’Influenzkoeffizien-
ten’” summabel und nicht lediglich quadratsummabel. Die Transferfunktion eines TLF des
Prozesses, der durch den TLF aus einem weissen Rauschen entsteht, ist bei uns durch
eine absolutkonvergente Fourier-Reihe dargestellt. Im Unterschied dazu ist die Folge der
Nachwirkungen bei einer reguléren Zeitreihe i. Allg. nur quadratsummabel. Man beachte
insbesondere: Die "Wold-Funktion einer reguliren Zeitreihe Y(e™™) = 14 3. x;e™"*
ist keine Transferfunktion; sie ist wohl quadratintegrierbar aber nicht notwendigerweise
stetig.

Wir werden spéter diskutieren, was die Regularitdt der Zeitreihe fiir seine Spektral-
dichte bedeutet. Zunéchst wollen wir aber noch unter der Annahme der Regularitit einige
Rechnungen durchfiihren.

Der Ansatz mit trigonometrischen Reihen. Wir wollen die Betrachtungen {iber
Projektionen auf unendliche Vergangenheiten in die Welt der Spektralmafe {ibertragen
und dort konkretisieren. Dazu beniitzen wir eine isometrische Abbildung des Hilbertraums
H(X) auf einen Hilbertraum 27-periodischer Funktionen. Dieser wird von dem Raum der
trigonometrischen Polynome erzeugt. Der Linearkombination ) a, X" wird das trigono-
metrische Polynom > a,,¢™ zugeordnet. Die Norm ist aber nicht die iibliche Norm aus
der Theorie der Fourierreihen. Bei uns macht das Spektralmafl den Vektorraum der trigo-

nometrischen Polynome zu einem Préi-Hilbertraum, indem wir fiir a(-) = > a,e™, b(-) =
S be™ definieren

(a, b>u = /a(w) - b(w) dp(w) = COV(Z a, X", Z b X™)

Mit yx(h) = cov(X"" X") = [ dux(w) gilt also (a, b>u =3 aybnyx(n —m).
Insbesondere haben wir fiir das trigonometrische Polynom a(w) das Normquadrat

lall?, = /|a(uj)|2 du(w) = var (Z anX"> = Zan ap Y(n —m).

Die Sesquilinearform <-, '>u nennt man manchmal die Toplitz-Form zu ~(-).

Der erzeugte Hilbertraum ist der Raum L?(p1), wo pu(dw) das Spektralmaf$l der Zeitrei-
he ist. Genauer gesagt, geht es bei den Elementen natiirlich um Aquivalenzklassen 27-
periodischer Funktionen; Funktionen, die sich nur auf einer px-Nullmenge unterscheiden,
sind zu identifizieren.

Es sollte nicht zu Missverstédndnissen fithren, wenn wir gelegentlich hin und her sprin-
gen zwischen der Sprechweisen mit ZufallsgréfSen und der mit Funktionen aus Lﬁ. Wir
identifizieren also den Raum L2 mit H(X) und den von {e™, /=1 "2 1 erzeug-
ten Teilvektorraum mit H_*°(X). Seine Elemente sind diejenigen 27-periodischen Funk-
tionen, die sich in der Li-Norm durch trigonometrische Polynome der Form Y _ a,,e™
approximieren lassen. Besonders hiufig werden wir den Raum H~{°(X) benotigen, den
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wir dann auch mit L? (1) bezeichnen. Seine Elemente sind diejenigen bzgl. p quadrat-
integrablen Funktionen, die sich durch trigonometrische Polynome der Form Z;VZI bje~9%

approximieren lassen. Ein Element in L? (1) ist beispielsweise die Funktion zum Einschritt-
Pridiktor m—°X0.

Diese Funktion zur Innovation Z° = X° —7_; X° wollen wir mit ey(w) bezeichnen. Die
Funktion zur Innovation Z" = X™ — 7,_; X™ ist offenbar e, (w) = €™ - ey(w).

Satz 3.2.3. FEs sei X eine zentrierte schwachstationdre Zeitreihe mit dem absolutstetigen
Spektralmaf dp(w) = f(w)5= dw. Fir die Funktion ey zur Innovation Z° = X0 — 7_; X°
qilt dann

(1) leo(w)|” f(w) = 0% = var(Z°).

Wenn 0% > 0, dann gilt fiir die zu eq(w) reziproke Funktion y(w)
Y= eal = %éo f=1+ ixje_ij“ =Y(e™)
1
Beweis. Die erste Formel folgt aus der paarweisen Orthogonalitit der Z™: Diese bedeutet
0= cou(Z", 2% = &~ /eihw leo(w) | f(w) dw =0 fiir alle h # 0.

Da die integrable Funktion g(w) = |eg(w)|” f(w) verschwindende charakteristische Koef-
fizienten besitzt [ ™ g(w) dw fiir alle h # 0, ist sie eine Konstante. Sie ist genau dann
von Null verschieden, wenn die Zeitreihe requldr ist.Aus (1 —eq) L eq ergibt sich

0=5 (1—60)-éo-fdw:—ago+%/éo-fdw.

Weiter gilt 5= [ |y]* dw = 5= [eg" - €0+ f dw = - - 0® mit 0> = 5= [ f dw. Die

o3
Funktion ey wird durch einseitige trigonometrische Polynome A(e™™) = [](1 — ¢, 'e™™)
(mit Cx| > 1) approzimiert. Fiir die Reziproken gilt (A(e=*))™' — 1 € L2(1). Daher die
Darstellungy = 1+ 1" xje” . Wir schliessen X° = Z°+ 30" x;Z77 aus der Gleichung

@ =) (14307 o) =epfw) - Y(e™).

Interessant sind auch die Mehrschritt-Pradiktoren: Wir kennen schon 7_;(1) = 1 —
eo(w), die Funktion zum Fuipunkt des Lots, den Einschritt-Pradiktor. Fiir die Fupunkte
der Lote von 1 auf die kleineren Réume L2, D L?; D - gilt offenbar

T_o(1) = e[ x2 e g e 4 ]
m_3(1) = eo-[x3 e fxy e 4 ]
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Wir haben gesehen: Fiir die Spektraldichte einer reguliren Zeitreihe existiert eine Zahl o2
und eine im Einheitskreis holomorphe Funktion Y'(z) = 14+ > 7" x;27 mit Y |y;]* < o0
sodass f(w) = 0% - |Y(e™®)|°. Es gibt viele Faktorisierungen f(w) = 72 - |B(e=*)|?
mit B(z) holomorph und B(0) = 1. Es zeigt sich, dass fiir die Pradiktion interessante
Faktorisierung die ist, wo die Funktion B(z) im Einheitskreis keine Nullstellen besitzt;
fiir sie ist der Faktor 72 minimal. Das sicht man so: Wenn f(w) = o2 - [V (e=*)|* und
B(z) = %C—ZZ__CIY(z) =145, b;27 mit einem |¢| < 1, dann ist B(z) eine im Einheitskreis
holomorphe Funktion mit B(0) = 1 und f(w) = [¢[?0% - [B(e™™)|*. Ist W ein weisses
Rauschen mit der Intensitit 72 = [¢|7%0Z und Y* = W'+ 3" b;W'7, so ist Y eine
stationiire Zeitreihe mit der Spektraldichte f(w). Die Intensitéit 72 des anregenden weissen
Rauschens ist nicht die Pradiktionsvarianz. Die Pridiktionsvarianz (> 0!) ist die minimale
Intensitdt eines Rauschens, aus welchem man mit einem (verallgemeinerten) kausalen
Moving Average TLF = I+, b; B’ eine Zeitreihe mit der Spektraldichte f(w) herstellen
kann. Unser Argument zeigt auch: Wenn wir zu einer reguléren Zeitreihe die Funktion y(w)
wie oben konstruieren, d. h. y(w) = Y(e™™) = ¢o(w)™! oder aus den Nachwirkungen
x; der Innovationen, dann hat die dazugehorige Funktion Y'(z) im Einheitskreis keine
Nullstellen. Ist némlich f(w) = 72 - |B(e=)|* eine Faktorisierung mit B(¢) = 0, dann
liefert C(z) = CCZZ—__CIB(Z) eine Verbesserung: f(w) = |¢|~272 - |C(e=®)]? .
Wir halten das fest als

Satz 3.2.4 (Eindeutige W-H-Faktorisierung regulérer Spektraldichten).
Ist f(w) die Spektraldichte zu einem reguliren Prozess, so existiert genau eine Zahl o2, > 0
und genau eine holomorphe Funktion Y (z) =1+ > 7" x;27 ohne Nullstellen im Einheits-
kreis, sodass

flw)=7%-1B(e™™)|"
Es gilt und Y |bj|* < oo. Die Funktion ey(w) = B(e™ ist die Funktion zum Einschritt-
Pridiktor; o2, ist seine Varianz.

Wir wollen jetzt diejenigen Spektraldichten f(w) analytisch kennzeichnen, zu welchen
eine (im Sinne der Wold-Zerlegung) regulire Zeitreihe existiert. Der zentrale Punkt ist
die untere Abschitzung der Lange der Einschritt-Pradiktors

Satz 3.2.5. Ist X eine schwachstationdre Zeitreithe mit einer Spektraldichte f, deren
Logarithmus integrabel ist, dann gilt

(3) var(X° — 77 X°) > exp (; / In f(w) d(@) |

Beweis. Die Suche nach dem Einschritt-Pridiktor von X° kann als ein Problem fiir trigo-

nometrische Polynome (im Raum L* (1)) formuliert werden. Gesucht sind ay,as, ..., ay,
sodass
al . 1 l ik
var (XO - ;an_J> = §/ 1-— ]Z:;aje_”“ flw) dw
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nahe beim Infimum o2, liegt. Wir suchen also Zu unserem Prozess X nach Polynomen der
Gestalt A(z) =1 — Zl a;2’ fir welche [|A(e™™)Pu(dw) klein ist.

Wir zeigen zuerst, dass wir uns auf solche Polynome A(z) beschrinken konnen, die
keine Nullstellen im FEinheitskreis besitzen. Dazu schreiben wir ein gegebenes Polynom
als Produkt von Linearfaktoren — A(z) = [[(1 — (;'2). Wenn eine der Nullstellen ¢ im
Einheitskreis liegt, dann liegt (™' ausserhalb des Finheitskreises und es gilt

1= e =1 = (e = [CPICT = ) = [¢PII = ¢le 7™

Die Linearfaktoren zu ¢ und (' liefern bis auf eine Konstante dasselbe Absolutquadrat
auf der Peripherie des Einheitskreises. Die Filter [ — (™' B mit |(| > 1 sind vorzuziehen.

Es wird sich als niitzlich erweisen, die Bedingung A(0) = 1 umzuformulieren. Dazu
die Vorbemerkung:

1 i 1
2 In }1 —c e—zw} dw H‘C‘ fUT ‘C‘ >
T 0 fir |c| <1

Unser Polynom A(z) mit den Nullstellen —|Cx| > 1 schreiben wir

(1<) ()<

Al ) = [Be™)[" - TTIGI2 = [Be™)[* - exp(= Y n|G:f)
k
/ln‘A(e‘i“)‘zdwzo ergibt %/ln‘B(e‘”)f dw = In|G|%
k

Somit konnen wir schreiben

2 [ 1Al s =& [ B feoron (<4 [w]seo) w).

Mit den Abkiirzungen ||B|? = 5= [ |B(e=™)|? f(w)dw, L(B) = £ [In|B(e™™|? dw
heisst das

& [ A=) P s = B exp(~£(5)

Jedes Polynom B(z) = const [[.(C. — 2) liefert eine Approzimation W° an das Lot
7% = X% —7_ X% Wir kénnen die Betrachtung aber auf die B(-) mit || B||> = 1 einengen,
weil die Multiplikation von B(-) mit einer Konstanten die rechte Seite nicht dndert.

Wir fassen zusammen: Es sei A(z) =1 — Y.V a;27 ein Polynom ohne Nullstellen im
Einheitskreis und B(z) das dazugehérige Polynom mit || B||?> = 1. Fiir das approzimative

Lot dazu gilt dann
N
var (XO — Zan_J) = ¢ £(B)
1
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Wir zeigen jetzt: Wenn In f integrabel ist, dann ist das Funktional L(-) auf der Ein-
heitssphdre nach oben beschrinkt. Es gilt

L(B) < —5 /lnf(w) dw  fiir alle B mit ||B||* = 1.

Der Beweis dieser Abschéitzung ergibt sich aus dem folgenden wohlbekannten

Lemma. Auf einem Mafraum (Q,2,dp(w)) seien g(w), h(w) > 0 mit [ g(w)dp =1 =
[ h(w)dp. Es gilt dann
h
/h(w) lnﬂ dp >0
9(w)
Dieser sog. Informationsabstand verschwindet nur, wenn g = h p-fastiberall.

Wir benotigen den folgenden Spezialfall: Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (]R /27, % dw)
ist g(w) = |B(e™™)[* - f(w) eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir jedes B(-) mit ||B||? = 1.
Nach dem Lemma gilt also o= [ In (|B(e‘i‘*’)|2 : f(w)) dw < 0 fiir alle B mit || B||? = 1.

Dies liefert die gewiinschte untere Abschitzung der Varianz des Pridiktionsfehlers o2 .

var W0 - exp <—i/lnf(w) du)) > 1, Ino? — 5 [ Inf(w) dw > 0.

Mit der Abschitzung o2 > 0 ist der Weg frei fiir die obigen Konstruktionen, die zur
entscheidenden Faktorisierung fiihrten: f(w) = ¢ |V (e7)*> mit Y(¢) # 0 fiir [¢] < 1.
Wir haben liickenlos bewiesen: Zu jedem f mit integrablen Logarithmus existiert eine
reguldre Zeitreihe. Und wir werden sehen, dass wir so viel {iber diese Zeitreihen gelernt
haben, dass wir in Reihe von konkreten Féllen die Pradiktionsvarianz und die Nachwir-
kungen der Innovationen explizit bestimmen koénnen. Diese speziellen Fille stellen wir
zuriick. In diesem Abschnitt bleiben wir noch beim allgemeinsten Fall einer reguldren
Zeitreihe.

Die Formel Inc% = .- [In f(w) dw haben wir nicht bewiesen; sie erscheint plausibel,
wenn man bedenkt, dass fiir die Funktion b(w) = ieo gilt

Bl =1 [ () - fw) do=o.

Leider haben wir keinen stichhaltigen Beweis der Formel gefunden, welcher nahe bei den
Vorstellungsweisen der Zeitreihen bleibt. Wir benétigen ein wenig Funktionentheorie.
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Anhang: Einige funktionentheoretische Argumente

Ein wichtiger Typ von Funktionen sind bekanntlich die harmonischen Funktionen. Eine re-
ellwertige Funktion ist genau dann harmonisch, wenn der Mittelwert iiber den Rand jedes
Kreises (im Definitionsbereich) gleich dem Wert im Mittelpunkt ist. Fiir jede holomorphe
Funktion sind Real- und Imaginérteil harmonische Funktionen. Zu jeder harmonischen
Funktion a(z,y) in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet existiert eine harmonische
Funktion b(z,y) sodass a(x,y) + i - b(x,y) eine holomorphe Funktion ist; sie ist bis auf
eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Mit Hilfe dieser Begriffe kénnen wir unsere Uberlegungen um die regulédre Spektraldich-
ten ergénzen. Rekapitulieren wir zuerst: Mit unseren Uberlegungen mit approx1mlerenden
Polynomen haben wir aus der Integrabilitiit von In f eine untere Abschiitzung fiir o2, ge-
wonnen. Andererseits haben wir durch unsere Hilbertraum-Konstruktionen gezeigt

—Ino% 4+ 1In f(w) =In|Y(e™™) ( +Z X;€ ‘”“’),

wobei Y (z) im Einheitskreis keine Nullstellen hat. Hier setzt nun die Funktionentheorie
ein. Die Funktion H(z) = InY(z) = 1+ >, x;2’ ist holomorph im Einheitskreis; ihr
Realteil ist harmonisch; H(0) = In Y (0) = 0. Der Mittelwert iiber die Kreislinie C(=r-e*
verschwindet fiir jedes r < 1. Ausfiihrlich geschrieben: Es gilt 5 L = [ hy(e") dw = 0 fiir die
Funktion

he(w) = 2R (Y (re®)) = In|Y (re™) |

Der Beweis der Formel von Szego-Krein- Kolmogorov ist erbracht, wenn wir zeigen, dass
lim,11 hy(w) = h(w) = In f(w) — In o2 gilt im Sinne einer Konvergenz, welche die Konver-
genz der Integrale impliziert.

Es ist lohnend, die Funktionen h, etwas genauer zu betrachten. Wir zeigen, das sich
h, aus h durch Glattung mit dem Poisson-Kern ergibt:

1—72

he(p) = %/h(w pr(p —w)dw mit  p(p—w) =7 B e (P— B
Fiir jedes h im Banachraum L'(R/27, 5-dw) gilt in der Tat ||k * p, — hll; — 0; die die
Aussage gilt fiir alle elementaren Treppenfunktionen und somit fiir alle Funktionen, die
Man in der {!-Norm durch solche Funktionen approximieren kann.

Glattung mit den Poisson-Kernen
Es sei h(¢) = h(e™) integrabel und h, = 5= [ h(e™)- e dw. Das Umlaufsintegral iiber
den Einheitskreis ist eine in {|z| < 1} holomorphe Funktion

H(z):%/h(g)cizcx:%/h( )1_Z€ dw—th

Wenn h reellwertig ist, dann gilt h_,, = h, und —hy+ 2RH (re’?) = 3. _ h,ri"lene.
Man bemerke: Wenn h (mit hy = 0) eine absolutkonvergente Fourier-Reihe besitzt, dann
ist H(z) offensichtlich eine holomorphe Funktion mit H(0) = 0 und 2RH(-) = h(:) am
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Rand. Es gibt nur eine solche Funktion zu h. Der folgende Aufwand muss getrieben werden
fiir Randfunktionen h, die nur als integrabel angenommen werden.
Fiir die Funktion h,(p) = —ho + 2R H (re'?) ergibt sich wegen

a a 1— |al?
+ 1—a +1—a_|_1—6l |1 —al?
iw 1—‘Z|2
he(@) = 5= /h(e )m dw =
- 1—7?
=1L h(e* dw = h*p.(©).
2”/ (e )1—2rcos(gp—w)—|—r2 “ Pr()

und das zeigt, dass die glatten h, bei radialer Anndherung an den Rand in einem guten
Sinn gegen die (moglicherweise unstetige) Funktion A konvergieren.

Den analytischen Kern dieses Abschnitts, welcher die (im Sinne der Wold-Zerlegung)
reguldren Zeitreihen (in voller Allgemeinheit!) behandelt hat, kann man in analytischen
Termen folgendermaflen ausdriicken.

Satz 3.2.6. Es sei f(w) > 0 fastiberall auf R/2m mit no?, = 5 [In f(w) dw > —o0. Es
sei hy = [e7™1In f(w) dw, H(z) =Y, h.2", Y(z)=expH(z)=1-> x;z'. Es gilt
dann 3 |x;]? < 0o und o2, - |Y (e7@)|° = f(w).

Im néchsten Abschnitt wollen wir uns mit spezielleren Spektraldichten regulérer Zeitrei-
hen befassen.
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3.3 Wiener-Hopf-Faktorisierungen

In den Anwendungen der Zeitreihen interessiert man sich weniger fiir die allerallgemeins-
ten reguldren Spektraldichten und mehr fiir gewisse spezielle Typen wie z. B. die Dich-
ten zu invertierbaren ARMA-Prozessen. Eine wichtige Rolle spielt jedenfalls die spezi-
elle Faktorisierung f(w) = 02 Y(e7™) - Y(e~®), die wir oben konstruiert haben. Die
Nachrichten-Ingenieure nennen gelegentlich Y (e=*) den kausalen Faktor in der Wiener-
Hopf-Faktorisierung von f(-) und Y (e=*) den antikausalen Faktor.

Doppeltregulire Zeitreihen Wir klédren, was es fiir eine Spektraldichte bedeutet, dass
sowohl zu f als auch zur reziproken Funktion f~! eine regulire Zeitreihe gehort.

Satz 3.3.1 (Einpunkt-Interpolation). Es sei f(w) die Spektraldichte zu einem Prozess
X mit positivem Prddiktionsfehler o2, = var(X° — 7TH:;’°X0) > 0. Das Lot Y° von X°
auf den Raum span{X™ : n # 0} hat genau dann positive Varianz 7> > 0, wenn f~'(w)

, , a2 (1 1
Lebesque-integrabel ist. Es gilt 772 = (5 i o) dw) .

Beweis. L*(f) sei der Raum der Funktionen g(w) mit ||g||* = 5= [ |9(w)? f(w) dw < .
Fiir jedes g(w) € L*(f) ist gf Lebesque-integrabel; die Schwarz’sche Ungleichung liefert
fir das Quadrat des Integrals die Abschdtzung

‘/f-gdwzéf(g\/?)z dw-/(\/?)2 dw.

Das innere Produkt mit der Funktion e ist (g(w),e™); = 5= [gf(w) e”™ dw. Ein
g € L2(f) steht genau dann auf allen e* mit k # 0 senkrecht, wenn fiir die integrable
Funktion h = g-f gilt [ h(w)e™™ dw = 0 fiir alle k # 0. Die einzigen Lebesque-integrablen
Funktionen h(w), die das leisten, sind die Konstanten c, g - f = c. Zum Lot Y° gehért
eine Funktion g € LUf), welche auf €™ mit k # 0 senkrecht steht. Wenn f(w)™" nicht
Lebesgue-integrabel ist, dann kommt nur ¢ = 0 in Betracht.

Es sei nun f(w)™' Lebesgque-integrabel. Dies bedeutet gleichzeitig f(w)™t € L*(f) mit
||%||i = %f|%(w)|2 fw) dw = £ %(w) dw(= 772). Nun gilt oﬁenbar% 1 et im
L2(f) fiir alle k # 0. Das Lot der Funktion 1 (entsprechend der Zufallsgrifen X°) auf

den Raum span{e®™ : k # 0} ist ein Vielfaches von % Der orthogonalen Zerlequng X° =
YO+ (XO— YO entspricht im Raum L*(f) die orthogonale Zerlegung 1 = oz% +(1— a%).

Die Orthogonalitit bedeutet 0 = [ (1 — 9) . %f dw. Daraus ergibt sich die Konstante

!
a = 12, Die Funktion zum Lot Y° ist also  7°3(w).

Satz 3.3.2 (Existenz und Eindeutigkeit der Faktorisierung im doppelt reguldren Fall).
Es sei f(w) eine f. . positive Funktion auf R/2mw mit f,% integrabel.  Es existieren dann
quadratsummable linksseitige Fourier-Rethen

yw)=1+ Zl xje e e(w) =1~ Zl e,
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sodass mit &= [In f(w) dw = Ino?Z gilt

ew) fw)=0% yw), leW)’ flw) =0l

Sind a(w), b(w) durch linksseitige Fourier-Reihen darstellbar mit a - f = b, so existiert
eine Konstante ¢, sodass
a=c-e, b=c-y.

Vorbemerkungen: Es bezeichne L?(f) den Hilbertraum der bzgl. dem Ma8 f(w)5- dw
quadratintegrablen Funktionen. L? (f) sei der Teilraum, der von {1,e”% e~ .. .} auf-
gespannt wird. Die Rdume Lz(%), L%(%), L*(1), L* (1) seien entsprechend definiert. L? (1)
ist also der Raum der einseitigen Fourier-Reihen c(w) = " ¢,e™™ mit der iiblichen
Norm |[[c| = (3 |ea|?)Y/2. Mit L' (1) bezeichnen wir den Raum der Lebesgue-integrablen
Funktionen, die sich in der L!'-Norm durch einseitige trigonometrische Polynome appro-
ximieren lassen.

Lemma. Wenn e € L2(f),be L2(3), dann gilt e-be LL(1)

Beweis. Wenn e und b einseitige trigonometrische Polynome sind, dann ist alles klar.
Wir approzimieren nun e durch ein einseitiges trigonometrisches Polynom €', sodass gilt
Jle=€f(w) dw < e. Entsprechend wihlen wir o' mit [ |b—V|*3(w) dw < e. Wir haben
danne-b=¢€¢ b +(e—€) -V +e-(b—0b)+(e—¢€)-(b—"V). Wir zeigen mit der
Schwarz’schen Ungleichung, dass der zweite Term ein kleines Lebesque-Integral hat

flama [0 ) (g e (o)

Ebenso werden die weiteren Terme abgeschdtzt. So kann also e - b durch ein einseitiges
trigonometrisches Polynom in der L' -Norm approzimiert.

Beim folgenden Existenzbeweis der Wiener-Hopf-Faktorisierung stiitzen wir uns auf
die Begriffsbildungen der regulédren Zeitreihen. Der Eindeutigkeitsbeweis wird dann reine
Algebra sein.

Beweis.
Wir beweisen, dass sich die Funktion e(w) zur Innovation durch eine quadratsummable

trigonometrische Reihe dargestellt werden kann, d. h. dass e quadratintegrabel ist. Die
Einschrittpradiktoren fiir Zeitreihen mit den Spektralmafen f(w)z=dw und %(w)idw

fihren auf Funktionen e € L2(f), ye€ L2(1), b€ L:(}), a€L2(l) mit

ew)- flw) = 0% -y@),  e(w) yw) =1,
bw) 7 = o -a@),  bw)-alw) =1,
aw) - f@) = 0% 0], bw)-alw) =1
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Wir bemerken [In fdw = — [In %dw; es geht daher wirklich um das gleiche o2,. Wir
zeigen a(w) = e(w), blw) =y(w). Die beiden Darstellungen von f fiihren auf

b_f ¥ he—a. g

P N e=a-y

a o% e

a-y ist das Produkt zweier Funktionen in L* (1), gehért also zu L (1); nach dem Lemma
von oben gehirt auch b-e zu L' (1).

/“M (b-e)(w)dw=0 firk= 1,2,...
/eikw.(a-g)(w)dw:o firk = —1,-2,...

Da b-e = a-y, haben wir hier eine integrable Funktion, deren sdmtliche Fourier-
Koeffizienten ausser den nullten verschwinden. Es handelt sich also um eine Konstante
c. Da alle unsere Reihen mit dem nullten Koeffizienten = 1 beginnen, haben wir ¢ = 1.

Somit b=el=y, a=y'=e.

Wenn a- f = 02 b(w) m mit zrgendwelchen a(w),b(w) € LY (1) soist  b-e=a-§ eine
Konstante. Wegen f = o2 % gilt ayol =c=be, aol =ce, b=cy.

Man bemerke: Im vorigen Abschnitt haben wir die Eindeutigkeit der Darstellung
f(w) = o2 |Y(e7™]? dadurch sicher gestellt, dass wir (neben Y (0) = 1) von Y (-) ver-
langten, dass keine Nullstellen im Einheitskreis liegen. Hier ist die Eindeutigkeit dadurch
gesichert, dass Y (e™™)~! eine einseitige Fourier-Reihe besitzt. Zur Erinnerung: Bei einer
reguléren Zeitreihe X ist der Einschritt-Pradiktor derjenige (verallgemeinerte) kausale
TLF, welcher den Prozess in ein weisses Rauschen (mit der Intensitéit 0% ) transformiert.
Die zusétzliche Annahme der Integrabilitéit von % garantiert, dass der Einschritt-Pradiktor
mit quadratsummablen Koeffizienten realisiert werden kann.

w)=1-Y e Z'=X"- X

Die Fourier-Koeffizienten der reziproken Funktion y(w) = e(w)™! zeigen, wie der Prozess
aus dem weissen Rauschen Z der Innovationen (mit der Intensitit o2 ) gewonnen wird.

Kurz geschrieben: e(B)X =7Z, y(B)Z = X.
Wenn Y ein Prozess zur Spektraldichte % ist, dann y(B)Y = W ein weisses Rauschen
mit der Intensitit o2, und es gilt e(B)W =Y.

Den Existenzsatz konnen wir auch folgendermaflen formulieren: Sind f, % integrabel,
so existiert ein ('verallgemeinerte’) kausaler ’invertierbarer’ TLF mit den Leistungstrans-
ferfunktionen f(w). Seine Transferfunktion ergibt sich aus dem kausalen Faktor in der
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(eindeutig bestimmten!) Wiener-Hopf-Faktorisierung. TLF = o, - (I + Y x;B7). Die Im-
pulsantworten sind die Koeflizienten (o) 0. ('Verallgemeinert’ miissen wir sagen, weil
die Folge der Impulsantworten auch im ’doppeltreguldren’ Fall nicht notwendigerweise
summabel ist ; sie ist auch im Fall ( f,% integrabel) i. Allg. nur quadratsummabel. Man
beachte, dass man den ’verallgemeinerten’ TLF nur auf solche Zeitreihen X ’anwenden’
kann, fiir deren SpektralmaB dux gilt [ f(w)dux(w) < c0.)

Beispiele fiir Faktorisierungen Wir werden nun sehen, dass sich fiir manche Typen
von Funktionen f(w) ein direkter rein analytischer Zugang zu den Funktionen y und e
gibt. Entscheidend dafiir die Tatsache, dass die Faktorisierung bis auf die Normierungs-
konstanten eindeutig bestimmt sind.

Die folgende Einsicht geht anscheinend auf L. Fejér zuriick: Jedes positivwertige tri-
gonometrische Polynom vom Grad ¢ ist das Absolutquadrat eines trigonometrischen Po-
lynoms vom Grad ¢. Der klassische Beweis macht zuerst aus der Koeffizientenfolge ein
Polynom vom Grad 2g + 1. Wenn ¢ eine Nullstelle ist, dann auch ¢(~'. Die Nullstellen mit
|| > 1 werden herausgesucht; mit ihnen konstruiert man dann leicht das gesuchte einsei-
tige trigonometrische Polynom vom Grad ¢. Diesen Beweisgang im Geiste der klassischen
Analysis wollen wir hier nicht weiter ausfithren. Wir wollen hier stattdessen {iben, uns in
der Gedankenwelt der MA(q)-Prozesse zu bewegen.

Beispiel 3.3.1 (Der kausale MA(q)-Prozess). Ist f(w) ein trigonometrisches Polynom vom
Grad ¢ mit f(w) > 0, so existiert eine Zahl o2 und einseitiges trigonometrisches Polynom
vom Grad ¢ Y(e7®) =1+ 37 x;e™  sodass f(w)=o0% -|Y (e ™.

Wir haben die Bezeichnungen passend zum obigen Hauptsatz gewéhlt. f(w) fithrt offenbar
zu einer doppelt regulédren Zeitreihe. Es existiert daher eine Wiener-Hopf-Faktorisierung
fw) =02 - [Y(e7™)[. Es gilt  cov(X!, X™") = cov(Z! + 32 x; 2179, 21 = xp, - var Z.

Die Covarianzen y(h) = cov(X!, X*~") sind die Koeffizienten des Polynoms f(w); sie
verschwinden fiir |h| > ¢. Also verschwinden auch die Covarianzen cov(X?, Z!=") fiir alle
h > q; und das bedeutet y; = 0 fiir alle h > ¢. Y ist ein Polynom vom Grad gq.

Ein moglicher Weg, das trigonometrische Polynom Y'(-) zum Polynom f(-) mit den
Koeffizienten () schnell (approximativ) zu finden, ist wohl der, dass man auf die Toplitz-
Matrix zu y(-) das Orthogonalisierungsverfahren (im Sinne der finiten Priadiktion) anwen-
det. Das mag bequemer sein als das Sortieren der Nullstellen des gegebenen Polynoms.

Beispiel 3.3.2 (Kausale ARMA-Prozesse). Ein kausaler ARMA(p, q)-Prozess ergibt sich
bekanntlich aus einem Paar von Polynomen und einem weissen Rauschen als die eindeutig
bestimmte Losung von — ¢(B)X = §(B)Z mit einem Polynom ¢(z) ohne Nullstellen im
Einheitskreis. Wir wollen auch vom Polynom 6(z) annehmen, dass es keine Nullstellen im
Einheitskreis hat. Wir haben einen invertierbaren Prozess. Da hier H,; *(X) = H, > (Z)
fiir alle ¢, handelt es sich um einen doppelt reguldren Prozess. Wenn varZ = 1, dann
kénnen wir #(0) = 1 = ¢(0) annehmen . Die Spektraldichte ist

) 2
¢(e=™)

Y

)=
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Den Prozess der Einschritt-Pridiktoren kann man als einen kausalen MA(oco) schreiben:

X' = Topn X' = ;w,»x Tomit 1- ) B = 55
Man ist aber nicht gezwungen, die Potenzreihendarstellungen ins Spiel zu bringen. Die
Einschritt-Priadiktoren X* kénnen durch endliche Summen dargestellt werden. Es gilt

X=X 4 0, X0, 2 1,2 = X - 2

Den Beweis fithren wir dadurch, dass wir verifizieren: X* — X* steht senkrecht auf al-
len Z'=7 7 > 0 und damit auf H, . Dies ergibt sich durch einfaches Umschreiben der
definierenden Gleichung

X=X = X' =24 0,2 e 2
X=X = (X = X = g, X)) — (02 0,20 = 28

Die Rechnung zeigt iibrigens, dass dank der Normierung 6y = 1 = ¢ die (Z'); die
Innovationen des gegebenen ARMA-Prozesses sind.

Anmerkung: Das Resultat sollte niitzlich sein fiir die Praxis der (zeitnahen) Vorhersage
einer Zeitreihe. Es sagt uns: Wenn man den ARMA(p, q)-Prozess X bis zur Zeit t — 1
beobachtet hat, und sowohl die letzten p Werte X! auch die letzten ¢ Priadiktionsfehler
X' — X* registriert hat, dann gewinnt man den Prédiktor fiir den ¢-ten Beobachtungswert
X' als Linearkombination dieser p + ¢ Zahlen. Man muf hier also nicht unendlich viele
Beobachtungswerte aus der Vergangenheit (mit den Gewichten ;) aufsummieren.

Beispiel 3.3.3 (Die Yule-Walker-Gleichungen zu einem AR(p)-Prozess).

Es sei Z ein weisses Rauschen und ¢(z) = 1—¢12—- - - — ¢, 2" ein Polynom ohne Nullstellen
im Einheitskreis. X sei der eindeutig bestimmte AR-Prozess mit  ¢(B)X = Z. Es han-
delt sich um einen doppeltreguléiren Prozess mit der Spektraldichte  f(w) = |¢(e=)| .
Der kausale Faktor der Wiener-Hopf-Faktorisierung ist offensichtlich ey(w) = ¢(e™™).

Bemerke: Die Covarianzfolge ist bekanntlich fiir jede Zeitreihe die Folge der Fourier-
Koffizienten v(h) = 5= [ €™ f(w) dw. Bei einem AR(p)-Prozess gewinnt man die Koef-
fizienten ¢; aus den sog. Yule-Walker- Gleichungen. Das p-Tupel der ¢; ist die eindeutig
bestimmte Losung des inhomogenen Gleichungssystems

p . .
y(k) =Y ok —4) =0, firk=12...p

Das sieht man folgendermaflen:

1) Die Matrix dieses Gleichungssystems ist die p X p-T6plitzmatrix zur Covarianzfolge; sie
ist also nichtsingulér. Es gibt genau eine Losung.

2) Die Koeffizienten des Polynoms erfiillen die Yule-Walker-Gleichungen; denn die Zufalls-
grofen W= X' — 3" ¢; X"/ sind in der Tat die Innovationen Z* des AR-Prozesses; fiir
k=1,2,...gilt 0=cov(Z, X"™) =cov(X'=Y ¢; X", XT7F) = y(k)=YF ¢pjv(k—7).
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Bei einer Yule-Walker-Gleichung der Lénge p hat die Losung (¢4, .. .,1,) die Eigen-
schaft, dass y(k) — > 1" @, v(k—j) fir alle & > 0 verschwindet. Das liegt an der speziellen
Struktur der Toplitz-Matrix. Man betrachtet auch allgemeinere Toplitz-Matrizen.

Sei ~,, die Covarianzfolge zu einem doppeltreguléren Prozess und 1 — e(w) = Y7 e~ 9%
die Funktion zum Einschrittpriadiktor. Wenn +,, summabel ist, also f(w) = Y. ~,e",
dann hat die Eigenschaft e L e~ fiir alle k > 0 die Form

und das heisst y(k) — > 7" v(k — j) = 0 fiir alle & > 0. Wir haben oben bewiesen: Es
existiert genau eine quadratsummable Losung (¢1, 49, .. .) mit (1 — > 7° ¢je_ij“’)_l eL?.
Ausblick: Man hat auch bei anderen Folgen I',, das Problem gestellt: Gesucht ist eine
einseitige Folge (11,19, .. .), sodass

r(k)—Z?’wj T(k—j)=0 firk=12,...

Diese unendliche Gleichungssystem hat hat eine Struktur, welche an die aus anderen
Zusammenhéngen stammenden sog. Wiener-Hopf-Gleichungen erinnert:

Problem: Gegeben ist ein 'Kern’ I'(n), d. h. eine komplexwertige Funktionen auf Z,
und eine einseitige Folge (gr)r>0. Gesucht ist eine einseitige Folge (¢, )n>0, sodass gilt

Glk) =D T (k= j) = g(k) i k=0,1,2,...
Besonders interessant ist die dazugehorige 'homogene’ Gleichung
wlk) =3 k=) =0 firk=1,2,...

Um das Problem zu prézisieren, muss man noch sagen, welche Art von Folgen (v, s, .. .)
als Losungen in Betracht gezogen werden sollen.
Der bekannteste Typ von Wiener-Hopf-Gleichungen im Kontinuierlichen hat die Form

K(t) = /Ooo K(t—s)w(s)ds fir alle ¢ > 0,

Beispiel 3.3.4. In den "guten’ Fillen besitzt die Funktion 1 —ey € L2 (f) eine Darstellung
als trigonometrische Reihe und man kann die Bedingung ey L span{e=™*“ : k < 0} als
eine Bedingung an die Koeffizientenfolge formulieren: Gesucht sind vy, 15, . .., sodass

ep(w) =1— Z;X) P e (konvergent im L2-Sinn)
cov(Z°, X" =0,  cov(X— Zl Y, X X7R) =0,

v(k) = Z:O%'v(k—j) fir k=1,2,...
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Wenn f(w) die Spektraldichte zu einer doppeltreguliren Zeitreihe ist, dann kann man die
Funktion zum Einschritt-Pradiktor durch eine trigonometrische Reihe darstellen: e(w) =
1 =Y ;e . Wenn auch f(w) durch eine trigonometrische Reihe dargestellt ist, dann
kann man die W-H-Faktorisierung in ’guten’ Féllen als ein Gleichungssystem fiir die
Koeffizienten-Folgen verstehen: wir lassen alle Konvergenzfragen ausser Betracht und
schreiben

(1 - Zl ¢j€_ijw> (Zio fnemw) =02 +rt(w) wo 7rT(w) € span{e™, e e ..}

In Worten: Eine linksseitige trigonometrische Reihe, multipliziert mit einer beidseitigen
ergibt eine rechtsseitige trigonometrische Reihe

eo(w) =1— Zjo P e (konvergent im L?2-Sinn)
cov(Z°, X" =0,  cov(X® - Zl P X X7R) =0,
7(;{;):ZI vk —34) firk=1,2...

Die letzte Gleichung ist eine Gleichung vom Wiener-Hopf-Typ.
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3.4 Filtern gegen Rauschen

Stellen wir uns vor, dass ein Sender in gewissen (zufélligen!) Zeitabschnitten ein Signal
sendet, welches uns durch einen gestorten Kanal {ibermittelt wird. Das Signal ist eine
Funktion S(t) oder auch ein d-Tupel von Funktionen. Wir beschrénken uns aber zunéchst
auf den skalaren komplexen Fall. Auf der Empfiangerseite entsteht das Problem, das Signal
(einigermafen genau) zu rekonstruieren oder wenigstens zu identifizieren. Die Identifika-
tion ist dann aussichtsreich, wenn man davon ausgehen kann, dass das Signal aus einer
bekannten Kollektion méglicher Signal stammt.

In der Zeitreihentheorie studiert man den Fall, wo die Signale S* die Realisierungen
eines stationéren Prozesses S sind, dessen Spektraldichte dug(w) = fg(w)z=dw man (mehr
oder weniger) kennt. Wir empfangen X' = S* + N' (N steht fiir 'noise’), wobei wir
(der Ubersichtlichkeit halber) annehmen, dass N = (N'), € Z ein von S unabhingiger
zentrierter stationérer Prozess ist, dessen Spektraldichte dyuy(w) = fy(w)5-dw ebenfalls
bekannt ist. Die Aufgabe, das Signal S™*™ aufgrund verrauschter Beobachtungen (zum
Zeitpunkt ¢t — 1) linear zu schétzen, nennt man ein lineares Filter-Problem.

Es geht hier um orthogonale Projektion von S auf den unendlichdimensionalen Hil-
bertraum  H, % (X). Spitestens zum Zeitpunkt (t-1), soll ein *Schitzwert’ St abgeliefert
werden. Den Fall m = 0 ist dhnlich zur oben betrachteten Einschritt-Pradiktion. Im Un-
terschied zum frither betrachteten Szenario interessieren jetzt auch die Fille m < 0. Mit
spricht von einem Filtern mit der Zeitverzogerung |m|. Mit dem Schétzwert S € H; 0 (X)
versucht man das Signal zur Zeit t—|m/| im qudratischen Mittel optimal zu approximieren:
var(St_‘m‘ — S’t) = min. Die besonders genaue Wiederherstellung der des Signalprozesses
kann man erwarten, wenn man eine beliebige Zeitverzogerung zulésst, m — —oo. Im Li-
mes besteht das Filterproblem in der Aufgabe, das Signal S° orthogonal auf den Raum
H_>°(X) zu projizieren. Darauf kommen wir unten.

Wie frither bei der Extrapolation ist es angebracht, zuerst fiir endliches m zu den
Spektraldarstellungen iiberzugehen, bevor man zum Fall m = —oo iibergeht.

cov (S™™ X™) = cov (ST, St) = /e“”m—tk)“ dus(w),

cov (X%, X") =cov (S%, S™) + cov (N%, N*) = /ei(tj_t’“)w (fs(w + fn(w)) 35 dw,

cov (St-i-m . Z ijtj’ th) _ /e—itkw lei(t-i-m)wfs . Z bjeitjw . (.fS + fN) % dw.
J J

Der beste lineare Schitzer aufgrund der Menge der Beobachtungen { X' : ¢, € T} ist
dadurch gekennzeichnet, dass die eben berechneten Covarianzen fiir alle ¢ verschwinden.
Betrachten wir ¢ = 0 und wie gewohnt 7' = —N. Die Bedingung ist dann, dass die Fourier-
Koffizienten der Funktion in der Klammer | | fiir alle negativen Indizes verschwinden,
was wir folgendermaflen ’symbolisch’ notieren

leimwfs — Z bje_ij“’ . (fS -+ fN) ~ Cp + clew + 02€i2w B

J=1
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Im Allgemeinen wissen wir nur, dass der Fufipunkt des Lots im L?(u)- Sinn durch endliche

Linearkombinationen )" bge)e_ij‘“ approximiert werden kann. Um die Notation nicht zu

verkomplifizieren, nehmen wir nun aber im folgenden an, dass Koeffizienten bg-‘)p D existie-
ren. Mit der Bezeichnung B(e ™) = >"7° b§°p Ye=iiv gewinnt die Orthogonalitétsbedin-

gung die Form
€™ fs — B(e™™) - (fs + fv) ~ co+c1e™ + e 4 -

Interessant ist auch die Lénge des Lots. Da fiir die optimalen b; die Vektoren ) b§0p B x -
und S™ — Y bE»Op " X7 zueinander senkrecht sind, gilt

var (Sm — Zbg-om)X_j) = var(S™) —var (Z bg.om)X_j) =
s - 1B () 2 e

Beispiel 3.4.1. Der AR(1)-Prozess Xg = (I —¢;B)™'Zg (mit varZ! = ¢?) wurde von einem
weissen Rauschen n-IN mit der Intensitiit n? iiberlagert. Wir beobachten X,, = Xy+mn-N.
Der beste Schiitzer fiir S* aufgrund der Beobachtungen in H; % (X}) ist auch der beste
Pridiktor fiir X, weil sich S* und X* um eine ZufallsgroSe unterscheiden, die mit allem
Beobachteten unkorreliert ist. Die beste lineare Schétzung ist jetzt aber nicht wie im Fall
ohne Rauschen ¢; - X!, Der verrauschte Prozess ist kein AR(1)-Prozess, kein "Markov-
Prozess’. Die letzte Beobachtung ist nicht der beste Pradiktor; wir miissen, intuitiv ge-
sprochen, iiber die friitheren Beobachtungswerte glitten, um die eventuelle Irrefithrung
durch das Rauschen moglichst abzumildern. Was da genau zu geschehen hat, wollen wir
nun ausfiihrlich und genau studieren.
Der verrauschte Prozess X,, hat die Spektraldichte

2 2

- v 2__ %
falw) = ‘1_¢1€—iw‘2+n 11— pre—|?

0.2

_ ' _A2_1_~—iw2
T AR e

(1 + (3)2 11— ¢1€_iw\2) =

mit Koeffizienten |A|? und —¢ = 8 die wir im Abschnitt iiber ARMA-Konstruktionen
als Beispiel berechnet haben. In unserem speziellen Fall ergibt sich

¢
AP = (AR +1BP) (1+102) = 5 (14 () 1+ ).
X,, hat die Covarianzstruktur eines ARMA(1, 1)-Prozesses. Es existiert ein weisses
Rauschen Z,,, sodass

(I —$.B)X,, = (I — ¢B)Z,.
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Die Varianz des Pridiktionsfehlers bei optimaler Einschrittpridiktion ist 0| A|?; und dar-
aus ergibt sich auch die Varianz des Schétzfehlers bei der Schiatzung des Signals

var(St — X!) = var(X' — X!) —

Wir wissen, wie man in einem ARMA-Prozess X! optimal vorhersagt, wenn man die
Werte ... X2 X!=! und die Innovationen ... Z:2 Z!=! registriert hat. Man benétigt nur
(X1 Z8=1). Der optimale Pridiktor ist

=y X =9zl

Das kann folgendermaflen verstanden werden: Bei einer unerwartet groflen Abweichung
des Beobachtungswerts zur Zeit ¢ — 1 von dem geschitzten Wert Xffl darf man nicht
(wie bei einem AR(1)-Prozess) ¢ X'! als Prédiktor fiir die niichste Vorhersage wiihlen;
man muss entsprechend korrigieren. Der Korrekturbedarf ist allerdings gering, wenn die
Intensitit n? des Rauschens klein ist; denn dann ist |@| klein.

Wir kénnen den Pradiktor natiirlich auch allein mit den X schreiben

Xl= X' =0z = o X - (X - X =
= (1 — @) (XL + X+ X2+ )

In dieser Darstellung sieht man, dass die lénger zuriickliegenden Beobachtungswerte nur
mit geometrisch abnehmenden Gewichten zu beriicksichtigen sind.

Unendliche Zeitverzégerung Im Fall von unendlicher Zeitverzégerung ergibt sich
das Lot von S™ in trivialer Weise aus dee Formel fiir das Lot von S°. Die Bedingung an
die 'Filter-Koeffizienten’ lautet hier

TpemaS™ = 3OO X™ T mit

0= fs = (Do 0Fe ) (fs+ fv) = fs = @) - (fs + f).

Die Abweichung des gesendeten Signals S von dem aus den empfangenen X' linear rekon-
struierten Prozess hat die Varianz

var (50 = Y6 7) = [ folw) o do = [ B0 f+ il ) 2 o =

‘/P‘ﬁim}@“)

Der fiir die Wiederherstellung des Eingangssignals optimale Filter (mit beliebiger Zeit-
verzogerung) hat die Transfer-Funktion ®(°°)(w). Die Ingenieure nennen den Quotienten
|lpes|l /||| den Signal-Noise-Ratio SNR des gestorten Kanals. Der SNR ist ein Maf fiir
die technische Qualitdt eines Nutzsignals, welches von einem Rauschen iiberlagert wird.

Wir wollen das alles an einem Spezialfall konkretisieren, den Norbert Wiener und A.
N. Kolmogorov in den Jahren 1940-1941 (unabhéngig voneinander) behandelt haben. Die
Ingenieure nennen das Resultat haufig den Dekonvolutionsflter von N. Wiener.
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Beispiel 3.4.2. Ein Signalprozess S wurde durch einen TLF T, geschickt. (a(-) ist die
Impulsantwort-Funktion, A(e=) = >~ a(h)e™™* ist die Transferfunktion). Wir empfan-
gen durch Rauschen iiberlagerte Beobachtungswerte

Y= (T,8)' + Nt — / a(h)S(t — h) dh + N'.

Gesucht ist eine Linearkombination der Beobachtungswerte sodass St — Y b(h) Yi=h
im Mittel klein ist. Die Spektraldichte des Rauschens sei bekannt. Wenn man nun auch
etwas iiber die statistischen Verhéltnisse bei den gesendeten Signalen weiss, dann kann
man daran gehen, aus den 'mit a(-) gefalteten’ Signale und dann noch gestort empfan-
genen Werten die urspriinglichen Signale zu rekonstruieren. Wir nehmen an, dass S ein
stationdrer Prozess ist mit dem Spektralma8l dug(w) ist. Wir haben dann

cov (8%, Y*) = cov (S“, 3 a(h)SS_h) -
=> a(h)- / e dpg(w)
— [T s,
cov (Y', Y*) = cov (I,Y)", (I,Y)") + cov (N', N*) =
= [ A dus) + [ 0 dunte) =

:/6i(t—u)w [}A(e—w‘2+%(w)} dus(w)

und mit der Abkiirzung  g(w) = |[A(e " + ]}—’;(w)

cov (SO — Zb(h) yh YS> = / [W e — Zb(h) e T g(w) | dps(w).

Im 'nichtkausalen’ Fall, (d. h. im Fall m = —o0) ist zu fordern, dass diese Covarianz fiir
alle s € Z verschwindet. Dies fordert das A(e=*)—B(e™*)-g(w) = 0. Die Transferfunktion
der optimalen 'Dekonvolution’ ist also

Afe) 1 A

B(e_w) = g(w) - A(e—iw) |A(6_iw|2+%(w).

Diese Formel beschreibt in iibersichtlicher Weise, wie die optimale Dekonvolution sich
verhélt, wenn die Storung durch das Rauschen klein ist. Ty ist im Grenzfall der zu T,
reziproke Filter. Wenn A(-) und die Spektraldichten fs und fy rationale Funktionen der
Variablen e=* sind dann kann man die Wienerdekonvolution offenbar mit einem ARMA-
Filter realisieren.
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3.5 Mafle mit orthogonalen Werten

Wir wollen die Idee noch etwas weiter verfolgen, dass ein schwachstationérer Prozess (in
gewissen Hinsichten) als eine Kurve in einem Hilbertraum H verstanden werden kann.
Es sollte aber auch deutlich werden, dass bei dieser Sichtweise viele fiir den Stochasti-
ker interessante Fragen aus dem Blick verschwinden. Andererseits sollte klar werden, dass
nicht alle Konstruktionen, die aus der Sicht der Hilbertraumtheorie (speziell der Spektral-
theorie) naheliegen, hineinfithren in die Assoziationszusammenhénge der stochastischen
Prozesse.

Mafle mit orthogonalen Werten

In der elementaren Mafitheorie betrachtet man bekanntlich nicht nur Mafle mit nichtne-
gativen Werten, sondern auch signierte und komplexwertige Mafle auf einem messbaren
Raum (S, &). Jeder G-messbaren Menge S wird eine komplexe Zahl o(S) zugeordnet,
sodass gilt

1. o(@) =0, sup{|o(S)] : s € 6} < o0,
2. 0(S1+ S) = 0(51) + 0(S2) fiir disjunkte Mengen
3. 5=378; = |0(5) — 32V a(S;)| — 0.

(Das Zeichen + bedeutet hier die disjunkte Vereinigung)

Als Varianten dieses Begriff betrachten wir im Folgenden ’Mafle mit orthogonalen
Werten in einem Hilbertaum’ und dann (in stochastischer Einfarbung) sog "unkorrelierte
stochastischen Mafle’ auf dem Grundraum (S, 6), welcher bei uns hier der Raum S =
R /27 sein wird.

Definition. Es sei (S, 6) ein messbarer Raum und H ein Hilbertraum. Ein ’Mafl mit
orthogonalen Werten’ M (-) ordnet jedem S € & einen Vektor M (S) € ‘H zu, sodass gilt

1. M(0) =0, sup{||[M(S)|]*:S € &} < o,
2. 81 NSy=0 = M(S;) L M(S,), M(S; 4 S5) = M(S;)+ M(S,),
3. S=378; = [IM(S) = >_7 M(S;)[]* — 0.

Viele der aus der elementaren Mafitheorie vertrauten Konstruktionen kann man leicht
auf die Mafle mit orthogonalen Werten iibertragen. Man beweist beispielsweise mit den
bekannten Argumenten den

Satz 3.5.1. Wenn S eine Mengenalgebra ist, die G erzeugt und M() eine Funktion auf
S mit den Figenschaften 1), 2), 8), dann ezistiert genau eine Fortsetzung zu einem Maf
mit orthogonalen Werten.
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Satz 3.5.2. Zu einem Maf mit orthogonalen Werten dM(-) auf (S, &) (mit Werten in
H ) erhdlt man ein klassisches reellwertiges Maf du(-) auf (S, 6), wenn man definiert

u(S) = 1M (S)|* fir S € &.
Man nennt p(-) manchmal das Intensitatsmafl zu M ().

Satz 3.5.3. Zum Mafl mit orthogonalen Werten dM (-) gehért auch ein 'Integral’

I(): L*(S,&,dp)> f — I(f /f ) dM (s

Dieses ’Integral’ I(+) ist eine lineare Abbildung in den Hilbertraum H. Fiir Treppenfunk-
tionen f = ) a;lg, mit paarweise disjunkten S; ergibt sich das M-Integral als eine or-

thogonale Summe
= /Zaj1sj dM = ZajM(SJ)

mit dem Normquadrat || I(f)||* = Z|a]| w(S;) = [1f(s)
Allgemein gilt — [[I(f)||> = [1f(s)|*du(s) msbesondere haben wir

/|f<n>(s) — f(s)Pdu(s) — 0 = |[I(f™) — I(f)|]> = 0.

Das ’Integral’ I(-) zum Maf§ mit orthogonalen Werten M(-) ist eine Isometrie des Hil-
bertraums L* (S, G,du) auf den Teil-Hilbertraum von ), der von den M(S) mit S € &
aufgespannt wird.

(L) I(9)w={f 9u /f g(s) du(s)  fiir f,g € L*(S,6,dpu).

Beispiel 3.5.1 (Atomares Leistungsmaf). Es sei (S, &) ein messbarer Raum, {s; : j € J}
eine abzéhlbare Familie von Punkten in S, und {v(s;) : j € J} eine Familie paarwei-
se orthogonaler Elemente eines Hilbertraums H mit ). [lv(s;)||* < oo. Fiir S € & sei
M(S) = Z{j:sjes} v(s;). M(-) ist dann ein MaBl mit orthogonalen Werten. Das Leistungs-

maf} dazu ist das Maf} p(-) mit p(S) = Z{j;stS} |v(s;)])? fiir s € &.

Beispiel 3.5.2 (Prozesse mit orthogonalen Zuwéchsen iiber der Parametermenge 7' = R).
Es sei Z = {Z° : s € R} eine Familie zentierter komplexwertiger quadratintegrabler
ZufallsgroBen mit

1. sup{var(Z** — Z*")} < o0
2. 51 <89 < 853< 84 = COV(ZS4 — 7%, 7% — Zsl) =0.

3. Vs s"|s var(Z° — Z%) — 0.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Zeitreihen (WS 2012/13), 4. Februar 2013



3.5 : Mafle mit orthogonalen Werten 61

Die Familie Z nennt man dann einen zentrierten rechtsstetigen Prozess mit orthogonalen
Zuwéachsen.

Es existiert genau ein Mafl mit orthogonalen Mafien M (-) auf dem borel’schen Para-
meterraum (S, 6) = (R, %) mit

M((s',s"]) = z*" — Z* fiir alle halboffenen Intervalle (s', s".

Das dazugehorige Leistungsmafl p(ds) ist das Mafl zur Verteilungsfunktion F(-):
F(s)= lim var(Z®— z%).

S

Das Integral bzgl. M(-) bezeichnet man auch mit

I(f):/f dM:/f(s) dz° fir f € I*(R, B, dF ().

Man beachte aber, dass es sich nicht um ein stochastisches Integral im Sinne der modernen
Theorie der stochastischen Integration handelt. Vom Integrator dZ® ist nicht gefordert,
dass es sich um ein Semimartingal handelt.

bf Konstruktion: Es sei {Z(A) : A € (0,27]} eine rechtsstetige Schar von Elementen
eines Hilbertraums H mit orthogonalen Zuwiichsen und || Z(0)]|> =0, |[|Z(27)|]* = 02 <
oo. Es existiert genau ein Mafl mit orthogonalen Werten auf der Borelalgebra tiber R /27
mit M ((N,\]) = Z(X') — Z(N) fiir 0 < X < X’ < 2. Das IntensitdtsmaB p(-) ist das
borelsche Mafl mit der Verteilungsfunktion F(\) = || Z(\)]]2.

Fiir n € Z sei X" = [ €™ dM (). Fiir h € Z gilt dann

(X XY = ¢ / SN G0 (N), / e dM(N)) = / £(s) - 908 du(s).

Wir gelangen mit der Konstruktion noch ndher an die Welt der schwachstationédren Zeitrei-
hen, wenn wir annehmen, dass der Hilbertraum H ein Raum zentrierter quadratinteg-
rabler Funktionen (auf irgendeinem Wahrscheinlichkeitsraum) ist. Diese Funktionen in-

terpretieren wir als Zufallsgroflen mit dem Erwartungswert = 0. Fiir die Zufallsgrofien
Y = [f(N) dM(X), W = [g(\) dM(X). Die X" bilden eine zentrierte schwachstati-
ondre Zeitreihe zum Spektralmafl p.

varX" = o2, cov(X™h X™) = ~y(h) = /0 7Tf(s) - g(s) du(s)

Der folgende Satz kann als Umkehrung dieser Konstruktion verstanden werden.

Satz 3.5.4. Es sei {X" : n € Z} eine zentrierte schwachstationdre Zeitreihe mit der
Covarianzfolge y(h) = fo% e du(w) = fozw e dF(w). (F(-) rechtsstetig auf (0,27].) Es
existiert dann ein wohlbestimmtes Mafi mit zentrierten unkorrelierten Werten auf der
Borelalgebra tber (0,27, sodass

X = / e AN (1) = / 6" 4Z(w),  wobei Z(\) = /0 S ()
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Beweis. Den Raum aller Linearkombinationen der Zufallsgréfien X™ machen wir zu ei-
nem Prd-Hilbertraum mait der Norm

I X = S ajan - h) = [ 13 e Paute)
jk J

Wir erhalten eine isometrische Abbildung dieses Prdi-Hilbertraums auf den Raum der tri-
gonometrischen Polynome im Raum L*(R /27,9, 1) (wobei B die Borelalgebra ist), wenn

wir abbilden
DX = ) g

Die Fortsetzung auf die Vervollstindigung ist ein Hilbertraumisomorphismus des von den
X" erzeugten Hilbertraums H auf den Raum L? (R/QTI‘, B, u). Jedes bzgl. p quadratinteg-
rable g ist das Bild genau einer Zufallsgréfien’Y aus H; und es gilt varY = [ |g(w)[*dp(w).
Das Urbild der Indikatorfunktion des Intervalls (0, A] sei mit Z(\) bezeichnet. Die Schar
{Z(\) : 0 < X < 2x} ist der gesuchte Prozess mit unkorrelierten Zuwdchsen. Fiir
0< XN < XN <2 gilt in der Tat

o Z(N), 20 = [ LorLonds = u{(0.X]) = F(Y).

Und fiir allen € Z gilt [ €™ dZ(w) = X".

Beachte: Wenn man einen schwachstationdren Prozess, der nicht gaussisch ist, mit
Hilfe des eben konstruierten Mafles mit orthogonalen Werten darstellt,

Xt = / 7 (w),

dann darf man nicht erwarten, dass die Anteile in disjunkten Frequenzbereichen irgendwie
stochastisch unabhéngig sind. Sie sind nur unkorreliert. Wenn man sich mit den Pfaden
eines (strikt) stationdren Prozesses befassen will, dann bleibt es ziemlich ritselhaft, wie
die verschiedenen Frequenzbereiche zusammenwirken. Die Reichweite der mit der Spek-
tralzerlegung stochastischer Prozesse verbundenen FEinsichten wird (meines Erachtens)
haufig tiberschéitzt. Sie ist nicht zu vergleichen mit der Bedeutung der formal verwandten
Spektraldarstellung einparametriger Gruppen unitéirer Operatoren in der Quantentheorie.

Prozesse mit fastperiodischen Pfaden; Schlussbemerkungen. Die folgenden
Konstruktionen von Prozessen zu einem vorgegebenen Spektralmafl sollten die Liicke zwi-
schen der linearen Theorie und den Fragen um das Pfadverhalten beleuchten. Sie sind
nach Meinung vieler Lehrbiicher lehrreich; sie liefern aber Prozesse, deren Pfadverhalten
aus der Sicht der Stochastik (wie wohl auch aus der Sicht der Anwendungen) uninter-
essant erscheint. Ahnlich wie die L>-Theorie passen sie nur auf einige wenige Aspekte
der stationéren Zeitreihen. Es sei W eine komplexe standardnormalverteilte Zufallsgrofie,
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und A eine davon unabhingige Zufallsgrofle mit der Verteilung v auf R/2w. Die Fol-
ge X" = oWe™ ist dann eine zentrierte gaussische Zeitreihe X mit dem Spektralmafl
du(w) = o%dv(w). In der Tat gilt EX™ = 0 und

cov(X"th X"y = ¢Xx"th . X" = [g]P¢[W]? - ¢ = |o]? - /ei’wczy(w).

Die Covarianzfolge ist die Folge der charakteristischen Koeffizienten des Mafles du(w) =
lo|2dv(w). Die Pfade sind (fast)periodisch mit einer zufilligen Kreisfrequenz und einer
zufilligen komplexen Amplitude. Wenn der Zufall die komplexe Amplitude ¢ und die
zuféllige Kreisfrequenz spezifiziert hat, dann liegt der gesamte Pfad fest. Wenn man einen
Pfad in irgendeiner unendlichen Vergangenheit beobachtet hat, dann kann man offen-
bar den weiteren Verlauf exakt vorhersagen. Die Bestimmung der Kreisfrequenz kann
allerdings nicht durch eine lineare Funktion der X" bewerkstelligt werden. Wenn das
Spektralmafl eine logarithmisch integrable Dicht besitzt, dann ist X im Sinne der Wold-
Zerlegung reguldr. Das Lot von X° auf den Hilbertraum span{X~! X2 ...} hat eine
positive Lange. In diesem Falle existiert ein weisses Rauschen Z mit einer gewissen Inten-
sitit o2, und eine quadratsummable Folge, sodass fiir allen € Z gilt X" = Z"+> " x; 2" 7.

Die weiteren Konstruktionen werden {iibersichtlicher, wenn man Prozesse in kontinu-
ierlcher Zeit betrachtet, X = (X);cg. Das kontinuierliche Analogon zu der obigen Kon-
struktion beniitzt oW wie oben und eine Zufallsgrofie A mit einer Verteilung dv(w) auf
R. Die Pfade sind periodisch. Die Covarianzfunktion ist die charakteristische Funktion
des MaBes o%dv(w). Man kann zeigen: Die Bedingung an die Spektraldichte, welche die
Regularitéit im kontinuierlichen Fall garantiert, lautet

o dw
/ lnf(w)l—l—wz > —00.

Im reguldren Fall existiert ein quadratintegrable Funktion y(s) und ein kontinuierliches
'weisses Rauschen’ dZ°, sodass X' = [ x(s)dZ*. Unter einem ’weissen Rauschen’ (iiber
der Zeitachse R) ist hier ein Mafl mit orthogonalen Werten auf (R, 8) zu verstehen, des-
sen Intensitdtsmafl die Gleichverteilung ist. Das 'weisse Rauschen’ zu unserem Prozess
mit periodischen Pfaden erscheint als ein ratselhaftes Konstrukt.

Verallgemeinerte Konstruktion:

Es seien Wi, W5, ... unabhéingig standardnormalverteilt und o4, 09,... Zahlen mit
> loml? = 02 Ay, Ay, .. . sei eine Folge von Zufallsgrofien mit den Verteilungen vy, s, . . ..,
die von den W™ unabhingig ist. Die Summe X* =5 0,,W,, e*Am liefert einen stati-
onéren Prozess mit dem SpektralmaB p(dw) =Y |0]? v (dw). In der Tat gilt

cov( X X1 =" 0,0, (W, - W, )€ (1T L eithn) =
:Z |02 @A = Z ‘am‘2/eihw ().
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Wir konnen hier an den Fall denken, wo die dv,,(-) paarweise trigerfremd sind. Wir
gewinnen die |0,,|?dv,,(w) aus dem Spektralmaf u(dw) durch eine disjunkte Zerlegung der
Menge der Frequenzen: R = Y I,,, (oder im zeitdiskreten Fall R/27 = " I,,,). Mit |0,,|? =
w(ly,) und dvpy,(w) = |om| 21y, (w)du(w), erhalten wir du als postive Linearkomination
von Wahrscheinlichkeitsmaflen mit disjunkten Tragern.

Es ist eine gewagte Vorstellung, wenn man in Prozessen dieser Art Verwandte erbli-
cken will zu gaussischen Prozessen der folgenden Art. Es sei o(w) eine quadratintegrable
Funktion auf R/27 (bzw. auf R im zeitkontinuierlichen Fall) und du(w) = |o(w)|? dw.
(W (w) : w € R/27) sei eine Brown’sche Bewegung. Daraus konstruieren wir zu jedem ¢ das
stochastische Integral X' = [ "o (w)dW (w). Die Schar (X*); ist dann ein schwachstati-
onérer Prozess mit dem Spektralmaf |o(w)|*dw, iiber dessen Pfadverhalten man durchaus
einiges sagen kann. Man denke an die Konstruktion des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses.

Die Pfade der oben zu einer Partition ) I,,, konstruierten Prozesse sind fastperiodisch.
Bei der letzten Konstruktion als veritables stochastisches Integral ist das ganz anders.
Man muss tiefer in die Theorie der stochastischen Integrale eindringen, wenn man bei
der zuletzt vorgestellten spektral zerlegten Prozess das Pfadverhalten diskutieren will.
Die oben diskutierte Begriffsbildung eines Mafles mit orthogonalen Werten liefert keinen
passenden Ansatz.
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