Fachbereich Informatik und Mathematik
[SMI - Institut fiir Stochastik
& Mathematische Informatik

Geometrie fiir Anfianger

WS 2009/10

H. Dinges

24. April 2010






Einleitung und Vorwort

Die Geometrie ist eine ehrwiirdige mathematische Disziplin mit vielfaltigen Wurzeln. Sie
nahm ihren Anfang bei den Techniken der Landvermessung im alten Orient. (Der Satz
von Pythagoras ist eine Erkenntnis, die in diese Zeit zuriickreicht.) Etwas spéter entwarfen
die philosophisch motivierten Griechen eine mathematische Theorie der Geometrie. Diese
Geometrie nach der Methode des Euklid wurde iiber Jahrhunderte systematisch gelehrt;
neben den Fachern Arithmetik, Astronomie und Musik war sie ein Fach im ‘quadrivium’.

Die von den Griechen geforderte inhaltliche Trennung der Geometrie von der Arithme-
tik hatte lange Zeit Geltung; sie ist erst durch die sog. Arithmetisierung der Analysis im
19. Jahrhundert obsolet geworden. Auch die methodische Unterscheidung, welche synthe-
tischer Geometrie gegen analytische Geometrie setzt, hat heute ihre Bedeutung verloren.
Die Geometrie ist aber durch diese Zusammenfiihrungen nicht in der Arithmetik oder Al-
gebra aufgegangen. Trotz aller technischen Verwobenheit mit anderen Disziplinen gilt das
geometrische Denken auch heute als ein mathematisches Grundprizip eigener Art, welches
es im Mathematikunterricht zu entwickeln gilt. Bei den verschiedensten Gelegenheiten
stellen die Mathematiker fest, dass eine ‘geometrische Betrachtungsweise’ das ‘intuitive’
Verstandnis mathematischer Aussagen entscheidend konsolidiert und das Weiterspinnen
mathematischer Gedanken unterstiitzt.

Es ist anscheinend schwierig, einen ‘Kern’ der Geometrie dingfest zu machen und dar-
aus einen Leitfaden fiir eine zeitgeméfle Lehre herzuleiten. Lehrbiicher der Geometrie, die
sich um festgefiigte Theorien bemiihen, mégen manchen Puristen gefallen; sie erscheinen
aber leicht ein wenig steril. Andere, lebendigere Geometriebiicher erscheinen andererseits
leicht als Sammlungen von (oft begeisternd eleganten) Kunstgriffen. Liebhaber gibt es fiir
beide Typen von Herangehensweisen. Dagegen vertreten wir die Ansicht, dass fiir ein zeit-
gemifles Geometrieverstindnis die Systematik ebensowenig ausschlaggebend ist wie die
unmittelbare Anschauung. Die Geometrie sollte man u. E. weder als eine stringente ma-
thematische Methode verstehen, noch als einen festumrissenen Gegenstandsbereich. Geo-
metrisches Denken verstehen wir lieber als einen sehr allgemeinen Zug mathematischen
Denkens. Diese Auffassung gibt nun aber leider keine Richtschnur fiir eine Grundvorlesung
Geometrie. Man hat (mit Recht) behauptet, dass man in (fast) jedem mathematischen
Arbeitsgebiet eine geistige Kraft findet, die nicht einem Kalkiil eingeordnet werden kann,
und die, wenn sie auch nicht mit der traditionellen rdumlichen Anschauung arbeitet,
doch der rdumlichen Anschauung eng verwandt ist. Ganz gleich, in welche Art von Ma-
thematik man sich einarbeitet, in jedem Fall sollte die Beféhigung zum (allgemein und
abstrakt verstandenen) geometrischen Denken auf weitere Gelegenheiten das eigentliche
Ziel der Bemiihung sein. Diese Befahigung gilt es in (fast) allen mathematischen Anfénger-
veranstaltungen zu entwickeln. In unserer Anfingervorlesung wollen wir demgeméf gar
nicht erst versuchen, ein Panorama der klassischen Geometrien zu entwerfen. Stattdes-
sen entwickeln wir einige fiir viele Zusammenhénge bedeutsame mathematische Ideen, bei
welchen die ‘geometrische Anschauung’ (nach unserer Einschétzung) eine iiberzeugende
Rolle spielt.
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Durch unser Vorgehen und unsere Stoffauswahl werden méglicherweise Erwartungen
enttauscht, die sich bei manchen Hoérern aufgrund der Schulgeometrie herausgebildet ha-
ben konnten, die aber in der hoheren Mathematik eine andere Wendung nehmen miissen.
Die folgenden allgemeinen Gedanken zum Phénomen Geometrie versuchen diesen Hoérern
Anhaltspunkte fiir eine gewisse Orientierung zu geben. Ausgehend von den Ideen der tra-
ditionellen euklidischen Geometrie wollen wir vorab, auf untechnische Weise, die Wurzeln
einiger heute wichtiger geometrischer Ideen andeuten.

Figuren: Die Schulgeometrie beginnt mit Figuren in der Ebene wie Geraden, Winkeln,
Dreiecken, Kreisscheiben usw.. Das Ziel ist ein belastbares Verstdndnis fiir den uns um-
gebenden Raum. So kann die Mathematik heute nicht mehr ansetzen. Sie kann die Ebene
und den Anschauungsraum nicht mehr als gegeben betrachten. Stattdessen konstruiert
die Mathematik Rédume (in mehr oder weniger loser Anlehnung an die traditionellen Vor-
stellungen), und sie wihlt in diesen Radumen Klassen von Teilmengen aus, die man als
Figuren versteht. Die Untersuchung konkreter Figuren in konkreten Rdumen ist bis heute
ein Thema der Geometrie. Auch wir werden unten solche Untersuchungen unternehmen.
Wir werden insbesondere die Kreise und Geraden in der komplexen Ebene eingehend stu-
dieren, um daran Uberlegungen zur sog. nichteuklidischen Geometrie anzuschliessen. Wir
werden auch erste Schritte in die sog. konvexe Geometrie hinein machen; die zugrunde-
liegenden Raume sind da reelle Vektorrdume, die Figuren sind konvexe Mengen.

Bewegungen: Vom Standpunkt der euklidischen Schulgeometrie sind Figuren dqui-
valent, wenn sie kongruent sind, d. h., wenn die eine aus der anderen durch eine starre
Bewegung hervorgeht. (In der sog. Ahnlichkeitsgeometrie sind auch noch Streckungen
zugelassen.) Die an den Figuren abzulesenden ‘Groflen’ bleiben bei den Bewegungen inva-
riant. Die neueren Geometrien gehen in der Regel den umgekehrten Weg; sie beginnen mit
der Festlegung einer Transformationsgruppe. Die Groflen der betreffenden Geometrie sind
diejenigen, die bei allen Transformationen unveréndert bleiben. Im Fall der eukidischen
Geometrie sieht das so aus: die Bewegungsgruppe wird von den Translationen und den
Drehungen erzeugt; man stellt dann fest, dass die Lange die einzige (!) Distanzfunktion ist,
welche gegeniiber Translationen und Drehungen invariant ist. Man argumentiert weiter:
Fiir die Lénge gilt der Satz von Pythagoras (oder besser die sog. Parallelogrammglei-
chung). Und daraus leitet man den Begriff des inneren Produkts zweier Verschiebungen
her sowie die Idee des Winkels.

Diese Sicht suggeriert Ansétze, welche iiber euklidische Geometrie hinausgehen: Gibt
es bei den uns vorgegebenen Figuren noch tiefergehende Eigenschaften, die selbst bei
drastischeren Transformationen als den starren Bewegungen nicht zerstért werden? Eine
typische Wendung dieser Art ist die Topologie, die wir hier natiirlich nicht weiter verfolgen
kénnen. Wir werden die affine und die projektive Geometrie kennenlernen sowie die da-
zugehorigen Bewegungsgruppen. Des weiteren werden wir uns auch in diesem Sinn néher
beschéftigen mit den ‘Bewegungen’ der klassischen nichteuklidischen Geometrie, sowie
mit der Gruppe der eigentlichen Lorentz-Transformationen (des Raum-Zeit-Kontinuums).
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Koordinaten: Die ‘Methode der Koordinaten’ von Descartes ist eine Entdeckung
von fundamentaler Bedeutung fiir die Geometrie. Auf die Koordinaten griindet sich seit
Descartes die ‘analytische Geometrie’. Aus moderner Sicht sind Koordinaten (auf ei-
nem Grundraum) Funktionen auf diesem Raum mit der Eigenschaft, dass die Punkte
des Raums durch die Spezifikation der Werte dieser Funktionen festgelegt sind. Die in-
teressierenden Figuren werden durch Relationen zwischen den Koordinaten beschrieben.
Die Flexibilitat und die Kraft der auf die Koordinaten gegriindeten ‘analytischen’ Heran-
gehensweise ergibt sich daraus, dass man Funktionen addieren und multiplizieren kann.
Im Fall reellwertiger Koordinaten kommen auch noch die Maximumsbildung und allerlei
Grenzprozesse hinzu.

Die klassischen Matrixgruppen; Fiir die klassischen Geometrien gibt es ausge-
zeichnete Koordinatensysteme. Der Ubergang von einem ausgezeichneten zu einem ande-
ren ausgezeichneten Koordinatensystem wird durch eine Matrix beschrieben. Die dabei
auftretenden Matrizen bilden eine Gruppe, und zwar eine Gruppe die man auch als eine
Gruppe von Bewegungen verstehen kann. Matrizengruppen dieser Art sind heutzutage
ein wichtiger Gegenstand der geometrischen Theorie.

Synthetische Geometrien: Die Geometrie von Euklid geht axiomatisch vor: die
Lehrsétze werden durch logische Schliisse aus einem Anfangssystem von Aussagen abge-
leitet, die man Axiome oder Postulate nennt. Das Vorgehen von Euklid hat Mathematiker
wie Philosophen aus vielen Jahrhunderten fasziniert, und es gewann eine immense Bedeu-
tung fiir die Entwicklung der abendlandischen Wissenschaft.

Die ersten Axiome von Euklid beziehen sich auf Punkte und Verbindungsgeraden in
der Ebene, das dritte Axiom fordert, dass man zu jedem Mittelpunkt und jedem Radius
den Kreis zeichnen kann. Das soll hier als ein Hinweis geniigen; wir wollen nicht alle eukli-
dischen Axiome auflisten oder gar diskutieren. Euklids Axiomensystem hatte Schwéchen.
Eine Aufbesserung, die allen modernen Anforderungen geniigt, gelang erst D. Hilbert in
seinen ‘Grundlagen der Geometrie’ (1899). Bei Hilbert wie bei Euklid handelt es sich
um eine sog. synthetische Herangehensweise, es wird nicht (wie bei der sog. analytischen
Herangehensweise) auf irgendwelche Zahlensysteme rekurriert.

Man hat im 20. Jahrhundert auf synthetischem Weg eine ganze Reihe von (mehr
oder weniger schwachen) Geometrien etabliert. Hier geht es nicht mehr unbedingt um
das bis ins 19. Jahrhundert giiltige Anliegen, dass die Geometrie den uns umgebenden
Raum beschreiben soll. Die Geraden haben auch nicht mehr unbedingt die wohlvertrauten
Eigenschaften der sog. Zahlengeraden R.

Das folgende (den modernen Anforderungen an eine axiomatisch gegebene geome-
trische Struktur entsprechende) Beispiel, (welches auf den ersten Blick zu Euklids Vor-
stellungen zu passen scheint), soll die Idee des synthetischen Aufbaus einer Geometrie
verdeutlichen.
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Die affine Ebene:

Unter einer affinen Ebene versteht man eine Menge X (ihre Elemente heissen Punkte)
zusammen mit einer Menge von Teilmengen von X (diese Teilmengen heissen Geraden ),
so dass die folgenden drei Axiome erfillt sind:

e Ju verschiedenen Punkten p,q € X g¢ibt es genau eine Gerade Y C X mit p,q €Y,

o [st'Y eine Gerade und p ein Punkt, so gibt es durch p genau eine zu Y parallele
Gerade Y', die Geraden'Y und Y’ heissen parallel, wenn'Y =Y’ oder Y NY' = (),

e Fs gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Der Leser sollte sich an dieser Stelle daran erinnern, wie in Vorlesung iiber Linea-
re Algebra der Begriff des zweidimensionalen K-affinen Raums eingefithrt wird. (K ist
ein Koérper mit 1 + 1 # 0.) Der Weg von der synthetischen zur analytischen Begriffsbe-
stimmung ist ein Thema in mathematischen Disziplinen, die im 20. Jahrhundert gebliiht
haben: ‘Grundlagen der Geometrie’ und ‘Geometrische Algebra’. Wir werden diesen Weg
hier nicht gehen.

Axiomatik: Ein wesentlicher Grund fiir die Attraktivitit der synthetischen Geome-
trien bis in die Mitte des 20. Jahrhunderts hinein war die Tatsache, dass die verschiedenen
vor- oder nichteuklidischen Theorien zunéchst einmal die einzigen Disziplinen waren, die
konsequent von den Axiomen ausgingen. Der Idee des axiomatischen Aufbaus, die vie-
len mathematisch Interessierten als fundamental galt, hat nun aber seine Bindung an
die Geometrie verloren; das axiomatische Vorgehen beherrscht heute zahllose Gebiete.
Gleichzeitig hat sich das Verstdndnis von Axiomatik gewandelt. Axiomensysteme dienen
nicht mehr (wie zu Euklids Zeiten) dazu, vermeintlich evidente Tatsachen zu identifizie-
ren, um darauf auf logischen Weg ein Gebédude von Wahrheiten zu griinden. Sie dienen
in der heutigen Mathematik dazu, axiomatisch abgegrenzte mathematische Objekte und
Beziehungen, deren Tragweite noch auszuloten ist, sauber zu scheiden von dem, was man
zu kennen glaubt.

Die synthetische Geometrie hat ihre Wertschétzung verloren. Wenn heute jemand
Geometrie (fern von allen analytischen Elementen) synthetisch betreiben will, dann gilt
das den meisten Mathematikern als Sektierertum. Das (moglicherweise fiir die allererste
Schulgeometrie giiltige) Argument, dass ein die Zahlen vermeidender synthetischer Zugang
der Anschaulichkeit dient, kann heute nicht mehr iiberzeugen. Die moderne Auffassung
von geometrischem Denken hat die Fiktion einer ‘natiirlichen Anschauung des wirklichen
Raums’ hinter sich gelassen. Die moderne Idee von Anschauung fordert, dass die Wissen-
schaftler auf der Grundlage fortgeschrittener analytischer Konstruktionen eine passende
‘Anschauung’ entwickeln, die fiir sie erkenntnisleitend ist nach dem Muster der traditio-
nellen geometrische Anschauung.

Die Vielfalt geometrischer Disziplinen: Die Menge der mathematischer Systeme,
die man heute zur Geometrie rechnet, ist kaum zu tiberschauen. Prominente umfassende
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Gebiete sind die Topologie, die Differentialgeometrie und die Algebraische Geometrie. Der
Gegenstand dieser geometrischen Disziplinen sind Klassen von Rdumen M, auf welchen
Funktionenmengen § mit besonderen Eigenschaften ausgezeichnet sind. Wenn (Ml, 31)
zwei Objekte sind, dann studiert man Abbildungen M; — M, fiir welche der Pullback
die Funktionen aus §» in Funktionen aus §; abbildet.

Nicht alle modernen Ansétze zu geometrischem Denken sind von der Analysis be-
stimmt: Bei den analysisfernen Geometrien handelt es sich vorwiegend um Lineare Geo-
metrien. Die Rdume sind da K-Vektorrdume oder daraus abgeleitete Raume wie K-affine
oder K-projektive Rédume. (Affine Rdume sind Vektorrdume, die der Nullpunkt ‘verges-
sen haben’; projektive Rdume gewinnt man aus affinen Rdumen durch die Hinzunahme
unendlich ferner Punkte.) Die ausgezeichneten Funktionen sind in erster Linie die linea-
ren Funktionen und in zweiter Linie die quadratischen Funktionen; (im Falle K = C die
hermitische Formen.)

Die klassischen linearen Geometrien werden {iblicherweise in den Anféngerveranstal-
tungen zur Linearen Algebra angesprochen, leider oft nur als ein Anhéngsel zur Vektor-
raumtheorie. Die frither hochgeschétzten Veranstaltungen und Lehrtexte mit dem Titel
‘Lineare Algebra und analytische Geometrie’ werden in neuester Zeit immer mehr um den
Geometrieanteil gekiirzt. Und man kann auch sonst feststellen, dass die Lehre der klas-
sischen Geometrien in den vergangenen Jahrzehnten immer mehr eingeschrinkt worden
ist.

Die fiir die Lehre Verantwortlichen glauben offenbar davon ausgehen zu kénnen, dass
das geometrische Denken (dessen Bedeutung nicht bestritten wird) auch im Rahmen von
aktuelleren Disziplinen vermittelt werden kann, unter Umgehung der Tradition von Eu-
klld und in Distanz zu den festgefiigten klassischen Geometrien. Die Kontroverse ist nicht
entschieden. Einerseits ist es wohl wahr, dass man in (fast) jeder mathematischen Diszi-
plin Anlésse fiir (im weiteren Sinn) geometrische Betrachtungen findet. Andererseits wird
aber nicht nur von den Traditionalisten bestritten, dass das ein ausreichender Grund sei,
auf die Bekanntschaft mit den traditionellen Lehrstoffen der Geometrie zu verzichten. Ex-
perimentieren ist angesagt.
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Vorwort. Die aktuelle Herausforderung

Der Frankfurter Fachbereich hat die gewohnte vierstiindige Fortfithrung der Pflichtver-
anstaltung ‘Lineare Algebra’ (im zweiten Fachsemester) fiir das Bachelorstudium abge-
schafft, und an ihre Stelle eine 2-+1-stiindige Pflichtveranstaltung ‘Geometrie’ gesetzt,
(welche die Veranstaltung Lineare Algebra zum Modul ‘Grundstrukturen’ komplettiert).
Es ist klar, dass es in dieser Veranstaltung nicht darum gehen kann, irgendwelche klas-
sischen Geometrien von Grund auf zu entwickeln. Die hier dokumentierte Veranstaltung,
die ausserhalb des Taktes im Wintersemester stattfand, und daher eine recht iiberschau-
bare Anzahl von Teilnehmern hatte, war auch Studierenden des Lehramts empfohlen. Sie
ist als Pilotprojekt zu verstehen.

Nicht nur das Studienziel der Teilnehmer war uneinheitlich, auch die Vorbildung, denn
nicht alle hatten dieselbe Pflichtveranstaltung ‘Lineare Algebra’ besucht. Mein Plan fiir
die zweistiindige Veranstaltung war der, ohne strikten systematischen Anspruch solche
geometrische Gedanken zu vermitteln, die einen wichtigen Platz im breiten Feld der Ele-
mentarmathematik haben. Es schien mir vordringlich, geometrisches Argumentieren im
Umgang mit solchen Gegensténden einzuiiben, die im weiteren Studium einen hohen Stel-
lenwert haben. Hervorragend geeignet erschienen mir die komplexen Zahlen, die in den
neuen Studienplénen leider sehr in den Schatten getreten sind. Ich sehe weitere fiir das
Einiiben geometrischer Argumentation gut geeignete Themenbereiche, die aber vielleicht
nicht alle in einer zweistiindigen Veranstaltung Platz finden. Hervorheben mochte ich die
konvexe Geometrie. Ich hétte sie in meiner Veranstaltung gerne weiter verfolgt; in die-
sem Bereich waren jedoch die Vorkenntnisse allzu unterschiedlich. Die Behandlung der
projektiven Réume (iiber beliebigen Korpern) auf der anderen Seite wiirde ich nicht in
den Kanon aufnehmen. Einen fertigen Plan fiir eine (2- oder 4-stiindige 'Geometrie’ im
zweiten Fachsemester) habe ich nicht anzubieten; es wird wohl noch einiger didaktischer
Experimente bediirfen, bis die Fachbereiche iiberzeugende Lehrpldne zur Geometrie ge-
funden haben. Vorerst wird es gut sein, sich mit lockeren Vorgaben zu begniigen. Es muss
sich erst noch zeigen, wohin man die ‘Modulbeschreibungen’ entwickeln kann und will.

Die fiir das im Aufbau befindliche Frankfurter Bachelorstudium ist (noch sehr vorlaufig!)
folgendermaflen formuliert:

Die aktuelle Modulbeschreibung ‘Grundstrukturen’:
‘LINEARE ALGEBRA’ (4-stiindig): Vektorrdume und affine Riume, euklidische Rdume,
Lineare Abbildungen und Matrizen, Determinanten und Eigenwerte, Lineare (Un-)Gleichun-

gen, Konvezitdt.

"GEOMETRIE’ (2-stiindig): 2- und 3-dimensionale Geometrie, (darstellende) euklidi-
sche Geometrie, projektive und hyperbolische Geometrie, endliche Konzepte.
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Man beachte: Die hier angegebenen Referenzen haben sehr verschiedenartigen Cha-
rakter. Alle geben Antworten auf die Frage, was es mit der Geometrie auf sich hat. Sie
stellen sich aber nicht in der gleichen Weise und nicht in gleichem Mafle der Tatsache, dass
die Geometrie ein kulturelles Phdnomen besonderer Art ist; immerhin war die Geometrie
seit der Zeit der alten Griechen ein Lehrfach, welches das abendlandische Denken immer
wieder in besonderer Weise befruchtet hat.

Andererseits tragen auch nicht alle Texte der Tatsache Rechnung, dass heute in al-
len moglichen Studiengéingen Priifungen im Fach Geometrie gefordert werden. Nicht alle
angegebenen Lehrbiicher taugen fiir die Vorbereitung auf die Priifungen. Ein auffilliger
Grund sind insbesondere die deutlichen Unterschiede in der Néhe zur (linearen) Algebra
und in ihrer Haltung zur geometrischen Anschauung.
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1 Komplexe 2x2-Matrizen und nichteuklidische Geo-
metrie.

Wenn man in den heute iiblichen Anfangerveranstaltungen die reellen und die komplexen
Zahlen behandelt, dann stehen in der Analysis die Ideen des Kontinuierlichen derart im
Vordergrund, dass die algebraischen und geometrischen Aspekte kaum wahrgenommen
werden. Auf der anderen Seite hat sich die zweite Grundvorlesung, die lange Jahre ’Lineare
Algebra und analytische Geometrie’ hiess, vielerorts zu einer Einfithrung in die Theorie
der Vektorrdume iiber beliebigen Korpern deformiert. Die besonderen Méglichkeiten einer
geometrisch eingefarbten Argumentation, die durch die reellen und die komplexen Zahlen
eroffnet werden, sind weit zuriickgedréingt worden. In Opposition zu diesen Entwicklung
wollen im ersten Kapitel dieser Vorlesung versuchen, fiir die komplexen Zahlen einen guten
Platz in der Anfangerausbildung zu erkdmpfen. Wir kommen dann auch sehr schnell zu
den komplexen 2 x 2-Matrizen, und wir werden sehen, dass diese in vielen Bereichen der
Geometrie einen zentralen platz einnehmen.

1.1 Geometrische Aspekte des Systems der komplexen Zahlen

Das System C der komplexen Zahlen wird iiblicherweise (u. U. schon im Schulunterricht,
sicher aber in der ersten mathematischen Anfangervorlesung) durch Zahlbereichserweite-
rung konstruiert. Im Vordergrund steht da meistens das Herausarbeiten der Koérperstruk-
tur.

NczZcQcRcC

Das Systeme R und C tragen aber auch noch eine ganze Reihe von Strukturen, auf die
wir hier noch einmal hinweisen wollen.

1) Die Menge R der reellen Zahlen ist vollstindig angeordnet, und jede nach oben be-
schrinkte Teilmenge besitzt in R eine kleinste obere Schranke, das sog. Supremum dieser
Zahlenmenge.

2) In C hat man die ‘komplexe Konjugation’ z — Z (man notiert auch z* statt z ).
Die komplexe Konjugation léasst die reellen Zahlen unverédndert. Fiir z € C sind

Re=1(z+2") und Sz=1(z-2"

reelle Zahlen. Wenn 2z und w komplexe Zahlen sind, dann gilt

(z+w) = z+w (= (z+w))
(z-w) = w-Zz = (z-w)*)
s



2 Komplexe 2 x 2-Matrizen und nichteuklidische Geometrie. Geometrie fiir Anfanger

Zu jeder komplexen Zahl # 0 gibt es eine multiplikative Inverse; man nennt sie auch die
reziproke Zahl; 271 = ﬁ

3) Das System C hat auch die Struktur eines zweidimensionalen reellen Vektorraums.
Man spricht von der Gauss’schen Zahlenebene. Diese ist aber nicht nur einfach ein re-
ellaffiner Raum, man hat darin ausgezeichnete Punkte, ndmlich 0,1,7. Die Norm 'z - Z
macht ihn zu einem euklidischen Raum. Fiir die komplexe Zahl z = a + ib mit a,b € R

gilt

|z| = Va2 +b>=+/2z-Zz; nurdie Null hat die Norm = 0 .

. 4) Polarkoordinaten: Die Punkte der euklidischen Ebene kann man auch durch ihre
Polarkoordinaten beschreiben:

(x,y) = (r-cosp,r-sinep) .

Fir r = /r2+y? # 0 ist der Winkel ¢ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27

eindeutig bestimmt. (Man sagt, der Winkel ¢ ist ein wohlbestimmter Punkt in R/ or )
Man notiert

z=|z| - (cosp+isinp) = |z|-€¥ mit @€ R/27T ,

5) Wir fiigen der komplexen Zahlenebene C einen zuséitzlichen Punkt hinzu, den ,,un-
endlich fernen“ Punkt oco. So erhalten wir die erweiterte Zahlenebene C = C U {oc0}.
Anschaulich kann man die Menge C mit der sog. Riemann’schen Zahlenkugel identi-
fizieren. Man darf sich hier wirklich eine Einheitssphéire im 3-dimensionalen Anschau-
ungsraum vorstellen; und die sog. stereographische Projektion leistet die Identikikation
mit der erweiterten Zahlenebene; und diese konkrete Entsprechung hat viele bemerkens-
werte anschauliche Ziige. Die Entsprechung ist z. B.winkeltreu, und die Kreise auf der
Riemann’schen Zahlenkugel entsprechen den Kreisen (oder Geraden) in C. Die iibliche
geometrische Anschauung stellt hier kaum Fallen, wie wir sehen werden.

Schwierigkeiten macht nur die Interpretation der komplexen 2 x 2-Matrizen, welche
zur Darstellung der ‘Kreisverwandtschaften’ herangezogen werden. Man darf sie ndmlich
(anschaulich’) nicht identifizieren mit den invertierbaren linearen Abbildungen des kom-
plexen Vektorraums C? in sich. Wir werden nach und nach verstehen, dass die komplexen
2 x 2-Matrizen im Schnittpunkt mehrerer ‘geometrischer’ Theorien stehen, und dort je-
weils verschiedene ‘anschauliche’ Interpretationen erfordern.

6) Die Riemann’sche Zahlenkugel: Es sei S? die der Einheitssphiire, eingebettet in
den euklidischen R?® Die stereographische Projektion setzt die Punkte der Sphire S? in
Bezichung zu den Punkten der Aquatorebene. Das geschieht dadurch, dass jede Gerade
durch den Nordpol, die nicht zur Aquatorebene parallel ist, sowohl die Einheitssphire als
auch die Aquatorebene in genau einem Punkt trifft. .(Siehe Bild!) Wenn wir den Nordpol
mit dem unendlich fernen Punkt von C in Beziehung setzen, dann haben wir eine Bijektion
C < S2. In diesem Zusammenhang nennt man die zweidimensionale Einheitssphire S?
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die Riemann’sche Zahlenkugel. In kartesichen Koordinaten lautet die Bijektion

Coz=x+iy +«— (to,ty,1-1t) €S> Wobeiiibrigenstzil_l_uz.
z

Wir beweisen nun den

Satz. Die stereographische Projektion bildet die Kreise auf der Riemann’schen Zahlenku-
gel auf die Kreise und Geraden in C ab.

Beweis. Im euklidischen R® = {(z,y,u)} sei K der Kegel mit dem Scheitel N = (0,0, 1),
welche die (z,y)-Ebene im Kreis (x — 20)? + (y — yo)? = r? schneidet.
Wir zeigen: Die Schnittpunkte dieses Kegels mit der Einheitssphire {x* + y* + u? = 1}
liegen in einer Ebene. Das Schnittgebilde ist daher ein Kreis auf der Sphdre.

Betrachten wir ndimlich die Gleichung des Kegels

(z — zo(1 — u))2 + (y — yo(1 — u))2 =r?. (1—-u)?.

und subtrahieren wir die Gleichung der Einheitssphire x* +vy? = 1 —u?. Wir erhalten eine
Gleichung, welche im Schnittgebilde K N S? giiltig ist, ndmlich

—2xg-w+a5(1—u) =2y -y +ye(l —u)=r*(1—u) — (1+u).
Wenn man den Faktor 1 — u ausklammert, erhdlt man die Gleichung einer Ebene. Das
Schnittgebilde dieser Ebene mit der Einheitssphdire ist der gesuchte Kreis auf der Sphdre.

Eine wichtige Eigenschaft der stereographischen Projektion ist ihre Winkeltreue

Satz. Kreise in C schneiden sich in C im gleichen Winkel wie ihre stereographischen
Bilder.

Beweis. Es geniigt, Geraden zu studieren, die sich im Punkt z € C im Winkel o schnei-
den. Die stereographischen Bilder sind Kreise, die sich im Nordpol und im Bildpunkt von
z schneiden. Da sie sich im Nordpol offensichtlich im Winkel o schneiden, schneiden sie
sich auch im Bildpunkt im Winkel a.
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Einige Thesen:

Zu einer geometrischen Theorie (im traditionellen Verstandnis) gehort zunéchst einmal
eine Klasse von ‘Figuren’, denen man besondere Aufmerksamkeit schenken will. Noch
wichtiger allerdings ist die Gruppe der fiir diese Theorie charakteristischen ‘Bewegun-
gen’. Genauer gesagt: Das zentrale Charakteristikum einer geometrischen Theorie ist eine
Gruppe, die sich in allerlei Transformationsgruppen manifestiert.

In der traditionellen 3-dimensionalen euklidischen Geometrie beispielsweise geht es
zunéchst um Punkte, Geraden und Ebenen, (wobei nach dem modernen auf Hilberts
‘Grundlagen der Geometrie’ zuriickgehenden Verstédndnis nicht gesagt werden muss, was
nun unter einem Punkt, einer Geraden und einer Ebene zu verstehen ist; es kommt nur auf
die durch die Axiome festgelegten Beziehungen an,) Fiir die ‘Kongruenz-Geometrie’ ist
(neben der Gruppe der translatonen) die entscheidende Gruppe die orthogonale Gruppe
O(3,R). Die Elemente dieser Gruppe wirken als Bijektionen sowohl auf der Menge der
Punkte als auch auf Menge der Geraden und auf der Menge der Ebenen, (sowie bei Bedarf
auch noch auf weiteren Klassen von Figuren.)

In der ‘Geometrie zu C’, die wir in diesem Kapitel I entwickeln wollen, sind fiir uns
neben den Punkten (zunéchst einmal) die Kreise die besonderen Figuren (die Geraden
werden zu den Kreisen gezahlt). Die besonderen Bewegungen zu dieser Geometrie sind die
sog. Kreisverwandtschaften, die wir in der néchsten Vorlesungsstunde studieren werden.
Dahinter steckt die abstrakte Gruppe SL(2,C). Diese Gruppe und einige ihrer Unter-
gruppen (wie z. B. die spezielle unitidre Gruppe SU(2) werden wir im Laufe der Vorlesung
immer wieder antreffen; sie spielt namlich nicht nur in der ‘Geometrie zu C’ eine wichtige
Rolle.

Hinweis :

Die Gruppe SL(2,C) und die aus ihr abgeleiteten Gruppen, die hier diskutiert werden,
sind glatte reelle Mannigfaltigkeiten im Sinne der Topologie und haben als solche eine Di-
mension. Der Dimensionsbegriff fiir (reelle) Mannigfaltigkeiten ist intuitiv nicht schwer
zu erfassen; eine mathematisch solide Definition ist aber leider nicht so einfach wie beim
Dimensionsbegriff fiir Vektorrdume. Es sollte intuitiv versténdlich sein, wenn wir berich-
ten:

Die Gruppen SL(2,C) und 9t sind reell sechsdimensional: man braucht zunéchst einmal
vier komplexe, d.h. 8 reelle Zahlen, um eine komplexe 2 x 2-Matrix A festzulegen; durch
die Bedingung det A = 1 wird die Freiheit eingeschréinkt; es bleiben 6 Dimensionen. Die
Gruppen SU(2) und SU(1,1) sind reell dreidimensional. Um ein Element festzulegen,
braucht man komplexe Zahlen (a,b) mit |a?| + [b*| = 1 bzw. |a|? — |b]* = 1. Die Gruppen
O(3,R) und SO(3, R) sind natiirlich ebenfalls dreidimensional. Die sechsdimensionale spe-
zielle lineare Gruppe SL(2, C) wird uns wieder begegnen, wenn wir uns mit der Raum-Zeit
im Sinne der Relativitédtstheorie befassen.
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1.2 Kreisverwandtschaften und die Riemann’sche Zahlenkugel.

In dieser Vorlesung wollen wir einen speziellen Typ von Bijektionen der erweiterten
Gauss’schen Zahlenebene C studieren. Diese Bijektionen heifien Mébiustransformationen
oder auch Kreisverwandtschaften, weil sie Kreise in Kreise tiberfithren. (Die Geraden gel-
ten in diesem Zusammenhang als die Kreise durch den unendlich fernen Punkt).

Sprechweise. Die Operationen mit komplexen Zahlen a, b kénnen dazu verwendet wer-
den, spezielle Bijektionen von C zu definieren.

e Die Abbildung 7, : 2z — 2z + a heisst die Translation um a € C.
e Die Abbildung o}, : z +— b- 2z heisst die Drehstreckung zu b # 0.
e Die Abbildung p: z — % heisst die Reziprokenabbildung.

Die Translationen und Drehstreckungen bilden (definitionsgeméss!) den unendlichfernen
Punkt auf sich ab. Fiir die Reziprokenabbildung ist festgelegt: p(occ) =0, p(0) = oc.

Definition. Die Gruppe der Mébiustransformationen 991 ist die Gruppe der Bijektionen
von C, die von den Translationen, den Drehstreckungen und der Reziprokenabbildung
erzeugt wird.

Die Elemente von 9t nennt man auch die gebrochen linearen Abbildungen von C.

Satz.
e Jede invertierbare komplexe 2 x 2-Matriz A = (25) liefert eine Mébiustransforma-
tion pa(-) 12— &

o Zu jeder Mobiustransformation ¢(-) existieren genau zwei darstellende Matrizen +A
mit det A = 1.

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass es zu den elementaren Mdbiustransformationen dar-
stellende Matrizen mit der Determinante =1 gibt

o 7a(-) = pa() mit A==+(5¢)

o ou() = pu() mit B = (59)

e p(-) = wol) mit C==+i- ()
Wir zeigen op(pa(-) = ¢p.a(-). Es sei
A=(zh), B=(55), aso  B-A= (500500 =G0

Wir haben dann

a2 4B alaz+b) + Blez+d)  sz+t
o5 (ea(2) = iy =
cz+d

+6  ylaz+b) +6(cz+d)  uz+u
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Insbesondere gilt: Wenn die Matriz A die Abbildung ¢(-) darstellt, dann stellt die inverse
Matriz A= die Umkehrabbildung o=1(-) dar.

Wenn zwei Matrizen A = (¢%), und B = (9 ) dieselbe gebrochen lineare Abbildung
©(+) darstellen, dann sind die entsprechenden Zeilen bis auf einen Faktor gleich; denn die
Linearfaktoren des quadratischen Polynoms (a-z+b)-(y-z+0) = q(2) = (a-z+0)-(c-z+d)
sind bis auf einen Faktor gleich. Die Forderung det A = 1 = det B legt die Faktoren bis
auf das Vorzeichen fest.

Wir zeigen noch, dass man jede lineargebrochene Abbildung w4 durch Hintereinander-
schalten von vier elementaren Mdbiustransformationen gewinnen kann. Im Falle ¢ = 0,
das ist der Fall, wo der unendlichferne Punkt Fizpunkt ist, geniigt sogar schon eine Dreh-
streckung gefolgt von einer Translation. Im Falle ¢ # 0, (0. B. d. A. ¢ = 1) haben
wir

az+b a(z+d)+b—ad . b—ad

z+d z+d z4+d
Wir verschieben also um d, wenden die Reziprokenabbildung an, multiplizieren mit (b—ad)
und verschieben um a. Vier elementare Mdbiustransformationen reichen aus.

Die Bilder von Kreisen

Es ist offensichtlich, dass Translationen und Drehstreckungen Kreise in Kreise abbilden
und Gerade in Gerade. Wir zeigen, dass auch die Reziprokenabbildung Kreise in Kreise
abbildet, wenn man auch die Geraden als Kreise gelten lidsst, ndmlich als Kreise durch
den unendlichfernen Punkt. Wenn wir das gezeigt haben, dann ist klar, dass jede Mobi-
ustransformation Kreise in Kreise abbildet.

Satz. Wenn K = {z: z € K} ein Kreis in C ist, dann ist auch K' = {1 : z € K} ein
Kreis.

Beweis. Die Kreislinie mit dem Mittelpunkt zo € C und dem Radius r > 0 st die
Lisungsmenge der Gleichung |z — z|* = r?. Die Gleichung kann auch auf folgende Weisen
geschrieben werden:

(z—20)(Z—2)—1"=0 oderz-z—2-2—%-z+|2*—r*=0, oder auch
a-zZ+az+az+b=0, mit a,b€R, a€C, D :=|al*—ab> 0.

Wir bemerken: Die letzte Form passt auch fir die ’Kreise durch den Punkt oo ’; fiir a = 0
erhalten wir namlich eine Geradengleichung

az+az+b=0< (a+a)r+(@a—a)iy+b=0<+<=
(2Ra) -z + (28a)y + b = 0.

Wenn z € C\ {0, oo} die obige Kreisgleichung erfillt, dann erfillt w = % die Gleichung

a'ﬁ%-@-%—l-a%jtb:o, oder b-ww+ aw+ aw+a=0,
mit a,b€R, a € C, D = |a|* —ab >0,
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Das ist die gewiinschte Kreisgleichung fiir die Bildmenge. Die Gleichungen passen (richtig
verstanden) auch auf die Fdlle, wo die Kreise durch 0 oder oo gehen.

Wir fithren noch einen weiteren Beweis, einen Beweis, welcher auf die iibliche Parame-
terdarstellung der Kreise Bezug nimmt. Es geniigt, fiir jeden Kreis um den Mittelpunkt 1
zu zeigen, dass das Bild bzgl. der Reziprokenabbildung ein Kreis ist. Der Kreis mit dem
Radius r um den Punkt 1 schneidet die reelle Achse in den Punkten 1 + » und 1 — r.
Die Reziprokenabbildung macht aus diesem Kreis eine Kurve, welche die reelle Achse in
den Punkten —— und ﬁ schneidet. Im Fall » = 1 ist das Bild des Kreises die Gerade

14+r
{w: Rw=1}; denn

1 1 1
—— = — + — - tan(¢/2
o~ gty tan(t/2)
Im Fall  # 1 ist zu zeigen: das Bild ist der Kreis mit dem Mittelpunkt M = %(ﬁjLﬁ) =
= und dem Radius R = 1|7+~ — 1=| = |7==| . In Formeln

{L:z=1+4r-¢" mit teR} = {w: w=M+R-¢® mit secR}
Der Nachweis ist eine leichte Rechnung.

1 1 1

14+7r-ett M:1+r6“_1—r2

9(t) = 122 [k — 23] = s [(1 = 12) — (L4 re™)] = (<D)e

=R-g(t) mit

Gl+r-e
1+7r-eit

g(t) hat offenbar den Betrag 1 fiir alle reellen t.

Ubertragung auf die Zahlenkugel

Die eben betrachteten Kreisverwandtschaften iiber der Grundmenge C liefern (vermittelt
durch die stereographische Projektion) Kreisverwandtschaften iiber der Einheitssphére
S2. Die Beschreibung in Koordinaten mag fiir manche Abbildungen komplizierter sein;
dafiir kann aber die anschauliche Beschreibung manchmal {iberzeugender sein. Manche
Mobius-Transformationen liefern einfach Drehungen der Einheiskugel, wie wir sehen wer-
den. Ausserdem verliert der unendlichferne Punkt von C (bzw. der Nordpol der Zah-
lenkugel) seinen scheinbaren Sonderstatus; die Zahlenkugel ist als ein kompakter Raum
zu verstehen. Die Wirkung der Reziprokenabbildung ergibt sich aus der folgenden ele-
mentargeometrischen Uberlegung iiber die Spiegelung am Einheitskreis. (Die komplexe
Konjugation entspricht der Spiegelung an der zz-Ebene.)

Satz. Die Spiegelung am Einheitskreis entspricht im stereographischen Bild der Spiegelung
an der Aquatorebene.

Beweis. Zwei komplexe Zahlen z,w gehéren zu Diametralpunkten P,Q auf der Rie-
mann’schen Zahlenkugel, wenn gilt z - w = —1. Fiir z = r - e bedeutet das ndmlich
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w = —%e“", und die Skizze zeigt die Behauptung, wenn man sich an den elementargeome-
trischen Satz erinnert, der besagt:

Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks teilt die Hypotenuse so, dass das Produkt der
Abschnitte das Quadrat der Hohe ist.

N

1/r

Als Konsequenz ergibt sich tibrigens ein dritter Beweis, dass die Reziprokenabbildung Krei-
se in Kreise abbildet.

Doppelverhiltnisse Die Mobiustransformationen sind als Bijektionen von C definiert.
Sie liefern aber natiirlich auch injektive Abbildungen der Menge aller geordneten Punk-
tepaare, der Menge aller geordneten Punktetripel usw. Wir wollen hier die Mébiustrans-
formationen noch als Abbildungen von Punktetripeln studieren.

Satz. (‘Transitivititstheorem’) Die Gruppe I aller Mobiustransformationen wirkt ein-
fach transitiv auf der Menge §2 aller geordneten Punktetripel.

Genauer gesagt: Wenn z1, 22, 25 und wy, ws, ws in C paarweise verschieden sind, dann
gibt es genau eine Mdobiustransformation p(-) mit

p(z1) = w1, p(22) = w2, P(z3) =w; .
Der Beweis bedarf einiger Vorbereitung

Definition. (,Doppelverhéltnis“)

Fiir vier paarweise verschiedene komplexe Zahlen definiert man das Doppelverhéltnis

23 T 21 R4 — 22

DV(21>22,Z3>Z4) = .
Z3 T R2 R4 — 21
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Bemerke :

Man definiert das Doppelverhéltnis auch (in naheliegender Weise), wenn eines der Argu-
mente der unendlich ferne Punkt ist, und auch, wenn ein Paar der Argumente gleich ist. Es
gibt anscheinend keine allgemein akzeptierte Konvention, in welcher die Argumente auf-
zuzéhlen sind. Das Doppelverhéltnis bleibt ungeéndert, wenn man die Argumente geméf
der sog. Klein’schen Vierergruppe permutiert. Demgeméafl kénnen fiir die permutierten
Argumente hochstens 6 verschiedene Zahlenwerte auftreten. Das sind die Werte

1 1 A A—1
-, 1- .
)\7 )\7 )\7

Hinweis : In der projektiven Geometrie ordnet man jedem Quadrupel von Punkten auf
einer Geraden ein Doppelverhéltnis zu. Wir wollen die Parallele hier nicht diskutieren.

Satz.

Werden die Zahlen 21,22, 23,22 € C durch eine Mébiustransformation in die Zahlen
w1, Wa, w3, Wy abgebildet, so gilt

DV(Zl, 29, 23, 24) = DV(wl, Wy, W3, ’LU4) .
(,Das Doppelverhéltnis ist eine Invariante gegeniiber allen Kreisverwandtschaften.“)

Beweis. FEs geniigt, die Invarianz fir die elementaren Mdbiustransformationen nachzu-
weisen. Fir die Translationen und die Drehstreckungen ist die Behauptung trivial. Fiir

die Reziprokenabbildung z — % 1st sie leicht nachzurechnen.

Beweis des Transitivititstheorems

Wenn () die Punkte z,zs, 23 in die Punkte w,ws,ws abbildet, dann liegt das Bild
w = @(z) fir jedes z fest. Die Gleichung DV (21, 22, 23,2) = DV (wy,ws, w3, w) kann

man ndamlich nach w auflosen, w ergibt sich aus z durch eine lineargebrochene Abbildung
az+b
cz+d’

Wenn wir z. B. (21, 22, 23) durch die Mdbiustransformation ¢(-) nach (0,00, 1) abbilden
mdchten, dann ergibt sich w = ¢(z) aus der Gleichung

w =

Z—Z21 R3 — R29
DV (0,00,w,1) = w = . = DV(z1, 29, 2, 23)
Z— X9 R3— 21

Da wir jedes Tripel paarweise verschiedener Punkte in umkehrbarer Weise in das Tripel
(0c0, 1) abbilden koénnen, kénnen wir es auch in jedes andere Tripel paarweise verschie-
dener Punkte abbilden. Es gibt genau eine Mobiustransformation, die das leistet.
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Corollar

Die Punkte z1, 29, 23, 24 liegen genau dann einem Kreis, wenn thr Doppelverhdltnis reell
15t.

Beweis. Fiir Punkte auf der reellen Achse ist das Doppelverhdltnis trivialerweise reell.
Jeder Kreis kann durch eine Mdébiustransformation auf die reelle Achse abgebildet werden.

Hinweise:

1) Im beriihmten Buch ‘Unvergéngliche Geometrie’ von Coxeter triagt das sechste Kapi-
tel die Uberschrift ‘Kreise und Kugeln’ (Seiten 104 - 127). Man kann ‘cum grano salis’
sagen, dass dort die Inhalte der hier entwickelten ‘Geometrie zu C’ auf synthetischem
anschaulichem Weg entwickelt werden.

Der methodische Unterschied zu unserem Ansatz ist aber gravierend. In Coxeters Buch
wird der Kalkiil der komplexen Zahlen nicht einbezogen; und die Algebra kommt auch
nicht mit dem Begriff einer Matrix (oder einer Matrizengruppe) ins Bild. Die Anschauung
bleibt ganz auf dem Boden der klassischen Euklidischen Geometrie.

Hier und in vielen weiteren Kapiteln der ‘Unvergénglichen Geometrie’ kann man er-
fahren, dass die Geometrie als eine brilliante, aber museal abgeschlossene Geistesiibung
praktiziert werden kann. Es scheint mir nicht ausgemacht, dass sich der grofie didaktische
Erfolg dieser Herangehensweise ins 21. Jahrhundert fortsetzen wird.

2) Unsere Herangehensweise stellt insofern eine Abkehr von den alten Idealen des Geo-
metrieunterrichts dar, als wir nicht primér darauf achten wollen, dass neue mathematische
Aussagen ‘methodenrein’ durch stringente Ableitungen auf einer moglichst schmalen axio-
matischen Basis bewiesen werden. Wir legen mehr Wert darauf, dass die Zusammenhénge
(mit den gerade passenden Mitteln) einsichtig gemacht werden. Der Philosoph B. Spinoza
(1632 — 1677), dem es bekanntlich wichtig war, seine Ethik ‘more geometrico’ darzustellen,
hétte das sicher als einen Verrat am Geist der Geometrie empfunden.

3) (Fiir diejenigen, die in der ‘Linearen Algebra’ bereits einiges iiber projektive Geome-
trie erfahren haben.) Eine wichtige Methode, einen sog. K-projektiven Raum der Dimen-
sion n zu konstruieren, besteht bekanntlich darin, einen n-dimensionalen K-affinen Raum
um die sog. unendlichfernen Punkte zu erweitern. Besonders einfach erscheint der Fall
n = 1, der Fall der K-projektiven Geraden also. Man sollte sich aber bzgl der Anschau-
ung nicht allzu sehr in Sicherheit wiegen; schon der Fall K = C stellt eine Herausforderung
fiir die Anschauung dar, wie die eben entwickelte ‘Geometrie zu C’ zeigt.

4) Eine alternative Konstruktionsmoglichkeit eines m-dimensionalen K-projektiven
Raum bietet bekanntlich die Identifikation der Punkte mit den eindimensionalen linea-
ren Teilrdumen eines (n + 1)—dimensionalen K-Vektorraums. Die erweiterte Gauss’sche
Zahlenebene C kann als der eindimensionale komplexe projektive Raum verstanden wer-
den, indem man ihre Punkte mit den eindimensionalen (komplexen !) Teilvektorraume im
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1.2 : Kreisverwandtschaften und die Riemann’sche Zahlenkugel. 11

Raum C? identifiziert.

{a-Cl)iaeC}w—w:? firzo #0;  und «—— o0, falls 2 =0, z #0.
0 0

Die ‘projektiven Abbildungen’ werden durch Aquivalenzklassen invertierbarer linearer Ab-
bildungen eines zweidimensionalen komplexen Vektorraums beschrieben. Wenn man den
Vektorraum als den Raum der komplexen 2-Spalten préasentiert, dann entsprechen den
projektiven Abbildungen die Aquivalenzklassen invertierbarer komplexer 2 x 2-Matrizen
(wobei Matrizen, die sich nur um einen Faktor unterscheiden als dquivalent zu betrachten
sind). Jede invertierbare komplexe 2 x 2-Matrix A = (%) liefert eine invertierbare lineare
Abbildung des Vektoraums C? auf sich. Und die Aquivalenzklasse liefert eine lineargebro-
chene Abbildung der erweiterten Zahlenebene C auf sich.

21 z1 Z1 az+b
— A- : 2= — .
20 20 20 cz+d
Die Gruppe der Projektivitdten entspricht also der Gruppe der Moébiustransformationen.
Diesen Gesichtspunkt wollen wir hier aber nicht weiter verfolgen.
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1.3 Modelle fiir die klassischen nichteuklidischen Ebenen.

Die Geometrie von Euklid handelt von Punkten, Geraden, usw. .
Euklid gibt Definitionen dieser Objekte; er sagt z. B.

- Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
- Eine Linie ist eine breitenlose Lénge.
- Eine Gerade ist eine Linie, die beziiglich der Punkte auf ihr stets gleich liegt.

Euklid formuliert fiir die Geometrie fiinf Postulate (man spricht heute von Axiomen).
Gefordert wird,

1. dass man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen koénne

2. dass man eine begrenzte gerade Linie gerade verlangern konne

3. dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand einen Kreis zeichnen kénne
4. dass alle rechten Winkel einander gleich seien

5. dass zu einer Geraden in einer Ebene durch einen Punkt ausserhalb hochstens eine
diese nicht schneidende Gerade existiere. (‘Parallelenaxiom’)

Zweck der Definitionen (soweit sie die Grundbegriffe betreffen) ist es bei Euklid, den Bezug
zu vertrauten geometrischen Erfahrungen herzustellen und die Postulate zu motivieren. Es
ist nicht zu iibersehen, dass diese ‘Definitionen’ fiir den Aufbau von Euklids Theorie ohne
Bedeutung sind. Hilbert, der 1899 in seinen ‘Grundlagen der Geometrie’ das euklidische
System auf unanfechtbare Beine gestellt hat, sagt sehr pointiert, es sei fiir die Theorie
irrelevant, was die Punkte, Geraden und Ebenen mit der Wirklichkeit zu tun haben. Die
Bedeutung der Grundbegriffe sei allein dadurch bestimmt, dass diese die Axiome erfiillen.

Andererseits erklirt Hilbert in der Einleitung seiner Arbeit: Die vorliegende Untersu-
chung ist ein neuer Versuch, fir die Geometrie ein vollstandiges und mdglichst einfaches
System von Aziomen aufzustellen. Offenkundig geht es also Hilbert nicht um einen be-
liebigen Formalismus, sondern um eine Prézisierung dessen, was Euklid mit ‘Geometrie’
gemeint hat, und was wir alle als die Eigenschaften des uns umgebenden Raums kennen
oder zu kennen glauben.

Schon im Altertum ist die Frage aufgeworfen worden, ob das Parallelenaxiom un-
abhéngig ist oder nicht. Wenn es eine logische Folge der iibrigen Axiome ist, dann miisste
es moglich sein, dass man es aus der Liste der Axiome streicht und mittels der anderen
Axiome beweist. Verschiedene Autoren versuchten das Parallelenaxiom durch die indirek-
te Methode zu beweisen, d. h. das Gegenteil anzunehmen und daraus unsinnige Konse-
quenzen abzuleiten. Dies gelang nicht, und es konnte nicht gelingen, weil, wie sich spéter
herausgestellt hat, das Parallelaxiom tatséichlich logisch unabhéngig ist. Der Russe N. L.
Lobatchevski (1793 — 1856) erarbeitete eine Theorie auf der Grundlage des alternativen
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Axioms, dass durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden mindestens zwei Geraden exis-
tieren, die mit dieser in einer Ebene liegen und sie nicht schneiden. Thm und unabhéngig
von ihm auch dem Ungarn Janos Bolyai (1802 — 1860) gelang es, auf der Grundlage des al-
ternativen Axioms in allen Einzelheiten eine in sich stimmige Theorie aufzubauen. Gauss,
der unbestrittene ‘princeps mathematicorum’, hatte, wie er dem jungen Bolyai mitteilte,
die Ergebnisse schon frither gefunden aber nicht vertffentlicht, weil er aufsehenerregende
Publizitiat scheute. Immerhin war es eine der grundlegenden Annahmen der Kantschen
Philosophie (so, wie sie damals weithin verstanden wurde), dass die euklidischen Axiome
als unumstoBlliche Wahrheiten dem Reich der reinen Anschauung angehoren.

Um die Widerspruchsfreiheit der neuen Geometrie zu zeigen, geniigt es natiirlich nicht,
eine grofle Anzahl nichtabsurder nichteuklidischer Sétze abzuleiten, wie das Bolyai und
Lobatchevski taten. Endgiiltige Uberzeugungskraft haben erst ‘Modelle’, die alle Axiome
Euklids mit Ausnahme des Parallelaxioms befriedigen. Ein besonders einfaches derartiges
Modell wurde auf der Grundlage von Ideen des englischen Geometers Arthur Cayley (1821
— 1895) von Felix Klein (1849 — 1925) angeben.

Modelle der gewiinschten Art werden konstruiert, indem man zuerst Objekte der
gewohnlichen euklidischen Geometrie betrachtet, und dann einige dieser Objekte und die
Beziehungen zwischen ihnen so umbenennt, dass eine nichteuklidische Geometrie entsteht.
Bei der Entwicklung der Theorie ist es natiirlich unerwiinscht, das intuitive Verstédndnis
an ein spezielles Modell zu kniipfen; die ‘Anschauung’ sollte sich allein von dem n#hren,
was in den Axiomen steckt, sodass auch neue Interpretationen oder ‘Anwendungen’ ins
Bild passen. Ein zentrales (vom Modell unabhéngiges) Element der neuen Theorie ist
das System der ‘nichteuklidischen Bewegungen’, welche in der neuen Theorie die Idee der
Kongruenz begriindet.

Intuitive Ansétze fiir allgemeinere nichteuklidische Geometrien ergeben sich mit Hilfe
der (aus der Physik stammenden) Vorstellung, dass die Geraden den Lichtstrahlen in
einem Medium entsprechen, in welchem die Lichtgeschwindigkeit vom Ort abhéingt. Die
allgemeinere Idee gehort in die sog. Riemann’sche Geometrie , mit der wir uns hier nicht
befassen konnen. Elementare Hinweise zum Spezialfall der hyperbolischen Geometrie im
Sinne von Lobatchevski findet man z. B. im Buch von Courant und Robbins.

Wir werden Im Folgenden auf der Grundlage der oben entwickelten ‘Geometrie zu
C’ einige Blicke werfen auf die beiden klassischen nichteuklidischen Geometrien, die die
elliptische bzw. die hyperbolischen Ebene genannt werden. Bei Coxeter finden wir (auf
Seite 126) die Anmerkung, dass die Namen nicht in unmittelbarer Beziehung stehen zu
den bekannten Kurven Ellipse und Hyperbel; man habe sich bei der Bezeichnung leiten
lassen von der folgenden Analogie: In der hyperbolischen Geometrie hat jede Gerade zwei
unendlichferne Punkte, so wie die Hyperbel zwei Asymptoten hat. Die Ellipse hat keine
Asymptoten, und in der elliptischen Geometrie gibt es keine unendlichfernen Punkte; zwei
Gerade haben da immer einen Schnittpunkt.

Die beiden klassischen nichteuklidischen Geometrien stehen in enger Beziehung zu zwei
Gruppen, die uns (wie auch eine Reihe verwandter Matrizengruppen) auch noch anderswo
interessieren werden. Es scheint an der Zeit, etwas weiter auszuholen.
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Definition. (Klassische Gruppen)

a) Die allgemeine lineare Gruppe G L(n,K) besteht aus den nichtsinguldren n x n-
Matrizen mit Eintrdgen aus K.

b) Die spezielle lineare Gruppe SL(n,K) besteht aus den nichtsinguldren n x n-
Matrizen mit der Determinante = 1.

¢) Die orthogonale Gruppe O(n, K) besteht aus den n x n-Matrizen A mit ATA = E,.
(Das Produkt mit der transponierten Matrix ist die Einheitsmatrix.)

d) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n,K) besteht aus den orthogonalen n x n-
Matrizen A mit det A = 1.

e) Wenn K = R, dann notiert man auch O(n) statt O(n,R), sowie SO(n) statt
SO(n, RR).

f) Wenn K = C, dann definiert man die unitire Gruppe U(n) oder U(n,C) als die
Gruppe der komplexen n x n-Matrizen mit A*A = F,. (Das Produkt mit der hermitisch
konjugierten Matrix ist die Einheitsmatrix.)

g) Die unitédren Matrizen mit der Determinante = 1 bilden die Gruppe SU(n) (oder
SU(n,C)). (Man bemerke, dass man die unitédren Matrizen aus den speziellen unitéren
Matrizen gewinnt, in dem man sie mit einer Zahl vom Betrag 1 multipliziert.)

Wir werden uns zunéchst einmal besonders fiir die Gruppen SL(2;C) und SU(2,C)
interessieren. Wir bemerken

AeSU@Q) + A= (_“b 2) mit  |af? + [b]? = 1.

Ausserdem werden wir es zu tun haben mit der Gruppe SU(1,1) aller derjenigen komple-
xen 2 x 2-Matrizen A mit Determinante = 1, fiir die gilt

* 1 0 o 1 0 .. . __[a b . 2 2
A -(O _1)-A— <0 _1) oder dquivalent dazu A = (5 d) mit  |a|°—1b]" = 1.

Wir erinnern daran, dass es zu jeder Mobiustransformation ¢(-) genau zwei darstellende
Matrizen £A € SL(2;C) gibt; und wir haben eine Isomorphie MM = SL(2;C)/{£E,}.
Wir werden im Laufe der Vorlesung zwei Untergruppen genauer untersuchen, ndmlich

SU(2;C)/{£E,}  und  SU(1,1)/{£E}.

Die erste spielt eine Rolle in der sog. elliptischen nichteuklidischen Geometrie, und iibri-
gens auch in der Geometrie des dreidimensionalen euklidischen Raums. Die zweite spielt
eine Rolle in der sog. hyperbolischen nichteuklidischen Geometrie.
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Hinweis auf die reellprojektive Ebene.

Einen zweidimensionalen reellprojektiven Raum 2 = P5(R) gewinnt man tiblicherweise
dadurch, dass man die Punkte p € 2 als Geraden durch den Nullpunkt eines dreidimensio-
nalen reellen Vektorraums V' deutet. Es ist manchmal praktisch, V' mit dem euklidischen
R3 zu identifizieren. Die ‘Richtungen’ im R?® kann man durch die Punkte der Einheitss-
phire veranschaulichen; die Punkte p € Q entsprechen dann den Aquivalenzklassen, wenn
man Antipoden identifiziert.

Die ‘Geraden’ in €2 sind zunéchst durch die zweidimensionalen Teilvektorrdume des
R3 gegeben; wir wollen sie lieber durch die Grosskreise mit identifizierten Antipoden
beschreiben. Zu zwei Punkten p,q €  gibt es genau eine ‘Verbindungsgerade’. Zwei
‘Geraden’ schneiden sich immer in einem Antipodenpaar, also einem Punkt p € Q. Es
bezeichne nun I' die Menge der ‘Geraden’ . Das Paar (2,I") hat viele Eigenschaften, die
analog sind zu den Punkten und Geraden in der synthetischen euklidischen Geometrie —
mit der Ausnahme des Parallelenaxioms.

Man kann (£2,T") als Grundgeriist einer nichteuklidischen Geometrie verstehen.(Man
nennt sie die klassische elliptische Geometrie.) Was genauer zu studieren ist, ist die Gruppe
der Bewegungen, welche die Kongruenz in unserer elliptischen Geometrie (€2, I') definiert.
Da bietet sich die Gruppe & der Drehungen an, wobei Drehungen der Einheitssphére hier
als Bijektionen von (2 verstanden werden. Diese Gruppe von Bijektionen wirkt transitiv
auf €. Die Fixgruppen der Punkte sind isomorph zu Kreislinien. Man kann von Winkeln
sprechen; die Bewegungen sind winkelerhaltend. Interessant ist der Zusammenhang zwi-
schen der Winkelsumme in einem Dreieck und der Fliache des Dreiecks. Fiir die Definition
eines bewegungsinvarianten Abstands zweier Punkte bieten sich mehrere Moglichkeiten
an, die wir hier aber nicht verfolgen wollen. — Der Kalkiil der Lingen Winkel und Flachen
(von Dreiecken) trifft sich in wesentlichen Ziigen mit der sog. sphérischen Trigonometrie.

Wir werden uns im Folgenden in mehreren Ansétzen mit der Gruppe der Bewegungen
der nichteuklidischen Ebene auseinandersetzen. Zunéchst einmal stiitzen wir uns auf den
Kalkiil der komplexen Zahlen. (Spiter werden wir auch hermitische 2 x 2-Matrizen ins
Spiel bringen.)

Der Effekt der stereographischen Projektion.

Vermoge der stereographischen Projektion kéonnen wir Bijektionen der 2-Sphére durch
Bijektionen der erweiterten komplexen Ebene C beschreiben und umgekehrt. Wir haben
oben zwei Zahlen z;, z» € C zueinander diametral genannt, wenn 2y - zZo = —1 gilt; und
wir haben gesehen, dass die Diametralitidt zum Ausdruck bringt, dass die stereographi-
schen Bilder Antipoden sind. Bijektionen von C, welche die Diametralitit respektieren,
(Diametralpunkte gehen in Diametralpunkte) konnen als Bijektionen von 2 verstanden
werden. Hier kénnen nun (es mag als ein Wunder erscheinen!) die Mobiustransformatio-
nen ins Spiel gebracht werden. Die Gruppe derjenigen Mobiustransformationen, die die
Diametralitiat respektieren, ist ndmlich recht reichhaltig: zu jedem Paar z,w gibt es eine
Mobiustransformation dieser Art, die z in w iiberfiihrt.
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Satz. Die Mobiustransformation zu einer beliebigen unitiren Matriz U (mit Determi-
nante = 1) bildet Diametralpunkte in Diametralpunkte ab. Diese Mdobiustransformationen
konnen daher als Bijektionen von ) interpretiert werden.

Kreise in C, welche ein Paar von Diametralpunkten enthalten, werden durch die ste-
reographische Projektion zu Grofikreisen; und kénnen deswegen als Elemente von I, also
als ‘Gerade’ in € interpretiert werden.

Beweis. Seien z; und zy zueinander diametral; d.h. 212 +1=0.
Durch eine direkte Rechnung bestdtigen wir wu(z1) - pu(ze) +1=0:

az; +b  am+b
—bzx+a —bxm+a

+1=

1 7 —

~ Nenner [aaZIZ_z bazz +abzy + ‘b|2 + |b‘22152 — baz, —abz + |aﬂ
1 —

- Nenner [(|a|2 + |b|2)(zl “Z+ 1) =0

Satz. Jede Mobiustransformation zu einem unitdren U, welche nicht die Identitdt ist,
besitzt genau zwei Fixpunkte; und diese Fixpunkte sind zueinander diametral.

Beweis. Wir suchen die Fizpunkte zundchst in speziellen Fillen:

Fiir |a| =1, also b =0 haben wir die Fizpunkte 0 und oco.

Fiir a # 1 reell und b = |b| - €'® haben wir Fizpunkte auf dem FEinheitskreis, ndamlich
210 = i€ Im Fall b+# 0 gilt in der Tat allgemein : z ist Fizxpunkt genau dann, wenn
bz die folgende quadratische Gleichung lost,

az+b

———— & bFtar=az+b & (b2 +(a—a)bz+ b =0
—bz+a

Zz = SOU(Z) _=
Da die Abbildung die Diametralitit respektiert, ist klar, dass die beiden Liosungen zq, zs
der quadratischen Gleichung zueinander diametral sind. Man kann das aber natiirlich auch
durch eine direkte Rechnung bestditigen.

Hinweis:

Es stellt sich heraus, dass die U als Drehungen der Zahlenkugel wirken, ebenso wie die
speziellen orthogonalen Matrizen auf die 3-Spalten wirken. SU(2)/{£E>} = SO(3,R). Die
Codierung der eindimensionalen Teilvektorrdume durch die Paare von Diametralpunkte
in C und die Berechnung der Fixpunkte der Bewegungen aus den Eintrigen von U (als
Losungen quadratischen Gleichungen) sind aber reichlich uniibersichtlich. Das ist einer
der Griinde dafiir, dass wir spéter (ohne Bezugnahme auf die Mobiustransformationen)
nochmals eine effektive Wirkung der Gruppe SU(2)/{£E>} auf ein Modell der elliptischen
Ebene konstruieren werden. (Ein zweiter Grund ist iibrigens der, dass wir damit die
sog. Spinordarstellung der Lorentzgruppe vorbereiten.)
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Die Gruppe der hyperbolischen Bewegungen.

In unserem ersten Ansatz zur sog. hyperbolischen Geometrie wollen wir die Punkte des
Geometrie durch Punkte in der komplexen Zahlenebene modellieren und die Geraden als
spezielle Kreise. Die Grundlage fiir die Theorie der Bewegungen liefert der

Satz.

Fiir jedes A € SU(1,1) bildet die Mdébiustransformation pa(-) das Innere des Einheits-
kreises auf das Innere des Finheitskreises ab.

Jeder Kreis, der den Einheitskreis senkrecht schneidet, wird durch @4(-) auf einen
ebensolchen Kreis abgebildet.

Beweis. Es seien a,b kompleve Zahlen mit |a? — |b|> = 1 und (z) = “£2. Es gilt

bz+a
7 az+b az+b
1= —1-- : _
V) bz+a bz+a
1 1 —_
= Newrer bz +@)(02 +a) — (az +b)(@z +b)] =
- Neylmer' [(Mz - ‘b|2)(1 — 25)] mit Nenner > 0 .

Man kann auch einfacher argumentieren: der Einheitskreis wird auf sich abgebildet wird
und der Punkt co geht in einen Punkt mit Betrag > 1

ae + b

beit + a

()| = = =1; (o0)=

a
.

ae +b
ae=i 4 b
Fine Kreislinie bleibt genau dann bei der Spiegelung am FEinheitskreis (z — w = %)

unverdndert, welche sie den FEinheitskreis senkrecht schneidet. Daraus ergibt sich eine
Die Gleichung der Kreislinie K sei

a-zZ+az+az+b=0, mit a,bcR, acC, D = l|af*—ab>0.
Durch die Spiegelung am FEinheitskreis kommen wir zur Lésungsmenge der Gleichung
b-ww+ aw+ aw+a = 0.
Die Geraden durch den Nullpunkt (a = 0 = b) bleiben unverdndert. Auch fir die ibrigen
Kreise ist a = b notwendig und hinreichend fiir die Invarianz. Mdobiustransformationen
sind winkelerhaltend. Die auf dem FEinheitskreis senkrechten Kreislinien werden durch

jede Méobiustransformation pa(+) mit A € SU(1,1)/{xEy} in eine auf dem Finheitskreis
senkrechte Kreislinie abgebildet.
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Modelle der hyperbolischen Geometrie In den Modellen der hyperbolischen Geo-
metrie wirkt die Gruppe SU(1,1)/{£E,} auf den Punkten eines Grundraums 2 und auf
den ‘Geraden’ des Modells, wobei die Geraden spezielle Teilmengen von 2 sind. Wie die
Wirkung in den einzelnen Modellen festgelegt ist, werden wir sehen; zunéchst beschreiben
wir nur {2 und die Menge I" der Geraden.

- Im Modell von H. Poincaré (1854 ~1912) sind die Punkte w die inneren Punkte
des Einheitskreises € C; die Geraden sind die auf dem FEinheitskreis senkrechten
Kreisbogen.

- Im Modell von F. Klein (1849- 1925) entsprechen ebenfalls die Punkte im Einheits-
kreis den Punkten der hyperbolischen Ebene. Die Geraden sind hier aber die Sehnen
durch den Einheitskreis. (Bei Coxeter heisst das Klein’sche Modell das Modell von
Beltrami (1835 — 1900).)

- In einem weiteren sehr beliebten Modell sind die Punkte die Punkte der oberen
Halbebene, und die Geraden die Halbkreise mit dem Mittelpunkt auf der reellen
Achse (einschliesslich der auf der reellen Achse senkrechten Geraden).

Wir sollten bemerken, dass alle diese Modelle in einer Beziehung tduschen. In den Model-
len von Poincaré und Klein scheint (geméfl euklidischer Anschaulichkeit) der Mittelpunkt
ausgezeichnet zu sein; im dritten Modell scheinen die senkrechten Geraden eine besonde-
re Rolle zu spielen. In der hyperbolischen Geometrie sind alle Punkte und alle Geraden
gleichberechtigt. In einer reifen Anschauung zur (streng axiomatisch aufgebauten) hyper-
bolischen Geometrie gibt es keine ausgezeichneten Punkte.

Zusammenhinge Wenn man das Modell von Poincaré mit der stereographischen Pro-
jektion auf die untere Halbkugel abbildet, dann sind die Geraden die auf dem Aquator
senkrechten Halbkreise. Wenn man jetzt senkrecht auf die Aquatorebene projiziert, dann
erhélt man das Klein’sche Modell.

Wenn man den Einheitskreis mit einer Mébiustransformation auf die obere Halbene
abbildet (etwa mit der inversen Cayley-Transformation), dann wir aus dem Modell von
Poincaré das dritte Modell.

Die technischen und die die Anschauung betreffenden Vor- und Nachteile der verschie-
denen Modelle zeigen sich erst beim eingehenden Studium ausgewéhlter Phdnomene. Im
Klein’schen Modell sieht man besonders leicht, dass es zu jedem Punktepaar genau eine
Verbindungsgerade gibt. Man darf sich vorstellen, dass es zu jeder hyperbolischen Geraden
zwei ‘'unendlichferne’ Punkte gibt, die man in den Modellen von Poincaré und Klein durch
die Punkte auf der Peripherie des Einheitskreises visualisieren kann. Zu einem Punkt p
ausserhalb deiner Geraden gibt es eine ‘rechtseitige Parallele’ und eine ‘linksseitige Par-
allele’; dabei versteht man hier unter einer 'Parallelen’ eine Gerade, welche die gegebene
Gerade in einem ihrer unendlichfernen Punkte ’trifft’.
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In der hyperbolischen Geometrie gibt es eine Winkelmessung. Die Bewegungen sind
winkelerhaltend. Das Modell von Poincaré und das dritte Modell sind winkeltreu; man
nennt sie daher konforme Modelle. Die Bewegungen sind spezielle Mobiustransformatio-
nen. Bei Poincaré sind es diejenigen, die den Einheitskreis auf sich abbilden, im dritten
Modell diejenigen, die die obere Halbebene auf sich abbilden.

Die Bewegungen im Klein’schen Modell sind spezielle projektive Abbildungen der re-
ellprojektiven Ebene, diejenigen némlich, die den Einheitskreis auf sich abbilden. Man
nennt das Klein’sche Modell daher ein projektives Modell.

In der hyperbolischen Geometrie gibt es eine (bis auf einen Skalenfaktor eindeutig
bestimmte) bewegungsinvariante Metrik. In allen unseren Modellen berechnet sich der
Abstand zweier Punkte als der Logarithmus eines Doppelverhéltnisses. Wir wollen das
hier nicht vertiefen, Es sei aber bemerkt, dass es sich im Modell um ein Doppelverhéltnis
im Sinne der projektiven Geometrie handelt; auf der Verbindungsgeraden von p und q lie-
gen auch zwei unendlichferne Punkte; und zu diesem Quadrupel gibt es Doppelverhéltnis.
In den beiden konformen Modellen interessiert das Doppelverhéltnis von vier komplexen
Zahlen, und dieses Doppelverhéltnis ist eine reelle Zahl, weil die vier Punkte auf einem
Kreis liegen. (Den Zusammenhang zwischen den Doppelverhéltnissen in den verschiede-
nen Modellen erértern wir in einer Ubungsaufgabe.)

Schlussbemerkungen

1. Wenn man die These mathematisch untermauern will, dass der einzig wesentliche
Unterschied zwischen der euklidischen Geometrie und der hyperbolischen Geome-
trie im Sinne von Lobatchevski und Bolyai im Parallelenaxiom beschlossen sei, dann
setzt das voraus, dass man die iibrigen Axiome, die in beiden Geometrien gelten sol-
len, wirklich préazise fasst. Eine Geometrie, die sich nur auf solche Axiome stiitzt,
nennt man absolute Geometrie. Solche absoluten Geometrien, (auf deren Ausfor-
mung die Geometer des 20. Jahrhunderts in der Tat viel Miihe verwandt haben),
wollen wir hier nicht diskutieren. Lassen wir es bei der Feststellung, dass es neben
der euklidischen Geometrie eine weitere Geometrie gibt, die im Grofien ebenso vie-
le Symmetrien in sich tragt wie die euklidische, und im Kleinen nicht von ihr zu
unterscheiden ist.

2. Coxeter zitiert F. Klein mit den Worten: Jeder Lehrer mufS notwendig etwas von der
Nichteuklidischen Geometrie kennen; denn sie gehdrt nun einmal zu den wenigen
Teilen der Mathematik, die zumindest in einzelnen Schlagworten in weiteren Krei-
sen bekannt geworden ist; nach ihr kann daher jeder Lehrer jeden Moment gefragt
werden.

Das Argument von Klein ist nicht mehr zeitgemafl. Die Aufregung um die Entde-
ckung der nichteuklidischen Theorie im 19. Jahrhundert kam daher, dass hier die
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Vorstellung zerstort wurde, dass die Axiome Euklids einen unverdnderlichen Rah-
men fiir unsere Raumvorstellung bilden. Die Geometrie von Lobatchevski hat heute
den Status einer mathematischen Spezialitdt. Man muss heute weiter ausholen, wenn
man versuchen will, der gebildeten Offentlichkeit einen Eindruck davon zu vermit-
teln, was die Mathematiker unter Geometrie verstehen, und was die Aussagen der
Geometrie moglicherweise mit dem physikalischen Raum zu tun haben.

. Das Modell von Poincaré erlaubt eine merkwiirdige Interpretation, welche aufzeigt,

welche weitreichenden Moglichkeiten der Verallgemeinerung sich fiir die Geometrie
bieten, wenn man nicht die Geraden an den Anfang stellt, sondern eine (lokale!)
Metrik: Stellen wir uns vor, dass die Kreisscheibe von einem Medium erfiillt ist,
in welchem die Lichtgeschwindigkeit proportional ist zum Abstand vom Rand. Es
stellt sich heraus, dass die Lichtstrahlen, d. h. die Kurven kiirzesten optischen Wegs,
Kreisbogen sind, die auf der Peripherie senkrecht stehen, geradeso, wie es im Modell
von Poincaré sein soll. Diese Interpretation lésst die weitreichenden Symmetrien der
hyperbolischen Ebene (zunéchst einmal) wie ein Wunder erscheinen.

Wenn man andere Annahmen {iber die Lichtgeschwindigkeit (auf einer glatten Man-
nigfaltigkeit) macht, dann bekommt man allgemeinere Kurven kiirzesten optischen
Wegs. Einfache globale Aussagen iiber diese Strecken, (dhnlich denen in der euklidi-
schen Geometrie oder in der Geometrie von Lobatchevski) kann man i. Allg. nicht
erwarten. Ebensowenig kann man eine grofie Gruppe globaler Symmetrien erwarten.
Die lokal vorgegebenen Metriken sind das Thema der sog. Riemann’schen Geome-
trie. Insbesondere in der allgemeinen Relativitdatstheorie zeigt sich, dass der lokale
Ansatz von grofitem physikalischen Interesse ist. Wir werden ihn hier nicht verfolgen.

Wir wenden uns im néchsten Kapitel einer linearen Geometrie mit hoher Symme-
trie zu, die (nicht zuletzt wegen der vielfdltigen in ihr beschlossenen Symmetrien)
grundsétzliche Bedeutung fiir die Quantenphysik besitzt.
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1.4 Lorentztransformationen. Quaternionen fiir die Drehungen.

Eine fiir die Geometrie besonders wichtige Matrizengruppe ist die Gruppe der unimodula-
ren komplexen 2 x 2-Matrizen. (Matrizen mit der Determinante = 1 heissen unimodulare
Matrizen.) Wir wollen hier diese Gruppe, die spezielle lineare Gruppe SL(2,C) in Ver-
bindung bringen zur Gruppe der Isometrien des sog. Minkowskiraums. Die Untergruppe
SU(2,C) wird sich als niitzlich erweisen fiir das eingehende Studium der Gruppe SO(3,R)
der Drehungen des dreidimensionalen euklidischen Raum.

Der Minkowskiraum modelliert den vierdimensionalen reellen Vektorraum zum affi-
nen Raum der ‘Ereignisse’ im Sinne der speziellen Relativititstheorie. Die Mathema-
tiker definieren: Ein vierdimensionaler reeller Vektorraum M wird zu einem Minkow-
skiraum, indem man eine nichtausgeartete quadratische Form mit der Signatur (1,3)
auszeichnet. Den Begriff der Signatur einer reellen quadratischen Form ¢(-) werden wir
spater beim Satz 2.4.4 auf Seite 114 allgemein diskutieren. Hier geniigt es zunéchst, zu
wissen, dass es im Minkowskiraum Koordinatensysteme (z°, z' 22 x3) gibt, sodass gilt
q = (2°)% — (21)? — (2?)% — (2*)2. Ein Koordinatensystem dieser Art heisst ein Inertialsys-
tem. Die symmetrische Bilinearform zu dieser quadratischen Form notieren wir ( - || - ).
Wenn (ug, uy, uy, uz) die zu (2°, 2!, 2%, 2%) duale Basis ist, dann gilt

3 3 3
w3 ) =y’ = > a'y'
0 0 T

Insbesondere gilt (u;, [[u;) = d;;, wo D = D, die Diagonalmatrix ist, welche den ers-
ten Diagonaleintrag +1 und sonst Diagonaleitrige —1 hat. Und dies charakterisiert die
‘Orthonormalbasen’ im Minkowskiraum (M, (-] -)). (oder in (M, g(-))

Sprechweise 1.4.1. Die Vektoren v mit ¢(v) > 0 heissen die zeitartigen Vektoren. Zwei
Ereignisse, die durch einen zeitartigen Vektor verbunden sind, erscheinen in geeigneten
Inertialsystemen als Ereignisse am gleichen Ort. Zwei Ereignisse, die durch einen raumar-
tigen Vektor w verbunden sind (¢(w) < 0) erscheinen in geeigneten Inertialsystemen als
Ereignisse, die gleichzeitig stattfinden. Die Vektoren u mit ¢(u) = 0 heissen die Vektoren
auf dem Lichtkegel oder auch die isotropen Vektoren.

Die Menge der zeitartigen Vektoren zerfillt in zwei Zusammenhangskomponenten;
jede dieser Zusammenkomponenten ist ein konvexer Kegel. Indem man die eine Zusam-
menhangskomponente den Vorwiértskegel, die andere den Riickwértskegel nennt, zeichnet
man eine Zeitrichtung aus. Auch der Lichtkegel {v : ¢(v) = 0} (ohne den Nullpunkt)
zerfillt in zwei Komponenten. Jeder der Teile besteht aus einer Familie von Halbgeraden
(‘Strahlen’). Auf einem riickwérts gerichteten Strahl liegen diejenigen Ereignisse, die zum
Zeitpunkt in einer bestimmten ‘Richtung’ wahrgenommen werden konnen; der Ort dieser
Ereignisse ist namlich genau so weit entfernt, wie das Licht braucht, um die Entfernung
zu iiberwinden. Es sollte suggestiv sein wenn man notiert

M \ {O} - M++ U M__ U M_+ U M(H_ U MO_.
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(Die Menge M., _ ist die Menge der raumartigen Vektoren. Bei Bedarf wird der Nullpunkt
zu der einen oder anderen dieser Vektorenmengen dazugenommen; ansonsten sind die
Mengen paarweise disjunkt.)

Die Beobachter in verschiedenen Inertialsystemen messen Zeit und Entfernung ver-
schieden. Sie sind sich aber einig, was ein vom gegebenen Nullpunkt nach riickwérts
weisender Strahl auf dem Lichtkegel ist. Die Strahlen entsprechen den Punkten auf dem
Himmelsgewdlbe (‘Firmament’). Das Himmelsgew6lbe hat die topologische Struktur einer
2-Sphére. Die Beobachter in verschiedenen Inertialsystemen (mit demselben Nullpunkt)
sehen diese Sphére verschieden: der Wechsel von einem Inertialsystem zu einem anderen
erscheint als eine Transformation der Punkte des Himmelsgewtlbes. Wie ein Beobachter
mit Hilfe der Raumkoordinaten (u,v,w) in seinem Inertialsystem die Strahlen parametri-
siert, ist eine andere Frage. Er beobachtet die Richtung in seiner ‘Horizontalebene’, der
(u,v)-Ebene und den Winkel gegen die Horizontalebene, und muss daraus einen Parame-
terwert gewinnen, mit dem sich leicht rechnen ldsst, wenn es gilt, zu einem anderen Inerti-
alsystem iiberzugehen. Wir werden unten eine Parametrisierung konstruieren, welche die
Strahlen mit den Punkten z € C identifiziert, und damit (vermoge der stereographischen
Projektion) mit den Punkten der Riemannschen Zahlenkugel. Es wird sich zeigen, dass die
spezielle Parametrisierung dazu fithrt, dass der Ubergang zu einem anderen Inertialsys-
tem durch eine Mobiustransformation beschrieben wird. Im Speziallfall von Beobachtern,
die gegeneinander in Ruhe sind, bewirkt jeder Ubergang zu einem anderen Inertialsystem
eine Drehung der Riemann’schen Zahlenkugel.

Lorentzmatrizen

Definition 1.1. Die Matrix eines Koordinatenwechsels, welcher die Gestalt der Bilinear-
form reproduziert, welche also ein Inertialsystem in ein Inertialsystem iiberfiihrt, heisst
eine Lorentzmatrix.

Satz 1.4.1.
Die reelle 4 x 4-Matriz M ist genau dann eine Lorentzmatriz, wenn MT DM = D,. .

Beweis. Genau dann ist (vo, V1, Vo, Vv3) die Basis zu einem Inertialsystem, wenn gilt

(Villve) = O umie | Y wymdy) =Y " migdym?y = dy.

Die Menge M der Lorentzmatrizen ist offenbar eine Gruppe. Die Determinante ei-
ner Lorentzmatrix kann die Werte +1 und —1 haben. Wir werden spéter sehen, dass die
Menge der Lorentzmatrizen eine sechsdimensionale Mannigfaltigkeit ist, die in vier Zu-
sammenhangskomponenten zerfillt. Die Zusammenhangskomponente der Einheitsmatrix
heisst die Gruppe der orthochronen eigentlichen (oder positiv orientierten) Lorentzmatri-
zen. Wir bezeichnen sie mit ML Eine einpriagsame Notation fiir die Zerlegung ist

M=mLuml umlumt.
EeM,, DremMl, —EeM, —D.ecM..
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Wir werden sehen, dass die Gruppe ML eng verwandt ist mit der speziellen linearen
Gruppe SL(2,C). Wir konstruieren in der Tat einen Gruppenisomorphismus

®: SL(2,C)/{+Ey} — ML

Dieser macht die (zunéchst moglichwerweise etwas undurchsichtige) eigentliche Lorentz-
gruppe transparent und leicht handhabbar. Unsere Konstruktion wird auch die Isomorphie
der eigentlichen Lorentzgruppe mit der Gruppe aller Mobiustransformationen durchsichtig
machen.

Lorentz-Matrizen und Lorentz-Transformationen

Wenn man in einem n-dimensionalen Vektorraum eine Basis auszeichnet, dann entspre-
chen bekanntlich die nichtsinguldren n x n-Matrizen in eineindeutiger Weise den Au-
tomorphismen des Vektorraums. Diejenigen positiv gerichteten Lorentztransformationen,
die den Vorwértskegel (und damit auch den Riickwértskegel) auf sich abbilden, nennen wir
die orthochronen eigentlichen Lorentztransformationen des Minkowskiraums (M, ¢(-)).
Wir bezeichnen die Gruppe dieser Isometrien mit £],". Die Abbildung ¢ mit ¢(e;) =
e, => i€ I7; ist also genau dann eine (orthochrone eigentliche) Lorentztransformation,
wenn L eine (orthochrone eigentliche) Lorentzmatrix ist.

Die Eigenschaft von ¢ : (M, q()) — (M, q(-)), Lorentztransformation zu sein,
bedeutet g(p(v)) = g(v) fiir alle v € M, oder ausfiihrlicher: (p(v)|l¢(w)) = (v|lw) fiir
alle v, w € M. Die Menge der Lorentztransformationen von (M, q()) bezeichnen wir
mit £ oder ausfiihrlich mit Ly. Sie zerfillt wie die Menge der Lorentzmatrizen in vier
Komponenten

c=clucluctuct

Die Orthochronie von ¢ bedeutet, dass fiir ein zeitartiges v das Bild ¢(v) in denselben
Kegel zeigt wie v. (Fiir die darstellende Matrix L bedeutet das (%) > 0.) Wenn zusétzlich
det L > 0, dann ist ¢ eine orthochrone eigentliche Lorentztransformation. Wir schreiben
Y E 51. Man iiberlegt sich leicht, dass die Charakterisierung der Eigenschaft ¢ € 51
nicht von der Basiswahl abhingt. Wir werden gelegentlich eine ON-Basis (eg, €1, €2, €3) im
Minkowski-Raum (I\\/JI, q()) wihlen. Mit einer solchen Wahl zeichnen wir eine Zeitrich-
tung aus, weil wir generell fordern, dass ey in den Vorwértskegel zeigen soll; ausserdem
zeichnen wir damit eine Orientierung aus, wenn wir fordern, dass die gewéhlte ONB po-
sitiv gerichtet ist.

Fiir die Matrizen der Koordinatentransformation L € M| war die Schreibweise und
die Interpretation ganz traditionell festgelegt; es ging da um reelle 4 x 4-Matrizen L, die
durch Multiplikation von links auf 4-Spalten wirken: X — L - X, oder auch als Multipli-
kation von rechts, wenn es um die (als Zeile aufgelisteten) Basen ging:

(110, up, Uy, 113) — (V07 Vi, Vg, V3) = (110, up, Uy, 113) L.
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Bei den Elementen der Transformationsgruppe EL sind wir freier in Schreibweise und
Interpretation. Endomorphismen x(:) eines Minkowskiraums M miissen nicht notwen-
digerweise durch Matrizen beschrieben werden, die durch Multiplikation von links auf
Spalten wirken; denn M muss nicht notwendigerweise als der Raum der reellen 4-Spalten
prasentiert werden.

Der Raum der hermitischen 2 x 2-Matrizen als Minkowskiraum
Die Menge H der hermitischen 2 x 2-Matrizen ist ein vierdimensionaler reeller Vektorraum.
Seine Elemente H koénnen wir beispielsweise in der folgenden Form présentieren

H = + + +a = a + 3 1 i2
ag - 0 ap - o as - O -0 + 0 .
0 0 x 2 y 3 3 0 0 ) i )

wo 09 = e = E die Einheitsmatrix ist, und oy = 0,, 02 = 0y, 03 = 0, die bekannten
Pauli-Spinmatrizen.
Den Raum H machen wir zu einem Minkowskiraum durch die quadratische Form

q(H) = a} —a} — a3 — a3 = (ap + a3)(ag — az) — (a1 — ias)(a; + iay)
=det H = i(traceH)* — L(traceH?).

Zum Nachweis der letzten Gleichung bemerken wir trace H = 2ay und

2 _ 2 2 _ . . .
o, =0, =0, = 00; oi0;+0;0,=0 fiir i#73 4,j>1

(a1-01+a2-02+a3~03)-(a1~01+a2-02+a3-03):(af—l—a%—l—ag)ao,
L(traceH?) = ag + af + a3 + a3,
L(traceH)* — L(traceH?) = (2a0)* — (af + ai + a3 + a3).

Aus der letzten Gleichung ergibt sich auch sofort eine kurze Formel fiir die symmetrische
Bilinearform, nédmlich

(K || H) = L(traceK)(traceH) — itrace(K - H)

Die positivdefiniten H betrachten wir als die Vektoren im Vorwiértskegel; die negativde-
finiten sind die Vektoren des Riickwértskegels. Das Quadrupel (og, 01, 02, 03) betrachten
wir als eine orthochrone positiv gerichtete Orthonormalbasis von (]HI, det(-)). Das passt,
weil die Matrix mit den Eintrégen (U,- [ O’j) in der Tat die Lorentzmatrix D, ist. Die
Pauli-Matrizen haben die Spur 0, und wegen o,0; + 0;0; = 0 auch ihre Produkte. Die
Quadrate ajz sind die Einheitsmatrix sind, und haben somit die Spur = 2.

Zu jeder unimodularen Matrix A € SL(2,C) assoziieren wir einen Vektorraumauto-
morphismus des speziellen Minkowskiraums (]I-]I, det(-)):

va: H— H; pa(H) = AHA".
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Die ¢4 erhalten die Minkowski-Form; denn wegen det A = 1 gilt fiir alle H
q(pa(H)) =det AHA* =det H = q(H).

Jede Abbildung ¢ 4 bildet den Vorwértskegel auf den Vorwértskegel ab. Die Menge SL(2, C)
ist zusammenhéngend; daher haben alle Automorphismen ¢4 dieselbe Orientierung, und
zwar (wie die Identitétsabbildung) positive Orientierung.

Satz 1.4.2. Die Zuordnung A —— pa(:) = A(-)A* liefert einen injektiven Gruppenho-
momorphismus der speziellen linearen Gruppe in die Gruppe El der orthochronen positiv-
orientierten linearen Isometrien des speziellen Minkowskiraums (]HI, det(-)) :

d: SL(2,C) > A+ pa€ L.

Beweis 1.4.1. Die Einheitsmatrix wird auf die Identititabbildung idy abgebildet, und es
qgilt
wp(pa(H)) = BAHA™B® = (BA)H(BA)" = pap(H).

Wir bestimmen den Kern von ®, d.h. die Menge derjenigen Matrizen A, fiir welche gilt
wa = idg. Wenn pa(og) = 09, dann heisst das, dass A unitir ist: AA* = E, A =
(%Y) mit |a|* + |b|* = 1. Aus @a(0.) = 0. ergibt sich |a]* =1, b= 0. Der Kern ist also

{+E}.

Wenn wir zeigen, dass ® surjektiv ist , dann haben wir gezeigt, dass ® der gewiinschte
Isomorphismus ist.— Wir stellen diese Aufgabe noch etwas zuriick.

Die Wirkung der ¢, auf den Lichtkegel des Raums (H, det(-)).

Fiir jedes reelle d gilt pa(d- H) = d - pa(H). Wir wollen im Folgenden zwei hermitische
Matrizen als dquivalent betrachten, wenn sie sich nur um einen reellen Faktor d # 0
unterscheiden; und wir wollen die ¢, als Bijektionen des Raums der Aquivalenzklassen
verstehen.

Satz 1.4.3.

Es set H eine hermitische Matrix vom Rang 1, die nicht von der Form d - <(1) 8) 15t.

Dann ezistieren d € R\ {0} und z € C, sodass

H=d- (i) (2, 1) =d- (@2 i)

Wenn A irgendeine nichtsinguldre Matrix ist, dann ezistiert e € R\ {0}, sodass

w

1

_ : (112 + 12
AHA =e- (w, 1) mit w= =—.
e ( ) (w, 1) mit w=pa(z) P
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Beweis. Nehmen wir an, dass H in der rechten unteren Ecke den Eintrag d # 0 hat.
Diesen Faktor ziehen wir vor, sodass jetzt in der rechten unteren Ecke die 1 steht. In
den Positionen ausserhalb der Diagonale stehen z und zZ. Aus det H = 0 ergibt sich der
Eintrag |z|? in der linken oberen Ecke.

Wir kénnen den Ausnahmefall integrieren, indem wir zu Aquivalenzklassen tibergehen

und beachten )
z _

Der Ausnahmefall entspricht dann dem unendlichfernen Punkt z = oo € C.

Wir setzen p(oo) = o und  pa(Z) = 0o, wenn ag Z + ag = 0.

N

So haben wir eine Bijektion py : C — C. Und es gilt up(pa(-)) = pp.a(:).

Die p 4 sind die Mébiusabbildungen, mit denen wir uns frither ausfiihrlich beschéftigt
haben. Wie wir hier sehen, treten sie auf, wenn man die Automorphismen ¢ 4 auf die Men-
ge Q der Aquivalenzklassen der hermitischen Matrizen vom Rang 1 ‘einschriinkt’. — Wir
werden iibrigens () spéter als die Menge der ‘unendlichfernen’ Punkte des hyperbolischen
Raums deuten.

Es ist klar, und wir haben das auch schon frither diskutiert, dass die Abbildung
eine Matrix A € SL(2, C) bis auf den Faktor 1 festlegt.

Wir haben hier eine Bijektion {2 «— C konstruiert. Die w entsprechen den Strahlen
im Lichtkegel. Und das bedeutet in Verbindung mit der (noch nicht bewiesenen) Sur-
jektivitdat von ®: Die Wirkung der eigentlichen Lorentztransformationen ist die Wirkung
der Mobiustransformationen und die Gruppe die eigentlichen Lorentztransformationen ist
durch ihre Wirkung auf der Menge €2 der Lichtstrahlen eindeutig bestimmt ist.

Man bedenke: Bei der tiblichen Weise, Gerade w im Raum der 4-Spalten (d. h. Koordi-
naten in einem Inertialsystem) zu beschreiben, ist die Wirkung der durch 4 x 4-Matrizen
préasentierten Lorentztransformationen weniger transparent: Die Standardbasis in H ver-
bindet namlich die Zahl z = u + 4v mit einer 4-Spalte, wie folgt

u? + v+ 1
<z)(z 1):<\z|2 z):(u2+02 u—i—iv)(_)l 2u
1 ’ z 1 U — W 1 2 —2v
w402 -1

Zur Befestigung der eben gewonnenen Einsichten wollen wir die Eigenschaften des
speziellen Minkowskiraums (H, ( -||- )) noch einmal von Grund auf entwickeln.

Sprechweise 1.4.2 (Standard-Minkowski-Raum).

Den vierdimensionalen reellen Vektorraum H der hermitischen 2 x 2-Matrizen mit der
Bilinearform ( H || K ) = i(traceH)(traceK) — Ltrace(HK) nennen wir den
Standard-Minkowski-Raum, wenn wie oben die Menge der positivdefiniten Matrizen als
der Vorwirtskegel ausgezeichnet ist. Das Quadrupel (E,0,,0,,0,) heisst die Stan-
dardbasis von H.  Das Tripel der Pauli-Matrizen (o, 0y, 0,) nennen wir die Standard-
basis des Raums Hy der spurlosen hermitischen Matrizen.
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Ein Quadrupel (Hy, Hy, Hy, H3) heisst eine orthochrone Orthonormalbasis, wenn Hy
positiv definit ist und (H; || Hj )ij =D, (‘Lorentzmatrix').

Die ‘Standardbasis’ ist in der Tat eine orthochrone Orthonormalbasis. Es gilt ndmlich
trace = 2 und daher ( E || E ) =1.22-1.2 =1 Ein H ist genau dann orthogonal
zuFE (d h (E| E)=0), wenn traceH = 0. Die Pauli-Matrizen sind orthogonal zu E.
Sie haben die ‘Norm’ —1  (d. h. (o; ||]o; ) = —1) , und sie sind paarweise zueinander
orthogonal.

Satz 1.4.4 (Die Determinante als quadratische Form auf H).
Zu jedem H € H existiert eine unitire Matrixz U, sodass U*HU eine Diagonalmatriz ist.
Die Diagonaleintrdge sind die Eigenwerte A\, p. Es gilt

trace H = trace U"HU = X\ + p; trace H* = trace (U*HU)? = \* + 1i%;
(H||H)=XA+p)?—3(N+p°)=X-p= detH.

Fiir jede Matriz A € SL(2,C) gilt
(AHA* | AHA* ) = det(AHA") = det H = (H || H ) fir alle H € H,
und wegen der Bilinearitit der Form auch ( AHA* || AKA* )= ( H || K) fir alle H, K.

Satz 1.4.5 (‘Zeitartige’ Vektoren in H).

FEin H mit det H > 0 (man spricht von einem zeitartigen Vektor) ist entweder positivdefi-
nit oder negativdefinit. Wenn H positiv definit ist, dann gibt es genau eine positivdefinite
Matriz A mit (A)> = AA* = H. Ist A = AU mit U unitir, dann gilt AA* = H.
Umgekehrt: Wenn A eine Matriz ist mit AA* = H, dann ist A~'A unitdr.

Satz 1.4.6 (Orthonormaler Koordinatenwechsel im Standard- Minkowskiraum (H, det(-))).

Ist (Hy, Hy, Hy, Hj3) eine orthochrone Orthonormalbasis, dann existiert eine Matriz
A, sodass (AHyA*, AH,A*, AH,A* AH3A*) entweder die Standardbasis ist oder aber
die Basis (09,04, —0y,0,). Die transformierende Matriz A ist bis auf das Vorzeichen
eindeutig bestimmt.

(Im erstgenannten Fall nennt man (Hy, H;, Hs, Hj) eine positivorientierte ortho-
chrone Orthonormalbasis, im zweiten Fall eine negativ orientierte orthochrone Orthonor-
malbasis)

Beweis. Wihlen wir ein Ay sodass AgHoAjy = E. Die Matrizen —AoH;Af, 1 = 1,2,3,
sind dann spurlose Matrizen, die paarweise zueinander orthogonal sind. Sie haben allesamt
die Eigenwerte +1 und —1. Wihlen wir eine unitire Matriz sodass U(AgH3Ay)U* = o,.
Mit Al = UAO ist dann (Ko, Kl, KQ, K3) = (AlH()A){, AIHIA; AlHQAT,AngAT>
eine orthochrone Orthonormalbasis mit Ko = E, K3 = o,. Die Elemente Ky, Ky sind
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sowohl zu E als auch zu o, senkrecht. Das impliziert, dass ihre Diagonaleintrige ver-
schwinden; denn trace (Ko,) ist die Differenz der Diagonaleintrige von K. Ausserdem
gilt 0 = ( Ky || Ky ) = —3trace (K K>).

0 e 0 € eile=h) 0
Kl = (6—ia 0 ) K2 = (e—i,@ 0 ) ; 0 = trace ( 0 e—i(a—ﬁ)

Aus 0 = e'@=F) =8 = 2 cos(a — 3) gewinnen wir a — = £L +k-m; € = +i- €.
Wir betrachten die orthochrone Orthonormalbasis (K}, Ki, Kj, K}) mit K] = A K; A
mit der Diagonalmatriz A, mit den Diagonaleintragen e="/? und e'*/?. Offenbar gilt
Kj=Ky=FE, K;=K}=o0,, sowie im ersten Fall

Kl — e—ia/2 0 0 eia 6ia/2 0 B 01 B
1= 0 gia/2 ) "\ g=ia g | 0 e2)=\1 o) Og.
—ia/2 0 0 _ i i ia/2 0 0 —1
;7 e ) ' 1€ ) e ' _ 1 _
K2 - ( 0 eioe/2) (Z . el 0 ) ( 0 e—za/2) (Z 0 ) Oy.

Im zweiten Fall erhalten wir die orthochrone Orthonormalbasis (E, o,,—0,, 0,). In die-
sem Fall gibt es keine Matriz A mit AA* = E, Ao, A* = o,, und Aoy A* = o,, Ao, A* =
oy. Die Annahme einer die Positionen vertauschenden Matriz A fiihrt zum Widerspruch:
Wegen 0,0y =1 -0, = —0,0, haben wir ndmlich

i-0,=A(i-0,)A" = Ao,0 A" = (Ao, A") (Ao, A") # oy0, = —i - 0.

Das Ergebnis soll nun noch in einer etwas anderen Sprache formuliert werden. Zuerst
erinnern wir an die klassische Beschreibung von Basiswechseln; es geht hier um reelle
4 x 4-Matrizen:

Zu jedem Wechsel von einer (orthochronen) ONB zu einer (orthochronen) ONB gibt
genau eine 4 x 4-Matrix L = L?, sodass L' - D, - L = D, und

(H07 H17 H27 H3) & (K07 K17 K27 K3) = (H()? H17 H27 H3)L@7 KJ = ZHleﬁ
Es gibt zweierlei Basiswechsel ¢ von einer orthochronen ONB eines Minkowskiraums
(M, (-[])) zu einer anderen orthochronen ONB, die eigentlichen und die uneigentlichen.

Die eigentlichen orthochronen Basiswechsel sind gekennzeichnet durch % > 0, det L > 0.
In dem, was wir bewiesen haben, geht es um komplexe 2 x 2-Matrizen:

Satz 1.4.7. Zu jedem eigentlichen Basiswechsel im Standard-Minkowski-Raum (H, (-||-))
der hermitischen 2 x 2-Matrizen gibt es genau zwei unimodulare Matrizen £A, sodass

(Hy, Hy, Hy, H3) 2% (Ko, K1, Ky, K3),  K;=AH;A".
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Unbewegte Beobachter

Wenn zwei orthochrone ONB eines Minkowskiraums (M, ( |- )) denselben zeitartigen
Vektor enthalten, dann bedeutet das, dass sich die entsprechenden Beobachter einig sind,
was gleichzeitige Ereignisse sind. Die gleichzeitigen Ereignisse bilden einen dreidimensio-
nalen euklidischen Raum, in welchem fiir beide Beobachter die zeitartigen Basisvektoren
eine ONB bilden. Der Koordinatenwechsel ¢ ist (nach der klassischen Auffassung) durch
eine Matrix M¥ € SO(3,R) gegeben. Diese 3 x 3-Matrix erscheint als rechte untere Teil-
matrix in der Lorentzmatrix L¥.

Im speziellen Raum (H, ( -||- )) wollen wir annehmen, dass der fiir beide Beobachter
gemeinsame zeitartige Vektor die Einheitsmatrix ist. Und wir wollen die obige Konstruk-
tion gegen die klassische Auffassung vom Koordinatenwechsel in einem dreidimensionalen
euklidischen Raum stellen. Da der Vektor E festbleiben soll, AEA* = E ist unsere Ko-
ordinatentransformation H —— AHA* durch eine unimodulare unitdre Matrix A = U
gegeben.

KZ’ = UHZU*, und andererseits (K1> KQ, Kg) = (H1> HQ, Hg) - M?.

Beide Tripel sind ONB im euklidischen Raum (Hy, 1/— det(-)). Der Ubergang von U =
U% = (%) (mit |a]*+|b]> = 1) zur reellen 3 x 3-Matrix M = M* heisst in der Literatur
die Cayley-Parametrisierung der Gruppe SO(3,R). FU? «w LP.
a b :L’3 flfl — ’ix2 a —b 1 9 3
boa) i e )5 o )TV oY
y! 21
und andererseits gilt mit L = LY y? | =L | 2?
% e

Die Sachlage ist besonders iibersichtlich, wenn sich die Beobachter auch noch iiber
den dritten Basisvektor (die ‘z-Achse’) einig sind. Der Basiswechsel entspricht dann einer

Drehung um eben diese ‘z-Achse’. Fiir eine unitire Matrix bedeutet namlich Uo,U* = o,
eior/2

0 ot /2> Fiir diese Diagonal-

oder o,Uc, = U, dass U eine Diagonalmatrix ist: U = (

matrix erhalten wir mit

Uo,U* =o0,cos o — 0y sina, Uo,U" = oysina + 0, cosa
y! cosa  sina 0 !
U(Z o; U = ZU" Yy’ mit v’ | = [ —sina cosa 0] - [ 22
e 0 0 1 3
Unsere Matrix U liefert also die Drehung um den Winkel «.
Satz 1.4.8.
Zu jedem positiv orientierten Basiswechsel im euklidischen Raum (Ho, +/—det(-)) der

spurlosen hermitischen 2 x 2-Matrizen gibt es genau zwei unitdire Matrizen +U, sodass

(h'17 h’27 h’3) & (klu k27 k3)7 kZ:UhZU*
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Einschub: Quaternionen fiir den Kalkiil der Drehungen

Eine Lorentztransformation heisst eine Drehung, wenn sie einen zeitartigen Vektor festlésst.
Fiir die fiir die Drehungen relevanten Matrizen wollen wir jetzt einen bequemen Kalkiil
entwickeln. Die Grundlage fiir den Kalkiil ist die Erkenntnis, dass die Matrizen

1 1 1
j = =0y, k = _.O-ya 1 = <0,
7 7 7

sowohl schiefhermitisch als auch unitér sind. Es zeigt sich, dass wir sie in einer 6konomi-

schen Weise zusammenbringen kann. Beide Typen von Matrizen passen in den vierdimen-
sionalen reellen Vektorraum der reellen Linearkombinationen

(G”:{q:a0e+a1j+a1k+agl:a0-ao+a1-%UI%—ag-%ay%—ag-%az}.

Die Elemente sind die Matrizen der Form _aB 2 ; und das sind gerade die reellen

Vielfachen der unitiaren Matrizen. Man schreibt manchmal

1
G =[oo) ® = -Hp im Gegensatz zu  H = [09] & Hp.
i

Wir holen weiter aus: Bei G” handelt es sich um ein (im Matrizenkalkiil konkretisiertes)
Modell des Schiefkorpers der Hamilton’schen Quaternionen. Wie man diesen Schiefkorper
in der Algebra abstrakt definiert, werden wir gleich im Anschluss sehen. Zuerst bringen wir
Ordnung in die Bezeichnungsweisen. Einselemente treten im Folgenden in verschiedenen
Umgebungen auf, und sie sollen moglichst zur Umgebung passend bezeichnet werden:

Notation.

e £ = E, oder e bezeichnet die Gruppeneins in der Gruppe SL(2,C) oder auch in
der Untergruppe SU(2,C). E wird spéter auch die Eins im Ring aller komplexen
2 x 2-Matrizen bezeichnen.

e 0y ist der ausgezeichnete zeitartige Vektor im Standard-Minkowski-Raum (H, (-[|-)).
o0 ist hier also wirklich die Einheitsmatrix.

e e bezeichnet das Einselement im Schieftkorper der Quaternionen (G, +, ) Nur fiir
die Standarddarstellung G kénnte man mit gutem Recht identifizieren: e = 0y = E.

Definition 1.2 (Der Raum der Quaternionen (G,+,-,*, | - |))-
Es sei G ein vierdimensionaler reeller Vektorraum mit ausgezeichneter Basis (e, j, k, 1).
Es sei eine den Distributivgesetzen geniigende Multiplikation definiert, sodass e das Eins-
element ist und fiir die {ibrigen Basiselemente gilt

j2:k2:l2:—e,

jk=1=-kj kl=j=-1k 1j=k=-jl

@ Prof. Dr. H. Dinges, Geometrie fiir Anfinger (WS 2009/10), 24. April 2010



1.4 : Lorentztransformationen. Quaternionen fiir die Drehungen. 31

Fiir ein Quaternion q = age + aj + ask + azl sei definiert

q" = ape — a1j — ask —agl  (das konjugierte Quaternion) und

lall = \/a% +a?+a2+a2 (die Norm).

Das System heisst dann der Schiefkérper der Quaternionen.

Es zeigt sich, dass das System der Quaternionen alle Eigenschaften eines Koérpers
mit Ausnahme der Kommutativitéit der Multiplikation besitzt. Insbesondere besitzt jedes
Element # 0 eine multiplikative Inverse. Die Konstruktion von G liefert einen schnellen
Beweis fiir das Assoziativgesetz.

Satz 1.4.9. Der Vektorraumisomorphismus
o:(G,+,*) — (G, +,-,%) age+arj+ask+azl — ag-oo+ar-to,+ario,tasto..
hat die Figenschaften
1. Fir das zu q konjugierte Quaternion gilt o(q*) = o(q)* (hermitische Konjugation),
2. fiir das Produkt gilt o(q-r) = o(q) - o(r) (Matrizenmultiplikation).

Dies zeigt, dass die Multiplikation in G assoziativ ist und dass die Konjugation die
Reihenfolge der Faktoren umkehrt: (q - r)* = r* - q*. Wir miissen uns lediglich mit den
Normen und den Bilinearformen in den verschiedenen Raumen befassen. Die Bilinearform
zur Hilbertraumnorm bezeichnen wir mit ( - | - ), zur Unterscheidung von der Bilinearform
(+]]-) im Minkowskiraum.

Sprechweisen und einfache Bemerkungen

1. Die q € G mit ||q|| = 1 nennen wir die Einheitsquaternionen oder auch die normier-
ten Quaternionen. Fiir jedes q gilt q - q* = ||q||* - e; éﬁ ist also ein normiertes

q
Quaternion. Wir beniitzen auch den Ausdruck unitdres Quaternion wegen

a b .
lall =1 += ofa) € 5UQ) > ofa)= (% 2} wita+ P =1

Die Standardbasis (e, j, k, 1) ist eine Orthonormalbasis des vierdimensionalen
euklidischen Raums (G, | - |).

2. Die g mit q = —q* nennen wir die reinen Quaternionen oder auch die Quaternionen
ohne reellen Anteil. (Gy, || - ||) bezeichnet den dreidimensionalen euklidischen Raum
der reinen Quaternionen.

1
qc€ Gy < ~0(q) € Hy (hermitisch spurlos) <= det o(q) = —||q|*.
i

@ Prof. Dr. H. Dinges, Geometrie fiir Anfinger (WS 2009/10), 24. April 2010



32 Komplexe 2 x 2-Matrizen und nichteuklidische Geometrie. Geometrie fiir Anfanger

3. Fiir q,r € Go gilt ||q-r|| = |q] - [|r]|, sowie qlr <= q-r+r-q=0.
In der Tat gilt wegen q* = [|q||* - (—e) und 2 (qfr) = [lq +r[|* — [la||* — [Ir[*

2-(qr)(—e)=(q+r1)> —g*—r*=q-r+r-q.
lall - r]*-e=(a-r)(q-r)*=q-r-r*-q" = ||q|*|r]*-e

4. Jedes q € G besitzt eine eindeutige Zerlegung q = 7(q) - € + s mit s € Gy.

Hierbei ist 7(q) = 3trace o(q), |[|s||* = |lq||* — |7(q)

=3 2.

7(q)-e=3(a+q")
5. Es seien q,r € Gy mit ||q]| = 1 = ||r||. Es existieren dann in eindeutiger Weise
a € [0, m) und s € Gy mit ||s|| =1, sodass q-r = cos «a-(—e)+sin «a-s.

(a1j + ask+asl) - (bij + bok + b31) =
= (Cllbl + Cl2b2 + agbg)(—e) + (agbg — ang) J + (&361 — &1[)3) -k + (alb2 _ a2b1) .1

Bei einem sorgfaltigen Verstéindnis der Orientierung ist die Zahl « als der Winkel zwischen
q und r zu interpretieren. Dabei ist fiir cos a die Reihenfolge der Faktoren irrelevant.

q-r+r-q=q-r+(q-r)"  =2-cosa(—e).
Bei der Vertauschung der Faktoren kehrt sich das Vorzeichen von sin « - s um.
q-r—-r-q=q-r—(q-r) =2-sina-s.

Diese Formel zeigt nun schnell, dass s zu q und r orthogonal ist; denn q? ist ein Vielfaches
der Identitdat und

q-s+s-q=0 wegen q-(q-r—r-q)+(q-r—r-q)-q=0.

Ebenso folgt s_Lr.

Hinweis: In der (veralteten!) Vektoranalysis definierte man das Vektorprodukt fiir
Vektoren im orientierten dreidimensionalen ‘Anschauungsraum’. In dieser Tradition hétte
man notiert g X r = |sin o - s, und man hétte gesagt, dass (q,r,s) ein positiv orientiertes
Dreibein mit dem Volumen |sin «| ist. Weiter hétte man gesagt: ,,Man gewinnt r aus
q, indem man um die Achse s im positiven Sinn um den Winkel a weiterdreht.*

In dieser Sprechweise héitte man zum Beispiel gesagt: Da  j-k = 1; oder ausfiihrlich
J-k = I=sina-1 mit @ = 7. kann man sagen: ,man gewinnt k, indem man j um den
Winkel 90° im positiven Sinn um die z-Achse dreht*.

Diese Interpretation der (reinen!) Quaternionen ist aber, wie gesagt, veraltet.

Der bessere Kalkiil der Drehungen, den wir hier jetzt entwickeln wollen, ist der in
letzter Zeit (vor allem im Zusammenhang mit der sog. Robotik) sehr populédr geworden.
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Notation 1.1. Es sei s € Gy mit ||s|| = 1 und o € R/(0, 27).
Zum normierten Quaternion s,/, = cos (a/2)e+sin (a/2)-s definiert man die Abbildung

Xew ! (Gl 1) — @l I): @ s asie

und man nennt sie die Drehung um den Winkel o um die gerichtete Achse s in Quater-
nionenschreibweise.

Wenn man die Achse umorientiert, s +— —s, und gleichzeitig das Vorzeichen des
Winkels dndert, a — —a, dann ergibt sich dieselbe Drehung. Man beachte auch s, = —e;
und s, ist genau dann die Identitédtsabbildung, wenn « ein ganzzahliges Vielfaches von 27
ist. Zur Identitdtsabbildung gibt es keine wohlbestimmte Achse; die Identitdtsabbildung
ist der Grenzfall x.. Jede andere Drehung bestimmt die Achse s bis aufs Vorzeichen.

Zu den Interpretationen von s € Gg als Drehachse und « als Drehwinkel sagen wir
gleich mehr. Zunéchst stellen wir fest, dass jedes Einheitsquaternion p eine orientierungs-
erhaltende Isometrie y liefert:

x(a) = xp(a) =pP-q-p".
Es gilt ndmlich x(q)* = x(q*) = —x(q) und x(q-r) = x(q) - x(r), insbesondere
i=x0(), K=xk), I'=xl) = j-K=I
Ix(@)*-e=x(a)x(@* =p-a-p"-p-q" P =x(a-q)=|lql*-e
Sei p = cos (a/2) - e +sin («/2) - s.

e Der von s aufgespannte Teilraum V' C Gy, bleibt fest unter der Abbildung xp(-),
weil s mit p kommutiert.

e Der zweidimensionale Orthogonalraum V-+ wird um den Winkel o gedreht.
Fiir q € V* gilt nidmlich wegen q-s+s-q =0
p-q-p* = (cos (a/2)e +sin (o/2)s) - q - (cos (a/2)e —sin (a/2)s)
= (cos (a/2)e +sin (a/2)s) - (cos («/2)e +sin (a/2)s) - q
= ((C082 (a/2) —sin® («/2)s) -e + 2 - cos (a/2) - sin (o/2) - s) -q
=cos a-q+sin a-r,

wo r = s - q der Vektor ist, welcher (q,r,s) zu einer positiv gerichteten ONB macht.
Dieselbe Rechnung ergibt fiir das Bild des Vektors r = s - q (rLs) wegen sr = ssq = —q
p-r-p"=(cos a-e+sin a-s)-r=cos a-r—sin a-q.

Die hier konstruierte Darstellung der Drehungen durch die normierten Quaternionen
ist deswegen bei den Anwendern sehr beliebt, weil einerseits das Hintereinanderschalten
leicht zu rechnen ist und andererseits Drehachsen und Drehwinkel am Resultat direkt
abzulesen sind.
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Beispiel (Drehungen des Einheitswiirfels):

Wir machen zuerst eine 90°-Drehung um die z-Achse  (x1 = xp, mit p; = %e + %1)

(Es gilt cos 45° = % = sin 45°). Darauf machen wir eine 90°-Drehung um die y-Achse
(X2 = Xp, mit P2 = 5€ + 75k).
Es entsteht eine Drehung x(-) = x2(X1(*)) = Xps-p: (+)- Das resultierende Quaternion ist

p=i(etk)e+])=1le+ @s mit s = %(J +k+1), und das ist wegen cos 60° = 1 eine
120°-Grad-Drehung um die Raumdiagonale im (+ + +)-Oktanten.

Schliessen wir noch eine 180°-Drehung um eine Seitendiagonale an.  (x3 = xp, mit
ps = %(j%—k) Es ergibt sich die 270°-Drehung um die x-Achse; denn yzoxz0x1(:) = xx(+).

mit r = p3 - (e—i—,]—i—k—i—l)—2f( 2e + 2j).

Die Exponentialabbildung spielt bekanntlich eine wichtige Rolle im Matrizenkalkiil.
Man kann sie auch bei den Quaternionen ins Spiel bringen: Fiir ein reines Einheitsqua-
ternion s (s* = —s, s? = —e) erhalten wir

exp(ﬁs) =e+ s + 21, (Bs)? + é(ﬂs)‘g
e (1= 3P+ 40 ) + s (B HF+ 55— )
zcosﬁ e +sin 3-s.

Man kann also die Drehungen in der Form sq/2(-)s} , = exp(a/2 - s)(-)exp(a/2 - s¥)
schreiben.

In dieser Notation wird deutlich, dass es sich bei festem s um die ‘einparametrige
Gruppe’ der gleichférmigen Drehungen um die ‘Achse’ s handelt. Man kann « als Zeitpa-
rameter deuten. Fiir ||s|| = 1 erhalten wir die gleichférmigen Drehung um die Achse s, mit
Winkelgeschwindigkeit = 1 und positiv gerichtet im Bezug auf die Achse. Fixiert bleiben
namlich die Vektoren auf der von s erzeugten Achse; und es sind genau die o = k - 27, fiir
welche die Transformation s,( - )s die Identitét ergibt.

Die gleichférmigen Drehbewegungen bilden bekanntlich einen dreidimensionalen Vek-
torraum. Die ‘Generatoren’ oder ‘Winkelgeschwindigkeiten’ oder °Dralls’ sind (in dem
hier entwickelten Kalkiil) die reinen Quaternionen s. Linearkombinationen der reinen Qua-
ternionen bedeuten Uberlagerungen der gleichformigen Drehbewegungen.— Wir werden
in allgemeinerem Rahmen mehr iiber die Exponentialabbildung zu sagen haben.

Fiir die effektive Drehung eines reinen Quaternions q € Gy in der Zeitspanne t gilt

Di(q) = exp(t/2-s)-q-exp(—t/2-s) =
= (cos (t/2lsl) -+ sin ¢/201s]) - 1) - @ (cos (¢/2sl) e = sim (1/2]s]) - )
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1.5 Der hyperbolische Raum und seine Tangentialrdume

Wir gehen hier nochmals von einem Minkowskiraum (M, (+||)) aus; und wir gelangen dann
durch die Konstruktion einer Semimetrik zum hyperbolischen Raum (Hpr, df-, ))

Ein Beobachter (), der sich in seinem Inertialsystem in Ruhe befindet, definiert im
Minkowskiraum eine zeitartige Gerade, ndmlich die Gerade, die von dem zeitartigen Ein-
heitsvektor ug in seiner Orthogonalbasis aufgespannt wird. Man sagt manchmal, dass
der Beobachter sich entlang dieser Geraden bewegt. (Wir konnen die Eigenzeit als eine
natiirliche Parametrisierung dieser Geraden ansehen.) Zu einem zweiten Beobachter P
gehort ein zweiter zeitartiger Einheitsvektor. Wir wollen uns jetzt mit Paaren zeitartiger
Vektoren und den von ihnen aufgespannten Ebenen L, beschéftigen. Eine solche ‘Ebene’
ist als die ‘Verbindungsgerade’ der Punkte P, () im hyperbolischen Raum zu verstehen.

Satz 1.5.1 (Umgekehrte Schwarz’sche Ungleichung).
Es seien ug, vo Vektoren im Vorwirtskegel des Minkowskiraums (M, (|- )). Es gilt dann

(uo[vo) > v/ (uol[ue)v/(vol[vo)-
Gleichheit gilt nur, wenn die Vektoren zueinander proportional sind.

Beweis. Die Ungleichung gilt auch, wenn die Vektoren beide im Riickwdrtskegel liegen.
Wenn sie in entgegengesetzten Kegeln liegen, muss das Vorzeichen korrigiert werden.
Wenn die Vektoren micht proportional sind, dann spannen sie eine Ebene Lo auf, welche
auch raumartige Vektoren enthdlt. Die quadratische Funktion

(g +t - vollug + - vo) = (ugflug) + 2¢ - (ugl[vo) +#* - (vol[vo) = a +2tb+tc  fir teR

nimmt beide Vorzeichen an, und das bedeutet b> —ac > 0. Man bemerke: Eine merkwiirdige
Konsequenz ist die ‘verkehrte Dreiecksungleichung’ ||[ug + vol| > [|Juoll + [|voll-

Definition 1.3 (Hyperbolischer Abstand).
Es seien u, v Vektoren im Vorwéirtskegel und P, () die von ihnen aufgespannten eindi-
mensionalen Vektorrdaume Wir schreiben

(uv) = V/(ul[u) - \/(v]}v) - coshw,

und nennen d(P, Q) = |w| den (hyperbolischen) Abstand von P und Q.

Notation 1.2.

Mit M, bezeichnen wir den Vorwiértskegel als konvexe Teilmenge des Minkowskiraums
M. Mit (Hpr, d(-, )) bezeichnen wir den metrischen Raum der zeitartigen eindimensio-
nalen Teilvektorrdume.
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Die Definition findet ihre Berechtigung darin, dass d(-,-) im Raum Hypy der zeitar-
tigen eindimensionalen Teilvektorrdume tatséchlich die Eigenschaften einer Metrik hat.
Die kritische Eigenschaft ist die Dreiecksungleichung, die wir sofort beweisen werden. Es
wird bequem sein, mit den Vektoren im Minkowskiraum zu rechnen. Wir definieren

cosh d(u,v) = (uflv) fiir Vektoren im Vorwértskegel M,

V(uflu) -/ (v]v)

Fiir andere Paare von Vektoren bleibt die ‘hyperbolische Distanz’ undefiniert.

Wir werden sehen: Die hyperbolische Distanz ist eine Semi-Metrik auf dem Vorwérts-
kegel M., die zu einer Metrik wird, wenn man zu Aquivalenzklassen im Sinne der pro-
jektiven Geometrie {ibergeht.

Hyperbolische Dreieckslehre

Satz 1.5.2 (Dreiecksungleichung). Es seien u, v, w Vektoren im Vorwdrtskegel und
P, Q, R die aufgespannten Vektorrdume. Es gilt dann

d(P, R) < d(P, Q)+d(Q, R).

Gleichheit gilt genau dann wenn fir nichtnegative a,b gilt v . =a-u+0b-w.
(Wir sagen in diesem Fall, dass Q auf der Verbindungsstrecke von P und R liegt.)

Beweis 1.5.1. Wir kinnen annehmen, dass die Vektoren normiert sind. Wir bezeichnen
w1 = d(Q> P) = d(v,u), w2 = d(Q> R) = d(V,W).

In dem von u, v aufgespannten Vektorraum Lo gibt es genau zwei auf v ‘orthogonale’ Fin-
heitsvektoren, +u,.Es handelt sich um raumartige Einheitsvektoren: (u;||uy) = —1. Wir
beweisen u = cosh wy-vaEsinh wy-u;. Dau ein normierter Vektor im Raum Lg ist, gilt

u=a-vtb-u mit 1= (ullu)=a*—-0b* und

b =0h-wlb-w)=u—-a-v|ju—a-v)=1+a*>—2a-(u||v); 2a-(u|v)=2d"

Wir wdihlen das vy so, dass das +-Zeichen gilt. In der gleichen Weise konstruieren wir
wy in der von v, w aufgespannten Ebene Li; und wir erhalten

w = cosh wy-Vv +sinh wy - wy

Die Vektoren uy,wy liegen im Orthogonalraum von v. Und der trdgt eine euklidische
Metrik. Der eingeschlossene Winkel sei o (uy | wi) = —(uy||wy) = cos . Wir beweisen

(ul]|lw) = cosh w; -coshws — sinh wy -sinhwy - cos «

In der Tat gilt (uf|w) = (cosh w; - v +sinh wy-uy || cosh wy-v+sinh wy - wy)
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Der hyperbolische Cosinus ist auf der positiven Halbachse ansteigend. Die Dreiecks-
ungleichung wy + wy > d(P, R) ist daher dquivalent mit der Aussage cosh (wy + wq) >
cosh d(P, R) = (u||w). Diese Ungleichung ergibt sich mit Hilfe des Additionstheorems fiir
den hyperbolischen Cosinus: cosh (w1 +wq) = cosh wy - coshwy + sinh wy - sinh ws.
Im Extremfall o = 0,cos o = 1 gilt u; = wy; und wir erhalten d(P, R) = |d(P, Q) —
d(Q, R)|. Entsprechend ergibt sich d(P, R) = d(P, Q)+d(Q, R) fir a = m,cos a = —1.

Die Dreiecksungleichung wird also genau dann zu einer Gleichung, wenn P, (), R kolli-
near sind mit () zwischen P und R. Die Metrik kann somit als Kriterium fiir Kollinearitét
dienen. Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist die Verbindungsstrecke. Entlang der
Verbindungsstrecke addieren sich die Abstédnde.

Sprechweise 1.5.1 (Die Richtungen im Punkt Q).

Es seien Q, P € Hypwu, dargestellt durch Einheitsvektoren v bzw. u im Vorwéartskegel.
Es sei d(P, Q) = w. Es gibt genau einen zu v orthogonalen Einheitsvektor u;  ((v|ju;) =
0, (wlu;)=—1), sodass u=v-coshw+ u; -sinhw.

Wir sagen in diesem Fall, dass P im Abstand w von @ in der Richtung u; liegt.

Bemerke: Die Menge der moglichen von @ (oder u) ausgehenden Richtungen ist die
Einheitssphére im Orthogonalraum von v. Im Raum der von () ausgehenden Richtungen
haben wir eine euklidische Winkelmessung.

Was wir bewiesen haben, ist der

Satz 1.5.3 (Hyperbolischer Cosinussatz). Seien A(P,Q, R) ein Dreieck mit dem Winkel
a bei Q. Fir die Seitenlingen wy = d(P,Q), ws = d(R,Q), w=d(P, R) gilt dann

€= Cy— 81+ 8o+ COSQL.
wobei ¢ = coshw, ¢ =coshw;, ¢y =coshwsy, s =sinhw;, sy =sinhws.
Ihm entspricht in der euklidischen Geometrie der Satz:
I = y[I* = lIx[I* + [y [I* = [Ix] - [ly[| - cos a.

Und dieser vertraute Satz approximiert unsere Formel fiir kleine Seitenlédngen:

1 1 1
T+ -w?~ (14 -w?) (1 + Zws) —wy - wy - cosa,
2 2 2
Wir wollen die Aussage noch etwas weiter verfolgen. Auf der durch Q und P bestimmten
Geraden gibt es noch einen weiteren Punkt P’ im Abstand w; von @. . Die beiden Punkte

sind repréasentiert durch die Einheitsvektoren

u =cosh w;-v+sinh wy-uy

u =cosh w; v —sinh w; - u
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Entsprechend sei R’ definiert. Das ‘Parallelogramm’ mit den Ecken P, R, P’, R’ hat die
Seitenldngen |w| = d(P, R) und |o'| = d(R, P’). Die Zahlen 2|w;| = d(P, P") und 2|ws| =
d(R, R') kbnnen wir als die Léngen der Diagonalen verstehen.

Die Abstiande der ‘Ecken’ P, P’ vom weiteren Punkt R haben wir oben berechnet.

cosh d(P, R) = cosh wy-coshws 4+ sinh w;-sinhws - cos «

cosh d(P',R) = cosh w;-coshwy, — sinh wy -sinhws - cos «
Addition ergibt den

Satz 1.5.4 (Hyperbolische Parallelogrammgleichung).
Mt den Bezeichnungen von oben gilt

cosh w+ cosh W' =2-cosh w; - coshws.
cosh d(P, R) + cosh (P',R) =2-cosh d(Q, P) - cosh (Q, R).

Fiir kleine w gilt coshw =1+ %uﬂ + O(w?). Die ‘hyperbolische Parallelogrammgleichung’
geht iiber in die euklidische Parallelogrammgleichung; denn

Q+i) + 1+ ~2- (1 + 20 (14 1wd), 2w+ 202 ~ d*(P, P) +d*(R, R).

Sprechweise 1.5.2. Die Punkte P, Q), R € Hypy seien reprisentiert durch die Einheits-
vektoren u,v,w € M, . Die raumartigen Einheitsvektoren u;, w; im Orthogonalraum
von v seien wie oben konstruiert. Wir nennen dann u;, w; die Richtungen der Schenkel
des Dreiecks A(P, @, R) im Eckpunkt Q). Die Zahl cos v = (uy, w;) heisst der Cosinus
des Winkels bei (). Wenn cos v = 0, dann sagt man, dass das Dreieck in () einen rechten
Winkel hat.

Satz 1.5.5. Im Fall eines bei Q) rechtwinkligen Dreiecks A(P,Q, R) gilt der hyperbolische
Satz des Pythagoras

coshd(P, R) = coshd(Q, P) - coshd(Q, R).

Daraus folgt offenbar fiir ‘kleine’ Dreiecke d(P, R)? ~ d(Q, P)* + d(Q, R)*.

Es gibt weitere bemerkenswerte hyperbolische Analoga zu vertrauten Konstruktionen
der eukliischen Geometrie: Die Differenz der obigen Abstandsformeln ergibt cosh d(P, R)—
cosh d(P',R) = —2cos «-sinh wy - sinhws, also

cosh d(P’, R) — cosh d(P,R)
2sinh d(Q, P)-sinhd(Q, R)

COS & =

Dies entspricht der Polarisierungskonstruktion fiir das euklidische Skalarprodukt

Ix+y|* =[x +y|> = 4xly) = 4-|x[ - [ly]* cosa.
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Bekanntlich ist in einem rechtwinkligen euklidischen Dreieck die Summe der beiden spitzen
Winkel ein rechter: o+ 3 = /2, cos 3 = sin a, cos? 3 + cos® o = 1.

In einem hyperbolischen Dreieck ist die Winkelsumme echt kleiner als zwei rechte
Winkel. Wir studieren sie fiir ein rechtwinkliges Dreieck. Wenn die Léngen der Katheten
nach oo streben, dann streben die Winkel nach 0.

Satz 1.5.6. Es sei A(P,Q, R) ein Dreieck mit einem rechten Winkel bei Q) und den
beiden spitzen Winkeln o, . Mit s = sinhd(P, R), s; = sinhd(P,Q), s; = sinhd(R, Q)
gilt dann
sty 51+ 85

s2 st si4stost
Beweis. Wir beniitzen die Abkiirzungen ¢ = coshd(P,R), ¢; = coshd(P,Q), co =
coshd(R, Q). Der hyperbolische Cosinussatz sagt uns

cos’ B+ cosla—1 =

C= (1" Co, Cl] =Cy+C— S2-S5-COSq, 02201'0—81'8'C086,
s-cosa=—(cy-Cc—c1) =cq - So, s-cosf3=cy- S,
S2
s (cos® a+cos® ) = (c1 - 52)* + (g - 51)°
s (cosa+cos’B—1)=c-(1—c)+c5-(1—c)> —(c1-e)*+1=

_ 2.2 2 2 _ 2.2
= c¢rg—c—c+tl = s7-s5.

Bekanntlich ist in einem rechtwinkligen euklidischen Dreieck der Cosinus eines Winkels
der Quotient ‘Lénge der anliegenden Kathete, geteilt durch die Lénge der Hypotenuse’
(a*>+ b =c?* cosa =2, sina=2)

Eine entsprechende Beziehung gibt es in der hyperbolischen Geometrie; an die Stelle
der Seitenlédngen wy, wo, w tritt hier aber der hyperbolische Tangens bzw. der hyperbolische

Sinus dieser Seitenléngen.

Satz 1.5.7 (Kathete und Hypotenuse).
Es sei A(P,Q, R) ein Dreieck mit einem rechten Winkel bei @), dem Winkel o bei R und
den Seitenlingen w = d(P, R), w1 = d(P,Q), wy = d(R,Q). Es gilt dann

Beweis. Die Gleichung fiir den Cosinus ergibt sich aus der eben hergeleiteten Beziehung

_ __ s2-C
§-cosa=cy-8y, cosa=ZZL. Daraus folgt
, 2-s?—s3-? - (-1)—s2- -1 sinh’w
2 _ 2 O 2 _ G 2 _a _
sin“aa =1-—cos"a= T = SR = s = 3
-5 c3-s 5 sinh” w

Satz 1.5.8 (Lot und Parallelwinkel).
FEs sei Ly eine Gerade in Hypy und R ein Punkt ausserhalb.
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1. FEs existiert dann genau ein Q) € Ly, sodass

d(R,Q) = min{ d(R,v): v € Ly}.

2. Wenn R durch w dargestellt wird und
w=vog+wW mit vo€ Ly, wW_LLg,
dann stellt vy den Punkt Q dar, den ‘FufSpunkt des Lots’ von R auf Ly. Fs gilt

_ W

sinh d(R, Ly) = sinhd(R,Q) = ek

3. Fiir jedes P € Ly ist A(R,Q, P) ein bei Q) rechtwinkliges Dreieck, fir dessen Winkel
bei R qilt

cosa < tanhd(R, Q).

Beweis. Sei R sei durch den Einheitsvektor w reprisentiert, und w = vo+w’ mit  vg €
Lo, W' LLy. Seivy der (bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte) Einheitsvektor € Ly,
der orthogonal zu vq ist. Jedes P € Lqg besitzt eine Darstellung durch einen Einheitsvektor

der Form v, = m - Vg - coshw + vy - sinhw.
Die Distanz d(P,, R) ist minimal fir w = 0; denn coshd(v,,w) = (v,||vo + W) =
coshw - ||voll.  Wegen 1 = ||w||* = ||vol|* — ||[W'||* bedeutet das (fiir die orthogonale

Zerlegqung eines beliebigen darstellenden w )

!/
w=vog+w mit vo€Ly, wlIlLy = sinhd(w,Ly)= H
w

Der Einheitsvektor zu R ist

/

coshn + —— -sinh 7 mit n=d(R, Ly).

w w
[[wll

Wl [voll

Dass der Winkel im Fuflpunkt Py ein rechter ist, ergibt sich aus dem hyperbolischen Satz
von Pythagoras. Die obige Formel fiir d(R, P,) liefert nimlich

coshd(R, P,) = coshw - vl = coshd(Py, P,) coshd(R, Fy).

Wir betrachten fiir w — oo den Winkel oy, bei R im rechtwinkligen Dreieck A(R, Py, P,,).
Der dritte Winkel 3, strebt nach 0 und aus der obigen Formel fiir cos® o, + cos® 3, — 1
ergibt sich

sinh? 7

2
Tt sinhZy _ ombon

cos? a, —
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Sprechweise 1.5.3 (Parallele durch einen Punkt).

Nach Lobatchevski heisst der Winkel & mit cos@ = tanhd(R, L) der Parallelenwinkel
in R beziiglich der hyperbolischen Geraden Ly. Wenn N eine der beiden Geraden in der
durch Loy und R (ausserhalb Lg!) bestimmten Ebene ist, die mit dem Lot auf L, den
Winkel +a hat, dann ‘schneidet’ sie Lg in einem ‘unendlichfernen’ Punkt. Die beiden
(Halb)-Geraden N, heissen die rechtsseitige und linksseitige Parallele zu Ly durch R.

In der euklidischen Geometrie haben bekanntlich alle Punkte einer zu Ly parallelen
Geraden N denselben Abstand von der Geraden Ly. In der hyperbolischen Geometrie ist
das ganz anders.

Satz 1.5.9. Es sei N eine hyperbolische Gerade durch den Punkt Ry, die zur Geraden Lg
parallel ist. R, sei der Punkt auf der Geraden N im Abstand w. Fs gilt dann

sinh d(R,, Lo) = e -sinhd(Ry, Ly).

Beweis. Die Punkte R der Halbgeraden N durch Ry mit der Richtung wq haben wir bis-
her vorzugsweise durch Einheitsvektoren reprdsentiert:

Ry < wy, R« wy - coshw 4+ wy - sinhw, mit w=d(Ry, R) € [0, 00).

Im Folgenden bevorzugen wir die Parametrisierung
R=Rg— wg=wo(l-0)+(wi+wy)-f = wo+w-6 mit [ =tanhd(Ro, R) € [0,1).

Wir bemerken ||wg|| = /1 — 02 = 47 \/% =ev,

Ly sei die Gerade durch Py, den Fufpunkt des Lots von R auf Lo (reprdsentiert durch
den Einheitvektor vo ) mit der Richtung vyi. ((volvi) =0, (vi|v1) = —1). Die Annah-
me, dass die Halbgeraden N und Lo sich im Unendlichen schneiden, bedeutet wi + wg =
c-(vi+vo) mit ¢ > 0. Wir gewinnen ¢ = Coslhn aus Wy = vg-coshn+w', mit w'LLg;
denn  —1 = (wy||wy) = (¢ (vi 4+ vo) — Wollc- (Vi + Vo) —Wo) = —2¢- (vy + vol|wo) + 1.
Die orthogonale Zerlegung von wg beziiglich Ly & Ly ergibt

wg=wo+w-=(Wo+wi)-S+wo-(1-0)=u+w-(1-05) mit uce€ L,.

Die Formel fiir den Abstand von Lg ergibt

A-plwil _ 1-5
[ws V1- 32

Mit den Richtungen in den verschiedenen Punkten Pe ‘Hypy und mit den ‘tangen-
tialen’ Vektoren miissen wir uns nun etwas eingehender befassen.

sinh d(wpg, Lg) = sinhn = e~ - sinh d(Ry, Lo).

Die Orthogonalridume als Tangentialraiume
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Sprechweise 1.5.4. Ist der Punkt P € Hypy durch den zeitartigen Vektor Vv représen-
tiert, so nennt man den Orthogonalraum zu v den Tangentialraum im Punkt P.

To = {v: (@lv) =0},
Die Tangentialriume sind euklidische Réume: (73, (-|-)) mit (-|-) = —(-[|-).

Hinweis: Tangentialrdume spielen in der Theorie der glatten Mannigfaltigkeiten eine
fundamentale Rolle. In der allgemeinen Theorie repriasentieren die Elemente v des Tangen-
tialraums im Punkt P die Momentangeschwindigkeiten, in welchen parametrisierte glatte
Kurven durch den Punkt P hindurchgehen kénnen. Bei einer n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit ergibt das fiir jeden Punkt P einen n-dimensionalen Vektorraum 7p. — Die
Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind dadurch ausgezeichnet, dass die Tangentialraume
eine euklidische Struktur haben; man kann hier von der Linge eines Tangentialvektors
und vom Cosinus des Winkels zwischen Tangentialvektoren sprechen.

Die Tangentialrdume zu verschiedenen Fusspunkten P haben in der allgemeinen Theo-
rie (abgesehen von den Glattheitseigenschaften) nicht viel miteinander zu tun. In unserem
Fall scheint das anders zu sein: die Tangentialrdume zu den verschiedenen P € Hypy
werden in der obigen Definition als dreidimensionale Teilrdume des vierdimensionalen
Minkowskiraums M eingefiihrt. Auch bei der Festlegung der euklidischen Struktur in den
verschiedenen Tangentialrdumen wird Bezug genommen auf die metrische Struktur von
M. Wir werden sehen, wie das alles in unserem sehr besonderen Fall zusammenpasst.

Didaktischer Hinweis: Die obige Definitionsweise erinnert an die Vorstellungsweise
der elementaren Analysis, wo man glatte Funktionen studiert, die auf einem N-dimensio-
nalen affinen Raum A definiert sind. Die ‘Tangentialebene‘ zu einer glatten Funktion f(x)
im Punkt X versteht man (im Sinne der Schulmathematik) als die Hyperebene Hz C A,
welche folgendermaflen bestimmt ist:

Hz 9X+V <= f(x+1t-v)— f(X) =o(t) fiirt — 0.

Die Menge der ‘Verschiebungsvektoren’ v der affinen ‘Tangentialebene’ Hx nennt man die
Menge der Tangentialvektoren zur Funktion f(-) im Punkt x. Man sagt dann, v sei ein
Tangentialvektor in x, wenn v im Nullraum des Gradienten von f im Punkt x liegt.
Betrachten wir in diesem Sinne die Funktion f(x) = 2% — 27 — 23 — 23 im affi-
nen Raum der reellen 4-Spalten (g, 21,29, 23)T. Der Gradient im Punkt x ist die Zei-
le (239, —2%1, —2T9, —273). Der Nullraum ist die Menge der Spalten (vg, vy, vs,v3)T mit
2Tgvy — 22101 — 2Tov9 — 22303 = 0. Diese Bedingung kann man nun bequem in der No-
tation des Minkowskiraums schreiben: (x||v) = 0. Wichtig ist nun die Bemerkung,
dass es sich um eine Bedingung an den ‘Vektor’ v handelt, die fiir alle Représentanten
@t des Punkts P € Hypy dieselbe ist. Wenn man den Orthogonalraum zum zeitartigen
Vektor u, einen Teilvektorraum des Minkowskiraums also, ‘gleichsetzen’ will mit dem Tan-
gentialraum 77 im Sinne des hyperbolischen Raums als Riemannscher Mannigfaltigkeit,
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dann muss man sich vergewissern, dass die Riemann’sche Metriken in Tangentialraumen
tatsédchlich die sind, die sich aus den Metriken in den zeitartigen Teilrdumen des Minkow-
skiraums ergeben. Die folgende Rechnung zeigt, dass das tatséchlich der Fall ist.

Satz 1.5.10. Der Punkt P sei durch den zeitartigen Einheitsvektor v reprdsentiert. Wir
nihern uns auf der Kurve {P; : t — 0}, wo P; durch den Vektor v+t-v reprdsentiert wird,
mit (v||v) = 0. Fiir den hyperbolische Abstand gilt dann d(t) = d(P, P,) = ||v||-[t| +O(#?).

Beweis. Wir nehmen an (v||v) = —1 und beweisen  cosh d(t) =1+ 3t* + O(t*).

vif=1  (v+t-vlv) =1

— cosh d(t) = (V+t-v[v+t-v) P = (1+2(=1)"2 =14 12+ 0.

Der 3-dimensionale hyperbolische Raum, Begriffsbestimmung

Mathematische Laien fragen gelegentlich, was denn der euklidische Raum sei. Studieren-
de der Linearen Algebra geben sich mit der folgenden Begriffsbestimmung zufrieden: Fin
euklidischer Raum ist ein (orientierter dreidimensionaler) reellaffiner Raum, in dessen
Vektorraum eine positive quadratische Form ausgezeichnet ist. Eine dhnlich knappe Be-
griffsbestimmung fiir den hyperbolischen Raum wird den Studierenden selten angeboten.
Es kommen mehrere interessante Zugénge in Frage.

In den Anfingen (bei Bolyai, Lobatschevski. Gauss) orientierte man sich an den auf
Euklid zuriickgehenden Begriffsbestimmungen fiir den euklidischen Raum. Es gibt Punk-
te, Geraden (und im dreidimensionalen Fall) auch Ebenen. Die Inzidenzstruktur und die
Winkelmessung stehen am Anfang der Begriffsbestimmung. Diese Art von Zugang wurde
um 1900 von Hilbert auf sichere Fiifle gestellt, und die Pioniere der Disziplin ‘Grundlagen
der Geometrie’ haben das im gleichen Sinn fiir andere Rédume, insbesondere fiir den hy-
perbolischen Raum geleistet. Im Falle der hyperbolischen Geometrie konnte man sehr viel
iibernehmen. Es entstand auch eine sog. absolute Geometrie, in welcher man solche Séitze
ableitete, welche weder auf das Parallelenaxiom noch auf seine Negation Bezug nehmen.

Nun kann aber alternativ die hyperbolische Geometrie als ein besonders schones Bei-
spiel innerhalb der Riemann’schen Geometrie studiert werden. Und es spricht viel fiir
einen solchen Zugang, wenn man bedenkt, welch zentrale Stellung die Begriffe der Diffe-
rentialeometrie in der heutigen Mathematik einnehmen: Glatte Mannigfaltigkeiten, lokale
Koordinatensysteme, Tangentialrdume und Cotangentialrdume, Differentialformen, Rie-
mann’sche Metrik, Geodéten usw.

Historisch gesehen wurde die Riemann’sche Geometrie im Anschluss an Arbeiten von
Gauss und Riemann entwickelt. Wahrend Gauss die Theorie der gekriimmten zweidimen-
sionalen Flachen im dreidimensionalen euklidischen Raum entwickelte, 16ste sich Riemann
vom Gedanken der eingebetteten Fldche und konzentrierte ich auf die mathematische
Beschreibung der inneren Eigenschaften der ‘n-fach ausgedehnten Grossen’. Riemann be-
ginnnt seine berithmte Untersuchung ‘Uber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde
liegen’ (1854) mit den Worten:
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Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff des Raumes, als die
ersten Grundbegriffe fiir die Constructionen im Raume als etwas Gegebenes
voraus. Sie giebt von ihnen nur Nominaldefinitionen, wihrend die wesentlichen
Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten. Das Verhaltnis der Voraus-
setzungen bleibt dabei im Dunkeln; man sieht weder ein, ob und in wie weit
ihre Verbindung nothwendig, noch a priori, ob sie moglich ist.

Der Ansatz von Riemann hat die Vorstellungen von Geometrie von Grund auf veréndert.
Eine Verbindung der alten euklidischen Vorstellungen von Geometrie mit den Herange-
hensweisen im Sinne von Riemann, Einstein und anderen ist eine didaktische Herausfor-
derung.

Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten Wir haben das Wort Mannigfaltigkeit im Sinne
der Riemann’schen Geometrie schon 6fters beniitzt. Nachdem wir nun schon einige inter-
essante Beispiele kennengelernt haben, scheint es an der Zeit, ein wenig spezifischer zu
werden.

Man sagt: Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit sieht lokal genau so aus, wie eine
offene Menge im n-dimensionalen reellaffinen Raum. Was das genau heisst, lernt man in
der Analysis. Wir wollen die Idee hier lieber durch einige Beispiele verdeutlichen.

Man ist gelegentlich froh fiir eine Veranschaulichung einer Mannigfaltigkeit durch ei-
ne Teilmenge eines hoherdimensionalen affinen Raums. Ein interessantes Beispiel einer
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit ist SU(2,C), die Menge aller unimodularen unitiren
Matrizen U. Topologisch gesehen handelt es sich um eine 3-Sphére.

—b a

Damit haben wir SU(2,C) als die Einheitssphéire in den eukidischen R* eingebettet. In
der Mannigfaltigkeit gibt es eine ausgezeichnete Riemann’sche Metrik, es gibt ndmlich
eine (bis auf einen ‘Skalierungsfaktor’ eindeutig bestimmte) translationsinvariante Rie-
mann’sche Metrik. Die geodétischen Linien sind die Groflkreise, d.h. eine kiirzeste Kurve
von P nach @ verlduft immer entlang dem Grofkreis, den man bei der obigen Einbettung
dadurch gewinnt, dass man die Ebene durch P, und den Koordinatenursprung mit der
Sphére zum Schnitt bringt.

Neben der Einbetttung ist der Ubergang zu Aquivalenzklassen ein wichtiges Kon-
struktionsprinzip. Beispielsweise gewinnt man die Punkte des n-dimensionalen projekti-
ven Raums als die eindimensionalen Teilvektrorraume eines (n+1)-dimensionalen Vektor-
raums. Man betrachtet zwei (n 4 1)-Tupel (xg, 21, ..., x,) als dquivalent, wenn sie durch
Multiplikation mit einem Faktor # 0 auseinander hervorgehen. Wenn man die Aquiva-
lenzklassen (naheliegenderweise) durch normierte Tupel reprisentieren will, (z2 + 2% +
<-4+ 22 = 1), dann muss man beachten, dass zwei gegeniiberliegende Punkte stets zu
identifizieren sind. Es stellt sich heraus, dass (fiir n > 1) der n-dimensionale projekti-
ve Raum P" global ganz anders aussieht als die n-Sphére. So gibt gibt es z. B. in P"
geschlossene Kurven, die man nicht auf einen Punkt zusammenziehen kann.

U:(a b) mit |a|>+[b* =1 e~ (ag,a9,b;,by) €ERY mit  al+az+bi+bs = 1.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Geometrie fiir Anfinger (WS 2009/10), 24. April 2010



1.5 : Der hyperbolische Raum und seine Tangentialrdume 45

Wir haben oben die dreidimensionale Mannigfaltigkeit Hypy als eine Teilmenge des
vierdimensionalen projektiven Raums verstanden: seine Punkte sind die zeitartigen Ge-
raden. Hier bieten sich mehrere Methoden an, aus den Aquivalenzklassen Représentanten
auszuwéhlen. Man erhélt das sog. Hyperboloidmodell, wenn man den (wohlbestimmten!)
normierten Einheitsvektor v im Vorwirtskegel als Reprisentanten der zeitartigen Gera-
den P € Hypy wihlt. Das Hyperboloidmodell hat den Vorzug, dass die euklidischen
Metriken in den Tangentialhyperebenen durch die (auf die dazugehorigen Vektorrdume
eingeschriankte) Minkowskimetrik beschrieben werden. Eine Basis des Tangentialraums
im Punkt v ist genau dann eine ONB, wenn sie zusammen mit v eine ONB des Minkow-
skiraums ist.

Das Ballmodell des hyperbolischen Raums

Eine andere Auswahl von Reprisentaten gewinnt man, wenn man den Vorwértskegel mit
einer affinen Hyperebene schneidet, die parallel zu einem raumartigen Teilvektorraum ist.
Die Menge der Reprisentanten erscheint in dieser Représentation als das Innere einer
Kugel, oder vielmehr (in der hier angemessenen Sprache der affinen Geometrie korrekt
gesagt) als das Innere eines Ellipsoids. (Wenn wir vom Ball-Modell sprechen, dann soll
das nicht das Missverstdndnis hervorrufen, dass hier irgendwo eine euklidische Metrik im
Spiel ist. Eine euklidische Metrik hat aber auf dem Ellipsoid (‘Ball’) nichts verloren. Eu-
klidische Metriken gibt es nur auf den Tangentialriumen) Ist der schneidende affine Raum
parallel zum Tangentialraum in P, so beschreibt die auf das Ellipsoid eingeschréinte Min-
kowskinorm die infinitesimalen GréSenverhéltnisse in der Nihe von P; in anderen Punkte
erscheinen die Winkel verzerrt. Der anschauliche Vorzug des ‘Ballmodells’ ist der, dass
man hier die Geraden (d.h. die Geodéaten des hyperbolischen Raums) als Geradenstiicke
(‘Sehnen’) im Ellipsoid erkennt. Die Ebenen im hyperbolischen Raum erscheinen als ebe-
ne Schnitte durch das Ellipsoid. Die beiden unendlichfernen Punkte ‘auf’ einer Geraden
sieht man als die Schnittpunkte mit dem Rand des Ellipsoids. Die Menge der unend-
lichfernen Punkte ‘auf’ einer Ebene erscheint als ein Kreis (besser eine Ellipse) auf dem
Rand des Ellipsoids. Eine anderes ist es nun aber, in diesem Bild Abstdnde und Winkel
zu bestimmen. Dariiber gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 1.5.11 (Distanz und Doppelverhéltnis).

Es seienug, vo Vektoren im Vorwirtskegel des Minkowskiraums (M, ( -||-)) mit (uo||vo) =
coshw- [|ug|| - ||vo||. Die Gerade durch diese Punkte schneidet den Lichtkegel in zwei Punk-
ten u’, u”. Fiir das Doppelverhiltnis der vier Punkte auf der Geraden gilt

DV (U, u”; ug, vo) = .

Beweis. Das Doppelverhiltnis ist positiv, weil ug, v zwischen den Punkten u’, u” liegen.
Das Doppelverhiltnis ist genau dann < 1, wenn uy niher an 0’ liegt als vo. Die folgende
Version der Behauptung vermeidet die Unsicherheit mit den Vorzeichen:

1
‘w| = 5 . |hl DV(U/, u//; Uy, VO)"
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Die Gerade durch die Punkte g, vy ist die Punktemenge {u = (1 —a)-uy + a - vo}.
Bekanntlich gilt
DV(P,Q; R,S)=DV(R,S; P,Q)= =%,
P=(1-a)R+ aS, Q= (1—-b)R+10S.

wenn

Wir konnen annehmen, dass die Vektoren normiert sind. Man priift leicht die folgenden
Formeln fiir die Schnittpunkte mit dem Lichtkegel.

I 2 A pw/2 _—w/2 . " o_ 2 w2 _—w/2
U = G w/2 (6 Up — € V0)7 U =am w/2 (6 Vo —¢€ 110) :

(0'||u) = const - (e¥ — 2(ug||vo) + e™*) = 0. Einsetzen ergibt das Resultat e**.

Wir kehren zum Abschluss des Abschnitts noch einmal zuriick in die Vorstellungs-
welt des Minkowskiraums. Die Moglichkeit, von der Vorstellungswelt des hyperbolischen
Raums in diese Vorstellungwelt (und zuriick) zu wechseln, erweist sich immer wieder
einmal als hilfreich.

Das sog. Zwillingsparadox Wir stellen uns zwei Beobachter vor, die sich zu einem
gewissen Zeitpunkt am gleichen Ort O befinden. Der eine bleibt (im Sinne seines Iner-
tialsystems) in Ruhe, und kommt damit in der Zeitspanne ¢ hin zu einem Ereignis O
+w € M. Der andere ‘bewegt’ sich mit einer gleichféormigen Geschwindigkeit zum Ereig-
nis O +uy und braucht dazu (in seinem Inertialsystem!) die Zeit ||ug||; er ‘reist’ dann mit
gleichférmiger Geschwindigkeit weiter zum Ereignis O +uy + vo = O 4w, um dort den
Zwilling zu treffen, fiir den (nach seiner Zeitrechnung) die lingere Zeit ||w]|| = ||ug + vo|
vergangen ist.

Der Lorentzfaktor Es seien P und Q Beobachter mit verschiedenen Inertialsystemen
zur Zeit 0 am gleichen Ort. Jeder befinde sich aus seiner Sicht in Ruhe. Sie ‘bewegen’ sich
also auf Geraden im Minkowskiraum, auf den Geraden, die durch die zeitartigen Vektoren
uy bzw. v in ihren Inertialystemen gegeben sind. Der Beobachter P stellt fest, dass sich
der Beobachter Q nach der Zeit 1 (nach seiner Zeitrechnung) im Punkt O +w befindet, der
durch den Schnittpunkt der Hyperebene L = {xy = 1} mit der Weltlinie von Q bestimmt
ist. Dieses Ereignis erreicht Q (in seiner Zeitrechnung) nach der Zeitspanne s, die wir
aus dem hyperbolischen Abstand der Vektoren ug, vg bestimmen. Dieser hyperbolischen
Abstand ldsst uns auch bestimmen, mit welcher Geschwindigkeit sich Q entfernt (aus der
Sicht von P).
s-vo=w=1-up+v mit (v]uy) =0.

Das ‘innere Produkt’ mit ug liefert s - coshw = 1. Fiir die Lange von v im euklidischen
Orthogonalraum von ug ergibt sich

1

= —(uy—s- —s5-vg)=1-2s- 2= 4=l —
(v|v) (ug — s+ vollug — s - vop) s - (agl|vo) + s +s +(uo||V0)2
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Dies erlaubt eine Interpretation des "hyperbolischen Abstands’ durch die Relativgeschwin-
digkeit |v| = ||v||, ndmlich

1
V1—0?

Wenn der hyperbolischen Abstand |w| sehr grofl wird, dann nédhert sich die Relativge-
schwindigkeit |v| = ||v|] dem Wert 1; in physikalischen Dimensionen ist das natiirlich die
Lichtgeschwindigkeit. Die Wahl eines Vorzeichens fiir w impliziert eine Wahl des Vorzei-
chens fiir v. Das Vorzeichen ist wichtig fiir das folgende ‘Additionstheorem’ fiir Relativ-
geschindigkeiten in einer festen Ebene des Minkowskiraums.

(ug||vo) = cosh w = v = tanh w.

Satz 1.5.12. Es seien ug, vo Finheitsvektoren im Vorwdartskegel. Dazwischen, in der von
thnen aufgespannten Ebene Lg sei wq ein weiterer zeitartiger Einheitsvektor

1 1
(ug|[wo) = cosh w) = —— (Wol[vo) = cosh wy = ——

Fiir die Geschwindigkeit v, mit der sich die Beobachter zu ug und vo voneinander entfer-
nen, gilt dann

V] + v 1
o= LT ——— = cosh (w; +wsy) = (ug||vo)

TS V1—1?

Beweis. Wir wollen ¢ := (ug||vg) = cosh w  berechnen. Wir zeigen
(vo|lwo) = cosh w - cosh w; —sinh w-sinh w; =cosh (w—wy) also w—w; = ws.

In der Ebene Ly gibt es einen (raumartigen) Einheitsvektor wy mit (uplluy) = 0. Fir
diesen (bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmten) Vektor gilt

u; = auy + buy; 0= (uljug) =a+b-c,
Vo =C-Ug+ § - uy; 1= (vo|lvo) = — 3; & = (sinh w)*.
vo = ugcosh w £ uysinh w, Wy = ugcosh wy; £ u;sinh wy,

(vol[wo) = cosh wcosh w; —sinh wsinh w; = cosh (w — wy).

Die Formel fiir die Geschwindigkeiten ergibt sich aus dem Additionstheorem fiir den hy-
perbolischen Tangens

tanh w; + tanh ws
tanh = '
anh (w; + wy) 1+ tanh w; - tanh ws

Im Minkowskiraum M sei eine zeitartige Gerade P als ‘Zentrum’ ausgezeichnet. Ein
zentrierter Minkowskiraum ist die geeignete mathematische Struktur um die Gesamtheit
aller gleichformigen Geschwindigkeiten aus der Sicht eines Beobachters, der sich in seinem
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Inertialsystem, dem sog. Laborsystem, in Ruhe befindet, zu studieren. Unser Beobachter
sieht andere Beobachter, die sich in ihrem Inertialystem in Ruhe befinden mit gleichférmi-
ger Geschwindigkeit von sich wegfliegen, in einer bestimmten Richtung mit einer gewissen
Geschwindigkeit v. (Wir stellen uns vor, dass sie sich alle zu einem Zeitpunkt 0 allesamt
am gleichen Ort befanden.) Die méglichen Richtungen werden durch die Einheitsvektoren
im Tangentialraum 7; beschrieben. Bei der Messung der Relativgeschwinigkeit miissen
wir sorgfiltig argumentieren. Wenn sich ein Objekt (z. B. in der Richtung der ersten Ko-
ordinatenachse) mit der Geschwindigkeit v vom zentralen Beobachter P entfernt, dann
luft es im Minkowskiraum R x M auf der Geraden G, = {(t, v-t, 0, 0) : t € R}. Diese

Gerade wollen wir umparametrisieren;

1 s G, ={( L s Y
V1i—2 ! V1I—02 1 =02

Wenn wir jetzt auch noch die Relativgeschwindigkeit mit dem hyperbolischen Tangens
umparametrisieren, v = tanhw, erhalten wir

t =

-5, 0,0): seR}

1 v

——— = cosh w, —
VI VT
Gy ={(s-cosh w, s-sinh w, 0, 0): seR}.

= sinh w,

Diese Gerade G, wird durch einen Punkt P, im hyperbolischen Abstand |w| in x-Richtung
repréasentiert. Die beobachtete Relativgeschwindigkeit ist tanh w.

Stellen wir uns ein Objekt vor, welcher mit (aus seiner Sicht) gleichbleibender Beschleu-
nigung in eine bestimmte Richtung von P wegfliegt, beginnend mit der Relativgeschwin-
digkeit 0 im Ausgangspunkt. Der Punkt P, im hyperbolischen Raum der Geschwindigkei-
ten ~wandert’ auf der betreffenden Geraden. Aus der Sicht der hyperbolischen Geometrie
wiirde man sagen, dass er die Gerade mit gleichférmiger Geschwindigkeit durchléuft. Aus
der Sicht des Minkowskiraums bedeutet das, dass das Objekt zur Zeit w die Relativge-
schwindigkeit v,, = tanh(c - w) erreicht. Der Ort steht hier nicht zur Debatte.
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1.6 Die Bewegungen des hyperbolischen Raums

Jede eigentliche Lorentztransformationen ¢(-) € L1 liefert eine positivorientierte iso-
metrische Abbildung des hyperbolischen Raums Hypy. Wir nennen sie die durch ¢(+)
bestimmte Bewegung. Offensichtlich ist (-) € £ durch diese Bijektion von Hypy ein-
deutig bestimmt; wir bezeichnen sie ebenfalls mit (). Die Gruppe dieser Bewegungen
nennen wir die Bewegungsgruppe E;yp des hyperbolischen Raums Hyp.

Hinweis: Es gibt axiomatische Beschreibungen des hyperbolischen Raums und seiner
Bewegungsgruppe, die sich nicht auf die hier ausgearbeitete Darstellung in einem Min-
kowskiraum beziehen. Darauf wollen wir aber nicht eingehen. Fiir uns ist es nur eine
Umdeutung, wenn wir einmal von einer eigentlichen Lorentztransformation ¢(-), und das
andere Mal von einer Bewegung ¢(-) des hyperbolischen Raums sprechen. Die Umdeu-
tungen sollen von Fall zu Fall die ’Anschauung’ unterstiitzen.

Sprechweise 1.6.1 (Drehungen). Wenn eine Bewegung des hyperbolischen Raums Hypy
einen Punkt P festlisst, dann heisst sie eine (hyperbolische) Drehung um den Punkt
P. Die dazugehérige Lorentztransformation des Minkowskiraum M wird gleichfalls eine
(hyperbolische) Drehung genannt, eine Drehung um die P reprisentierende zeitartige
Gerade. Die dreidimensionale Gruppe Uz der Drehungen um den fest gewdhlten Punkt P
(als Untergruppe der Bewegungsgruppe C £7Jf[yp) heisst die Fixgruppe von P.

Mit der Struktur solcher Fixgruppen Uz haben wir uns frither ausfiihrlich beschéftigt,
als wir die Inertialsysteme unbewegter Beobachter studierten. Die Elemente von Up ent-
sprechen in offensichtlicher Weise den Drehungen des Tangentialraums im Punkt P. Man
kann sagen: Zu jeder euklidischen Drehung des Tangentialraums im Punkt P gibt es ge-
nau eine Bewegung des hyperbolischen Raums, welche den Tangentialraum in P so dreht.
Die Struktur der Fixgruppen ist somit klar. Wir haben mit Hilfe der Quaternionen einen
bequemen Kalkiil fiir das Rechnen in einer solchen Gruppe entwickelt.

Im Folgenden wollen wir nun die volle Gruppe aller hyperbolischen Bewegungen in
entsprechender Weise griindlich verstehen. Dabei wird es meistens bequemer sein, an die
eigentliche Lorentzgruppe zu denken, die Gruppe der orthochronen positivorientierten Iso-
metrien des Minkowskiraums. So, wie wir die dreidimensionale Gruppe SU(2, C){£E,}
zur Durchdringung der Fixgruppen Up herangezogen haben, werden wir jetzt die sechs-
dimensionale Gruppe SL(2,C)/{xFE>} ins Spiel bringen.

Zunéchst diskutieren wir einen speziellen Typ von Bewegungen, welcher gegeneinander
bewegte Beobachter betrifft.

Satz 1.6.1.

Es seien ug, vy Einheitsvektoren im Vorwdrtskegel des Minkowskiraums M. Lg sei die
von ihnen aufgespannte Ebene und Ly das orthogonale Komplement. Es gibt dann genau
eine eigentliche Lorentztransformation ¢(-) € El, welche vy in vq uberfihrt und den
Orthogonalraum Ly punktweise festlisst.
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Beweis. Es sei (ug,u3) eine ONB von Ly. Es existiert genau ein zu ug orthogonaler
FEinheitsvektor uy, sodass mit w = d(ug, vo) gilt vy =ug-cosh w-+u; -sinh w.
Die folgende Abbildung (und keine andere) leistet nun das Verlangte

cosh w sinh w

00

9 sinh w cosh w 0 0
(110,111,1127 113) - (110,111,1127 113) 10
0 1

I

0 0
0 0

denn vy = ug-sinh w—+uy-cosh w ist der eindeutig bestimmte Vektor, welcher (vy, vi, U, us)
zu einer gleichgerichteten ONB des Minkowskiraums macht.

Sprechweise 1.6.2 (Boosts).

Eine eigentliche Lorentztransformation des Minkowskiraums (M, ( -||- )), welche eine
raumartige Ebene Li punktweise festlisst, heisst bei den Physikern ein boost; ein deut-
sches Wort scheint nicht eingefiihrt zu sein. Die ‘Ebene’ Ly C M oder die dazugehorige
Gerade im hyperbolischen Raum Hyp nennen wir die Leitlinie des boost. Ist ¢(-) ein
boost mit der Leitlinie Lj, dann nennen wir seine Wirkung auf Hyp eine hyperbolische
Translation mit der Leitlinie Lq. Die Identitdt zdhlen wir auch zu den boosts; fiir sie kann
jede Gerade die Rolle der Leitlinie spielen.

Die Gruppe aller boosts zur Leitlinie Lg(einschliesslich der Identitét) bezeichnen wir
mit By,. Wir nennen die Zahl |w| die Lange des boost, wenn dieser die Punkte auf der
Leitlinie um die Distanz |w| verschiebt, wenn also fiir einen (und damit fiir jeden) Ein-
heitsvektor € Ly gilt (ul|¢(u)) = cosh w.

Bemerke: Zur ‘Achse’ Lg und der Lange |w| gibt es zwei boosts; der eine ist invers zum
anderen. Es seien ¢, (+) und ¢, (+) boosts mit den Langen |w;| bzw. |ws|, die denselben
Raum Ly festlassen. Die zusammengesetzte Isometrie ist wieder ein boost, welcher Ly
festlasst, und zwar entweder einer der boosts mit der Lénge |w; +ws| oder einer der boosts
mit der Linge |w; — wo|.

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir nun den Satz von oben folgendermaflen aus-
sprechen:

Satz 1.6.2. Zu jedem Paar von Punkten P # Q) im hyperbolischen Raum g¢ibt es genau
einen boost, welcher P in @ fberfihrt: gog(~). Seine Leitlinie ist die durch P und Q)
bestimmte Gerade.

Der boost @5(-) ist dadurch ausgezeichnet vor anderen Bewegungen, die P in @)
iiberfithren, dass die Ebenen, welche die Gerade durch P und @) enthalten, in sich ab-
gebildet werden. (Bildlich kénnte man sagen, dass sie keine Schraubung bewirken.) Ein
boost der Lange |w| verschiebt jeden Punkt der Leitlinie in einen Bildpunkt in der Distanz
|w|. Die Punkte, die nicht auf der Leitlinie liegen, erfahren eine grofiere Versetzung, wie
der folgende Satz zeigt.
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Satz 1.6.3. Sei () ein boost der Lange |w| und R ein Punkt in der Entfernung d =
d(R, Ly) von der Leitlinie. Dann gilt

coshd(R, p(R)) = cosh w + (cosh w — 1) -sinh?d(R, Ly).

Beweis. Wir reprisentieren R wie im Satz auf Seite 39 durch den Finheitsvektor w =
vo +w' mit vy € Lo, w' LLy Wir haben gesehen sinhd(R, L) = ||w’||.
Da w und p(w) Einheitsvektoren sind, haben wir

coshd(w, o(w) = (wllp(w)) = (vo+w'[| o(vo) +w')
= (volle(vo)) — [IW'I* = [[vol* cosh w — [|w’]]*
= cosh w - (1+|w'[*) — [|w']]*

= cosh w + (cosh w — 1) -sinh?d.

Bemerke: Fiir einen Punkt R ¢ Ly ist die Bahn unter der einparametrigen Gruppe der
boosts mit der Leitlinie L keine Gerade.

_l’_

Ty U0 ¥ =y ot ox !, dann heisst ¥ die mittels x zu

Sprechweise. Wenn y, ¢ € L
konjugierte Bewegung.

Satz 1.6.4. Die zu einem boost konjugierten Bewegungen sind boosts. Alle boosts derselben
Linge sind zueinander konjugiert.

Beweis. Sei Ly die Leitlinie zum boost p§(-) und x(-) eine irgendeine hyperbolische Be-
wegung. Es sei P' = x(P), Q' = x(Q), Ly = x(Lo). Die Bewegung x o gpg o x I(+) st
der boost wgi ; denn sie bildet P auf Q)" ab, und sie lisst die w_LLy fest. Firw € Li gilt
nimlich v = x~'(w)LLq, eo(v) =, xophox Hw)=x(v)=w.

Auf der anderen Seite: Zu jedem Paar gleichgerichteter ONB B = (eg, €1, €q,€3) und
B = (ep, €}, €, €) gibt es genau eine Bewegung X(-), welche B in B’ tberfihrt.
FEs seien nun P, P' € Hyp und ey, e; die repraisentierenden Finheitsvektoren im Vorwdirts-
kegel. v und v’ seien die Q bzw. Q" reprdsentierenden Einheitsvektoren im Vorwdirtskegel.
FEs existiert genau ein e, Ley und genau ein €] Lef, sodass mit w = d(P,Q) = d(P’, Q")

v =coshw - ey +sinhw-e;, v =coshw-ej+sinhw - €.

Wir komplettieren (eg,e1) zu einer ONB B und (ef,€}) zu einer gleichgerichteten ONB
B'. Die Bewegung x(-), die B in B’ iiberfiihrt, leistet das Verlangte: xopbox™'(-) = cpg:(-).

Einparametrige Gruppen von Boosts Zu jeder ‘Leitlinie’ Ly gehort eine Gruppe
von boosts Br,. Eine Parametrisierung By, = {f; : t € R} kann dadurch festgelegt
werden, dass man von zwei Punkten F,, P; auf der Leitlinie verlangt, dass F, in der
vorgeschriebenen ‘Zeit’ n in P, iibergefithrt werden soll.  3,(F) = P;. Wenn die Zeit
n fiir Punkte im Abstand |n| gefordert wird, dann sagen wir, dass die Parametrisierung
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normiert ist. Die Punkte auf der Leitlinie werden von einer solchermaflen parametrisierten
Gruppe mit der ‘Geschwindigkeit’ = 1 verschoben. In jedem Punkt P der Leitlinie liefert
die Bahn {3,(P) : t € R} einen normierten Tangentialvektor. Umgekehrt gibt es zu jedem
normierten Tangentialvektor im Punkt P genau eine normierte parametrisierte Gruppe
von boosts mit einer Leitlinie Ly 3 P.

Eine normierte einparametrige Gruppe von boosts kann auch festgelegt werden durch
ein Paar unendlichferner Punkte (P°, Ps°). (Man verlangt, dass fiir w — 400 der zweite
Punkt P5° angesteuert wird. DV ((P°, Ps°; P, o(P)) = €. Wenn man die unendlichfer-
nen Punkte vertauscht und das Vorzeichen von w umkehrt, dann erhélt man denselben
boost.

Wenn man einen boost als eine Lorentztransformation versteht, dann kann man be-
kanntlich von der dazugehérigen Bijektion der Menge €2 der unendlichfernen Punkte spre-
chen. Bei einem boost (# id) bleiben genau zwei unendlichferne Punkte fest. Wir wissen
bereits, dass die Lorentztransformationen durch ihre Wirkung auf 2 (das ‘Firmament’)
eindeutig bestimmt sind. Die Menge aller Mobiustransformationen {C > z +—— €% - z :
w € R} liefert ein Beispiel fiir eine normierte einparametrige Gruppe von boosts. Und das
ist das typische Beispiel; denn alle normierten einparametrigen Gruppen von boosts sind
dazu konjugiert.

Auszeichnung eines Zentrums

Wir wollen im Minkowskiraum (M, (+||)) einen Einheitsvektor e, im Vorwértskegel, und
damit einen Punkt Z € Hypy als ‘Zentrum’ auszeichnen. Der Orthogonalraum zu e ist
mit dem Tangentialraum (77, (-|-)) zu identifizieren.

Sprechweise 1.6.3. Einen boost ¢(-) eines zentrierten Minkowskiraums M# nennen wir
einen zentralen boost, wenn seine Leitlinie Ly das Zentrum enthélt. Eine Drehung von
M?, die das Zentrum festlisst, nennen wir eine zentrale Drehung.

Bemerke: Eine Bewegung (# id) ist genau dann ein zentraler boost, wenn die Menge
der Fixpunkte Ly eine Ebene ist, die orthogonal zu ey ist.

Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit aller zentralen boosts Bz wir jetzt zusammen
mit der dreidimensionalen Gruppe U aller zentralen Drehungen betrachten. Zusammen
ergeben sie als eine Art semidirektes Produkt die Gruppe aller eigentlichen Lorentztrans-
formation (oder

Zu jedem P # Z gibt es genau einen zentralen boost, welcher das Zentrum nach P ab-
bildet. Eine solche Eigenschaft hat in der euklidischen Theorie die Menge aller Parallelver-
schiebungen. Es wird sich zeigen, dass die zentralen boosts fiir den hyperbolischen Raum
eine dhnliche Rolle spielen wie die Parallelverschiebungen fiir den euklidischen Raum mit
einem ausgezeichneten Zentrum. Die Sache ist u. a. deswegen ertwas komplizierter, weil
Bz keine Gruppe ist, geschweige denn ein Vektorraum. Zwar ist die Umkehrabbildung ei-
nes zentralen boost ein zentraler boost; das Hintereinanderschalten zweier zentraler boost
ist aber nur dann ein zentraler boost, wenn die Leitlinien identisch sind.
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Wir bemerken: Ist ¢(-) ein zentraler boost und () eine zentrale Drehung, dann ist
dopod! ein zentraler boost. Dieser ist genau dann gleich o(-), wenn §(-) eine Drehung
um die Leitlinie des boosts ist. Allgemein gilt § o pF 0 67" = f py.

Satz 1.6.5. Es sei M? ein Minkowskiraum mit einem ausgezeichneten Zentrum Z. Zu
jeder Bewegung x(+) € Eg/f existieren genau ein zentraler boost und eine zentrale Drehung,
sodass gilt

x()=0d0p(-) mit ()€ Bz, 6(-) €Uy

Beweis. Es sei P = x " 1(Z) und ¢ = p5. Es gilt dann x o 04(Z) = Z. Also gehort
5(:) = x 0 p%(+) zur Fizgruppe von Z, und es gilt x = §o ph = (§oph od™1)o4.
Die Eindeutigkeit der Faktorisierung liegt auf der Hand.

Satz 1.6.6. Sind 1, o zentrale boosts, so gibt es genau eine zentrale Drehung ¢ sodass
@ =y 00d 0y ein zentraler boost ist.

Beweis. Nehmen wir an, wir hdtten ein Paar o, ¢, welches das Verlangte leistet. Es gilt
dann 5 Yoyt opopy = (p10wy). Der mit p, ' konjugierte zentrale boost 1 = 0oy
ergibt sich nach dem vorigen Satz in eindeutiger Weise aus der Bewegung 1 o ps.

Wir gewinnen also mit dem vorigen Satz 6~ ',v zur Bewegung ¢, o @y. Das Paar
5, o = py0thop,t, und nur dieses Paar leistet das Verlangte. Wir kénnen das gesuchte
Paar aber auch auf einem anderen Weg beschreiben. Mit demselben Argument finden wir
03l ooy =1 =Spopt. Fir den gesuchten zentralen boost ¢ = @% gilt
0h=propophopitops! = (propr)opho(prop)” =@ln), mit x =001
Dies gibt eine Auskunft iber die Leitlinie des gesuchten zentralen boosts p = p%:

R liegt auf derselben Geraden durchs Zentrum wie der Punkt po0p1(Z). Die Drehachse
von delta steht senkrecht auf den Leitlinien von o1 und ps.

Hinweis auf die Bewegungen eines zentrierten euklidischen Raums

Unsere Faktorisierung der hyperbolischen Bewegungen y = d o o mit 0 € Uz, ¢ € By
entspricht der Faktorisierung der euklidischen Bewegungen eines euklidischen Raums mit
einem ausgezeichneten Zentrum. Jede Bewegung kann man dadurch erhalten, dass man
zunéchst parallel verschiebt und dann um das Zentrum dreht; die Verschiebung a und die
Drehung D sind eindeutig bestimmt.

X))~ (D,a): Es>v+— D-(v+a).

Im euklidischen Fall ist die Menge der Verschiebungen ebenso wie die Menge der zentralen
Drehungen eine Gruppe. Die Gruppe der euklidischen Bewegungen ist ein sog. semidirek-
tes Produkt.

xi(+) < (D1, ar)

x2° X2(-) = x(+) < (D2 Dy, a) mit einem wohlbestimmten a.
X2(-) < (D2, as)
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Wenn man an den Raum R? der 3-Spalten wie iiblich als einen zentrierten euklidischen
Raum versteht, dann erscheinen die Drehungen D als Matrizen aus SO(3,R) und die
Verschiebungen (ebenso wie die Punkte, die ‘Ortsvektoren’) als 3-Spalten. Die Formel fiir
die Komposition ist

(DQ, ag) o (Dl, al) = (Dng, aé)l —+ al) mit agl = Dl_lag.

Man muss nicht an Spalten und orthogonale Matrizen denken. Man kann auch an den
zentrierten euklidischen Raum der spurlosen hermitischen Matrizen (Ho, — det(~)) denken.
Hier erscheinen die Drehungen als (bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmte) unimodulare
unitdare Matrizen £U: D : H — UHU*. Eine Translation erscheint auch hier als eine
Addition, und zwar als die Addition eines h € Hy: (D, h) : H — U(H + h)U*. Die Formel
fiir die Komposition lautet also

(U, hy) o (U, hy) = (U,h) mit U=1U,-Uy, h=h"+h =UrhoU + hy.

Wir werden im Folgenden die entsprechenden Rechengesetze fiir die eigentlichen Lorentz-
transformationen des Standard-Minkowski-Raums (H, det(~)) ableiten.

Bewegungen des Standard-Minkowski-Raums

Im Standard-Minkowski-Raum (H, det(-)). wollen wir die Einheitsmatrix (oder genau-
er die von ihr erzeugte zeitartige Gerade als Zentrum auszeichnen. Gelegentlich denken
wir uns den Raum dadurch orientiert, dass wir festlegen, dass (E, 0,0y, 0) eine positiv
orientierte Orthonormalbasis ist.

Die Lorentztransformationen x(-) werden wir nicht durch reelle 4 x 4-Matrizen aus-
driicken, sondern durch die unimodularen 2 x 2-Matrizen, geméss dem bereits erwahnten
Isomorphismus SL(2,C)/{+E,} «— L. Der Kalkiil stellt sich als eine Erweiterung des
Kalkiils der Quaternionen dar.

Zuerst erinnern wir an einige Bezeichnungen und Fakten, mit denen wir uns schon
beim ersten Studium des Standard-Minkowski-Raums befasst haben.

1. Der Orthogonalraum [E]* ist der Raum der spurlosen hermitischen Matrizen Hj.
Diesen Raum verstehen wir als den euklidischen Raum der zentralen Richtungen im
hyperbolischen Raum Hypy.

2. Die H € H sind Matrizen, die man multiplizieren kann; solche Produkte liegen aber
nur unter sehr speziellen Umsténden in einem der uns interessierenden Réumen.

3. Die spurlosen hermitischen Matrizen und ganz besonders diejenigen mit der Norm
1 sind nicht nur spezielle Elemente des ‘Grundraums’ H; sie spielen auch eine fun-
damentale Rolle bei der Beschreibung der Bewegungen. (Die Worter Lorentztrans-
formation und hyperbolische Bewegung beniitzen wir synonym.) In diesem Zusam-
menhang beniitzen wir dann auch alternative Bezeichnungen, z. B. Y = Hj.
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4. ¥} bezeichne die Menge der normierten spurlosen hermitischen Matrizen. Das sind
genau die hermitischen Matrizen mit den Eigenwerten £1. Sie haben die Gestalt

as a; — iag

. , mit a} +a;+a;=1
ay + tag —ag

T = a1-0m+a2-ay—|—a3-03 = (

Sie kénnen, wie bereits bemerkt, als die zentralen Richtungen interpretiert werden.

5. Die spurlosen schiefhermitischen Matrizen haben die Gestalt %a mit o € Hy. Wenn
o € ¥}, dann kann 1o als die Achse einer zentralen Drehung interpretiert wer-

i

den. Eine solche schiefhermitischex Matrizen entspreicht ndmlich einem normierten
reinen Quaternion.

6. Die Matrizen 7 € 3§ und die Matrizen 10 € +3{ spielen eine wichtige Rolle, wenn
wir die Exponentialabbildung ins Spiel bringen.

det H=1, Hpos.def. <= H=exp(w-7) mit weR
detU=1, UU"=F <= U=exp(a-ic). mit aecR/2m

Wir bemerken exp(w-7) = coshw-E+sinhw-7;  exp(a-10) = cos a-E+sina-(10).
Hierbei sind w - 7 und « - (30) eindeutig bestimmt.

7. Wenn 11, 75 € ¥} mit (11 | 72) = cos 3 # +1, dann existiert o € 3}, sodass
T Ty =cos(-FE+sinf- (%0')7 To-T =cos - FE+sinf- (—t%o—),
%(7'1'72+72-71) = cosf3- F, %(71.72_72.71) _ sinﬁ-(%a),

Die spurlosen hermitischen Matrizen H, K € (Ho, (-|-)) sind genau dann orthogonal,
wenn sie antikommutieren: H - K + K - H = 0.

8. Fiir 7y, 73, 0 € 3} wie oben gilt 0 L 71, 7»; denn wegen 7% = F

sin 3 - (%0) T = %7'1 “To - T] — %7'2 = —7-sinf- (%0).
Ebenso fir 7.

Wir haben oben gesehen, dass jede positivorientierte orthochrone Lorentztransformation
des Standard-Minkowski-Raums H durch eine (bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimm-
te) unimodulare Matrix A € SL(2,C) dargestellt werden kann: x(-) = A - () - A*. Dabei
werden die zentralen Drehungen d(-) durch die unitdren Matrizen U € SU(2) dargestellt.

Sprechweise 1.6.4. Die zentrale Drehung
S()=U- () U" = exp(bar 20) - () -exp(~ 2 - 1o)

nennen wir die (zentrale) Drehung mit dem Winkel o um die Achse o € 3}.
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Zur Begriindung wiederholen wir ein Argument aus dem Abschnitt iiber Quaternionen:
1

Die Bewegung 6(-) = exp(sa- 10) - (-) - exp(—3a - 10) hat die Fixpunkte E und o. Fiir
T € oj mit 7 Lo haben wir 707! = —¢ und wir gewinnen p = 1o -7 € X} mit pLo, 7 .
Wegen —7 = %a - p gilt
1

T-exp(—ta-1o) = (t-exp(—ia-io)-77!) -7 = exp(—3a-7(4

i

o)t ') T =exp(3a-io)-T.

(1) = exp(a-=z0)- cosa-T+sina-p

|—= ==

T =
d(p)= expla-z0)-p= cosa-p—sina-T.

~

Und das sind die vertrauten Formeln fiir eine Drehung in der zu o orthogonalen Ebene.

Satz 1.6.7. Der zentrale boost, welcher das Zentrum E in die positivdefinite Matriz H =
exp(w - T) (T € X} dberfiihrt, ist

o) =A- () A" =exp(zw-7) () exp(Gw-7)

Beweis. Wenn o € 33} zu 7 orthogonal ist, o -7 +7-0=0, o-7-07"

= —7, dann gilt

-1

c-A=c-exp(jw-7) 07 o =exp(lwo-T-07") o =A4"""0, A-oc-A=o.

Die Menge der Fizpunkte ist also der zweidimensionale Vektorraum {E,7}+.

Die Matriz A = A* = exp(3w - 7) kommutiert mit E und K = H~'. Es gilt daher
A-E-A*=H, A-K - A* = E Der eindeutig bestimmte zentrale boost ¢&(-) = ©&(-) ist
A () A*, wo A die poitivdefinite Qudratwurzel aus H ist: A> = AA* = H. Es handelt
sich um einen boost der Linge |w|.

Bekanntlich transformiert die Exponentialabbildung jede spurlose Matrix in eine uni-
modulare Matrix. Fiir die spurlosen hermitischen Matrizen gilt dariiber hinaus

HeH,, H*=H, teR — exp(%tH) unitdr, exp(tH) positivdefinit.

Wir erinnern bei dieser Gelegenheit, dass U = exp(2H) = exp(% - 10) mit 1o = ||H]|
die Matrix zur zentralen Drehung um die Achse zum Winkel « ist.

SU2)={U:U =-exp(%-10) mitac[0,2r)und o€ XSG}

Der Exponentialausdruck interessiert iibrigens fiir beliebige reelle «; man beachte aber
exp(3(a+2m) - 1o) = —U.

In derselben Weise interessieren wir uns fiir die Matrizen zu den zentralen boosts..
Wir bezeichnen

P={A:A=exp(H) mit HeHy}={A:A=exp(¥-7) mitw>0und 7€ X}

Dies sind, wie wir eben gesehen haben, in der Tat die Matrizen A € 3 zu den zentralen
boosts. (H +—— AHA*.) Fiir A=exp(H)=exp(§-7)ist w=2-|H| die Linge des
zentralen boosts und 7 seine Richtung.
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Faktorisierung Zu jeder nichtsinguliren Matrix B existiert bekanntlich eine unitére
Matrix U und eine positivdefinite Matrix A, sodass B =U - A; A ist die positivdefinite
Quadratwurzel aus B* - B. Wenn det B = 1, dann det A = 1 = det U. Also
B=U-A=exp(3a-10)-exp(3w-7)

Fiir die Lorentztransformation x(-) = B (-) - B* =UA - () - A*U* liefert das die Faktori-
sierung x(-) = d o (+), wo §(-) die zentrale Drehung zu U ist und ¢(-) der zentrale boost
zu A.

Die eindeutige ‘Polarfaktorisierung” B = UA mit U unitdr, A positiv definit gibt
es fiir alle nichtsinguldren komplexen n x n-Matrizen B. Die Berechnung ist aber im
Allgemeinen recht aufwendig. Fiir den Kalkiil der hyperbolischen Bewegungen reicht uns
die Berechnung der Faktorisierung in einem iibersichtlichen Spezialfall, wie wir sofort
sehen werden.

Satz 1.6.8 (Eine Quaternionendarstellung).
a) Seien o, T € ¥} mit o L7, by, b1, by € R und B =0bFE + bl%a + boT.
Wenn b2 + b2 — b = 1, dann gilt det B = 1.

b) Wenn B € SL(2,C) mit by = $traceB > 0, dann existieren eindeutig bestimm-
te by,by > 0 und (im Falle by,by > 0) eindeutig bestimmte 0,7 € X} , sodass B =
boE + bito + bor. Es gilt o L7 und b3 + b3 — b3 = 1.

c) Wenn B = byE + bl%a + by wie oben und tan %a = lg—é, dann gilt
B = (cos %a - F +sin %a . %O’) <A, mit A positiv definit.

Beweis. Wir betrachten hier die Determinante als quadratische Form auf dem kom-
plexen Vektorraum aller 2 x 2-Matrizen. Die dazugehorige Bilininearform wird ebenso
wir im Standard-Minkowski-Raum bezeichnet. Wir erinnern an die Formel (B'|B") =
L(traceB')(traceB") — Ltrace(B' - B"). Fir o,7 € 3} gilt o -7 =cos 3 - E +sin 3 - 1p mat
peXl, (o|r) =—cosfB. Daher

det(bQE‘l'bl%O'—i—bgT) = (boE+bl%U—l—bgTHboE—‘—bl%U—l—bg’T) = bg‘l'b%—bg—‘—lebg%(O'HT)

wegen E Lo fiir alle spurlosen B und (o||o) = —1 = (7||7), (o||7) reell fir alle o, 7 € 3}
Die Behauptung a) folgt.

Sei B eine Matriz mit by = %tmceB > 0. Fir die spurlose Matric N = B — byFE
sind £(N —N*) und 1(N + N*) spurlose hermitische Matrizen. Sie haben Eigenwerte +b,
bzw. +by, also die euklidische Norm |by| bzw. |bs].
B=bE+i(N—=N*)+LN+N)=bE+bic+br mitwohlbestimmten o,7 € 5.

Aus  det B =1 ergibt sich wie oben die Behauptungen b2 + 02 —b3 =1 und o L7 .
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Zu B =byE + bl%a + bo7 konstruieren wir die unimodulare unitdre Matrix

— b, b 15— cosla- inla -l = 1,.1
U= E+ -0 = cos ;0 - '+ sin s« .U—exp(2a Z.O').

/b3 +b? VRt (

Wenn wir B von links mit U* multiplizieren, erhalten wir eine positivdefinite Matriz A.

*B—(— . p__ b 1l;). 1
UB_(\/W 1) \/W 2.0') (boE—l—bliU—i—bg’T)

= b(2)+b% -E + ( bo .E_ by . lo-) .b T
_ b 1
=\/03+03-FE+ \/bgTb%-(boT—bl;aT)
=\/14b3-E+by-(cossa-T+sinia-p) € P.

denn wegen oL7 ist p=—10oT = 170 hermitisch und es gilt U*B = exp(% - 7').

B =U-A = exp(ia-10)-exp(¥-7)
mit sinh%:bg, 7' =cosia-T+sinia-p.

Die hier gelungene Berechnung der Faktorisierung funktioniert zwar (in dieser Direkt-
heit) nur fiir unimodulare Matrizen mit reeller Spur. Dies geniigt aber fiir unsere Zwecke,
wie wir sehen werden. (siehe aber auch den Nachtrag zur Faktorisierung). Wir wiederholen
zunéchst in etwas verdnderter Notation die Methode der Quaternionen fiir den

Kalkiil der zentralen Drehungen

Eine Matrix U € SU(2) hat Eigenwerte vom Betrag 1 mit dem Produkt = 1, sagen wir
exp(£ia/2); die Spur ist 2by = 2cos(a/2). U — boE ist eine schiefhermitische spurlose
Matrix mit den Eigenwerten by = =+isin(/2). Wir haben U = byE + by - 0 mit o € 3,
als Spezialfall des obigen Satzes mit by = 0. Es ergibt sich also U = exp(«/2 - 10), und
das ist die darstellende Matrix der zentralen Drehung mit dem Winkel o um die Achse o.

Wir berechnen das Produkt zweier solcher Matrizen U; € SU(2):

Ui = exp(Z-30j) = ¢j-E+sj-20; = ¢;- (E+t;-20;) mit ¢; =tan 3.
Bekantlich gilt o9-01 =cosf-FE +sing - %p, o1,091p € 3}, wo 3 als der
Winkel zwischen den beiden Achsen zu deuten ist

U2 'U1 = (C9o(C1 (E"—tg %0'2) . (E"—tl . %0'1)

= (C9(Cq1 ((1 — tltg COSﬁ) - B+ %(tl(fl + t20'2 + tltg Sll’lﬁp) = exp(% . %O’)
Aus dem Koeffizienten von E ist der Drehwinkel o abzulesen:
cosa/2 = cocp - (1 —titacos B) = cac1 — 189 cos .
Die Linearkombination t101 +to09 +tta sin Gp ist bis auf den Normierungsfaktor

die Drehachse der resultierenden Drehung.
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Die Kombination der zentralen Boosts

Zu jeder Bewegung x(-) des hyperbolischen Raums Hypg gibt es eine unimodulare Ma-
trix B (bis auf das Vorzeichen eindeutig), sodass x(H) = BH B*. Das Hintereinander-
schalten spiegelt sich in der Matrizenmultiplikation xs o x; &= By B;. Nun besitzt jedes
B € SL(2,C) eine eindeutige Faktorisierung B = UA mit U € SU(2), A positiv de-
finit; und das bedeutet, dass man jede Bewegung gewinnen kann, indem man auf eine
wohlbestimmten zentralen boost eine wohlbestimmte zentrale Drehung folgen ldsst; denn
zu den zentralen boosts gehoren die unimodularen (positiv)-definiten Matrizen und zu
den zentralen Drehungen die speziellen unitédren Matrizen.

Bei den Bewegungen eines euklidischen Raums (mit einem ausgezeichneten Zentrum)
hatten wir eine dhnliche Situation. Man bekommt jede Bewegung dadurch, dass man eine
wohlbestimmte zentrale Drehung auf eine wohlbestimmte Translation folgen lésst.

Die Situation bei den hyperbolischen Bewegungen ist deswegen etwas komplizierter,
weil die Menge der zentralen boosts keine Untergruppe der Bewegungsgruppe ist. Das
Produkt zweier postivdefiniter Matrizen ist nicht notwendigerweise hermitisch. Es gibt
aber genau eine positivdefinite Matrix A = II(AsA;), sodass Ay - Ay = B = U - A mit
U € SU(2). Wir werden Formeln fiir U und A = II(A3A;) herleiten, von denen man sagen
konnte, dass sie sich an den Quaternionenkalkiil anschliessen. Man kann jedenfalls aus
ihnen leicht die Richtung und die Lange des zugehorigen boost ablesen, und auch Achse
und Drehwinkel der ‘korrigierenden Drehung’ U. Die Formeln zeigen auch, dass fiir boosts
kleiner Lange das Hintereinanderschalten in der Nédhe des Zentrums approximiert werden
kann durch das (der Vektorrechnung folgende) Hintereinanderschalten von Translationen.

Fiir die unimodularen positivdefiniten 2 x 2-Matrizen gibt es mehrere bemerkenswerte
(eindeutig bestimmte!) Darstellungsweisen, z. B.

A=cosh% E+sinh% -7 mitweR" und 7€ .
Fiir die Matrizen A;, A,, fiir die wir jetzt I1(A2A;) berechnen, beniitzen wir Abkiirzungen
Aj:Cj'E+Sj'Tj = Cj'(E+tj'Tj) mlt tj:tanh%.

Es gilt 79 -7 =cos(B- E +sin - %a mit wohlbestimmten sin 3 > 0,0 € X}, und 7 - 75 =
cosB-E —sing- %a. Dies ergibt
Ay A1 = (- E+4sy-m) (c1-E+s1-1)
= (cac1 + s981c083) - E + s987 - %O’ + (62817'1 + 02517'1)
= by E+4b-20+cic (tim +tom)
= by E+4b -t0+b-T,

wo 7 die Richtung des ‘resultierenden’ Tangentialvektors t17 + to7 ist und

bg = C1Cg * ||t17’1 + t27'2|| = C1Co - \/t% -+ t% + 2t1t2 COSB.
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Die positive Zahl by kennen wir schon aus dem hyperbolischen Cosinussatz. Da auch b,
und by nichtnegativ sind, sind wir in der Situation des obigen Satzes. Es gilt mit einer
wohlbestimmten positivdefiniten Matrix A = II(A, - Ay)

A2-A2=< h__ . p4 A4 -%U)-A:exp(%a%a)%l mit tan 2 =4 — _hbsinf

/bg_l_b% /bg-i-b% 2 7 by 1+t1tacos B °

Die Rechnung von oben liefert uns auch die gewiinschte Darstellung

A=1TI(Ay - Ay) :COSh%'E‘FSiHh%'T/,

WO sinh & = crea\/t + 13 + 2titacos B und T/ = cos§-T+sing 70

Wir kénnen nun auch irgendwelche Bewegungen hintereinanderschalten, deren Ma-
trizen uns in faktorisierter Form gegeben sind: By = UyA; B; = U;A;. Das Produkt
schreiben wir in der Form By - By = Uy Ay - U1 Ay = UyUy -AQU1 - Ay mit der positivdefiniten
konjugierten Matrix AY" = U;'A,U;. Die Operation II(-) liefert uns die Faktorisierung
Ag 'A; = U - A und damit die Polarfaktorisierung By - By = UsU U - A. — Wir stossen
hier also auf einen etwas verallgemeinerten Begriff eines semidirekten Produkts.

Néherung fiir zentrale boosts kleiner Lénge: Wenn die Langen w; und damit die Zah-
len s;,t; von erster Ordnung klein sind, dann ist tan § von zweiter Ordnung klein. Die
Korrektur exp(%a . %O’) fallt nicht ins Gewicht. Ausserdem gilt in erster Ndherung c; ~ 1.

H(Ag Al) ~ Ag 'Al ~ (E—l—tg’TQ) . (E—l—tlTl) ~FE+tr

mit T = toTo + 71, t= \/t% + 13 4 2t1t5 cos (.

Die zentralen boosts werden in erster Ndherung wie die Vektoren im zentralen Tangential-
raum kombiniert: die Richtungen und die Léngen werden wie im euklidischen Vektorraum
kombiniert.

Die Algebra des Raums C?*?

Bisher hatten sich unsere Rechnungen mit den komplexen 2 x 2-Matrizen an geometrischen

Themen orientiert. Man kann aber natiirlich die Sache auch rein algebraisch betrachten.

Es kommen hier mehrere Strukturen zusammen, die dann in der hoheren Algebra in ganz

verschiedenen Richtungen verallgemeinert werden. Wir beginnen mit der Vektorraum.
C?*? ist ein vierdimensionaler komplexer und damit ein achtdimensionaler reeller Vek-

torraum. Eine erste interessante Projektion ist die Abbildung

B by E mit by=by(B)= %traceB.

Der Kern dieser Projektion ist der Raum der spurlosen Matrizen.
Eine zweite interessante Projektion des reellen Vektorraums C2*? ergibt sich aus der
hermitischen Konjugation, (welche eine Involution des reellen Vektorraums ist)

B R(B) = LB+ B
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Sie ordnet der Matrix B den hermitischen Anteil zu. Das Bild wollen wir wie oben mit H
bezeichnen. Die komplementére Projektion ordnet der Matrix B ihren schiefhermitischen
Anteil zu; das Bild bezeichnen wir mit i - H. Die zu diesen Projektionen gehorende direkte
Zerlegung ist also

C*>—H@i-H, B=RB)+iR(LB)=LB+B")+i(B-B).

Die beiden Projektionen sind vertréglich, liefern also zusammen eine direkte Zerlegung in
zwei eindimensionale und zwei dreidimensionale Teilvektorrdume

C*>?=[E] @ [iE] © Hy @ i - Hy.
Die Determinante det(-) ist eine quadratische Form

a b

det B = det (c d

) = ad—bc = L(a+d)*—L(a®+bc+be+d®) = L(traceB)*—1(traceB?).

Die Einschréinkung auf den vierdimensionalen Vektorraum H der hermitischen Matrizen
macht diesen zu einem Minkowskiraum (H, (-]|-)).

(H1||Ha) = i(traceH,;)(traceHs) — strace(H; Hs).

Daraus ergibt sich eine euklidische Struktur auf dem dreidimensionalen Vektorraum Hi

der spurlosen hermitischen Matrizen: (-|-) = —(-[|-).
|H|]?> = — det (2‘ _ba) =a’+[b?>, wobei a€R,beC,

Wir kommen jetzt zur Matrizenmultiplikation: Die Determinante ist bekanntlich ein mul-
tiplikatives Funktional mit det B* = (det B)*. Entscheidend ist nun die Tatsache, dass
G = [E] & i - Hj ein multiplikativ abgeschlossener Teilraum ist. (— Es handelt sich um
eine Matrix-Realisierung des Raums der Quaternionen.) Die Beweis ergibt sich aus der
Feststellung, dass fiir jedes H € Hy das Quadrat ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist:
H? = ||H||* E. Eine spurlose hermitische Matrix hat némlich reelle Eigenwerte +\ (und
daher die Determinante -A\%.) Das ergibt H> = \>- E = (H|H) - E. Es folgt
WHK+KH)=3((H+K)*-H*-K*)=(H|K)-FE fir H, K € H,.

Die Matrizen H, K € Hl sind genau dann orthogonal H 1 K, wenn sie antikommutieren.
Fiir die spurlose hermitische Matrix L = &(HK — KH) € Hy gilt L L H, ( und ebenso
1K);denn 2i(LH+HL)= (HK—KH)H—H(HK—-KH)=0. Weiter gilt |L||>- F =
LL*=(HK—(H|K)-E)(KH—(H|K)-E)= HKKH—(HK+KH)(H|K)+(H|K)*-E.
und das ergibt wegen HK = L(HK + KH) + 3(HK — KH) fiir alle H, K € H

HK = (HIK)-E+i-L mit L1HK, |L|*>=|H|*|K|*- (HK)
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Dies ist die moderne Version der Lehre von sog. Vektorprodukt im euklidischen Raum.

Manchmal ist es angezeigt, im Hilbertraum G = [E] & i - H eine ONB einzufiihren
wie z. B. {E, %ax, %ay, %az}.

Als ein Beispiel fiir das Rechnen im System C?*? berechnen wir die (eindeutig be-
stimmte!) Polarzerlegung B = U - A einer beliebigen nichtsinguldren Matrix. Es geniigt
offenbar, den Fall det B = 1 zu betrachten—dies ist der Fall, wo die unitare Matrix
die Determinante = 1 hat. Wir wollen hier aber nicht so wie oben voraussetzen, dass
traceB = r + is reell ist.

Satz 1.6.9.
Gegeben sei B € SL(2,C). Es ezistieren dann ag > 0 , eine spurlose hermitische Matrix
K € Hy und eine unitdre Matriz U, sodass gilt B=U-:(ay- E+K).

Beweis. Wenn wir B mit det B =1 gemdff C**? = H & i-H zerlegen, dann erhalten wir
B = (T+ZS)E+ZBl+BQ mit Bl,BQ EHQ, <Bl|Bg> =T-Ss.
In der Tat gilt wegen (E||E) =1, (E||B))=0=(E|B>)

1 =det B=(B|B) = (r+is)* — (Bi||B1) + (B:||Ba) + i(B1[| By) + i(Bal| By)
=r? — %+ 2irs + || By|]* — || Ba|* — 2i - (By|By)
=r?— s+ b —b5 +  2irs—2i-(B|By).

Wir definieren a3 = r*+b} = 1+s*+b3 und machen den Ansatz A =ag-E+ K.
Die Matriz K € Hy gewinnen wir aus dem Ansatz B*B = A*A = a2 - E+||K||*- E+2ay- K.

B*-B =((r—is)E —iBi + By) - ((r +is)E +iBy + By)
=(r* +s*)E + (—i(r —is) +i(r +is))By + (r +7)By —i-(B1By — ByB))
(r4 s>+ 02 +02)-E+2s - B +2r- By +2D = (2a2 —1)- E +2a0 - K.

wo D € Hy mit D 1By, By bestimmt ist aus By By = {(By|Bs) - E+i-D.
. 2 2
Die Matriz U = J—O - B+ é - By ist unitdr; denn U - U™ = (L) - B+ (Z—;) -E=F.

aop
Wir rechnen nun nach:

U B= (—-E——-B) ((r+is)-E+i-B, + B)
Qg Qg
1
:a— . <7’(T+ZS)E—Z(7’+ZS)Bl+ZTBl—|—TBQ+B%—ZBlBQ)
0
1

= (r(r+is)+b?—irs) -E + i : (SB1+7"Bz+D)
ag Qo
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1.7 Der Raum der Kreise

Im Folgenden beniitzen wir einige weitergehende Begriffsbildungen, die wir im abschlies-
senden Anhang erldutern werden. Die Bahn einer Gruppenwirkung ist ein solcher Begriff.
Ein anderes wichtiges Konzept ist das Konzept der Pullback-Abbildung.

Die Mgbiustransformationen bilden Kreise in C = C N {oc} in Kreise ab, (wo die
Geraden als Kreise durch den unendlichfernen Punkt zu betrachten sind). Der Raum
der Kreise ist eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit, auf der die Gruppe SL(2,C)/R
wirkt. Er weist gewisse Analogien mit dem hyperbolischen Raum auf. Er gilt allerdings
aus synthetischer Sicht als etwas uniibersichtlicher, weil die Analogien zur wohlbekannten
Geometrie des euklidischen Raums nicht auf der Hand liegen.

Wenn man Kreise als Nullstellengebilde von Funktionen beschreibt, dann kommen
hermitische Formen ins Spiel. Die hermitischen Formen spielen eine zentrale Rolle in der
Hilbertraumgeometrie, wie wir spéater sehen werden. Hier geht es nun aber um ander-
weitig geometrisch inspirierte Fragen, und zwar im besonders iibersichtlichen komplex-
zweidimensionalen Fall. Es wird nochmals der Minkowskiraum ins Spiel kommen.

Wir schicken einige algebraische Vorbemerkungen voraus.

Lemma.
FEs sei (uy,...,u,) eine Basis eines komplezen Vektorraums V. Jede hermitische Matriz
H = (hjy), (H*= H) definiert eine hermitische Form h(-) auf V:

h(v) = h(Z w;-al) => ahya* = (@,....a")-H-

Jk a™
Jede hermitische Form h(-) wird durch genau eine hermitische Matriz H beschrieben.

Notation. Wenn wir in V' eine Basis eingefiihrt haben, dann représentieren wir die Vek-
toren durch Spalten. Die Linearformen reprisentieren wir (der dualen Basis entsprechend)
durch Zeilen. Nicht nur die hermitischen Formen auf V', sondern auch die auf dem Dual-
raum V™ repriasentieren wir durch hermitische Matrizen.

Den n?-dimensionalen reellen Vektorraum der hermitischen Formen auf V' bezeichnen
wir mit M. Der n*-dimensionalen reellen Vektorraum der hermitischen Formen auf V*
kann in natiirlicher Weise als sein Dualraum verstanden werden. Wenn er im Folgenden
(eher selten) vorkommen wird, dann bezeichnen wir ihn mit My . In dieser natiirlichen
Auffassung ergeben die darstellenden Matrizen L € M, H € M* den Skalar (L, H) =
trace(L - H).

Wenn (uy,...,u,) eine Basis von V ist, dann verstehen wir die Elemente der dualen
Basis (z!,...,2z") auch als komplexwerige Funktionen auf V. Die (reellwertigen!) hermi-
tischen Formen h € M* notieren wir dementsprechend

h(-) = sz(-) -hji, - 2z"(-). als Funktion auf V.
jk
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Wohlbekannt aus der Linearen Algebra ist der Begriff des Eigenwerts eines Endomor-
phismus und auch der Begriff des Eigenwerts einer hermitischen Form in einem unitéiren
Raum. Wir erinnern an den beriihmten Spektralsatz.

Lemma. FEs sei (V,||-||) ein n-dimensionaler unitirer Raum. Zu jeder hermitischen Form
h(-) existieren reelle Zahlen \y > ... > X\, und eine ONB (uy,...,u,), sodass

h() = v [P+ A [

Die absteigende Folge der ‘Eigenwerte” von h(-) ist eindeutig bestimmt. Wenn man zu ei-
ner anderen Hilbertraumnorm iibergeht, dann wird sich i. Allg. die Folge der ‘Eigenwerte’
dandern. Auch das Produkt der Eigenwerte wird sich i. Allg. dndern; es dndert sich aber
fiir alle h(-) um denselben Faktor > 0.

Beweis. Das Produkt der FEigenwerte ist die Determinante der darstellenden Matrix
H. Wenn man zu einer anderen Basis iibergeht, (2. B. zu einer ONB bzgl. der neu-
en Hilbertraum-Norm), dann wird aus der darstellenden Matriz H die Matric B*HB,
wo B die Matriz der Basistransformation ist. Wir bemerken, dass dabei positivdefinite
Matrizen zu positivdefiniten Matrizen werden, positiv semidefinite Matrizen werden zu
positivsemidefinten Matrizen, usw.

Wir bemerken

1. Im Fall n = 2 zerfallt der Raum der hermitischen Formen
My = (Mi, UML) U M U (Mg UM,

Und diese disjunkte Zerlegung ist unabhéngig von der Wahl einer Basis. Uns wird
im Folgenden hauptséchlich der Raum M} _ der indefiniten Formen interessieren.

2. Die darstellende Matrix fiir h(-) € M7} _ hat bei jeder Basiswahl eine negative De-
terminante; die Eigenwerte haben verschiedenes Vorzeichen.

3. Wenn wir im Folgenden nur Basistransformationen mit der Determinante 1 in Be-
tracht ziehen, dann kommt jeder hermitischen Form auf V' eine ‘Determinante’ zu.
Sie ist da offenbar eine quadratische Form, die M* zu einem Minkowskiraum macht.

4. Wenn wir in V' eine Hilbertraum || - || auszeichnen, dann bedeutet das, dass wir im
Minkowskiraum My, | einen zeitartigen Einheitsvektor (némlich || - |?) als ‘Zen-
trum’ auszeichnen. Die darstellende Matrix ist die Einheitsmatrix E.

5. Die Menge der spurlosen hermitischen Matrizen ist der Orthogonalraum (im Sin-
ne der Minkowski-Struktur von M*). Zu jedem H existiert genau eine Zahl a =
itraceH, sodass H — a - E spurlos ist. h(-) — a - || - || hat Eigenwerte £\, wo
A2 =det(H —a-E), qh)=detH = (a—\)(a+ ).
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Satz. Wenn im zweidimensionalen Raum V eine positivdefinite hermitische Form , also
eine Hilbertraum ausgezeichnet ist, dann ergeben sich bequeme Formeln fir die quadra-
tische Form q(-) auf M}, und die daraus abgeleitete symmetrische Bilinearform ( - || - ),
ndmlich

(H | K)= 3traceH - traceK — ttrace(H - K)
= ab+ ( Hy|| Ko) = ab— (Hy|Kp)
= strace((2a-E—H)-K), wenn
a = LtraceH, b:%tmceK, H=a-F+Hyy, K=0b-FE+ K,.

— 2

Beweis. Die Beweise sind einfache Rechnungen, die wir hier nicht vorfihren wollen. Wir

bemerken aber
h ¢ k —c¢
o A )

Lemma. FEs seien V und W komplexe Vektorriume und B(-) : V. — W eine lineare
Abbildung. Der Pullback 5*(-) bildet dann hermitische Form auf W in hermitische Formen
auf V' ab.

Beweis. Wir erinnern noch einmal an einige Eigenschaften der hermitischen Formen auf
einem n-dimensionalen komplezen Vektorraum. Die einfachsten hermitischen Formen h(-)
ergeben sich als Absolutquadrat einer Linearform h(-) = |€(-)|>~ man nennt sie die Formen
vom Rang 1 . Diese spannen den n?-dimensionalen reellen Vektorraum der hermitischen
Formen auf. Die Matrizdarstellung (beziiglich jeder beliebigen Basis von V' bzw. W) ist
ein Produkt ‘Spalte x Zeile’: £* - £. Der Pullback macht daraus wieder ein Produkt ‘Spalte
X Zeile’. Die Spalte ist jeweils hermitisch konjugiert zur Zeile, die fir die Linearform ((-)
steht.

Eine fiir unseren Zweck bequeme Definition des Begriffs der hermitischen Form ist
die auf der Grundlage der Parallelogrammgleichung (die wir ibrigens in der Hilbertraum-
Geometrie ausfihrlich studieren werden) h(v+w)+h(v—w)=2-h(v)+2-h(w).
Auf beiden Wegen ergibt sich sehr einfach die Behauptung.

Wir bemerken zur Ubung: Ist H zur Darstellung von h € M* vom Rang 1, H = (i;) (21, 7%)
mit traceH = |z'|? 4 |2%|% und ist L ebenfalls vom Rang 1, dann haben wir

252 _ 152 2
2-traceH - F — H = <Z2Zl ?’f)z(z )(22,—21),

1

2t a
(Zg) (517 52) (d;) (ah a2)> = ‘al 2l 4 as - 22 2
2
z

ttrace(H - L) = itrace

)

(H| L)= =2itrace
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Kreise in der komplexen Ebene
Wir haben frither die Kreise K C C durch Gleichungen beschrieben:

1 1 1
t={z: a-zz+az+az+b=0} ={z: a+a-+a-+b— =0}
z zZ 2z

wobei a,b € R, « € C mit ab— |a|> <0.  Oder in Matrixschreibweise:

_ 2 oo (PN (Y o= (5.5 H (D
Z—ZQEE =  (Z1,22) (a b) (22) 0=(z1,2) - H (zz)

wo die indefinite hermitische Matrix H durch den Kreis bis auf einen Faktor eindeutig
bestimmt ist.

Hinweis: Die Pullback-Abbildung p%(+) bildet Funktionen auf C in Funktionen auf
C ab. Das Nullstellengebilde Ky der Funktion ¥(w) = a - ww + &w + aw + b wird in das
Nullstellengebilde der zuriickgenommenen Funktion p% (W) abgebildet. Man muss aber
feststellen, dass die inhomogene hermitische Funktionen ¥ vom Pullback p% nicht in eine
hermitische Funktion abgebildet wird. Die folgende Rechnung zeigt einen Faktor, welcher
als stérend empfunden werden muss, das Nullstellengebilde aber nicht betrifft.

Wenn z = z—;,w = pa(z), dann gilt w = g—; mit (lw”;) =A-( ,

*,), und
o= e (3 5)-(3)

1 2 — 1
15(0).(2) = W (w) = |ag =" _l_a2222‘—2 (2, 2) A (Z zz) A(z )

(912t + agg2? 22

Fiir die Nullstellengebilde der Funktionen W und p*(¥) spielen Faktoren wie hier offenbar
keine Rolle. Eine glattereTheorie ergibt sich aber, wenn man die Nullstellengebilde mit
Hilfe von homogenen hermitischen Funktionen beschreibt.

Wir haben frither bewiesen, dass die Mobiustransformationen Kreise in Kreise trans-
formieren: die Translationen und die Drehstreckungen tun das trivialerweise. Die Rezi-
prokenabbildung tut es, und somit alle aus diesen elementaren Transformationen zusam-
mengesetzten Abbildungen—und das sind die Mobiustransformationen. Wir wollen die
Situation hier weiter untersuchen.

Es sei pa(+) die Mobiustransformation zur unimodularen Matrix; man koénnte auch
genauer py, schreiben. {pa : A € SL(2,C)/|£E} ist zunéchst einmal eine Gruppen-
wirkung auf C (oder auf der Riemannschen Zahlenkugel.) Sie ist dann aber auch eine
Gruppenwirkung auf der Menge aller Kreise K. Wenn es der Klarheit dient, bezeichnen
wir diese Bijektion von IC mit fia(-).

K3t a(t) = {ua(z):z €t} = {w: ;' (w) € €}
Es gilt offenbar fig = id, fip(fia(K)) = fip.a(K), also figofia(-) = fip.a(-) usw.
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Definition. Eine homogene Geradengleichung ist eine Gleichung der Form

a- 27 tatB2 a2 +b-2222=0, oder (5,%)- (Z Cb“) : (Zl) = 0.
)

a) indefinit ist, ab — |a|* < 0.

wo die hermitische Matrix H = (Z b

Wir haben also eine Bijektion der Menge K auf die Menge H, /R der raumartigen
Geraden im Standard-Minkowski-Raum.

Die Gruppenwirkung auf der Menge C, die durch die Familie der M&biustransforma-
tionen gegeben ist, kann also auch als Gruppenwirkung auf der Menge der raumartigen
Geraden im Minkowskiraum verstanden werden. So, wie die Menge der raumartigen Ge-
raden der hyperbolische Raum ‘ist, so‘ist” die Menge der raumartigen Geraden die Menge
der Kreise in C. Wir haben schon friither gesehen, dass die Menge der Geraden im Licht-
kegel die erweiterte Zahlenebene C ist oder (vermoge der stereographischen Projektion)
die Riemann’sche Zahlenkugel.

Fazit: Die Gruppe SL(2,C)/{£E} wirkt treu auf dem Minkowskiraum (oder besser:
auf der Menge der Geraden im Minkowskiraum). Sie hat drei Bahnen. Die Wirkung auf
dem hyperbolischen Raum und die Wirkung auf der Riemann’schen Zahlenkugel haben
wir bereits ausfiihrlich studiert. Nun wollen wir uns auch noch der Wirkung auf der Menge
der Kreise IC zuwenden.

Die Pullback-Abbildung p*(-) bildet Funktionen auf C in Funktionen auf C ab. Er
bildet somit das Nullstellengebilde Ky der Funktion ¥(w) = a - ww + @w + aw + b in das
Nullstellengebilde der zuriickgenommenen Funktion p% (W) ab. Er bildet aber nicht die
inhomogene hermitische Funktionen ¥ in hermitische Funktion ab. Die folgende Rechnung
ergibt einen Faktor, welcher als storend empfunden werden kann, das Nullstellengebilde
aber nicht betrifft.

Wenn z = z—;,w = pna(z), dann gilt w = Z—; mit (Z;) =A- (z;), und

v = o - (4 5) (1)
14 (0).(2) = W(M):‘a2121+ag2z2}_2~(21,22)~A*~(Z ‘;‘)-A(Zl).

aglzl + 0,2222
Fiir die Nullstellengebilde der Funktionen W und p* (W) spielen Faktoren wie hier offenbar
keine Rolle. Es liegt daher nahe, die Nullstellengebilde mit Hilfe der dazugehérenden
homogenen hermitischen Funktionen zu beschreiben.

[

Kot vw=0p = fw-s et (25) (1) -0
K ={z=2%. (3,2)-4 (Z (Z)A-C:):O}
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Damit erhalten wir eine Bijektion der Menge K auf die Menge Aquivalenzklassen M _/R
von indefiniten hermitischen Formen auf dem Vektorraum V. Dies wollen wir noch genau-
er diskutieren. Bisher war von Matrixdarstellungen der hermitischen Formen die Rede,
nachdem wir eine Hilbertraumnorm in V' ausgezeichnet hatten; wir brauchten das, da
wir in den Konstruktionen auf die Spur Bezug nehmen wollten. Wir kommen jetzt aber
nochmal auf die Bemerkung zuriick, dass wir keine ausgezeichnete Norm auf V' (d.h. kein
ausgezeichnetes positivdefinites Element in M*) ins Spiel bringen miissen. Wir kénnen
vom Produkt der Eigenwerte einer hermitischen Form auf V' auch dann reden, wenn wir
uns darauf verstiandigen, dass wir nur solche Basen in Betracht ziehen, die durch einen Ba-
siswechsel mit der Determinante 1 auseinander hervorgehen. Zu einer hermitischen Form
h(-) und jeder Basis (z'(-),z(-)) von V* existiert eine eine hermitische Matrix H, sodass

h(-) = (z1(~),z2(-))~H-<zl(')) auf V.

Wenn (z;) =B- (g;) (mit B € SL(2,C)/£F), dann

h(:) = (w'(-),w*(-))- B*HB - (X;E;) auf V mit det B*HB = det H.

Zwei indefinite hermitische Formen auf V' beschreiben genau dann denselben Kreis auf
der Riemann’schen Zahlenkugel, wenn sie sich um einen Faktor unterscheiden. Dies ist
die gesuchte Bijektion K «— M _, die sich nicht auf Matrizendarstellungen stiitzt, und
doch die Determinante (das Produkt der Eigenwerte) im Spiel ldsst. Es ist wichtig zu
bemerken, dass man in IC zunéchst einmal keine ausgezeichnete Funktion det(-) im Blick
hat. Erst die Bijektion bringt diese ausgezeichnete Funktion in den Vordergrund. Bei den
Mobiustransformationen der Kreise wie bei den eigentlichen Lorentztransformationen des
Minkowskiraums bleibt diese Funktion invariant.
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1.8 Anhang: Gruppenwirkungen, insbesondere Konjugation

In den obigen Uberlegungen zur Drehgruppe und zur Lorentzgruppe spielt die Konjuga-
tionsabbildung eine entscheidende Rolle. ((g,w) — gwg™'). Diese Konstruktion wollen
wir hier in einem allgemeineren Kontext etwas genauer studieren.

Definition 1.4 (Transformationsgruppe).

Es sei 2 eine Menge. Eine Menge 7 von bijektiven Abbildungen von € heisst eine Trans-
formationsgruppe iiber 2, wenn gilt

(i) die Identitatsabbildung I gehort zu 7°
(i) wenn 7(-) zu T gehort, dann auch die Umkehrabbildung 7! (-)

(iii) wenn 7'(-) und 7n”(:) zu 7 gehoren, dann auch die zusammengesetzte Abbildung
7T/ o 7T”(').

Sprechweise 1.8.1. Wenn () eine endliche Menge ist, dann spricht man auch von einer
Permutationsgruppe (‘von’ oder ‘iiber’) Q. Die Gruppe aller Bijektionen der endlichen
Menge €) heisst die symmetrische Gruppe iiber 2. Man bezeichnet sie iiblicherweise mit
Sq. Die Menge aller Permutationen der Menge {1, 2, ...n} nennt man die symmetrische
Gruppe von n Elementen §,,.

Bemerkung: Eine Aufzdhlung der n-punktigen Menge 2 liefert einen Isomorphismus
Sq «— S, Die Ordnung der symmetrischen Gruppe iiber n Elementen ist |S,| = n!.

Die Gruppen, die in der Geometrie auftreten, sind in der Regel Transformationsgrup-
pen. Es ist aber unbedingt notig, auch die Definition einer abstrakten Gruppe im Auge
zu behalten. Hier gibt es dann keine Interpretation der Gruppenelemente; die Gruppen-
elemente sind nichts weiter als die Elemente einer Menge mit einer bestimmten Struktur.

Definition 1.5 (Gruppe).
Sei (G, e, 0) eine abstrakte Menge mit einem ausgezeichneten Element e und einer Ver-

kniipfung o : GxG — G . Das Tripel (G, e,0) heiit eine Gruppe, wenn gilt
(i) goe=eog=gfiralle g € G (‘Gruppeneins’)
(i) Vg3dg : gogd=e=4gog (‘Gruppeninverse’)
(i) Vg, h,k go(hok)=(goh)ok (‘Assoziativgesetz’)

Definition 1.6 (Gruppenisomorphismus).
Zwei Gruppen (G, €', o) und (G”, €”, o) heissen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung
gibt, welche das Einselement in das Einselement tiberfiihrt und Produkte in Produkte.

i(e') =¢" und i(goh)=1(g) oi(h) fiir alle g,h .

Jede Bijektion i(-), die das leistet, heifit ein Gruppenisomorphismus von G’ auf G”. Ein
Gruppenisomorphismus von G auf G heisst ein Automorphismus der Gruppe G. .
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Definition 1.7 (Gruppenhomomorphismus).
Seien (G, €', 0) und (G”,€", o) Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G' — G” heisst ein Grup-
penhomomorphismus, wenn gilt p(e') = ¢€”; (g’ o ') = pg’ o ph' fiir alle ¢'; W' € G'.

Definition 1.8 (Untergruppe).

Eine Teilmenge U einer Gruppe G heifit eine Untergruppe von (G, e, o), wenn U mit der
auf U eingeschrinkten Verkniipfung selbst eine Gruppe ist, wenn also mit ¢ auch ¢!
gehort, und g, he U = goh e U.

Sprechweise 1.8.2 (Nebenklasse). Wenn U eine Untergruppe ist und a € GG, dann heisst
die Menge aoU = {aowu: u € U} die Linksnebenklasse zu a . Entsprechend heisst U o a
die Rechtsnebenklasse zu a.

Bemerke: Die Linksnebenklassen der Untergruppe U zu a und b sind entweder gleich
oder disjunkt. (Sie sind genau dann gleich, wenn a~! o b € U.) Die Linksnebenklassen zu
U liefern also eine Partition der Gruppe G. Dasselbe gilt fiir das System der Rechtsne-
benklassen.

Definition 1.9 (Konjugationsabbildungen).
Zu jedem Gruppenelement h definiert man die Konjugation mit A als die Bijektion

vy G — G, Gecgr—hogoh™

Diese Abbildung ), heisst auch der von h erzeugte innere Automorphismus (von G).
Wenn U eine Untergruppe ist, dann heisst die Untergruppe ¢,U = {houoh™ : u € U}
die vermdge h konjugierte Untergruppe.

Definition 1.10. Eine Untergruppe H heisst ein Normalteiler der Gruppe G (‘normal
subgroup’ im Englischen), wenn ¢, U = U fir alle h € G.

Satz 1.8.1 (Homomorphiesatz).
Eine Untergruppe H ist genau dann Normalteiler, wenn jede Linksnebenklasse auch Rechts-
nebenklasse ist. Die Gesamtheit der Nebenklassen wird in diesem Falle mit G/H bezeich-
net. Die Nebenklasse eines Produkts a ob hdngt in diesem Falle nur von den von a bzw. b
erzeugten Nebenklassen ab. Die Multiplikation macht G/H zu einer Gruppe. (Man nennt
sie die die Faktorgruppe.)

Wenn ¢ : G' — G" ein Gruppenhomomorphismus ist, dann ist der Kern, d.h. die
Menge ker o = {h' : @(h') = €"} ein Normalteiler, und G /ker ¢ ist in natirlicher Weise
isomorph zum Bild imp = {g" : ¢" = »(4¢')}.
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Gruppenwirkungen

Definition 1.11 (Gruppenwirkung).
Sei (G, e, o) eine abstrakte Gruppe und {2 eine Menge. Jedem g € G sei eine Bijektion
©g(+) zugeordnet, sodass gilt

we(-) = ITa(") ; @h(‘ﬁg(')) = SOhOg(') )

Die Familie ® = {¢, : g € G} heisst dann eine Wirkung von G auf Q (‘group-action’ im
Englischen). Sie heisst eine treue Gruppenwirkung, wenn allein ¢, die Identitétsabbildung
ist. (‘faithful’ Im Englischen.)

Bemerke: Wenn die Gruppenwirkung {¢, : ¢ € G} nicht treu ist, wenn also H = {h :
op =idgo} # {e} , dann kann man die Familie der Bijektionen als eine treue Wirkung der
Faktorgruppe G/ H verstehen.

Definition 1.12 (Bahnen und Fixgruppen).
Es sei {¢, : g € G} eine Wirkung der Gruppe G auf der Grundmenge (2.

Fiir ein w* € 2 heisst die Punktemenge Q.+« = {w : w = ¢ (w*) mitg € G} C Q die
Bahn des Punkts w*(‘orbit” im Englischen).

Die Menge G+ = {g : p,(w*) = w*} C G heisst die Fixgruppe des Punkts w*.

Satz 1.8.2. Die Bahnen zweier Punkte w* und w** sind entweder disjunkt oder identisch.
Wenn p(w*) = w**, dann sind die Fizgruppen von w* und w** zueinander konjugiert.

‘Pg(W**> = W™ <= Sog(goh(ufk)) = Soh(w*) — Qohflogoh(ufk) = w"

Sprechweise 1.8.3. Man sagt, eine Gruppe wirkt transitiv auf €2, wenn jeder Punkt w;
durch eine geeignete Transformation in einen beliebig vorgegebenen Punkt wy iibergefiihrt
werden kann. V wy,ws 39 1 p(w1) = @(ws).

Man sagt, sie wirkt einfach transitiv, wenn es genau ein solches g gibt.

Ein (nahezu triviales) Beispiel ist das folgende: Die Gruppe G wirkt vermoge der
Multiplikation von links einfach transitiv auf Q = G. (pg(w) = gow.).

Bei dieser Gelegenheit erinnern wir an die Definition eines K-affinen Raums:

Ein K-affiner Raum ist eine Menge, auf welcher ein K-Vektorraum einfach transitiv
operiert. Die Operationen heissen die Parallelverschiebungen.

Betrachten wir die Begriffsbildungen etwas ndher im Falle von endlichen Gruppen.
Die Anzahl der Elemente der Gruppe G heisst die Gruppenordnung und wird mit |G|
bezeichnet. Wenn eine endliche Gruppe auf einer Menge 2 operiert, dann sind natiirlich
alle Bahnen 2, endlich.

Satz 1.8.3 (Gruppenordnungen).
Die endliche Gruppe G operiere auf der Menge ). Fir die Fixgruppe eines beliebigen
Punkts w € Q und seine Bahn gilt dann |G| - || = |G-
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Beweis. Betrachten wir die Linksnebenklassen g o G,,. Sie partitionieren G und haben
alle dieselbe Michtigkeit. Thre Anzahl ist also m = % Sie entsprechen andererseits in
eineindeutiger Weise den Punkten der Bahn von w: go G, & ¢4(w).Es gilt ndmlich

he€goG, < pn(w)=pn(w).

Beispiel 1.8.1 (Konjugation fiir die symmetrische Gruppe). Die Konjugationsabbildung
kann man als eine Wirkung der Gruppe G auf der Menge ) = G verstehen.

Yy(w) =gowo 9_15 es gilt  p, (Yy(+)) = Ynog(+)

Die Bahnen dieser Gruppenwirkung kénnen sehr verschieden aussehen. So ist z. B. die
Bahn des Einheitselements einpunktig. Einpunktig sind auch die Bahnen derjenigen Ele-
mente, die mit allen g € G kommutieren. (Die Gruppentheoretiker nennen diese Menge
das Zentrum der Gruppe; es handelt sich offenbar um einen Normalteiler.)

Betrachten wir konkret die symmetrische Gruppe iiber n Elementen, S,,. Die Punkte w
sollen in der Zyklenschreibweise dargestellt sein. Den konjugierten Punkt gow o g~! kann
man dadurch finden, dass man die Ziffern in den Zyklen der Permutation g unterwirft.
Wir sagen, w sei vom Typ (mq,ms,...m,), wenn w in der Schreibweise mit disjunkten
Zyklen m; Zyklen der Lénge j aufweist (m, ist beispielsweise die Anzahl der Fixpunkte).
Mbogliche Typen sind die Tupel (mq, mo,...my,) mit 1-m; +2-mgo+---+n-m, =n.

Die Konjugationsabbildung macht aus jeder zyklischen Permutation der Lénge j eine
zyklische Permutation der Lénge j, und man kann jede zyklische Permutation in jede
zyklische Permutation derselben Linge {iberfithren. Die Gruppe S,, wirkt also transitiv
auf der Menge €; aller zyklischen w der Lénge j. Die Fixgruppe eines Zyklus der Lénge
n hat offenbar die Machtigkeit n. Die Anzahl der verschiedenen Zykeln der Lénge n ist
(n—1)! = %n!. Man kann sich unschwer vorstellen, wie die Fixgruppe eines Zyklus der
Lénge j aussieht.

Die Bahn eines w vom Typ (my, ma, ... m,) besteht aus allen w’ vom gleichen Typ. Es
ist aber eine etwas miihsame Arbeit, die Anzahl der verschiedenen Konjugationsklassen
(oder Bahnen) auszurechnen. Es geht um die zahlentheoretische Frage: auf wieviele Weisen
kann man die Zahl n zerlegen in der Weise n=1m+2-mog+---+n-m,?

Im Fall n = 4 sind die Konjugationsklassen durch die folgenden Zerlegungen gegeben:

1. 4 =4-1 (es gibt sechs Viererzykeln)

2. 4=1-14+3"-1 (es gibt acht Dreierzykeln bei einem Fixpunkt)
3. 40 = 2 - 2 (es gibt drei Produkte zweier disjunkter Zweierzykeln)
4. 4=2-141-2 (es gibt sechs Transpositionen)

5. 4 =4-1 (die Identitét)

Es gibt also fiinf Bahnen der Konjugationsabbildung zur symmetrischen Gruppe Sy.
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Beispiel 1.8.2. Die Oktaedergruppe ist die Gruppe aller derjenigen Drehungen des dreidi-
mensionalen Raums, die den Einheitswiirfel auf sich abbilden. Man kann sich dazu mehrere
Gruppenwirkungen ausdenken:

Die ¢ € G wirken als Permutationen der Menge 2r der Seitenflichen. Sie wirken
andererseits auf der Menge Qg der Ecken des Wiirfels, oder auch auf der Menge Q2 der
Kanten. Es handelt sich in jedem Falle um eine treue Gruppenwirkung, welche transitiv
auf den Grundraum () wirkt.

Studieren wir etwas genauer die Wirkung auf der sechspunktigen Menge Q. Jede
Bahn hat die Grofle |Qr| = 6. Die Fixgruppe einer Fliche w ist die Gruppe G, der
Drehungen um die Achse, die auf der Fliche w senkrecht steht. Man kann um 90°, 180°
und 270° drehen; dazu kommt die Identitét. |G, |- |Qp| =4-6 = 24 = |G].

Bei der transitiven Wirkung auf die achtpunktige Grundmenge 2 ist die Fixgruppe
jeder Ecke die Menge der (einschliesslich der Identitét drei) Drehungen um die entspre-
chende Raumdiagonale. 3 -8 = 24 = |G]|.

Bei der transitiven Wirkung auf die zwolfpunktige Grundmenge € besteht die Fix-
gruppe jeder Kante aus der Identitidt und der Klappung um diese Kante. 2-12 = 24 = |G|.

Besonders ‘sparsam’ ist die Wirkung von G auf die vierpunktige Menge €2 der Raum-
diagonalen des Wiirfels. Die Fixgruppe jeder Raumdiagonalen ist trivial. Die Grofle einer
Bahn ist also 24; die Wirkung ist transitiv; zu jeder Permutation der vier Raumdiagonalen
gibt es genau ein Drehung. Damit erhalten wir einen Isomorphismus G «— S;. Und wir
erkennen die geometrische Realisierung der verschiedenen oben aufgelisteten Konjugati-
onsklassen der symmetrischen Gruppe: Vom Typ 1 sind die Drehungen um 90° bzw. 270°
um eine flichensenkechte Achse, vom Typ 2 sind die Drehungen um eine Raumdiagonale,
USw.

Beispiel 1.8.3 (Pullbackwirkungen). Es sei G eine endliche Gruppe und € eine geniigend
grofie Menge von Funktionen auf G. Fiir h € G und f(-) € Qsei g(-) = 95, f(-) die Funktion
g(w) = f(h™! ow). Wir schreiben auch g = ¢, f. Fiir hy, hy € G gilt ¢¥p, (Vn,f) =
Whyony f3 denn mit g(+) = ¢y, f(+) haben wir

Yng(w) =g(hy ow) = f(hy" o hi' ow) = f((ha 0 h1) ™" ow) = Ynon, f (w)-

Wenn die Funktionenmenge €2 mit f auch alle ¢} _, f enthélt, dann haben wir eine Wir-
kung von G auf 2. Denken wir an komplexwertige Funktionen auf GG; wir verstehen sie als
komplexe G-Spalten. Sei nun 2 = Cgp der Vektorraum aller komplexen G-Spalten. Die
Abbildungen v, = ¢} _, sind durch Permutationsmatrizen P, zu beschreiben: ¢, f = P - f
(Matrizenprodukt). Wir haben dafiir gesorgt, dass gilt P on, = P, - Pn, (Matrizenpro-
dukt).

Die Konstruktionsmethode hat in der elementaren Mengenlehre einen (mittlerweile
auch im Deutschen gern gebrauchten) Namen:

Sprechweise 1.8.4 (Pullback, zuriickgenommene Funktionen).
Gegeben sei eine Abbildung ¢ : ©Q; — Q. Fiir jede Funktion f5(-) auf Q5 definiert man
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die ‘zuriickgenommene’ Funktion f; = ¢* fa; dies ist die Funktion auf ; mit fi(w;) =
fo(pwr). Die Abbildung ¢* : f; — fo = ¢*f; nennt man die Pullback-Abbildung.
Genauer: Um wirklich eine Abbildung ¢* zu gewinnen, sind Funktionenrdume Fy und
§1 zu spezifizieren, sodass ¢*(f2) € §1 fir alle fo € §,. Man wird nicht immer die Menge
aller (komplexwertigen) auf 2y bzw. € in Betracht ziehen. In vielen Anwendungen sind
§2 und §; passende komplexe Vektorrdume. Man bemerke o*(af + 5g) = ap*f + Be*g.

Beim Ubergang von den Punktabbildungen ¢(-),1(-) zu den Pullback-Abbildungen
ist zu beachten, dass sich beim Hintereinanderschalten die Reihenfolge umkehrt:

(o) (") = ¥* (¢*(")) 0550 TR L

Im Beispiel oben betrachteten wir Pullbackabbildungen 14(-) = ;. (-) auf einer Men-
ge § von Funktionen iiber 2. Die Familie {1, : ¢ € G} ist eine Gruppenwirkung wegen

¢hog = @?hog)—l = ¢;*1oh*1 = 4,0271 o (,0271 =0 lpg.

Hinweis: Im Augenblick denken wir hauptséchlich an endliche Gruppen. Ein Blick auf
einen wichtigen Fall mit einer kontinuierliche Gruppe mag aber erhellend sein. Es sei
G = SL(n,C) die spezielle lineare Gruppe und Q der Hilbertraum (C%,, (- |-)) der
komplexen n-Spalten v. Die Matrizenmultiplikation von links, ¢ 4(v) = A - v, liefert {iber
Q) eine Darstellung ® = {p4 : A € G}.

Die hermitischen Formen h(-) auf C§ sind durch die hermitischen n x n-Matrizen H
gegeben, h(v) = v*Hv. Es bezeichne F den n*-dimensionalen reellen Vektorraum dieser
hermitischen Formen. Die Pullbackabbildungen ¥ : h — ¢ (h) sind Bijektionen dieses
Funktionenraums. Fiir b zur Matrix H ist k = % (h) die Form zur Matrix K = A*H A;
h(pa-v) =v*A*HAv. Die Familie {p4-1 : A € GL(n,C)} ist eine Gruppenwirkung auf
dem Funktionenraum F, die man auch als eine Gruppenwirkung auf der Menge ‘H der
hermitischen Matrizen verstehen kann: ps(H) = (A71)*HA™L. fiir H € ‘H. Offenbar gilt
pB(pa(H) = ppa(H).

Eine sehr dhnliche Gruppenwirkung wird uns spéter beschéftigen, ndmlich die Familie der

Abbildungen o4 : H — AHA* fir H € H, A€ SL(n, C).

Gruppen von Endomorphismen eines Vektorraums.

Eine wichtiges Gebiet der linearen Algebra ist die Theorie der Gruppendarstellungen.
Man kann sie als einen Spezialfall der Theorie der Gruppenwirkungen entwickeln. Man
kann aber auch etwas anders beginnen, etwa mit der

Definition. Es sei (G, e, - ) eine abstrakte Gruppe. Jedem a € G sei eine komplexe n X n-
Matrix A, zugeordnet, sodass A, = A, Ay (Matrizenprodukt). Die Familie {A, : a € G}
heisst dann eine Matrixdarstellung von G.

Aus A, - Ag-1 = Ao und A, - A, = A, = A, - A, ergibt sich, dass alle Matrizen A,
den gleichen Rang r haben. Alle A, liefern in der Tat (durch die Multiplikation von links)
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Automorphismen eines r-dimensionalen Raums von Spalten.Wenn A, die Einheitsmatrix
ist, dann sprechen wir von einer Darstellung von vollem Rang. Im allgemeinen Fall kénnen
wir A, als eine Projektion auf einen Teilvektorraum U des Spaltenraums verstehen, den
wir den Tréger der Matrixdarstellung nennen. Bemerke: Wenn wir im “Tréger’ einer Ma-
trixdarstellung eine Basis einfiihren, dann liefern uns die A, eine Matrixdarstellung durch
nichtsingulére r x r-Matrizen. Auf das Thema Basenwahl kommen wir spéter. Hier stellen
wir fest.

Lemma. Es sei @ eine Matrixdarstellung der Gruppe G iber V' mit dem Trdager U, und
es sei P eine Projektion von V', die mit ® wvertrdglich ist in dem Sinn, dass P mit allen
A, kommutiert. (Nae G: A,-P=P-A,) DannistV={y,=A4,-P:a€G}
eine Matrizdarstellung mit dem Trager P(U).

Die geschickte Wahl von Basen ist das zentrale Anliegen der Darstellungstheorie. Um
da nichts vorwegzunehmen, beginnt die Theorie besser ganz ohne Basen mit der

Definition 1.13. Es sei (G, e, - ) eine abstrakte Gruppe und V' ein komplexer Vektor-
raum. 2y sei die Menge der Automorphismen des Vektorraums V. Eine Darstellung der
Gruppe G von vollem Rang iiber V ist eine Abbildung ® : G — 20y mit ®(e) = idy und
®(a-b) = ®(a) o ®(b) fiir alle a,b € G.

Notation. Statt ®(a) oder ®(a)(-) notieren wir auch manchmal ¢,(-). Fiir den zusam-
mengesetzten Automorphismus ®(a) o ®(b) notieren wir auch ®(a) - ®(b), wie das bei
Operatoren iiblich ist.

Im Anschluss an die oben eingefithrten Sprechweisen kénnen wir sagen: Eine Gruppen-
darstellung von vollem Rang ist eine Gruppenwirkung iiber einem komplexen Vektorraum,
wo alle Bijektionen Vektorraumautomorphismen sind.

Satz 1.8.4 (Satz von der vollstéindigen Reduzierbarkeit).

Es sei ® = {¢, : a € G} eine Darstellung einer endlichen Gruppe G iiber dem Vektorraum,
und es set U C 'V ein ®-invarianter Teilraum.  (Va: p,(U) CU.)  Dann ezistiert eine
Projektion auf U, welche mit ® vertrdglich ist.

Beweis 1.8.1. Wir zeigen zundchst, dass fiir jeden Endomorphismus o der ‘symmetri-
sierte’ Endomorphismus mit allen @, kommutiert:

7 IG|Z%IOUO% = VgeG:dop; =500
aeG

In der Tat liefert der Ubergang vom Summationsindex a zum Summationsindez b = ag

00 Py = Z‘Pu 10Pag = Z(pag “10%ag = Pg O 747 | Z‘Pb 10y = g 00 .
aGG aEG bEG
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Es sei nun 7 irgendeine Projektion auf U und T = 7 der symmetrisierte Endomorphismus.
Wegen der Invarianz von U gilt

Tow,oT =@,oT firalle a€G

TO7T_|G|ZTOQOG107' O@QI|G|ZQOG10TOQOG—7T

aeG aeG
7ro7'—| E (pa1o(7'ogoao7' = E 4,0(11080[1 =
aeG aeG

Das zeigt zundchst einmal, dass der symmetrisierte Endomorphismus T = m denselben
Rang hat wie 7. Er hat Werte in U und ist in der Tat eine Projektion auf U; denn
TOMT=TOTOT=TOTW=T.

Sprechweise 1.8.5. Eine Gruppendarstellung ® = {¢, : a € G} iiber einem Hilbertraum
(V,(-|-)) heisst eine unitéire Darstellung, wenn alle ¢, Isometrien des Hibertraums sind.

Satz 1.8.5. Es sei ® = {y, : a € G} eine unitire Darstellung einer Gruppe tiber dem Hil-
bertraum (V, (- |-)). Wenn der Teilraum U ®-invariant ist, dann ist auch das orthogonale
Komplement W = Ut ®-invariant.

Beweis. wlU <= VYu e U: (wu) =0<=Va € GVu € U : (wp,~1u) =0 <=
Vae GVueU: (pwluy =0<=Va G : p,wlU.

Bei den Darstellungen endlicher Gruppen ist keine Einschrinkung, wenn man fordert,
dass die Automorphismen Isometien sind. Mit der Technik der Symmetrisierung beweisen
wir nun ndmlich den

Satz 1.8.6. Es sei ® = {¢, : a € G} eine Darstellung der endlichen Gruppe G iiber
dem komplexen Vektorraum V. Es existiert dann eine Hilbertraummetrik, sodass alle @,
Isometrien sind.

Beweis 1.8.2. Hier ist es bequem, in V eine Basis {v; : j € J} zu wdihlen und die
Automorphismen p, durch die J x J-Matrizen B, auszudriicken, die auf dem Raum der
J-Spalten durch Multiplikation von links wirken.

Wihlen wir nun eine positivdefinite Matrix Q). Fir die ‘hermitisch symmetrisierte’
positivdefinite Matriz

= G|anGB* Q- B,.  gilt dann

B;-H-B,=H fiir alle g € G .InderTat
In der Tat gilt wegen B, - By = Bag, und B; - By = (Bay)”

B -H -B= |ZB*B*QBB |G|ZBhQBh ,
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denn die Summe geht iber alle h = ag (a € G) und das bedeutet nur eine andere
Aufzihlung aller Elemente von G.
H definiert eine Hilbertraumstruktur und alle B, sind Isometrien fiir diese Struktur

(Bgy|Bgy) = y"B;HByy = y"Hy = (yly)

Diese Hilbertraum auf dem Raum der J-Spalten liefert eine Hilbertraumnorm auf dem
Trager V- der gegebenen Darstellung ®. Wenn wir dort nun eine ONB {u; : i € I}
einfithren, dann sind die darstellenden Matrizen unitdre I x I-Matrizen.

Die Eigenschaft einer Darstellung, dass zu einem invarianten Teilraum ein invariantes
Komplement existiert, heisst die Eigenschaft der vollsténdigen Reduzierbarkeit der Dar-
stellung. Sie hat weitreichende Konsequenzen. Wir haben zu jedem invarianten Teilraum
U eine mit der Darstellung vertriagliche direkte Zerlegung V' = U & W. Die Darstellung
zerfallt somit in Darstellungen mit den Tragern U und W. Die Zerlegung kann weiterge-
trieben werden: Wenn U’ ein weiterer ®-invarianter Teilraum ist und W’ sein invariantes
Komplement, dann sind auch die Teilraume U'NU, U'NW, W' NU, W'NW  d-invariante
Teilrdume. Man kann daher (im endlichdimensionalen Fall) die vertriaglichen direkten Zer-
legungen so lange verfeinern, bis die Summanden unzerlegbar sind in dem Sinne, dass sie
keine nichttrivialen invarianten Teilrdume besitzen.

Hinweis auf die Reduktionstheorie der Darstellungen einer endlichen Gruppe:

Die Tréager der Darstellungen sind endlichdimensionale komplexe Vektorrdume. Die
Darstellungen mit einem unzerlegbarem Tréger nennt man irreduzible Darstellungen. Zwei
irreduzible Darstellungen heissen dquivalent, ® ~ ¥, wenn ein Isomorphismus der Trager
o(+) existiert, sodass o o ¢, 0 071 = 9, fiir alle a € G. In der Darstellungstheorie fiir
endliche Gruppen zeigt man, dass es nur endlich viele nichtdquivalente irreduzible Dar-
stellungen gibt, und man entwickelt Verfahren, um diese explizit zu bestimmen.— Wir
kénnen diese faszinierende Theorie im gegenwértigen Rahmen nicht weiter verfolgen.
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Nochmals Mobiustransformationen und der Standard-Minkowski-Raum

Im Folgenden beniitzen wir einige weitergehende Begriffsbildungen, die wir im abschlies-
senden Anhang erlautern. Die Bahn einer Gruppenwirkung ist ein solcher Begriff. Ein
anderes wichtiges Konzept ist das Konzept der Pullback-Abbildung.

Die Mobiustransformationen bilden Kreise in C = C N {co} in Kreise ab, (wo die Ge-
raden als Kreise durch den unendlichfernen Punkt zu betrachten sind). Wenn man Kreise
als Nullstellengebilde von Funktionen beschreibt, dann kommen hermitische Formen ins
Spiel. Wir werden sehen: Die Mobiustransformationen pp(+) begriinden interesssante Pull-
backabbildungen fiir allerlei Funktionenmengen. In Verbindung mit solchen Pullbacks in-
teressieren wir uns in besonderem MaSe fiir eine Gruppenwirkung {3(-) : B € SL(2,C)}
auf dem Raum M* der hermitischen Formen auf einem zweidimensionalen komplexen
Vektorraum V. Zuerst einige Vorbemerkungen.

Lemma. Fs sei (uy,...,u,) eine Basis eines komplexen Vektorraums V. Jede hermitische
Matriz H = (hj,), (H* = H) definiert eine hermitische Form h(-) auf V :

n

h(v) :h(zuj'aj) :Zdjhjkak _ (dl’“.’an).H.
j gk

a

Jede hermitische Form h(-) wird durch genau eine hermitische Matriz H beschrieben.

Notation. Wenn wir in V' eine Basis eingefiihrt haben, dann représentieren wir die Vek-
toren durch Spalten. Die Linearformen représentieren wir (der dualen Basis entsprechend)
durch Zeilen.

Auch die hermitischen Formen auf dem Dualraum reprisentieren wir durch hermiti-
sche Matrizen. Sie konnen in natiirlicher Weise als die Elemente des Dualraums zu M*
verstanden werden; diesen Dualraum bezeichnen wir mit M. In dieser natiirlichen Auffas-
sung ergeben L € M, H € M* den Skalar (L, H) = trace(L - H).

Die duale Basis (z!,...,z") verstehen wir auch als ein n-Tupel von Funktionen auf V,
und wir notieren dementsprechend

h(-) = sz(.) h 2R ().
ik
Lemma. Es sei (V,||-]]) ein n-dimensionaler unitirer Raum. Zu jeder hermitischen Form
h(-) existieren reelle Zahlen \y > ... > X\, und eine ONB (uy,...,u,), sodass
h(-) =X -|2' P4+ -+ M\ - |2")%

Die absteigende Folge der ‘Eigenwerte’ von h(-) ist eindeutig bestimmt, wenn die ausge-
zeichnete Form || - ||* gegeben ist. Das Produkt dieser Eigenwerte dndert sich fiir alle h(-)
um denselben Faktor, wenn man eine andere Hilbertraum-Norm auszeichnet.
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Beweis. Das Produkt der Eigenwerte ist die Determinante der darstellenden Matriz H.
Wenn man zu einer anderen Basis tibergeht, (2. B. zu einer ONB bzgl. der neuen
Hilbertraum-Norm), dann wird aus der darstellenden Matriz H die Matrix B*HB, wo
B die Matrix der Basistransformation ist.

Da wir im Folgenden nur Basistransformationen mit der Determinante 1 in Betracht
ziehen, kommt jeder hermitischen Form eine ‘Determinante’ zu. Diese Funktion ¢(-) auf
M* soll uns im Fall n = 2 nédher beschéftigen. Sie ist da ndmlich eine quadratische Form,
die M* zu einem Minkowskiraum macht, zu einem reell vierdimensionalen Raum mit einer
quadratischen Form mit der Signatur (1, 3).

Wenn wir einen zeitartigen Einheitsvektor (némlich || - [|?) als das Zentrum unseres
Minkowskiraums M* auszeichnen, dann hat das die Konsequenz, dass die Spur von (h) ein
wohldefinierte Zahl ist. Die darstellende Matrix von h hat in jeder ONB (bzgl. der ausge-
zeichneten Norm) dieselbe Summe der Diagonalelemente, trace(H) = trace(h), ndmlich
die Summe der Eigenwerte. Wenn a = itraceH, dann hat h(-) —a - || - ||* Eigenwerte +\,
wo —A\2 =det(H —a-E), qh) =detH = (a — \)(a+ \). In diesem Fall haben wir
bequeme Formeln fiir die quadratische Form ¢(-) und die daraus abgeleitete symmetrische
Bilinearform ( - || - ), ndmlich

(H | K)= straceH - traceK — Strace(H - K)
= ab+ ( H()H K(]) = ab — <H0‘K0>
= itrace((2a-E—H)-K), wenn
a:%traceH, b:%traceK, H=a-F+Hy, K=b-FE+ K,.
Lemma. Es seien V und W kompleze Vektorrdume und 3(-) : V. — W eine lineare

Abbildung. Der Pullback 5*(-) bildet dann hermitische Form auf W in hermitische Formen
auf V' ab.

Beweis. Wir erinnern noch einmal an einige Eigenschaften der hermitischen Formen auf
einem n-dimensionalen komplezen Vektorraum. Die einfachsten hermitischen Formen h(-)
ergeben sich als Absolutquadrat einer Linearform. h(-) = |[((-)|>. Diese spannen den n?-
dimensionalen reellen Vektorraum der hermitischen Formen auf. Die Matrizdarstellung
ist ein Produkt ‘Spalte x Zeile” ¢*-£. Der Pullback macht daraus wieder ein Produkt ‘Spalte
x Zeile’. Die Spalte ist jeweils hermitisch konjugiert zur Zeile, die fir die Linearform £(-)
steht.

Die fiir unseren Zweck bequemste Definition ist die auf der Grundlage der Parallelo-
grammgleichung h(v+w)+h(v—w)=2-h(v)+2-h(w). Auf beiden Wegen
ergibt sich sehr einfach die Behauptung.

Wir bemerken zur Ubung: Ist H zur Darstellung von h € M* vom Rang 1, H =
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(;)(21, z?) mit traceH = |z'|? + |2?%|%; und ist L ebenfalls vom Rang 1, dann haben wir

2252 172 2\, 2 .
2 'tl"aceH' E_ H - ( 2-1 1=1 ) — (_Zl (Zz’ _Z1>’

—2°Z Z°z

1 o[ 2
) (z1,22)<a2)(a1,a2)> = }al-zl+a2-22‘,
2

(H|L)= %trace(( : )(22,—21)<Z;)(a1,a2)> = Jay- 22— ay- 2]

1

1
Ltrace(H - L) = %trace((j

Kreise in der komplexen Ebene
Wir haben frither die Kreise K C C durch Gleichungen beschrieben:

1 1 1
K={z: a-z2zz4+az4+az+b=0} ={z: a+a—+a=-+b— =0}
2 zZ zZ
wobei a,b € R, « € C mit ab — |a|? < 0.
In Matrixschreibweise

_a N (AW AN
Z—Z2€K — (Z1, 20) <a b) (zz) =0=(z,22) L <22)

Die hermitische Matrix L ist durch den Kreis bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt. Wir
haben also eine Bijektion der Menge K auf die Menge H, /R der raumartigen Geraden
im Standard-Minkowski-Raum.

Die Gruppenwirkung auf der Menge K, die durch die Familie der M&biustransforma-
tionen gegeben ist, kann also auch als Gruppenwirkung auf der Menge der raumartigen
Geraden im Minkowskiraum verstanden werden. So, wie die Menge der raumartigen Ge-
raden der hyperbolische Raum ‘ist, so‘ist” die Menge der raumartigen Geraden die Menge
der Kreise in C. Wir haben schon frither gesehen, dass die Menge der Geraden im Licht-
kegel die erweiterte Zahlenebene C ist oder (vermége der stereographischen Projektion)
die Riemann’sche Zahlenkugel.

Fazit: Die Gruppe SL(2,C)/{+E} wirkt treu auf dem Minkowskiraum (oder besser:
auf der Menge der Geraden im Minkowskiraum). Sie hat drei Bahnen. Die Wirkung auf
dem hyperbolischen Raum und die Wirkung auf der Riemann’schen Zahlenkugel haben
wir bereits ausfiihrlich studiert. Nun wollen wir uns auch noch der Wirkung auf der Menge
der Kreise I zuwenden.

Es sei pa(+) die Mobiustransformation zur unimodularen Matrix; man konnte auch ge-
nauer schreiben pq4. {pa : A € SL(2,C)/|£E} ist zunéchst einmal eine Gruppenwirkung
auf C (oder auf der Riemannschen Zahlenkugel.) Sie ist dann aber auch eine Gruppen-
wirkung auf der Menge . Wenn es der Klarheit dient, bezeichnen wir diese Bijektion von
IC mit ﬂ A()

K> K+ ia(K) = {pa(z):z€ K} = {w: p;'(w) € K}.
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Es gilt offenbar fip = id, fip(fia(K)) = fip.a(K), also fipo fia(-) = fip.a(-) usw,

Die Pullback-Abbildung % (-) bildet Funktionen auf C in Funktionen auf C ab. Er
bildet somit das Nullstellengebilde Ky der Funktion ¥(w) = a - ww + aw + o + b in das
Nullstellengebilde der zuriickgenommenen Funktion p* (W) ab. Er bildet aber nicht die
inhomogene hermitische Funktionen ¥ in hermitische Funktion ab. Die folgende Rechnung
ergibt einen Faktor, welcher als storend empfunden werden kann, das Nullstellengebilde
aber nicht betrifft.

Wenn z = z—;,w = 1a(z), dann gilt w = lw”—; mit (g;) =A- (Zl), und

v = o e (4 5)- (1)
14 (0).(2) = W(M):‘a2121+ag2z2}_2~(21,22)~A*~(a O‘)-A(Zl).

ag1 2t + agn2? a b 52

Fiir die Nullstellengebilde der Funktionen W und p* (W) spielen Faktoren wie hier offenbar
keine Rolle. Es liegt daher nahe, die Nullstellengebilde mit Hilfe der dazugehtrenden
homogenen hermitischen Funktionen zu beschreiben.

[

K=t v =0) = o= @t (2 5)- (1) -0

K ={z=2%. (3,).4 <Z 2‘),4.@):0}

Damit erhalten wir eine Bijektion der Menge K auf die Menge Aquivalenzklassen M’ _/R
von indefiniten hermitischen Formen auf dem Vektorraum V. Dies wollen wir noch genau-
er diskutieren. Bisher war von Matrixdarstellungen der hermitischen Formen die Rede,
nachdem wir eine Hilbertraumnorm in V' ausgezeichnet hatten; wir brauchten das, da
wir in den Konstruktionen auf die Spur Bezug nehmen wollten. Wir kommen jetzt aber
nochmal auf die Bemerkung zuriick, dass wir keine ausgezeichnete Norm auf V' (d.h. kein
ausgezeichnetes positivdefinites Element in M*) ins Spiel bringen miissen. Wir kénnen
vom Produkt der Eigenwerte einer hermitischen Form auf V' auch dann reden, wenn wir
uns darauf verstandigen, dass wir nur solche Basen in Betracht ziehen, die durch einen Ba-
siswechsel mit der Determinante 1 auseinander hervorgehen. Zu einer hermitischen Form
h(-) und jeder Basis (z'(-),z(-)) von V* existiert eine eine hermitische Matrix H, sodass

NM| N

h(-) = (zl(-),z2(-))~H-<Zl(')) auf V.

1

Wenn (%,) = B - (z;) (mit B € SL(2,C)/+FE), dann

wi()

w2()
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Zwei indefinite hermitische Formen auf V' beschreiben genau dann denselben Kreis auf
der Riemann’schen Zahlenkugel, wenn sie sich um einen Faktor unterscheiden. Dies ist
die gesuchte Bijektion K «— M _, die sich nicht auf Matrizendarstellungen stiitzt, und
doch die Determinante (das Produkt der Eigenwerte) im Spiel ldsst. Es ist wichtig zu
bemerken, dass man in IC zunéchst einmal keine ausgezeichnete Funktion det(-) im Blick
hat. Erst die Bijektion bringt diese ausgezeichnete Funktion in den Vordergrund. Bei den
Mobiustransformationen der Kreise wie bei den eigentlichen Lorentztransformationen des
Minkowskiraums bleibt diese Funktion invariant.
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2 Die Geometrie des Hilbertraums

In der Grundvorlesung ‘Lineare Algebra’ geht es zunéchst einmal um Vektoren und Linear-
formen. Sehr bald kommen aber auch quadratische Funktionen und quadratische Formen
ins Bild. Und das auf mehrere Weisen, wie wir sehen werden. Zum ersten lernt man die

Definition 2.1. Ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum wird zu einem euklidischen
Raum, indem man eine positivdefinite quadratische Form auszeichnet; die dazugehorige
symmetrische Bilinearform (- | -) heisst das Skalarprodukt des euklidischen Raums.

Es geht hier nicht wirklich um eine quadratische Funktion, wie man sie in der ele-

mentaren Analysis kennenlernt, (etwa als eine Ndherung zweiter Ordnung fiir eine glatte
Funktion). Es geht vielmehr um eine quadratische Form auf einem (moglicherweise un-
endlichdimensionalen) reellen Vektorraum. Was das ist, werden wir ausfiihrlich erértern;
die hervorstechende Eigenschaft ist die sog. Parallelogrammgleichung.
Wir wollen hier nicht die reellen euklidischen Rdume in den Vordergrund stellen sondern
ihre komplexen Verwandten, die Pra-Hilbertrdume, die man in der Linearen Algebra (im
endlichdimensionalen Fall) unitére Rdume nennt. Die Struktur kommt hier nicht von einer
quadratischen Form sondern von einer hermitischen Form, dem Analogon in komplexen
Vektorrdumen.

Definition 2.2. Ein komplexer Vektorraum wird zu einem unitédren Raum, indem man ei-
ne positiv definite hermitische Form auszeichnet; die dazugehorige Sesquilinearform (- | -)
heisst das Skalarprodukt im unitédren Raum.

Wir werden uns hier den euklidischen und unitdren Raumen von einer Seite ndhern, die
in der Linearen Algebra nicht iiblich ist. Wir wollen unsere Rdume zunéchst als normierte
Vektorrdume betrachten. (Man spricht auch von einem Prid-Banachraum, wenn in einem
reellen oder komplexen Vektorraum eine Norm ausgezeichnet worden ist.) Das Skalarpro-
dukt, welches man im Spezialfall des euklidischen Raums oder des Pra-Hilbertraums aus
der Norm gewinnen kann, ist aus dieser Sicht eine abgeleitete Struktur. Wir wollen nicht
durchgehend annehmen, dass unsere normierten Vektorrdaume endlichdimensional sind. Im
unendlichdimensionalen Fall nehmen wir bei Bedarf an, dass die Rdume vervollstéandigt
sind, dass wir es also mit veritablen Banach- bzw. Hilbertrdumen zu tun haben. Der
Anfanger muss sich keine Sorgen wegen moglicherweise bescheidener topologischer Vor-
bildung machen. Bei unserem Vorgehen ist der Bedarf an topologischen Begriffen sehr
gering, der Nutzen im Sinne einer Vorbereitung auf hohere Analysis ist aber betrachtlich.
Wir werden uns nicht in die Analysis hinein verwickeln lassen: wenn irgenwelche Konstruk-
tion ernsthaft Analysis benotigen, dann werden wir allenfalls die Resultate formulieren.
Bei den Beweisen werden wir uns stets auf den endlichdimensionalen Fall konzentrieren.

Beispiel 2.0.4 (Standard-Hilbertraum). Das einfachste und wichtigste Beispiel eines n-
dimensionalen Hilbertraums ist der Raum der komplexen n-Spalten x mit der Norm |[|x|| =
V2 |zk|?. Wir nennen ihn den Standard-Hilbertraum der Dimension n und bezeichnen
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ihn mit C%,. Das dazugehorige innere Produkt ldsst sich bequem in der Notation der
Matrizenrechnung ausdriicken:
(y|x)=y"x=> 0k xr. (y*istdie Zeile mit den Eintrégen yy.)

Beispiel 2.0.5 (Trigonometrische Polynome). Ein unendlichdimensionales Beispiel ist der
Vektorraum der trigonometrischen Polynome, welchen man zu einem Pra-Hilbertraum
(7, (- ]-)) macht mit dem Skalarprodukt

(917) = 5 / o) f0d = Y d e i f(0) = e, glt) = Y

Die analytischen Fragen, die dieser Raum aufwirft, etwa die konkrete Vervollstandi-
gung und die Konvergenz von Fourier-Reihen, werden uns hier nicht beschéftigen.

Figuren und Bewegungen: Inwiefern geht es im Folgenden um Geometrie?

Wir haben oben gesagt, dass zu einer Geometrie zunéchst einmal die besonderen Figuren
und Bewegungen gehoren. In einer analytischen Geometrie kommen noch die besonde-
ren Funktionen dazu. Wir stellen uns hier in unserer elementaren ’Geometrie des Hil-
bertraums’ auf den Standpunkt, dass die interessierenden Figuren die abgeschlossenen
Teilvektorraume und die Orthonormalsysteme sind. Die Bewegungen sind die bijektiven
linearen Isometrien. (Im Standardbeispiel C¥, sind das die unitéren n x n-Matrizen U,
die in der {iblichen Weise auf Spalten wirken.) Die besonderen Funktionen sind einerseits
die linearen Funktionen (bzw. die beschrédnkten Linearformen) und andererseits die her-
mitischen Formen (bzw. die selbstadjungierten endlichdimensionalen) Operatoren. Eine
besondere Rolle spielen auch die quadratischen Funktionen im euklidischen Raum.

2.1 Einordnung in die Welt der normierten Vektorrdume

Der Begriff der Linearform und die Idee der Vektorraumdualitét sollten aus der Vorle-
sung ‘Linearen Algebra’ bekannt sein, und die Begriffe Metrik und Norm aus der Vor-
lesung ‘Analysis I’. Wir bringen sie in einer Weise zusammen, die uns nicht nur hier in
der Geometrie des Hilbert-Raums niitzlich sein wird, sondern auch in der sog. konvexen
Geometrie, die wir im néchsten Kapitel ansprechen wollen.

Definition 2.3. (Norm)
Ein reeller oder komplexer Vektorraum V wird zu einem normierten Vektorraum

(V, || - ||), indem man eine Norm auszeichnet.
Eine Norm ist eine nichtnegative Funktion || - || mit den Eigenschaften
(i) [|a-v| =]a| - ||v]| fir alle Skalare a (‘Absolute Homogenitét’)
(ii) [Jvr + val| < floa]l + [Jval (‘Subadditivitéit*)

(i) |jo| =0 <= v=0.
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Satz 2.1.1. (Metrik und Vervollstindigung:)
Eine Norm auf V' liefert eine translationsinvariante Metrik auf den affinen Rdumen mit
dem Tangentialraum V , wenn man den Abstand d(P, Q) als die Norm des Verschiebungs-
vektors P—Cj definiert.

Da man jeden metrischen Raum (E, d(-, )) vervollstandigen kann, kann man insbe-
sondere jeden normierten Vektorraum vervollstindigen. Die Operation der Linearkombi-
nation tubertrdagt sich in stetiger Weise auf die Vervollstindigung.

Sprechweise. (Banach-Raum) Ein vollsténdiger normierter (reeller oder komplexer) Vek-
torraum heisst ein Banach-Raum.

Definition 2.4. (Stetige Linearformen und Duale Norm )

(VoI - ||) sei ein normierter Vektorraum. Eine Linearform ¢(-) auf V' (auch notiert (¢,-))
heiflt eine stetige Linearform, wenn sie auf der Einheitskugel beschrankt ist. Thr Supremum
auf der Einheitskugel heifit die Norm der Linearform und wird mit ||¢|| bezeichnet.

1ol = sup {6, )] Jloll < 13 = sup{ L6220y e pry

o]

Bemerke : Die urspriingliche Norm || - || und die duale Norm || - || leben auf ganz ver-
schiedenen Rdumen; es besteht keine Verwechslungsgefahr, wenn man sie mit demselben
Symbol || - || bezeichnet.

Eine stetige Linearform auf einem Pra-Banachraum ist gleichméfig stetig; sie lésst
sich daher (auf eindeutige Weise) zu einer stetigen Linearform auf der vervollstindigung
fortsetzen.

In der Theorie der Banachrdume beweist man, dass es auf einem normierten Vek-
torraum viele stetige Linearformen gibt. Eine Variante des berithmten Satzes von Hahn-
Banach (die wir spéter in der konvexen Geometrie beweisen werden) besagt:

Satz 2.1.2 (Satz von Hahn-Banach). Sei (V, || - ||) ein normierter Vektorraum und o
ein Element mit ||0|| = 1. Dann existiert eine stetige Linearform € mit

~

() =1 und ((v)<|v| firaleveV.

Corollar: Es gilt also nicht nur |[(¢,v)| < ||¢]| - |[v|| fiir alle v, sondern sogar

(£, v)]

|v|| = sup{ T . 0 stetige Linearform } fir allev € V.

Notation. Der normierte Raum aller stetigen Linearformen auf dem normierten Raum
(V', || - I|) heisst der (topologische) Dualraum; er wird mit (V*, || - ||) bezeichnet.
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Hinweis: Eine vollstdndigere Version des Satzes von Hahn-Banach, die wir hier aber
nicht benotigen, sagt folgendes

Satz. Wenn auf einem Teilraum V von (V. [|-1) eine Linearform gegeben ist, die auf der
Einheitskugel durch 1 beschrankt ist, dann dann gibt es eine Fortsetzung auf den ganzen
Raum, welche gleichfalls auf der Einheitskugel durch 1 beschrdnkt ist.

Bei manchen normierten Vektorrdumen ist es schwierig, konkretes Wissen iiber die
Menge aller stetigen Linearformen zu gewinnen. Fiir manche Belange ist es dann beque-
mer, mit einem geniigend groffen Teilraum des Dualraums zu argumentieren.

Sprechweise. (Dualitétspaar) Es seien (V, [|-||) und (£, ||-||) normierte Vektorrdume.
Eine Bilinearform (-, -) auf F' x V macht (F, V') zu einem Dualitétspaar, wenn gilt

IF1l = sup{[(f, )] : flof] <1} fiir alle f € F,
[oll = sup{[(f,0)] - [[fI| <1} firallev e V.

Beispiel 2.1.1. Es sei V' = (> der Raum aller beschréinkten reellen (oder komplexen) Zah-
lenfolgen mit der Supremumsnorm,(die man bekanntlich auch die Norm der gleichméssigen
Konvergenz nennt). Die summablen Folgen p = (p;); mit der Norm ||p|| = >_ |p;| < o0
sind geeignet, die v € V auszuwerten: (p,v) = > p; - ;. Wir haben ein Dualitétspaar,
wie man leicht sieht. Man kann zeigen, dass es stetige Linearformen auf /> gibt, die nicht
durch ein p € ¢! gegeben sind. Diese miissen uns aber nicht interessieren.

Beispiel 2.1.2. Berithmte Beispiele von iibersichtlicher Art liefern die Raume (P der p-
summablen Folgen fiir p € (1, 00). Die Norm ist hier |[v]|, = (D] ijHp)l/p. Zu p gehort q,
sodass 1/p+1/q=1.

Satz 2.1.3 (Holders Ungleichung).

a) Wenn man den Raum der finiten Folgen einmal mit der p-Norm ausstattet und das
andere Mal mit der g-Norm, dann erhdlt man ein Dualitdtspaar. Fiir alle endlichen Folgen
v und w gilt

sup{| ij “uj] Z v [” < 1} = [[wllg,
sup{| > w; v > gl < 13 = o],

b) Der Dualraum zu (V = (P, || - ||,) ist (V* =9, - |,). Das bedeutet: jede steti-
ge Linearform auf dem Raum der p-summablen Folgen ist durch eine q-summable Folge

gegeben. Und es gilt
1/q 1/p
> wi v < <Z|wj|q> '<Z|Uj|p> :

Die Beweise werden in den Anfangervorlesungen gefiihrt.
Der Spezialfall p = 2 = ¢ (mit der Ungleichung von Cauchy —Schwarz — Bunyakovski) ist
relevant fiir die Hilbertraum-Geometrie. Er enthélt ndmlich die Aussage, dass der Raum
der quadratsummablen Folgen vollstdndig ist, weil der Dualraum eines normierten Raums
in jedem Falle vollstéandig ist.
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Sesquilinearformen und Skalarprodukt

Definition 2.5. Eine hermitische Sesquilinearform ist eine komplexwertige Funktion
(-, -) auf V' x V mit den Eigenschaften

(i) @(v,w) = P(w,v)
(ii) P(v,0w) =a- P(v,w)
(iii) @ (v, wy + wy) = (v, wy) + P(v, ws) .

Eine reellwertige Funktion W(-) auf einem komplexen Vektorraum V heisst eine hermi-
tische Form, wenn es eine hermitische Sesquilinearform (-, -) gibt, sodass ®(v,v) = ¥(v).
Eine Sesquilinearform heisst positivdefinit, wenn ¥(v) = ®(v,v) > 0 fiir alle v # 0.

Sprechweise. Eine positivdefinite Sesquilinearform ist nach allgemeinem Sprachgebrauch
immer auch hermitisch, so wie eine positivdefinite Matrix immer auch hermitisch ist.

Definition 2.6. (Skalarprodukt und Hilbertraumnorm)

Ein komplexer Vektorraum V' wird zu einem unitdren Raum (oder Préhilbertraum),
indem eine positiv definite hermitische Form ausgezeichnet wird; die dazugehorige Ses-
quilinearform (- | -) heisst das Skalarprodukt im unitédren Raum. Die Quadratwurzel aus
der hermitischen Form heisst die dazugehérige Hilbertraumnorm.

lvll = Vh(v) = (v]v)*2.

Ein vollstdndiger unitédrer Raum heisst ein Hilbertraum. Ein Hilbertraum, in welchem es
eine iiberall dichte Teilmenge gibt, heisst ein separabler Hilbertraum.

Wir sind in der Tat berechtigt, von einer Norm zu sprechen. y/h(-) ist offenbar abso-
luthomogen und auch subadditiv, wie die folgende Uberlegung zeigt:

Satz 2.1.4.

Fiir ein Skalarprodukt und die dazugehirige Hilbertraumnorm || - || = \/h(-) gilt
[{w|v)] < [|wl]-|v]l, (‘Cauchy - Schwarz - Ungl.’)
|lw+uv| <[w| + ||v], (‘Dreiecksungleichung’)

|w+ov|?+|w—2v|*=2-||w|]*+2-|v]> (‘Parallelogrammgl.’)

Beweis. Wir konnen uns auf den Fall beschrinken, wo (w |v) positiv ist. Fir alle reellen
Zahlen a gilt 0 < (v+aw|v+aw) = ||v|*+2a-(w|v)+a®-||w]|? PEine quadratische
Funktion A+ 2aB + a*C' ist nur dann auf der reellen Achse nichtnegativ, wenn B* < AC.
Das beweist die Schwarz’sche Ungleichung. Die Dreiecksungleichung folgt; denn

2
(lwl+1vl)” = lwlP+lv P42l wl-vl = [wlP v [P+2(w]v)] > (w+o]wto).

Die Parallelogrammgleichung ergibt sich durch eine triviale Rechnung.
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Die Parallelogrammgleichung charakterisiert die Hilbertraumnormen. Es gilt der

Satz 2.1.5. (Satz von Jordan und von Neumann)
Wenn eine Norm in einem komplexen Vektorraum die Parallelogrammgleichung erfiillt,
dann existiert genau eine positivdefinite Sesquilinearform (- |-), sodass (v|v) = | v |

Auf den Beweis kommen wir an anderer Stelle zuriick.

Die Frage nach den stetigen Linearformen beantwortet sich fiir unitdre Raume er-
staunlich einfach. Die stetigen Linearformen sind gleichméssig stetig und lassen sich da-
her (in eindeutiger Weise!) zu stetigen Linearformen auf der Vervollstandigung fortsetzen;
und diese Linearformen stehen in eineindeutiger Beziehung zu den Elementen des ver-
vollstdndigten Raums.

Satz 2.1.6. (Satz von F. Riesz)
Sei (V', (+|+)) ein Prd-Hilbertraum und (V, (- |-)) seine Vervollstindigung. Zu jeder

stetigen Linearform £(-) auf V' gibt es genau ein w in der Vervollstindigung V von v,
sodass ((-) = (w|-).

Beweis. Es sei((-) eine stetige Linearform, nicht identisch 0, und 0 ein Vektor ausserhalb
des abgeschlossenen Teilraums L = {v : {(v) =0 }. Es gilt d = inf{||0 —v| : v € L} > 0.
Wir finden eine Folge (vy,), in L mit im ||0 — v,|| = d, und wir zeigen, dass es sich um
eine Cauchy-Folge handelt, eine Folge also, die einen Limes v € L besitzt. Die Cauchy-
Eigenschaft ergibt sich mit Hilfe der Parallelogrammgleichung folgendermaflen: Es seien
Un, U € L mit ||0— 0, |> < (d+ )2, [|0 = v,||* < (d+¢€)*. Wegen (v, + vyn) € L gilt

1
4-d*><4-||0— 5(vn+vm)||2 = || — vy + 0 — v, |2
=2[[0 — v, ||* + 2[|0 — vi||* = [[(0 — vn) = (6 — v)|I” L 4(d+€)* = |Jvn — v |*-

also 1||v, — v ||? < (d+¢)? — d*.

Den Grenzwert v € L der Cauchy-Folge nennen wir den Fusspunkts des Lots von v
auf den Teilraum L, die Differenz w = v — v nennen wir das Lot. Fir jedes v € L gilt
(w|v)= 0; denn es gilt fir alle Skalare a

>0 — (@ +a)|* =(0—av|w—av) =d* — 2R (a(@|v)) + |a]* - ||v]?,

und das impliziert 0 = (w |v). Fiir jedes v € V' gilt offenbar ¢(w)v —L(v)w € L, also
e
(| o — (o)) = 0 U(w) = T ).
(w]w)
Und das liefert die gesuchte Darstellung der Linearform ((-) = (cw|-) mit ¢ = %

In der hoheren Theorie der Hilbertraume interessiert man sich durchaus auch fiir
gewisse unbeschriankte Linearformen.
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Beispiel 2.1.3 (Dirichlet-Kerne). Es sei (7,(- |-)) der Pra-Hilbertraum der trigonome-
trischen Polynome. Die Auswertung der Polynome in einem festen Punkt ¢y € R/27 ist
eine unbeschrénkte Linearform ¢;,. Es gibt eine Folge von trigonometrischen Polynomen
vy mit |Joy]] < 1 und 4, (vy) — oo. Ein Beispiel liefern die sog. Dirichlet-Kerne Dy (t)
und die Fejér-Kerne, die uns auch noch bei anderen Gelegenheiten (z. B. auf Seite 77 )
begegnen werden.

N
Dn(t) = Z ™ = 1+2-cost+2-cos2t+---+2-cos Nt =
n=—N

sin(N + 1/2)t
Fy(t) = %(Do(t) + Dy(t) +---Dy(t) = % <7SIS?H]\%2)
:1+2(1—%)cost+2(1—%)c052t+...+2( —%)cos(N—l)t

_ (6it/2 . 6—21/2)—1 ) (ei(N+1/2)t . e—i(N+1/2)t) _

Es gilt ||Dy|| = v2N + 1. Die Auswertung im Nullpunkt wéchst schneller mit N — oo,
nédmlich Dy (0) = 2N + 1.

Erginzungen zum Beispiel

1) Im Hinblick auf spétere Beispiele ist es geboten, die 2m-periodischen Funktionen
Dn(t) und Fy(t) ndher anzuschauen. Man bemerke z. B.

T sin(2N + 1)s
sin s

%/ Dy(t) dt =1; und daraus g:/o ds.

2)  Interessant ist auch die 27w-periodische Funktion sy(t), die im Intervall (0, 2)
eine Stammfunktion ist fiir die Funktion 3 (Dy(t) — 1) = cost + cos 2t + - - - 4 cos Nt.
t
sn(t) = / (coss 4 cos2s + -+ cos Ns) ds =sint + £sin2t + - - - + + sin N¢.

—Tr

Der Limes wird iiblicherweise die Euler’sche Sdgezahn genannt:
s(t) = i(mr—1t) = sint+Lsin2t+ §sin3t4--- . firt € (0,2m).

Die unstetige Funktion s(¢) springt von —7 nach 7 an den Stellen t = 27 - k, (k € Z).

3) Die Fejér-Kerne sind positiv mit o= [7_ Fy(t) dt = 1. Man bemerke auch

1 ; 2 1
E £ — <51n(2N+1)t/2> _ Dn(t 2 )
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Die Varianz der zentrierten Wahrscheinlichkeitsdichten % - Fyx(t) dt auf dem Intervall
(—m, m) verhélt sich wie C/N fir N — oo, denn

T i t (ot2 N
3 e _ N1 ain? ~o. L
N-5- /_Wt Fy(t)dt = N-5- B <sin(t/2)) sin®(Nt/2) dt = 2-5- B <sin(t/2)) dt,

4) Die Fejér-Kerne wirken als ‘Glattungskerne’ fiir die integrablen 27-periodischen
Funktionen vermoge

FO)— In()=fxFn(), falt) =5 /7r f(t—s)- Fy(s)ds.

Wenn speziell f(-) ein trigonometrisches Polynom ist, dann ist auch fx(-) ein trigonome-
trisches Polynom, und zwar ein trigonometrisches Polynom vom Grad < N.

ft) = ch.eint = f*x Fy(t) = Z (1 — %>+.Cn-eint.

5)  Wir iiberlassen es der Veranstaltung zur Analysis, zu untersuchen, was man iiber
die Konvergenz der Funktionenfolge f x Fly sagen kann, wenn f eine nicht sehr regulédre
2m-periodische Funktion ist. Dirichlet hat dariiber einen eindrucksvollen Satz bewiesen.
Das Thema erscheint auch in das Umfeld eines beriihmten Satzes von Herglotz {iber
positivdefinite Folgen.
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2.2 Die Struktur des Hilbertraums. Orthogonalitit

Wir erinnern an eine Begriffsbildung aus der Welt der K-Vektorrdume, die wir dann
mutatis mutandis auf die Welt der Hilbertrdume iibertragen wollen.

Sprechweise 2.2.1. (Duale Paarung, Annihilatoren)
Es seien V und F' K-Vektorrdume und ( - ) eine nichtausgeartete Bilinearform, d. h. eine
K-wertige Funktion auf F' x V mit

erF:(f,v)zo = v =0, VvGV:(f,v):O = f=0

Man spricht dann von einer dualen Paarung oder einem Dualitétssystem. Und man defi-
niert zu jeder Teilmenge W von V' sowie zu jeder Teilmenge G von F' den Annihilator

wh ={f: (f,w)zo fir alle w € W'} CF
Gt ={v: (g,v)zO fir alle g € G} cV

Ein Annihilator ist stets ein Teilvektorraum. In der Theorie der linearen Gleichungs-
systeme beweist man den

Satz 2.2.1 (Durchschnitt und Verbindung in einem Dualitétssystem).
Es sei (F, V, (~, ) ein n-dimensionales Dualititssystem.

Wenn W C V (bzw. G C F ) einen r-dimensionalen Teilraum aufspannt, dann ist
W1 (bzw. GT) ein n — r-dimensionaler Teilraum im ‘dualen’ Raum.

Fiir Teilvektorrdume Wy, Wy CV gilt

(1) (W1 + W)l = Wf N WzT,
(2) Wy N W) = Wi +wij,
(3) wit = w.

Die entsprechenden Gleichheiten gelten fiir Teilvektorriume Gi, Gy C F.

Hinweise: Wenn man es mit einer symmetrischen nichtausgearteten Bilinearform auf
V x V zu tun haben, dann identifiziert man W1 mit dem sog. orthogonalen Komplement,
und man beniitzt die Bezeichnung W+. Der bekannteste Fall ist der Fall eines endlichdi-
mensionalen euklidischen Raums.

In der symplektischen Geometrie (und in der klassischen Mechanik) trifft man auf anti-
symmetrische nichtausgeartete Bilinearformen (auf 2n-dimensionalen reellen Vektorraum-
en). Die Bezeichnungen fiir den Annihilator scheinen da nicht einheitlich zu sein. (Bei V.I.
Arnold findet sich das paradoxe Wort skew-orthogonal complement.)

Wir werden uns damit nicht aufhalten. Unser Thema sind hier allein die unitéren
Réume mit einer ausgezeichneten nichtausgearteten Sesquilinearform, die wir mit (- |-)
bezeichnen, (wobei Linearitdt im zweiten Argument verlangen).

Wir formulieren noch einmal den oben bewiesenen Satz von F. Riesz iiber den Dual-
raum eines Pra-Hilbertraums:
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Satz 2.2.2. Sei (V, || -||) ein Pri-Hilbertraum und (V. || -||) seine Vervollstindiguny.
Fiir jedes w € V' ist (w|-) eine stetige Linearform. Und zu jeder stetigen Linearform ¢(-)
auf V' gibt es genau ein w € V' sodass £(-) = (w]-). .

Notation. (Dirac’s Notation) Nach einem weithin hochgeschétzten Vorschlag von P.
Dirac notiert man (w| = (w]|-); und man nennt (w| den bra-Vektor zum Vektor w.
Die Vektoren v nennt man auch die ket-Vektoren; und man notiert |v) = v. Ein ‘bra’
zusammen mit einem ‘ket’ liefert eine Klammer (‘bracket’), und das ist der Skalar (w |v).

Notation 2.1. Wenn U eine Menge von Vektoren in einem Pra-Hilbertraum ist und w
ein Vektor mit ( w|u ) = 0 fiir alle u € U, wenn also (w| € UT, dann sagt man, dass w
auf U senkrecht steht. Man notiert w € U+ oder auch w_LU.

Sprechweise 2.2.2. Fiir einen abgeschlossenen linearen Raum W in einem Hilbertraum
heisst W+ das orthogonale Komplement. — Komplement heisst bekanntlich Erginzungs-
stiick. Der Name orthogonales Komplement wird durch die folgenden Sétze legitimiert.

Satz 2.2.3. (Die Isometrie V «—— V*)
Wenn (V|| - ||) ein Hilbertraum ist, dann ist die AbbildungV > w «—— (w] € V*
(Dualraum) eine bijektive Isometrie zweier Hilbertraume, welche konjugiert-linear ist in
dem Sinn

(Wi +wo| = (wi| + (wa ; (wi-al=a-(wl.

(Eine Abbildung eines metrischen Raums in einen metrischen Raum heisst eine Iso-
metrie, wenn die Bilder von P und @) denselben Abstand haben wie P und Q).)
Die bijektive Isometrie gemafl dem Satz von F. Riesz liefert zum Annihilator einer Menge
von Vektoren, den sog. Orthogonalraum der Menge.

Satz 2.2.4. (Orthogonalraum,)

Essei (V| -) ein Hilbertraum; d. h. ein vollstindiger normierter Raum, dessen Norm
die Parallelogrammgleichung erfillt. (- |-) sei das Skalarprodukt.

Der Annihilator W einer Teilmenge W C 'V ist ein abgeschlossener Teilraum des Dual-
raums (V*, || - ||) (mit der dualen Norm,).

Dazu gehort als ein abgeschlossene Teilraum von V' der sog. Orthogonalraum zu W

W ={u:(u|w)=0 firadleweW} = {u:{(u| W'}

Satz 2.2.5. Im Hilbertraum (V || - ||) sei W ein abgeschlossener linearer Teilraum.
Jedes v € V' besitzt dann genau eine Zerlequng

v=v9+vy mit vg W, v e W,
Die Abbildung mw = v — vy ist eine lineare Projektion mit

(u|mwv) = (mwul|v) fir alleu,v € V.
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Die Eigenschaft, welche die orthogonalen Projektionen vor den iibrigen idempotenten
Endomorphimen auszeichnet, heisst die Selbstadjungiertheit.

Definition 2.7. Ein Endomorphismus ¢ eines Hilbertraums V' heisst selbstadjungiert,
wenn gilt
(u]e())=(pv)|v) firalle u,veV.

Beweis 2.2.1. Der Beweis des Satzes funktioniert wie beim Satz von Riesz 2.1.6 auf
Seite 87. Es gibt auf der abgeschlossenen Menge W genau einen Punkt vy = my (v) mit
minimalem Abstand zu v, den ‘FufSpunkt des Lots auf W *; das ‘Lot’ vi = v—wvy ist dadurch
gekennzeichnet, dass es auf W senkrecht steht. Die Zuordnung myw st linear; denn wenn
zwei Vektoren auf W senkrecht stehen, dann auch ihre Summe.

v—vg LW, w—wy Ll W = (v+w)— (vg+wy) L W.

Es gilt V. =W +W+; und es handelt sich hierbei nicht nur um eine ‘direkte Zerlequng’ im
Sinne der allgemeinen Theorie der Vektorrdume. Wir wissen nicht nur W N W+ = {0},
wir wissen auch, dass jeder Vektor in dem einen Summanden senkrecht steht auf jedem
Vektor im anderen Summanden. Man spricht von einer orthogonalen Zerlegung.

Wenn in diesem Sinne u = ug + u1; v = vo + v1. dann gilt (u|vy) = (ug|ve) = (uo|v).

Sprechweise 2.2.3. Der kleinste abgeschlossene lineare Teilraum, welcher die Menge W
umfasst, heisst die abgeschlossene lineare Hiille von W. Wir bezeichnen ihn mit Span W.

Bemerke: Die abgeschlossene lineare Hiille ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen
linearen Teilrdume, die W umfassen. Sie kann aber auch charakterisiert werden als die
abgeschlossene Hiille des von W aufgespannten Teilvektorraums. Die Begriffsbildung ist
in allen Banachrdumen verniinftig.

Im Falle der Hilbertraume werden wir eine weitere interessante Charakterisierung
der abgeschlossenen linearen Hiille einer Menge von Vektoren kennenlernen. Wir werden
niimlich zeigen: Es gilt span W = W=+ (fiir eine beliebige Menge W.)

Sprechweise 2.2.4. Seien W; und Wy Teilmengen eines Hilbertraums mit (w; |ws) =0
fiir alle w; € Wy, wy € Wy, Man sagt dann, dass Wy und Wj aufeinander senkrecht stehen,
und man notiert Wy L Ws. Man bemerke W7 L Wy <= span W; L span Ws.

Satz 2.2.6. Fiir jede Teilmenge W eines Hilbertraums ist W+ ein abgeschlossener linearer
Teilraum. Es gilt W, C W, = Wi D Wi, WL =span W.

Beweis 2.2.2. Die beiden ersten Aussagen sind trivial. W+ ist eine abgeschlossene
lineare Obermenge von W ; sie umfasst daher span W. Wir zeigen fiir einen abgeschlos-
senen linearen Teilraum W, dass W+ nicht echt gréfier sein kann. Wir zeigen: Wenn
u & W, dann u ¢ WL, Sei also u ein Vektor, der nicht zum abgeschlossenen linearen
Teilraum W gehort, und sei ug € W der Fufpunkt des Lots. Das nichtverschwinden-
de Lot u — ug steht auf allen Elementen von W senkrecht. 0 # u — ug € W=. u steht
nicht auf allen v € W+ senkrecht, u steht ndmlich nicht auf u — ug senkrecht wegen
(u—ug|u)=(u—ug|u—mug)#0. Also gilt u ¢ W++.
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Wir haben zu einem beliebigen abgeschlossenen linearen Teilraum W (W++ = W) eine
orthogonale Zerlegung gefunden, V = W @ W+ gefunden. Fiir das weitere werden wir fei-
nere orthogonale Zerlegungen benotigen. Wir erinnern zuerst an einige Begriffsbildungen
aus der Linearen Algebra, die nichts mit der Hilbertraumstruktur zu tun haben.

Definition 2.8. Sei V' ein K-Vektorraum. Seien Vi, Vs, ...V, Teilvektorrdaume, sodass
jedes v € V' genau eine Darstellung besitzt v=v;+v2+...+v, mit v; eV
Man sagt dann, dass die V; eine direkte Zerlegung von V liefern, oder dass V' die direkte

Summe der V; ist. Man notiert V=V, ® V2 ®... & V,, =PV;
1

Sprechweise 2.2.5. Ein Endomorphismus ¢(+) eines Vektorraums heisst eine Projektion,
wenn gilt @ o p(-) = ¢(-). Wenn V; der Nullraum und V; der Bildraum ist, dann heisst
er die Projektion auf V) entlang V. Die direkte Zerlegung V' = V|, & V; heisst die direkte
Zerlegung zur Projektion.

Ist umgekehrt eine direkte Zerlegung V' = V& V) gegeben, dann heisst der Endomorphis-
mus, welcher v = vy + v; den Summanden v; zuordnet, die Projektion auf V; entlang V4.
Wenn 7 eine Projektion ist, dann heisst die Projektion ¢d — 7w die komplementére Projek-
tion. Zwei Projektionen 7; und 7, heissen disjunkt, wenn 7y o 1y = 7 0 15 = 0.

Satz 2.2.7.

Wenn m und my kommutierende Projektionen sind, dann sind 7 o wy und m — 7 © o
disjunkte Projektionen.

Wenn 7 und m disjunkte Projektionen sind, dann sind m + 7o und w3 = id — (w1 + m3)
Projektionen, und my, o, w3 sind paarweise disjunkt.

Sind my,m, ..., T,y paarweise disjunkte Projektionen mit m + w9 + ... + m,, = id, dann
gltV=VieVed...eV, mitV,=mr;(V).

Ist umgekehrt eine direkte Zerlegqung V =V1 & Vo & ... &V, gegeben, haben wir also fiir
jedes v € V eine eindeutige Summendarstellung v = vy + vy + ... + v, mit v; €V},
dann liefern die Zuordnungen 7 : v — v; ein m-Tupel paarweise disjunkter Projektionen,
dessen Summe die Identitdtsabbildung ist.

Wir befassen uns jetzt mit speziellen Projektionen eines Hilbertraums:

Definition 2.9. Eine orthogonale Projektion eines Hilbertraums ist eine Projektion m
auf einen abgeschlossenen Teilraum W entlang des orthogonalen Komplements W+,

Wir haben gesehen, dass es zu jedem abgeschlossenen linearen Teilraum W eine ortho-
gonale Projektion 7 auf W gibt. Wenn 7 diese orthogonale Projektion ist, dann ist ¢d — 7
ist die orthogonale Projektion auf W+. Wenn zwei orthogonale Projektionen zueinander
disjunkt sind, dann sagen wir auch, sie seien zueinander orthogonal.

Satz 2.2.8. Wenn zwei orthogonale Projektionen w1 und me kommutieren, dann liefert
m o mo die orthogonale Projektion auf den Durchschnitt der Bildrdume. In diesem Fall
sind Ty © Ty, T — Ty O Mo, Ty — T1 O Mo paarweise disjunkte orthogonale Projektionen; und
T3 = M — W O Wy + My ist die orthogonale Projektion auf die Summe der Bildrdume.
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Beweis 2.2.3.

Die Endomorphismen @1 = 7 0 Ty, (g = T — T O Mo, Y3 = Ty — M O Mo, Y4 = id — T3
sind jedenfalls paarweise disjunkte Projektionen, die sich zur Identitdt aufsummieren.
Set V=V ®& Vo ® V3 @&V, die entsprechende direkte Zerlegung. Der Bildraum Vi von
T 0 Ty = To o my st in den Bildrdumen Wy und Wy enthalten, und jedes Element des
Durchschnitts wird von m, o mo auf sich abgebildet. Somat gilt Vi = Wy N Wa.

Bis hierher war nicht von Orthogonalitit die Rede. In derselben Weise folgern wir nun
aber auch Vo = WiNWst aus my0(id—my) = (id—ms)om, . Ebenso ergibt sich Vs = Wi-NW,
und Vy = Wt N Wit Die Vektorriume stehen paarweise auf einander senkrecht, und ihre
Summe ist der gesamte Raum.

1
Notation. Der Deutlichkeit halber schreiben wir manchmal auch V = W @ W+; und fiir

11
feinere orthogonale Zerlegungen V=V, & Vo @ .. ..

Im Satz haben wir zu einem Paar kommutierender orthogonaler Projektionen eine
orthogonale Zerlegung in vier Teilrdume gewonnen

L L1 ) ) » 1 L 1
V=VieVe VoV, Wir notieren auch  id = 1 & @2 D p3 B @4.

Satz 2.2.9. (Unendliche Summen paarweise orthogonaler Summanden)

Es seien V1, Vs, ... paarweise orthogonale Teilvektorraume des Hilbertraums V.

Zu jedem v € V = span(Vy @ Vo @ ...) existiert dann eine eindeutig bestimmte Folge
V1, Vs, ... mit v; €V}, sodass [|[(0— (v1 +v2 4+ ...+ )2 = D000 [lvs]2

Andererseits existiert fir jede Folge (v;); mit 3% ||v;||> < oo ein © € V, sodass

18— (01 +vg 4 A v) |12 = 00 o]

Der Beweis gehort in die Analysis. Das Kernproblem ist ist die Vollsténdigkeit des
Raums der quadratsummablen Folgen. Das entscheidende Hilfsmittel ist das sog. Lemma
von Fatou (oder der Satz von der dominierten Konvergenz).

v — (vo B vy Bva®d...5v,)|> — 0. Man notiert ’U:’Uoéé’uléévg@...:@jvj.
Man notiert auch V = VOGLBVIGLB%GLB... = ELBJVJ

Man sagt auch: Die paarweise orthogonalen(!) Projektionen 7; summieren sich zur Iden-
titdt, und man notiert ¢d = my + m + m + ..., wobei aber zu beachten ist, dass die
Folge der orthogonalen Projektionen p,.1 = id — (w9 + 71 + ™ + - -+ + m,) nicht in der
Operatornorm nach 0 strebt. (Eine Projektion, die nicht identisch = 0 ist, hat immer die
Operatornorm = 1.)

Notation 2.2. Fiir ein v € V sei vy der Fusspunkt des Lots auf Vj = VL. Es gilt
I 1

Beispiel. (Eindimensionale direkte Summanden)
Besonders iibersichtlich ist der Fall, wo die paarweise orthogonalen Teilvektorrdume ein-

I
dimensional sind. Sei V; aufgespannt vom Einheitsvektor w;; und V = @(span@;). Die
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orthogonalen Projektionen sind 7;(-) = ( @; | - ). Zu jedem v gehort eine Folge von Koef-
fizienten ¢; = (1w, | v ) mit 7 [l¢;l|* = [|v]|* und es gilt v = 3. ¢; - w;. Umgekehrt liefert
jede quadratsummierbare Folge (c;) einen Vektor v.

Dieser Fall liegt konkret vor bei dem Hilbertraum (V,(- |-)), den wir durch Ver-
vollstédndigung des Pra-Hilbertraums der trigonometrischen Polynome erhalten. Die Ein-
heitvektoren w, = ™ (fir n = ..., —1,0,1,2,...) sind paarweise orthogonal. In un-
serer formalen Schreibweise erscheinen die Vektoren v € V' als unendliche Summen v =
3 €™ mit Y ||¢j||* < co. Und die Koeffizienten ergeben sich als die Skalarprodukte
¢n = (W, | v ). Damit ist es gelungen, die Elemente der Vervollstindigung V' mit den
quadratsummablen Folgen zu identifizieren.

Hinweis auf die Theorie der Fourier-Reihen: In der Analysis bringt man die
Elemente der Vervollstdndigung in Zusammenhang mit den 27-periodischen Funktionen.
Man geht davon aus, dass man ein trigonometrisches Polynom v nicht nur als eine finite
Folge verstehen kann sondern auch als eine 27-periodische Funktion.

f(t)zzcn'eint — v — C:(---761700701702>"')7

Die Koeffizienten ergeben sich durch eine Integration: ¢, = (1w, |v) = 5= [7 e~ f(t) dt.

Auch das Skalarprodukt im Pré-Hilbertraum kann man durch eine Integration gewinnen.
Fiir w = g(t) = > d, - ™ gilt (w|v) =Y dy - o = 5= [7_g(t) - f(t)dt. Es stellen sich
Fragen
1. Kann man auch die Elemente der Vervollstindigung (bzw. die stetigen Linearfor-
men) in Verbindung bringen mit geeigneten Typen 27-periodischer Funktionen?
Wenn ja, welche ‘Funktionen’ sind das?

2. Kann man die Gleichung h(t) = 3.7 a,,-e™ fiir quadratsummable Koeffizientenfol-
gen erkldren mit den Summationstechniken fiir Funktionenfolgen? Es funktioniert
weder mit dem Begriff der gleichméfiigen Konvergenz, noch mit dem Begriff der
punktweisen Konvergenz.

3. Angenommen, wir hitten ‘Funktionen’ f(¢) und ¢(t), die wir mit den unendlichen
Summen v =Y ¢, - €™ bzw. w = Y d, - ¢ in Verbindung gebracht haben. Kann
man dann das Skalarprodukt durch eine Integration gewinnen?

™

<w|v>=2dn-cn:% 5 rwar

Offenbar braucht man fiir die Beantwortung dieser Fragen eine leistungsfihige Theorie
der Summation von Funktionenreihen und eine leistungsfihige Theorie der Integration.

Im 19. Jahrhundert haben Fourier, Dirichlet, Riemann, Fejér und andere Mathemati-
ker tiefgriindige Untersuchungen dazu angestellt. Die definitiven Antworten sind im Jahre
1906 von E. Fischer und F. Riesz auf der Grundlage der Lebesgue’schen Integrationstheo-
rie (von 1901) gegeben worden.
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Orthonormalsysteme

Sei (V,]|-]|) ein separabler Hilbertraum. Ist (v, ), eine iiberall dichte Folge, dann ist V' auch
die abgeschlossene Hiille der Vereinigung der Teilvektorrdume span({vy, va, ..., vy }). Um-
gekehrt gilt aber auch: Wenn es eine aufsteigende Folge endlichdimensionaler Teilrdume
gibt, die in V dicht liegt, dann ist V' separabel.

Sprechweise 2.2.6. (ONS und ONB)
Man nennt eine Folge (w,,), total beziiglich des abgeschlossenen linearen Teilraums W,
wenn gilt span({wy, ws,...}) =W.

Eine Menge von Einheitsvektoren, die paarweise zueinander orthogonal sind, heisst
ein Orthogonalsystem (ONS). Ein ONS, welches total ist bzgl. W, heisst eine Orthonor-
malbasis von .

Eine bzgl. W totale Folge gibt es offenbar fiir jeden abgeschlossenen linearen Teilraum
W eines separablen Hilbertraums; und man kann die Folge linear unabhéngig wéhlen, so
also, dass span({wy, ws, ..., w,}) die Dimension n hat fiir n = 1,2,.... Der néchste Satz
garantiert die Existenz von Orthonormalbasen.

Satz 2.2.10. (‘Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt’)
Die Folge (v)), sei linear unabhdngig und total fir den separablen Hilbertraum V. Es
existieren paarweise orthogonale Vektoren mit der Norm 1, sodass

span{vy, vg, ..., v,} = span{v), vy, ... v} fir n=1,2... .

Beweis 2.2.4. Wir konstruieren die v,, induktiv. vy ist notwendigerweise ein Vielfaches
von vy. Um die Konstruktion eindeutig zu machen, wihlen wir ¢ > 0, sodass ||c - vi|| = 1.
Es seien vy, ..., v, bereits konstruiert. v, 1 ist nicht Linearkombination dieser n Vektoren.
Wir finden Koeffizienten ¢ > 0 und ay, ..., a, € C sodass v,11 =c-v),; — Z? a; - vj. em
Finheitsvektor ist, der zu V,, = span{vy,va,...,v,} = span{v},vs,...,v,} orthogonal
ist. Das ist zu erreichen mit a; = c- (v; | v, ); denn mit diesen Koeffizienten gilt
(v | cvl g —> av; ) =0 firk=1,...,n.

Mit dem Verfahren werden uns unten nidher befassen. Wir werden sehen, dass die
Matrix des Basiswechsels — (vi,vq,...,v,) = (v],v5,...,v)) - A. mit den wohlbekannten
Mitteln der linearen Algebra recht einfach zu berechnen ist.

Zunichst einige Konsequenzen fiir die Struktur der Hilbertraume. Wir zeigen, dass es
zwischen Hilbertrdumen derselben Dimension normerhaltende Isomorphismen gibt. Hil-
bertraume derselben Dimension unterscheiden sich also nur durch die Art, wie die Ele-
mente préasentiert sind, nicht in ihrer inneren Struktur.

Satz 2.2.11. FEs sei uy, us, ... eine ONB fiir den unendlichdimensionale Hilbertraum U
und v1,vs, ... eine ONB fiir den Hilbertraum V. Es existiert dann genau eine lineare
Abbildung ¢ : U — V' mit v; = p(u;) fir alle j, und diese ist eine Isometrie.

Das entsprechende gilt, wenn U und V n-dimensionale Hilbertrdume sind.
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Der Beweis liegt auf der Hand.

Satz. Jede surjektive isometrische Abbildung eines Hilbertraums U auf einen Hilbertraum
V' ist eine lineare Abbildung, also ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Die Isometrie garantiert die Injektivitat. Wenn ||p(u)|| = ||u|| fir alle u, dann
liefert die Polarisierung { o(u1) | @(ug) ) = (uy | ug ) fiir alle uy, us. Die isometrische
Bigektion bildet jede ONB von U auf eine ONB von V' ab. Sei (u;); eine ONB und v; =
©(uj). Fir (endliche) Linearkombinationen u =Y u; - a; gilt p(u) = > v; - a;; denn fir
alle k gilt ( vg | (u) ) = (ug | Douja; ) = ay.

Satz 2.2.12. Es sei uq,Us, ..., u, eine ONB fiir den n-dimensionalen Hilbertraum U.

a) Das n-Tupel vy, vs, ..., v, ist genau dann eine ONB, wenn die Matriz des Basiswechsels
eine unitdre Matrix ist.

b) Sei ¢(-) der Endomorphismus, welcher durch o(u;) =Y, w - ai; festgelegt ist. p(-) ist
genau dann eine Isometrie, wenn A eine unitire Matriz ist. A*-A = E,; A€ SU(n,C).

Beweis 2.2.5. Wir beweisen nur die Aussage b): v; =Y Uy, * G
(e v )= (D wan | D vm-amy ) =D aw-ay = (A" Ay
l m l

Dies liefert genau dann das Kroneckersymbol dy;, wenn A eine unitdre Matriz ist.

Fazit: Die fiir die Geometrie des n-dimensionalen Hilbertraums charakteristischen
‘Figuren’ sind die Orthonormalsysteme. Die ‘Bewegungen’ in der Hilbertraumgeometrie
sind durch die unitdren Matrizen zu beschreiben.
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2.3 Orthogonale Projektionen im Matrizenkalkiil. Kleinste Qua-
drate.

Wir wollen jetzt den Matrix-Kalkiil niitzen, um gewisse orthogonale Projektionen konkret
zu berechnen.

Es wird sich als giinstig fiir die Notation erweisen, dass wir sorgféiltig umgehen mit
der Idee der dualen Hilbertrdume. Wir haben bereits gesehen, dass der Dualraum eines
Hilbertraums (mit der dualen Norm ausgestattet) ein Hilbertraum ist; wir konnen daher
vom inneren Produkt zweier Linearformen sprechen, inshesondere von der Orthogonalitéat
von Linearformen.

Wenn (uy,us, ...,u;) ein ONS im Hilbertraum V' ist, dann ist das Tupel der bra-
Vektoren ((uq|, (usl, ..., (ux|) ein ONS im Dualraum V*. Ein Vektor w € V' hat dieselbe
Norm wie der bra-Vektor (w| in V*; denn

[(w]v)]

o]

p=lwl.

I (w] || = sup{

Bei der Konstruktion des Skalarprodukts s(¢',¢?) empfiehlt es sich (im Interesse einer
tibersichtlichen Notation), darauf zu achten, dass das Skalarprodukt in V* im ersten Ar-
gument linear und im zweiten antilinear wird. Die bra-Vektoren (w;| und (ws| haben dann
in V* dasselbe innere Produkt wie die Vektoren w; und wy in V.

Definition 2.10 (Gram-Matrix).

Sind v}, v5, ..., v, Vektoren in einem Hilbertraum (V, (- |-)), so nennt man die positiv
semidefinite Matrix G mit den Eintrdgen g, = ( v} | vj, ) die Gram-Matrix des n-Tupels.
Wenn v}, v), ..., v eine Basis von V ist, dann nennt man G auch die Gram-Matrix des

Skalarprodukts bzgl. dieser Basis.

Satz 2.3.1 (Transformation der Gram-Matrizen). Es sei G, die Gram-Matriz des n-

Tupels (vy, v, ...,v),). Die Vektoren wi,wh, ..., w,, seien Linearkombinationen der v’

(v], v, ..., 0) - A= (W, wh, ... W), ng~aij = wj.

Fiir die Gram-Matriz G, der w' gilt dann Gy=A"-G,-A.
Beweis. (w; | wj ) = ( X vpawi | Doviay ) = Doy Trigriau;.
Wir werden nun eine Ankniipfung an die Gauss’sche Eliminationsmethode herleiten.

Satz 2.3.2 (Orthogonalisierung durch LU-Faktorisierung).

Seien vy, vh, ..., v, linear unabhdingig mit der Gram-Matriz G. Die Matriz des Orthonor-
mierungsverfahrens ist dann charakterisiert durch die Figenschaften:

A ist eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintrigen und A* -G - A = E,,.
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Hinweis:  Wir schreiben die kritische Gleichung A*-G - A = FE,, in der Form A*-G =
A~ und gewinnen daraus einen Hinweis, wie man die untere Dreiecksmatrix A* und die
obere Dreicksmatrix A~! durch das sog. Gauss’sche Eliminationsverfahren gewinnen kann.
Mit A gewinnen wir leicht die inverse Gram-Matrix G~ = A - A*.— Die Behauptungen
werden sich aus dem Beweis des folgenden, etwas technischer formulierten Satzes ergeben.

Zur Erinnerung: Bekanntlich bemiiht man sich in der elementaren linearen Algebra,
durch sog. elementare Zeilenoperationen eine gegebene Matrix M in eine obere Dreiecks-
matrix umzuwandeln. Wenn die Zeilen und Spalten von M passend angeordnet sind, dann
gelingt das auch. Zu fordern ist, dass jede linke obere Teilmatrix M}y nichtsinguldr ist,
fiir £ < Rang. Diese Bedingung ist bei den Gram-Matrizen G erfiillt, weil alle G}, positiv
definit sind.

Das Hintereinanderschalten der elementaren Zeilentransformation bewirkt bekanntlich
die Multiplikation (von links!) mit einer unteren Dreiecksmatrix L, die normiert ist in dem
Sinn, dass die Diagonalelemente allesamt = 1 sind. Es ist eine Konsequenz der positiven
Definitheit, dass die entstehende obere Dreiecksmatrix U = L-G in der Diagonalen positive
Eintrige d2,d2, ... hat; das Produkt der ersten k& Diagonalelemente ist die Determinante
der Teilmatrix Gxy. Ist nun D die Diagonalmatrix mit den positiven Diagonaleintrigen
di,ds, ..., dann haben wir L - G = D? - U mit einer normierten oberen Dreiecksmatrix.
Wir formulieren das Resultat als

Satz 2.3.3. Es sei G eine positiv definite n x n-Matrix. Fiir die linken oberen k X k-
Matrizen gelte  det Gyxj, = d3-d3----d2. Es sei D die Diagonalmatriz mit den positiven
Diagonaleintrdigen dy,ds, ..., d,. Es gibt genau eine normierte untere Dreiecksmatriz L,
sodass L-G eine obere Dreiecksmatriz D?-U ist. Fiir die Matriz A des Diagonalisierungs-
verfahrens ( A*GA = E ) gilt dann

A*=D'.L; A'=D.U mit L"=U"".

Beweis 2.3.1. Die Fxistenz der normierten Dreiecksmatrizen haben wir eben gezeigt. Wir
beweisen die Eindeutigkeit:

L-G=D*U, L-G=D*>U = L 'DU=G=L"'DU
— LL'D*U =D*U =— LL'=D*UU'D2

Wenn eine untere Dreiecksmatriz gleich einer oberen Dreiecksmatrix ist, dann ist sie eine
Diagonalmatriz. Daraus folgt L =L, U = U.

Fiir die obere Dreiecksmatriz A des Orthonormalisierungsverfahrens leistet die Umrech-
nung der gegebenen Gram-Matriz in die Einheitsmatriz, A*GA = E. Die Dreiecksma-
trizen A* und A haben dieselben positiven Diagonalelemente. Es gibt also genau eine
Diagonalmatriz D, sodass L = DA* und U = D~ A~ normierte Dreiecksmatrizen sind.
LG = D?*U; DA*G = DA™ Da die normierten Dreiecksmatrizen durch diese Faktorisie-
rung eindeutig bestimmt sind, haben wir A* und A~ identifiziert.
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Satz 2.3.4. Es sei (uj,us,...,u,) eine Orthonormalbasis des Hilbertraums (U, (- |-)),
und (w1, ws, ..., w,) linear unabhingig mit der linearen Hille W und der Gram-Matrix

G = (Cwj [ wr ))jn-

(Ul,UQ,...,Un>'X: (wl,wg,...,wp), ZUZSL’Z] :U)j.
i

Es qgilt dann G = X*EX, und die Fuf$punkte der Lote der Basisvektoren auf W sind
(m(ur), m(ug), ..., m(uy)) = (w1, wa,...,wy) - F = (u1,us,...,u,) - P.
mit den Matrizen F =G 'X*, P=XG'X*=X"-F.

Beweis 2.3.2. Es geniigt, die Matrix P zu berechnen; F ist durch X-F eindeutig bestimmt,
weil die Spalten von P Linearkombinationen der linear unabhdngigen Spalten von X sind,
und deshalb die Koeffizienten eindeutig bestimmt sind. Die Matriz P = XG™1X* ist eine

hermitische Projektionsmatriz: P - P = P = P*. Aus PX = X ergibt sich, dass P die
Spalten von X fest ldasst. Wir studieren den durch P definierten Endomorphimus

( SO(Ul)aSO(Uz)a - '>90(un)) = (Ul,UQ, cee aun) : Pa QO(U]') = Zuz 'pij

Es qilt p o o = ¢ und ¢ st selbstadjungiert wegen
() |we )= O wi-p's | w ) =0 (uj | p(ue) )= (uy | Y wi-p'e ) =Py

Die Abbildung ¢ ist idempotent und selbstadjungiert mit dem Bild W ; also gilt ¢ = .

Die Projektionsmatrix hat im vorliegenden Fall deswegen eine so einfache Gestalt,
P = XG'X* (wo G = X*X), weil die Vektoren, die den Bildraum W der gesuchten
orthogonalen Projektion aufspannen, als Linearkombinationen in einer ONB gegeben wa-
ren. Wir wollen die orthogonale Projektion auf W auch in Féllen studieren, wo W in
anderer Weise als ein span oder als das Nullstellengebilde eines homogenen linearen Glei-
chungssystems vorgegeben ist. Dazu wollen zunéchst einmal die hier gestellt Aufgabe und
ihre Losung in die Welt des Standard-Hilbertraums C%, (mit dem iiblichen Skalarpro-
dukt) tibersetzen. Die Sache wird {ibersichtlich, wenn wir auch noch die Faktorisierung
der Gram-Matrix ins Feld fithren. E,,, = A*GA; G '=A- A"
Ist ¢ die Spalte zum Vektor >, u;-b" und d die Spalte zum Fupunkt 7(u) = >, 7(w;)-d" =
> uj - >, pid’, so sagt uns der Satz

d=P-c (mit) P=XG'X*"=(XA) (XA

Die Matrix B = X A (vom Format n x p) hat orthonormierte Spalten, B*B = E,,,.; denn
B*B = A*X*XA = E,.,. (Diese Rechnung hétten wir nicht gebraucht, wenn wir uns
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daran erinnert héitten, dass A zur Orthogonalisierung des Spaltenraums von X konstru-
iert wurde.) Die Matrix BB* = P ist die gesuchte hermitische Projektionsmatrix auf den
Spaltenraum der Matrix X; denn es gilt P-P=P=P*, P-X =X.

Wir kénnen das Resultat nun auch mit der Notation von Dirac formulieren. Die orthogo-
nale Projektion auf den eindimensionalen, vom Einheitsvektor v aufgespannten Teilraum
hat offenbar die Form

() =wv-{v]), oder auch 7 =|v) - (v]

Wenn vy, ...,v4 eine ONBasis von W ist, dann ist my = Y |v;) - (v;| die orthogonale
Projektion auf W.

Kleinste Quadrate:

Bekanntlich ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem B - x = y nur dann lésbar,
wenn y im Spaltenraum der Matrix B (vom Format n x d ) liegt. Wenn das nicht der
Fall ist, spricht man von einem iiberbestimmten Gleichungssystem. Uberbestimmte Glei-
chungssysteme treten z. B. dort auf, wo Daten y gemessen werden, die nicht mit dem
vorgegebenen linearen Modell vereinbar sind. Man kann manchmal davon ausgehen, dass
die Nichtiibereinstimmung durch Messfehler verursacht sind, (die die Messungen durchaus
nicht uninformativ machen). Man will dann doch davon ausgehen, dass eine d-Spalte s
existiert, sodass gilt y = B - s 4+ ¢ mit kleinen Fehlern ¢;. In der ‘Ausgleichsrechnung’
bestimmt man § so, dass der ‘Fehlervektor’ minimal ist,— wobei man sich natiirlich noch
verstdndigen muss, in welcher Norm man den Fehler messen will: ||¢]| = min.

Die Suche nach dem besten d-Tupel § ist besonders einfach, wenn |[|-|| eine Hilbertraum
(im Raum der n-Spalten) ist, wenn also eine positivdefinite n x n-Matrix () gegeben ist,
sodass ||e]|? = e*Qe. (Wenn alle Gréfien reell sind, kénnte man natiirlich statt e* auch e”
schreiben.) Die Aufgabe besteht dann offenbar darin, die n-Spalte y orthogonal auf den
Spaltenraum der Matrix B zu projizieren.

Satz 2.3.5 (Kleinste Quadrate). Es sei B eine n x d-Matriz mit dem d-dimensionalen
Spaltenraum W ; und @ eine positivdefinite n X n-Matriz. Zu jeder n-Spalte y existiert
genau ein’y = B -§ € W, sodass

ly = ¥°=(y —9)"Q(y — ) = min.
Esgilty =Py mit P = B(B*QB)"'B*Q.

Beweis. Der Vektor y—y ist das Lot von y auf W. Die Bedingungy—y L W bedeutet fiir
y=DB-§: Vs: (y—y)*Q@Bs=0 <= B*Q(y—Bs)=0 < B*QBs=B*QYy.

Man bemerke: Wenn in unserem Hilbertraum (Cgp, @ ) ein Endomorphismus ¢ durch
die Matrix S beschrieben wird, dann wird der adjungierte Endomorphismus ¢* durch die
Matrix T beschrieben mit 7*Q = Q.S, also T = Q~'5*Q. In der Tat haben wir

(zloy)=(¢"2| y) <= 27QSy = (T2)"Qy = 2"T"Qy.
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Die oben berechnete Matrix P liefert also in der Tat einen selbstadjungierten Endomor-
phismus unseres Hilbertraums (Cg,, Q).

Bemerke: Wenn es um die Berechnung der orthogonalen Projektion auf W geht, dann
hat die Matrix B nur eine Hilfsrolle; jede n x p- Matrix mit dem Spaltenraum W liefert
dieselbe Projektion. In der Tat liefert A = BS (mit einer invertierbaren p x p-Matrix .S)
dieselbe Matrix P = BS(S*B*QBS)™'S*B*Q = B(B*QB) 'B*Q. Besonders iiber-
sichtlich wird die Formel, wenn wir S mit Hilfe des Orthogonalisierungsverfahrens so
wihlen, dass S*(B*(Q)B)S = E,x,. Dann haben wir namlich P = AA*Q) mit A = BS.

Erwartungstreue Schitzung mit minimaler Varianz:

Es seien Yi,...,Y, komplexwertige ZufallsgroBen mit der bekannten (positvdefiniten!)
Covarianzmatrix C'. Vom Erwartungswert €Y der zufélligen n-Spalte Y sei nur bekannt,
dass er in einem gewissen linearen Teilraum W liegt. Der Erwartungswert einer Linear-
kombination der Komponenten, £ - Y soll durch eine Linearkombination é Y geschétzt
werden, sodass gilt

~

(E—&)-w=0 firalleweW, var(§ - Y) = min.

Wir suchen licher die Zeile § = £ — & € W mit var((§¢ — /) - Y) = min; und wir iiber-
setzen die Aufgabe in die Sprache der Hilbertraume. V* sei der Hilbertraum der komple-
xen n-Zeilen & mit der Norm |[|{]| = +/C&*. Damit assoziieren wir die Sesquilinearform
s(&,m) = cov(€Y, nY) = £Cn*. ( Es entspricht der Tradition der linearen Statistik, dass
s(+,-) im ersten Argument linear und im zweiten Argument antilinear ist.) Gesucht ist der
Punkt 7 im Zeilenraum W7, in welchem die quadratische Funktion W' > n — || — n|?
ihr Minimum annimmt. Gesucht ist also der Fupunkt 7 des Lots von ¢ auf den Raum
Wi, (€ — /)Y ist dann der beste lineare Schitzer fiir £ - €Y.

Wenn W die Dimension d hat, dann hat W1 die Dimension n — d; es existiert eine
(n — d) x n-Matrix M*, deren Zeilentraum W' ist. Wi = {n: n=t- M*}. Wenn W der
Spaltenraum der d x n-Matrix B ist, dann ist M* gekennzeichnet durch M*B = 0.

M* und B stehen in der Beziehung, die von den homogenen linearen Gleichungssys-
temen wohl vertraut ist; man konnte M* einen Annihilator fiir B nennen, und B* einen
Annihilator von M. Wir suchen hier eine Projektion auf den Zeilenraum von M*, so wie
wir oben eine Projektion auf den Spaltenraum von B gesucht haben.

Nun die konkrete Berechnung: Die Bedingung (¢ — 7)) L W1 bedeutet fiir §# = tM*:
Vt: (6 —=n)CMt*=0. Wegen (¢ —tM*)CA =0 oder t{(M*CM) = E£CM liefert das

H=E(R mit R = CM(M*CM)'M*

Man bemerke. Die Abbildung & +— & R mit R = CM(M*CM)~*M* ist in der Tat eine
selbstadjungierte Projektion unseres Hilbertraums (V*,C) = (C%, C); denn CR* = RC.
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Es kommt nur auf den Spaltenraum von M an. MT mit einem invertierbaren 7T hat
denselben Spaltenraum. W= {n:n=s-N*=s-T*M*}.

Die Rechnungen laufen hier sehr &hnlich wie oben bei der Methode der kleinsten
Quadrate. Man kann die Aufgabe aber auch noch etwas anders anpacken, indem man
nicht von M* (oder N*) ausgeht, sondern von einem Annihilator B.

Satz 2.3.6. Es sei C eine positivdefinite n x n-Matriz; C = Q~'. W sei der Spaltenraum
einer n X p-Matriz B mit linear unabhingigen Spalten. W1 bezeichnet seinen Annihilator;
Wt ={n: nB = 0}. (C*, C) sei der Hilbertraum mit dem inneren Produkt { £|n ) =
£Cn*.. Das Lot von & auf den Raum WT ist E=¢P mit P = B(B*QB)™'B*Q.

Beweis 2.3.3. Fiir ein vorgegebenes & sei & = §+ﬁ die orthogonale Zerleqgung mitn € W1
und € € (WHL. Zunichst stellen wir fest: heWl —=¢—eWl = (£-§B=0
— ¢B = £B. Andererseits haben wir

Ee(Wht = vwmeW o =0+ (nB=0 = n(EC)" =0)

e Js: (C)*=B-s; £=s5'BQ= 3s: s*(B*QB) = (B = £B.

— §* = ¢B(B*QB)™! —  £=$"B*Q =¢B(B*QB)'BQ.
Der Satz 16st das Problem des besten linearen erwartungstreuen Schiatzung eines Er-
wartungswerts.(BLUE ‘Best Linear Unbiased Estimator’). Der Vergleich mit dem Satz

2.3.5 zeigt die Verbindung zur Methode der kleinsten Quadrate. Man entnimmt den For-
meln den

Satz 2.3.7 (Satz von Gauss-Markov). Wenn man eine Linearkombination der Kompo-
nenten eines Zufallsvektors Y erwartungstreu mit minimaler Varianz schétzen will, dann
nehme man die betreffende Linearkombination des ‘ausgeglichenen’ Datenvektors Y. Es
gilt ndamlich
Y = ¢-PY = &Y.
Wir vergleichen das Resultat mit dem im vorigen Satz: € = € —f = £(I — R). Wir
haben hier disjunkte Projektionen P und R, P vom Rang p, R vom Rang n — p.

P = B(B*QB) 'B*Q; R=CM(M*CM)*M.
Wegen M*B = 0,C'() = E ergibt sich durch direkte Rechnung Ro P =0= Po R.

Dualitat bei endlichdimensionalen Hilbertriumen

Die Formeln sollten an Transparenz gewinnen, wenn wir den Gedanken der Vektorraum-
dualitdt im konkreten Fall ein wenig vertiefen.

Notation 2.3. Es seien () und C zueinander inverse positivdefinite n x n-Matrizen.
Vsp = (C%,, Q) ist der Hilbertraum der n-Spalten y mit der Norm |[|y|| = v/y*Qy.

Vz = (C%, C) bezeichnet den Hilbertraum der n-Zeilen 1 mit der Norm ||n|| = v/nCn*.
Fir z,y € Vg, ist (z|y)s, = 2" - Q - v.
Fiir §,n € V5 ist <£|7]>Z =¢- C- n*.
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Wir stellen einige bekannte (oder leicht zu beweisende) Tatsachen zusammen

Satz 2.3.8 (Duale Hilbertrdume). 1. Die Riume Vs, und Vz bilden als komplexe Vek-
torraume vermaége des Matrizenprodukts (Zeilex Spalte = Skalar) ein Dualitdtspaar.

2. Die hier definierten Normen sind zueinander duale Normen

sup{ |£ - x| : 2*Qx <1} =\/£C&  fir £ € Vy,
sup{ [£-z|: €CE <1 }=+/a*Qz fir z & Vg,

3. Jeder Linearform entspricht in antilinearer Weise ein Vektor

Der Spalte x entspricht die Zeile z*Q oder (z|-) sy
Der Zeile & entspricht die Spalte C¢* oder (-|€) 7

4. Die Abbildung ist eine Isometrie.
Wenn nimlich & = x*C, n=y*C, also x = Q&*, y = Qn*, dann gilt

(zly)sp =" Q-y = (27Q) - C- (Qy) = ECN" = ({In) 2.

5. Wenn A eine n x n-Matriz ist, dann ergibt das Endomorphismen in den beiden
Rdaumen und dazu adjungierte Endomorphismen

(y |Az )sp = y"QAz = (By)'Qe = (By |z )s, mit B'Q=QA,
(€A |n)z = EAC " = €C(By)' = (£ [nB )z mit AC=CB".

6. Die Matriz A liefert genau dann fiir den Spaltenraum einen selbstadjungierten En-
domorphismus, wenn sie einen selbstadjungierten Endomorphismus des Zeilenraums
liefert.

Als wir oben unsere orthogonalen Projektionen konstruiert haben, haben wir einmal
im Spaltenraum argumentiert und das andere Mal vom Zeilenraum her. Bei der Methode
der kleinsten Quadrate suchten wir die Projektion auf den Spaltenraum der Matrix B.
Bei der Konstruktion des BLUE suchten wir die Projektion auf den Zeilenraum von M*.
Setzen wir nun N* = B*Q) und betrachten wir die Formel fiir die Projektionsmatrix
R: Die zu invertierende Gram-Matrix wird N*CN = B*QCQ B = B*Q B; und die
Projektionsmatrix wird CN(B*QB) ' N* = B(B*QB) " 'B*Q = P. Dies liefert den

Satz 2.3.9 (Projektionsmatrizen).

Sei B eine n x p-Matrix mit linear unabhdngigen Spalten und Vi ihr Spaltenraum. Die
Matriz P = B(B*QB)~'B*Q ist dann die Matriz der orthogonalen Projektion von Vs, =
(C%,, Q) auf V1. P ist gleichzeitig die Matriz der orthogonalen Projektion von Vz =
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(C%, C) auf den Zeilenraum von N* = B*Q).

Sei A eine d x n-Matriz mit linear unabhdingigen Zeilen und Vo = {x : Az = 0}. Die
orthogonale Projektion von Vs, = (C§,, Q) entlang Vo wird beschrieben durch die Matriz
S =CA*(ACA*)IF. S ist auch die Matriz der orthogonalen Projektion des Zeilenraums
entlang {£ : ECA* = 0}.

Schlussbemerkung zur Matrix-Methode

Die Sache mit den dualen Hilbertraumen, bestehend aus Spalten bzw. Zeilen wird schlank,
wenn @ und C' = Q! die Einheitsmatrix sind, wenn sich also alle Matrizendarstellungen
auf eine ONB stiitzen.

Unpassende Basen werden wir in Zukunft nach Moglichkeit vermeiden. In der linearen
Statistik hat man leider keine Wahl.

Erfreulicherweise scheint es, dass man sich bei den Anwendungen in der Quantenme-
chanik, wo man gelegentlich Matrizendarstellungen ins Spiel bringen will, wirklich immer
auf Orthonormalbasen beschrinken kann. In diesem Fall werden dann die Koordinaten-
wechsel durch unitdre Matrizen beschrieben; und die hermitische Konjugation beschreibt
wirklich den Ubergang zum adjungierten Endomorphismus. Das Orthogonalierungsver-
fahren nach Gram-Schmidt spielt dort keine Rolle. Ein groles Thema ist stattdessen die
unitire Diagonalisierung der hermitischen Matrizen (oder der selbstadjungierten Opera-
toren). Damit werden wir uns griindlich zu befassen haben.
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2.4 Exkurs: Quadratische Formen im reellaffinen Raum

Der Umgang mit quadratischen Kurven, Flichen und Funktionen hat lange Traditionen.

Die Griechen zur Zeit von Euklid beschéaftigten sich nicht nur mit Geraden, Kreisen,
Ebenen und Kugeln; sie befassten sich auch mit den sog. Kegelschnitten, den Ellipsen,
Parabeln und Hyperbeln. Diese ‘Kurven zweiter Ordnung’ kann man nicht nur (wie der
Name suggerieren konnte) als Schnittkurven eines Kegels mit einer Ebene erhalten; es gibt
viele Moglichkeiten der Definition oder auch der Konstruktion mit elementaren Mitteln.
Diesen wurde zu manchen Zeiten ein Platz in der Schulmathematik eingerdumt.

Kepler entdeckte beim Studium astronomischer Daten, dass die Planeten sich auf El-
lipsenbahnen bewegen, und Newton gab einen mathematischen Beweis auf der Grundlage
des Gesetzes, welches die Massenanziehung regelt. Bei den Beweisen, die man heute den
Studierenden vortragt, erfahrt man Interessantes, sowohl iiber die Kegelschnitte als geo-
metrische Objekte als auch iiber die Beschreibung der Kegelschnitte durch Funktionen.

Quadratische Gleichungen in einer reellen Verédnderlichen sind ein aktuelles Thema
der Schulmathematik. Manchmal werden in diesem Umfeld auch noch die quadratischen
Gleichungen in zwei Variablen behandelt und die Kegelschnitte als ihre Losungsmengen.

In den heute iiblichen Vorlesungen zur Analysis werden neben den linearen auch die
quadratischen Nédherungen von glatten Funktionen mehrerer Verénderlicher diskutiert

flx,y)= ao+az+ay+ %alle + apory + %aggyz + Rest

x 1 a1 Q2 T
_ Z Rest
ap + (a1, as) (y) + 2(x,y) <a21 am) | + Res

Hier sind x und y sog. lokale Koordinaten. Im approximierenden Polynom ist der Anteil
vom Grad 1 durch den Gradienten bestimmt, der Anteil vom Grad 2 durch die sym-
metrische Hesse-Matrix. Wenn der Nullpunkt ein stationdrer Punkt ist, wenn also der
Gradient im Nullpunkt verschwindet, dann gibt (im nichtausgearteten Fall) die quadrati-
sche Form zur Hesse-Matrix Auskunft, ob ein ein lokales Extremum vorliegt oder ein sog.
Sattelpunkt. Fragen dieser Art wurden in der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts in den
mathematischen Anfingervorlesungen mehr oder weniger griindlich behandelt.

Fiir Mathematiker geschah das iiblicherweise in der Veranstaltung, in welcher auch
die Matrizenrechnung gelehrt wurde. Das waren Veranstaltungen mit Namen wie ‘Linea-
re Algebra und Analytische Geometrie’ oder ‘Lineare Algebra und Matrix-Theorie’. Die
Gewichte haben sich nach und nach verschoben. Die Veranstaltungen zur Linearen Alge-
bra haben sich mehr und mehr von den klassischen geometrischen Themen abgewandt.
(Die Entwicklungen liefen iibrigens sehr &hnlich im englischsprachigen und im russisch-
sprachigen Universititsbetrieb.) In der linearen Algebra neueren Zuschnitts diskutiert
man allenfalls am Rande die Kurven und Flidchen zweiter Ordnung. Man diskutiert statt-
dessen die symmetrischen Bilinearformen. Bevor wir uns dahin wenden, werfen wir einen
(reichlich ungeometrischen) Blick auf die quadratischen Funktionen auf einem affinen
Raum.
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Vorbemerkung: Additive Funktionen und ‘lineare’ Stetigkeit

Eine reellwertige Funktion f(z) auf der reellen Achse R nennt man eine additive Funk-
tion, wenn gilt f(x +vy) = f(z) + f(y)) fiir alle z,y € R. Fiir eine solche Funktion gilt
offenbar f(r) = r- f(1) fur alle rationalen r. Die stetigen additiven Funktionen sind die
linearen Funktionen. Die Mathematiker haben keine Schwierigkeit zu akzeptieren, dass es
auch unstetige additive Funktionen gibt, obwohl man die Moglichkeit ausschliessen kann,
dass man eine solche unstetige additive Funktion jemals zu Gesicht bekommt.

Sprechweise. Sei f(v) eine reelle oder komplexe Funktion auf einem reellen oder kom-
plexen Vektorraum V. Wir sagen, f sei linear stetig, wenn fiir jedes Paar von Vektoren
v, w die Funktion F(t) = f(v + tw) stetig ist auf R bzw. auf C.

Was ist eine quadratische Funktion? Es sei L ein affiner Raum zum reellen Vek-
torraum V. Affine und quadratische Funktionen sind hier reellwertige Funktionen auf L;
Linearformen und quadratische Formen sind reellwertige Funktionen auf V. Bilinearfor-
men sind reellwertige Funktionen auf V' x V. Was affine Funktionen, Linearformen und
Bilinearformen sind, sollte bekannt sein. Was quadratische Funktionen und quadratische
Formen (hier im reellen Fall!) sind, werden wir griindlich diskutieren.

Eine Funktion a(-) auf L heisst bekanntlich eine affine Funktion, wenn eine Linearform
((-) existiert, sodass fiir alle P € L gilt a(P+t-v)—a(P)=1t-L(v).
In Worten: “ Fiir jedes feste v € V ist der Zuwachs beim Schritt v unabhéngig vom Ort.”
Die Abhéngigkeit vom Schritt v € V' ist notwendigerweise eine Linearform ist; denn

a(P + su+tv) —a(P + su) =t - L(v); a(P + su) —a(P) = s-{(u)
l(su+tv) =a(P+su+tv) —a(P)=t-l(v)+a(P+su) —a(P)=s-l(u)+t-L(v).

Eine iibliche Definition des Begriffs der quadratischen Funktion auf L ist die folgende

Definition 2.11. Die Funktion ¢(P) heisst eine quadratische Funktion, wenn ein Punkt
Py, eine Linearform ¢(-) und eine symmetrische Bilinearform by (-, -) existieren, sodass

(quadr) q(P) =q(Py+v) = q(Py) + lo(v) + 3bo(v,v).
Bemerke: Wenn P, = Py + u irgendein Punkt ist, dann gilt

q(P) =q(Pi+w) = q(Py+u+w)=q(PR) + lo(u+w) + 5bo(u + w,u+ w)
= q(P1) + li(v) + 3bo(w, w).
Der Punkt P, spielt also keine ausgezeichnete Rolle, die Bilinearform ist ortsunabhéngig,

und die Linearform (der ‘Gradient’), als Funktion mit Werten in V*, héngt in affiner
Weise vom Ort ab; genauer U(Py+u,-)—L(Py,-) =b(u,-) fiir jeden Punkt Fy.
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Hinweis: Die Formel (quadr) sollte daran erinnern, wie fiir eine glatte Funktion f(-)
die Taylorapproximation zweiter Ordnung aussieht

f(Po+t-v)=f(R)+t f(P) v+ 0" - f(P)-v+ o(t?)  fiir t—0.

Die Linearform f’(Fp) (hier als Zeile notiert, wihrend v als Spalte notiert ist,) heisst der
Gradient im Punkt Py, die symmetrische Matrix f”(F,) heisst die Hesse-Matrix im Punkt
Py. Wenn f(-) keine affine Funktion ist, dann ist der Gradient ortsabhéngig; wenn f(-)
keine quadratische Funktion ist, dann ist die Hesse-Matrix ortsabhéngig.

Definitionen (als Begriffshestimmungen), welche Existenzbedingungen enthalten, gel-
ten als weniger schon als solche, welche direkt nachrechenbare Forderungen stellen. In-
sofern konnte man mit der obigen Definition nicht voll zufrieden sein. Der folgende Satz
behebt diesen Schonheitsfehler. Die Idee ist aus der Analysis vertraut: die quadratischen
Funktionen sind diejenigen, fiir welche alle Richtungsableitungen affine Funktionen sind.

Satz 2.4.1. Fine linearstetige Funktion q(-) auf einem reellaffinen Raum ist genau dann
eine quadratische Funktion, wenn fir jedes v der Zuwachs q(P + v) — q(P) eine affine
Funktion a,(P) ist.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass die Eigenschaft (quadr) die hier geforderte Ei-
genschaft impliziert.

Wenn fiir festes v der Zuwachs a,(+) eine affine Funktion ist, dann existiert eine Linear-
form B(v,-), sodass ay(P +tw) — a,(P) =t - B(v,w), unabhingig von P.

B(-,+) ist symmetrisch; denn es gilt (fir beliebiges P)

B(v,w) = a,(P + w) — a,(P) = ¢(P +w +v) — ¢(P +w) — ¢(P +v) + ¢(P) = B(w,v).
Es gilt B(v + tw,v + tw) = B(v,v) + t?B(w,w) + 2t - B(v, w).

Die Funktion {y(v) = q(Po +v) — q(Py) — 3B(v,v) ist additiv fiir jedes Py; denn
lo(v+tw) — Lo (v) — by (tw) = q(Py+v+tw) —q(Py+v) — q(Py+tw) +q(Po) — B(v, tw) = 0.
Durch vollstindige Induktion finden wir {o(v+nw) = n-Lo(w) fir alle natirlichen Zahlen
n; dies ergibt auch lo(v+rw) = r-L(v+w) fir alle rationalen Zahlen. Die angenommene
lineare Stetigkeit von q(-) impliziert die Linearitit von Co(-). Wir haben also fir jedes Py
eine Linearform ly, sodass gilt

q(Po +v) = q(Py) + lo(v) + 3B(v,v)

Im gleiche Sinn wollen wir nun auch diskutieren, was eine quadratische Form auf einem
reellen Vektorraum ist.

Definition 2.12. Eine Funktion W(-) auf einem Vektorraum heisst eine quadratische
Form, wenn es eine symmetrische Bilinearform ®(-,-) gibt, sodass ®(v,v) = ¥(v).

Es zeigt sich, dass die symmetrische Bilinearform durch W(-) eindeutig bestimmt ist,
und wir werden in der sog. Polarisierungskonstruktion eine explizite Formel fiir ®(-, -) fin-
den. Man konnte somit auch definieren: Die Funktion W(-) ist eine quadratische Form ge-
nau dann, wenn die Polarisierungskonstruktion auf eine symmetrische Bilinearform fiihrt.
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Satz 2.4.2. Jede quadratische Form ist linearstetig. Fine linearstetige Funktion W(-) ist
genau dann eine quadratische Form, wenn sie die Parallelogrammgleichung erfiillt.

Vo+w)+¥(v—w)=2-Y(v)+2-¥(w) firale v,welV.

Lemma 2.4.1. Wenn die Funktion V(v) die Parallelogrammgleichung erfillt, dann gilt
U(r-v)=7r?-W(v) fir alle rationalen .

Beweis. Fir v = w = 0 ergibt sich ¥(0) = 0; wenn wir v = 0 setzen, ergibt sich

U(—w) = V(w); fir v=w erhalten wir V(2v) = 4-W(v). Wir beweisen durch vollstindige

Induktion W (nv) = n®¥(v) fiir allen € N. In der Tat gilt

U((n+1)v) = 2:¥(nv)+2-¥(v) =¥ ((n—1)v) = (2n?+2—(n—1)?)¥(v) = (n*+2n+1)¥(v).
V)= -ty =20ty W)= HUE)S () = (2P0,

Lemma 2.4.2 (Polarisierungkonstruktion).

Zur Funktion U(-), welcher die Paralleogrammgleichung erfillt, sei definiert

1
O(v,w) = 1 [V(v+w) — (v —w)] = (w,v).
Fiir alle u,v,w gilt dann O(u, v+ w) = ¢(u,v) + P(u, w).

(-, ) ist die einzige symmetrische biadditive Funktion mit — ®(v,v) = ¥(v).
Wenn W(-) linearstetig ist, dann ist ®(-,-) eine Bilinearform.

Beweis. Wegen u+v =u+*5% +5% u+w = u+ 5% — 5% und den entsprechenden
gleichungen fiir —v, —w haben wir

\I/(u+v)+\11(u+w):2.@(u+w%)+2,\l,(v—w)
\If(u—v)—i—\lf(u—w):2.\11(u_v+_w)_|_2,\11(v2w)

2

|

Subtraktion ergibt

4-0(u,v)+4-P(u,w) =8-P(u, ) =4-(u, v+w)

wobei sich die letzte Gleichung aus dem Spezialfall Fall v = w ergibt:  ®(u, 2v) =
2-®(u, v). Durch vollstindige Induktion erhdlt man ®(u,nv) = n-®(u,v) fir allen € N.
und damit ®(u,rv) = r - ®(u,v) fir alle rationalen r. Wenn V(-) linearstetig ist, dann
sind V(u+tv) und V(u—tv) stetige Funktionen von t, und ® ist bilinear. Umgekehrt gilt:
Wenn die Polarisierungskonstruktion fir W(-) auf eine Bilinearform fihrt, dann ist V(-)
linearstetig; denn W (u + tv) = U(u) + 2t®(u,v) + 2V (v). Es gilt ®(v,v) = ¥(v), und fir
jede biadditive symmetrische O(-,-) mit dieser Eigenschaft gilt

4-0(v,w)=00w+w,v+w)—O0v—-—wv—w) =V (v+w)—¥(v—w)=4-P(v,w).
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Traditionelle Ansitze der Begriffsbestimmung

Die folgende Definition eines Kegelschnitts stammt aus dem alten Griechenland (vgl.
Coxeter[5] S. 149)

Definition. Ein Kegelschnitt ist der geometrische Ort eines Punkts P, dessen Abstand
von einem festen Punkt O gleich ¢ mal seinem Abstand von einer festen Geraden g ist,
wo € eine positive Konstante ist. Fiir € < 1 heisst der Kegelschnitt eine Ellipse, fiir e = 1
eine Parabel, und fiir ¢ > 1 eine Hyperbel. € heisst die Exzentrizitit des Kegelschnitts.
Der Punkt O heisst der Brennpunkt, die Gerade g die Leitlinie.

Es ist eine lohnende Aufgabe in der Schulgeometrie, die geometrische Beschreibung in
eine Beschreibung mit Polarkordinaten und in eine Beschreibung mit cartesischen Koor-
dinaten iiberzufiihren.

Die Definition der Griechen platziert die Kegelschnitte in die euklidische Ebene.
Das Wort Kegelschnitt suggeriert eine etwas allgemeinere Klasse von Objekten. Wenn
man einen Kegel (im reellaffinen dreidimensionalen Raum) mit einer Ebene schneidet,
dann erhélt man namlich nicht nur Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln; man erhélt auch
(fiir die Ebenen durch den Scheitel) Paare sich schneidender Geraden oder auch einen
isolierten Punkt.

Die Klassifikation aller Kegelschnitte in der affinen Ebene war bis in die Mitte des 20.
Jahrhunderts hinein ein beliebtes Thema der Lehrbiicher iiber ‘Analytische Geometrie’.
Metrische Begriffe wie Brennpunkte, Leitlinien, Hauptachsen usw. kamen da mangels
einer euklidischen Struktur nicht ins Bild. Andere Ideen wie die von Pol und Polare
(bei nichtausgeartete Kegelschnitten) traten in den Vordergrund. Manche Lehrbiicher
machten sich die Miihe, alle Quadriken im dreidimensionalen reellaffinen Raum zu
klassifizieren. Bei dieser Gelegenheit lernte man u. U. auch einiges iiber spezielle Quadriken
wie Ellipsoide oder Hyperboloide. Man kann fragen, welche dieser Themen iiberholt sind.
Ko6nnen oder sollen die oben entwickelten Betrachtungen iiber Bilinearformen in der Lehre
an ihre Stelle treten.

Hinweis: In den vergangenen Jahrzehnten wurden in den Vorlesungen iiber ‘Linearen
Algebra’ Quadriken auch in h6herdimensionalen nicht notwendigerweise reellen
affinen Raumen definiert und studiert;( man nennt diese Punktmengen auch Hyper-
flachen zweiter Ordnung.) Der Begriff der Quadrik setzt natiirlich voraus, dass der Begriff
der quadratischen Funktion in einem affinen Raum geklart ist; denn eine Quadrik im
affinen Raum ist definiert als das Nullstellengebilde einer quadratischen Funktion.
Wir iiberlassen es der Algebra, quadratischen Funktionen auf einem K-affinen Raum zu
untersuchen.

Man kann die Sache etwas iibersichtlicher machen, indem man zu homogenen Koordi-
naten {ibergeht. Man hat dann die quadratischen Formen zu studieren. Eine quadratische
Form ist die Einschrénkung einer (eindeutig bestimmten!) symmetrischen Bilinearform
auf die ‘Diagonale’ U (v) = ®(v,v). Es ist Sache der Tensoralgebra, die Bilinearformen
und allgemeiner die Multilinearformen (insbesondere die symmetrischen und die alternie-
renden Multilinearformen) zu studieren. Besonders die alternierenden Multilinearformen
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haben grofle Bedeutung fiir die Geometrie; das kommt allerdings iiblicherweise erst in der
Vorlesung iiber Differentialgeometrie zum Vorschein. Die Frage stellt sich: Ist es moglich
oder gar wiinschenswert, diese Begriffsbildungen bereits in den Anfingerveranstaltungen
vorzubereiten, oder sollen wir uns Zeit nehmen fiir die Quadriken, wie das im 20. Jahr-
hundert tiblich war?

Didaktische Anmerkungen zu den Definitionen und der ‘Anschauung’.

Die quadratischen Funktionen sind ein passender Anlass, iiber die Rolle der Definitionen
in der Mathematik zu sinnieren. Man kann immer wieder einmal die Frage horen, ob die
heute iiblichen formalen Definitionen die anvisierten Begriffe wirklich treffen?

Es sollte zu denken geben, dass die quadratischen Objekte (Kurven, Flichen, Funk-
tionen, Formen) {iber Jahrhunderte einen prominenten Platz im der Mathematik und in
der Lehre der Mathematik eingenommen haben. Die Definitionen und die Art des Defi-
nierens haben sich aber grundlegend verdndert; die neueren quadratischen Objekte sind
daher nicht mehr ganz die alten. In den Debatten um den mathematischen Lehrstoff soll-
te die Frage erortert werden, inwieweit die quadratischen Objekte geeignet sind oder es
verdienen, weiterhin einen besonderen Platz in unserem Mathematikversténdnis einzu-
nehmen. Manchmal wird dem widersprochen; man sagt, es drehe sich doch heute alles
um Linearitédt und Linearisierung. Als ein spezifisches Argument fiir die Behandlung der
quadratischen Objekte hat lange die Anschaulichkeit gedient; man kann und sollte aber
fragen, in welchem Sinn dieses Argument noch aktuell ist.

Hinter den alten griechischen Definitionen der Kegelschnitte stand zweifellos eine
Anschauung. Man sieht die Kegelschnitte, wenn man einen Lichtkegel erzeugt und den
ausgeleuchteten Bereich auf einem Schirm beobachtet. Im geometrischen Schulunterricht
schitzt man es, wenn die Schiiler die Gegenstédnde, die mathematisch behandelt werden
sollen, irgendwie auch sinnlich erfahren erfahren kénnen. Andererseits gehort zu einem
reifen Verstdndnis von moderner Mathematik die Einsicht, dass die mathematischen Ge-
genstande nicht durch die Anschauung vorgegeben werden, sondern durch Definitionen;
die Mathematik behandelt keine empirisch gegebenen Objekte oder Zusammenhénge. Das
ist den Erkenntnistheoretikern wichtig. Immanuel Kant sagt ausdriicklich, dass Definitio-
nen an der Spitze eines Axiomensystems stehen miissen, sodass das Verstédndnis seines
begrifflichen Inhalts vollstdndig von den Definitionen abhéngt. “Dagegen haben wir in
der Mathematik gar keinen Begriff vor der Definition, als durch welche der Begriff aller-
erst gegeben wird, sie muss also und kann auch jederzeit davon anfangen.” Das behagt
beileibe nicht allen, die mit Mathematik zu tun haben. Und ergibt sich eine didaktische
Herausforderung.

Durch mathematische Definitionen wird abgegrenzt, welche Objekte oder Zusam-
menhénge die Mathematik genauer studieren mochte. Bei der Abgrenzung geht es in
der Regel nicht um singuldre Objekte oder Typen von Objekten, die man bereits gut zu
kennen glaubt, wie etwa die Kegelschnitte. Weitergefasste Definitionen oder Axiomen-
systeme schaffen Objektklassen, die sich durch gemeinsame Eigenschaften auszeichnen.
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Wenn der Mathematiker eine neue Definition formuliert hat, weiss er nicht von vornehe-
rein, welche (moglicherweise recht verschiedenartigen, ihm mehr oder weniger bekannten)
Objekte oder Systeme damit erfasst werden. Mit der Definition entstehen Probleme der
Klassifikation. Es ist durchaus erwiinscht, dass der Mathematiker bei ihrer Ausarbeitung
manchmal auf Objekte oder Systeme stéf3t, an die vorher niemand gedacht hat. Manche
solche Fundstiicke verdienen sehr wohl eine nidhere Untersuchung. — Ein Beispiel wére
etwa die nichteuklidische Geometrie nach Bolyai und Lobatchevski.

Nach der reinen Lehre muss man von mathematische Definitionen nur verlangen, dass
sie in sich widerspruchsfrei sind. Die Mathematiker konnen sich (etwa durch Analogie-
betrachtungen) allerlei Definitionen und Axiomensysteme einfallen lassen; und auf der
Grundlage formaler Phantasie ist auch schon viel interessante Mathematik entstanden.
Bei manchen Definitionen der sog. Strukturmathematik kann allerdings der Eindruck ent-
stehen, dass sie ausschliesslich die Funktion haben, irgendwelche Klassifikationsbemiihun-
gen auf den Weg zu bringen. Bei Definitionen ohne ‘anschaulichen’ Hintergrund besteht
jedoch die Gefahr, dass sich die Untersuchungen in wenig fruchtbaren logischen Schliissen
verlieren. Es gibt Studierende der Mathematik, die das stringente logische Schliessen so
sehr lieben, dass sie gern auf jedweden anschaulichen Hintergrund verzichten; sie wollen
sich auch keine ‘Vorstellungen’ von den Gegensténden zu machen, die durch Definitio-
nen innerhalb formaler Systeme geschaffen werden. Ebenso wenig fragen sie, ob die ‘Ge-
genstiande’ auch ausserhalb des formalen Systems Bestand haben, ob man auf alternativen
Wegen moglicherweise zu den ‘gleichen’ Gegenstéinden gelangt, und wie sich die auf an-
deren Wegen gewonnenen Einsichten zusammenfiigen. (Ein Priifungssystem, welches das
Gelernte in kleinsten Happen abpriift, befordert iibrigens solche geistige Abstinenz.)

Dieser Typ eines Formalisten stellt aber doch eine Minderheit dar. In der Regel sind
die an der Mathematik Interessierten froh, wenn die formalen Untersuchungen immer
wieder einmal konvergieren und sich schliesslich auch zusammenreimen in einer addquaten
Anschauung. Die meisten an der Mathematik Interessierten sind beispielsweise doch sehr
beeindruckt von der Einsicht, dass die Kegelschnitte die Planetenbahnen beschreiben.
Die analytische Beschreibung ergénzt hier auf schier wunderbare Weise die synthetische;
und es entsteht in iiberzeugender Weise ein umfassenderes ‘Bild’ von den ‘quadratischen
Objekten’.

Wir werden im néchsten Unterabschnitt die selbstadjungierten Operatoren studieren.
Wir werden sie zunéchst kennenlernen als eine bequeme Préasentationsform der hermiti-
schen Formen in einem Hilbertraum; man konnte sie daher als quadratische Objekte ver-
stehen. In der Tat sind die Spektralwerte eines selbstadjungierten Operators eng verwandt
mit den Hauptachsen eines Kegelschnitts. Es ist aber eine offene Frage, auf welchen We-
gen diese ‘formalen” Zusammenhénge mit einer addquaten Anschauung unterlegt werden
konnen. Eine Anschaulichkeit neuer Art wére jedenfalls dringend zu wiinschen angesichts
der zentralen Bedeutung, welche diese Gegenstédnde in der Quantenmechanik einnehmen.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Geometrie fiir Anfinger (WS 2009/10), 24. April 2010



114 Die Geometrie des Hilbertraums Geometrie fiir Anfanger

Erginzungen zu traditionellen Themen

Bevor wir uns wieder dem Hauptanliegen unserer Veranstaltung zuwenden, der Geometrie
des Hilbertraums, machen wir noch (ohne ausfiihrliche Beweise) einige elementare Anmer-
kungen zum klassischen Thema der quadratischen Funktionen in einem n-dimensionalen
affinen Raum. Der zugrundeliegende reellaffine Raum hat hier keine euklidische Struktur;
es ist also keine positivdefinite quadratische Form ausgezeichnet, es gibt kein Skalarpro-
dukt und keine Orthogonalitiit. Fast alle Uberlegungen lassen sich problemlos iibertragen
auf K-wertige Funktionen auf endlichdimensionalen K-Vektorrdumen .

Die Menge der quadratischen Funktionen ist ein Vektorraum, und zwar im Falle eines
n-dimensionalen affinen Raums A ein Vektorraum der Dimension 1 + n + @ Das
punktweise Produkt zweier affiner Funktionen ist eine quadratische Funktion; im endlich-
dimensionalen Fall bilden diese Produkte ein aufspannendes System. Bei den Formen gilt
Entsprechendes. Man kann genauer sagen: Wenn !, 22, ..., 2" eine Basis des Raums V*
der Linearformen ist, dann bilden die Produkte z7 - ¥ mit J < k eine Basis des Vektor-
raums der quadratischen Formen. Die Beweise sind dem Leser iiberlassen.

Die Idee der quadratischen Erginzung

Aus dem Schulunterricht sollte die Konstruktion der quadratischen Ergdnzung bekannt
sein. Wir wollen an einigen Zahlenbeispielen zeigen, wie die Idee funktioniert. Wir werden
(ohne strenge Beweise) verstehen, dass jede quadratische Funktion auf einem endlichdi-
mensionalen K-Vektorraum (1 + 1 # 0) als Linearkombination von Quadraten und einer
affinen Funktion gewonnen werden kann.

Beispiel. Es seien x = z(P), z = z(P) und y = y(P) affine Funktionen. Fiir die folgenden
(exemplarischen) Funktionen f, g, h gilt

f=f(P)= 112* +19y* + 62 — 38y + 15
= 11-(@®+2-22)+19- (y* —2y) + 15
= 11-(z+2)+19-(y—1)>— 2 —19+15.
g=g(P)= 2>+ day+ 5y* +102* + 222 + 10yz — 22 — 2
= 22+ 222y +2) + 5y + 10yz — 22 — 2
= (242 +2)? —4y® —dyz — 2* + 5y* +102° + 102 — 2
= (r+2y+2)°+9y*+6yz+922 -2z -2
= (z+2y+2)°+(y—+32)°—2(z+1).
h=h(P)= ay+2*>—1
= ety —j@-y?+2-1
k=k(P)= 2?2+ 1152 +10vV3 2y = (4 5V3 y)? — 641/

2 2
= 16- (o +3v3y) - 4 (-1VBa+by)
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Es zeigt sich, dass n-dimensionalen Raum nicht mehr als n Quadrate benétigt werden.
Wir wollen das im (etwas iibersichtlicheren) Fall der quadratischen Formen etwas genauer
diskutieren.

Sprechweise. Wir sagen, dass der Vektor v zum Nullraum Vj der quadratischen Form
() gehort, wenn fir alle w gilt V(v +w) — ¥ (v —w) = 0, wenn also ®(v, -) die Nullform
ist. Wenn der Nullraum Vj die Dimension n — r hat, dann heisst r der Rang von W.

Die Idee der quadratischen Ergénzung liefert (hier ohne Beweis) den

Satz 2.4.3. Wenn ¥(-) eine quadratische Form vom Rang r ist, dann existieren linear
unabhingige Linearformen (1, ... 0" und Koeffizienten d;, . ..,d, # 0, sodass gilt

W) =di- () + o de ()
Alle 0% verschwinden auf dem Nullraum von V.

Die Konstruktion lisst viel Freiheit. Im reellen Fall gibt es aber eine wichtige Invari-
ante, die sich auf die Vorzeichen der Koeffizienten bezieht.

Sprechweise. Es sei U(-) eine quadratische Form auf dem n-dimensionalen reellen Vek-
torraum V. Wir sagen, W(-) sei indefinit, wenn W(-) sowohl positive als auch negative
Werte annimmt. Wenn die Einschriankung von ¥(-) auf den Teilvektorraum W positiv-
definit ist, dann sagen wir W sei totalpositiv fiir W(-). Entsprechend sagen wir, W sei
totalnegativ fir W(-), wenn gilt ¥(w) < 0 fiir alle w € W \ {0}. Man nennt w einen iso-
tropen Vektor, wenn W(w) = 0. Die Menge aller isotropen Vektoren heisst der Nullkegel
der quadratischen Form.

Satz 2.4.4 (Sylvesters Triagheitsgesetz). Es sei WU(-) eine indefinite quadratische Form
vom Rang r auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V. Vi sei der Nullraum (der
Dimension ng = n —r). Es existiert dann eine direkte Zerlequng V = Vo & V. & V_ mit
totalpositivem V. und totalnegativen V_.

Fiir die entsprechend zerlegten v = vy + vy +v_ gilt ¥(v) = ¥(vy) + ¥(v_).

Die Dimensionen n, = dim V., und n_ = dim V_ sind durch V eindeutig bestimmit.

Sprechweise 2.4.1. Eine reelle quadratische mit ny = 0 heisst eine nichtausgeartete
quadratische Form der Signatur (ny, n_).

Beweis. Da VU indefinit ist, gibt es einen Vektor wy so, dass der von thm aufgespannte
eindimensionale Vektorraum totalnegativ ist. Es sei W ein totalnegativer Teilraum maxi-
maler Dimension n_, und es sei

WY ={v:®(v,-) =0 fir allew € W}.

WY hat die Dimension n —n_. Wenn ndmlich w., ..., w,_ eine Basis von W sind, dann
sind die dazugehorige Linearformen ®(w;,-) linear unabhingig. Y a; - ®(w;, -) verschwin-
det nicht im Punkt ) ajw;. Wir zeigen, dass V(-) auf diesem Vektorraum positiv semi-
definit ist. Fir o € WY und w € W gilt nimlich V(w + aw) = V(w) + a*¥(w). Wire
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U (w) < 0, dann ware der vergréfferte Raum span{W, w} totalnegativ. Wenn V. ein Kom-
plement von Vy in WY ist, dann ist V.. totalpositiv mit der Dimension ny =n —1r —n_.
Ist V. =Vo @ V] @V eine weitere direkte Zerlegung mit V| totalpositiv, V' totalnegativ,
so folgt aus V. N (Vo @ V_) = {0} zundchst n/, = dimV] < n — (r+n_) = ny. Aus
Symmetriegrinden ergibt sich n/, =n,, n’ =n_.

Man bemerke: Die Konstruktion ldsst viel Freiheit, wie man daraus sieht, dass es zu jedem
wy mit ¥(wy) < 0 eine direkte Zerlegung gibt, sodass wy € V_.

Eine &hnliche Argumentation fiihrt auch fiir quadratische Formen auf einem K-Vektorraum
zu interessanten Aussagen. Der Bequemlichkeit halber befassen wir uns nur mit quadrati-
schen Formen vom vollen Rang n. Andernfalls kann man den (wohlbestimmten!) Nullraum
abspalten und die Einschrankung von ¥ auf irgendeinen Komplementérraum von Vj stu-
dieren.

Sprechweise 2.4.2 (Vertrégliche direkte Zerlegungen).

Es sei ¥ eine quadratische Form von vollem Rang auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum
V. (Man spricht auch von einer nichtausgearteten quadratischen Form.)

Man sagt von einer direkten Zerlegung V =V, & - - - @ V, sie sei vertréglich mit ¥, wenn
fiir die ihr entsprechend zerlegten Vektoren v = vy+- - -4y, gilt U(v) = U (vy)+- - -+ ¥ (vg).

Lemma. Sei U eine nichtausgeartete quadratische Form auf V' (dim V =n) und W ein
m-dimensionaler Teilraum, dann ist WY = {v: ®(v,-) = 0 fiir allew € W} ein (n —m)-
dimensionaler Teilraum mit W N WY = {0}. (Man nennt WY das W-Komplement von
W.) Es gilt

1 (W + W)Y = WY Ny (w9 =w.

2.V=Vi®- - ®V, ist genau dann vertrdaglich mit ¥, wenn V; C Vj‘l’ fiir alle i # 7.

Der Beweis ist derselbe wie bei den orthogonalen Komplementen. Die Einsicht, die uns
die Methode der quadratischen Ergénzung erbracht hat, kann man jetzt folgendermafien
formulieren:

Satz 2.4.5. Zu jeder quadratischen Form existiert eine vertrigliche direkte Zerlequng in
eindimensionale Teilrdume.

Seien némlich ¢, 2, ... (" wie bei der Konstruktion der quadratischen Erginzungen
linear unabhéngige Linearformen und d;, ds, . . ., d, Skalare, sodass

() =dy- () -+ dy- (7))

Sei (vq, v, ..., v,) die duale Basis,und sei V; der von v; aufgespannte Teilraum. Wir haben
dann fiir die Vektoren v = S v; - ' die vertriigliche Zerlegung ¥(v) = Y d; - (y)°.
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Riickkehr zur Geometrie des Hilbertraums

Wir haben immer wieder darauf hingewiesen, dass die die Methode der quadratischen
Ergénzung grofle Freiheiten ldsst, wenn es darum geht, eine quadratische Form als Line-
arkombination von quadrierten Linearformen darzustellen. Im euklidischen Raum gibt es
nun aber ganz besondere vertriagliche Zerlegungen, solche ndmlich die eindeutig durch die
Forderung bestimmt sind, dass auf jedem direkten Summanden die quadratische Form
ein Vielfaches der euklidischen Norm ist. Diesen ganz besonderen Zerlegungen, den sog.
Spektralzerlegungen wollen wir uns im néchsten Unterabschnitt zuwenden, (und zwar
nicht nur im euklidischen Fall, sondern auch im komplexen Fall, wo es um die Zerlegun-
gen der hermitischen Formen geht.)

Ein Zahlenbeispiel haben wir oben bereits kennengelernt,

T(v) = 22(v) + 11y%(v) + 10V3 zy(v) = (o +5V3 y)* — 649°
= 16- (% x+%\/§y)2 — 4- (—%\/§I+%y>2.

Wenn wir davon ausgehen, dass die Linearformen z,y ein orthonormales Koordinaten-
system auf dem Vektorraum V sind , dann wird man mit der ersten Darstellung unserer
quadratischen Form ¥ Form als Linearkombination von Quadraten nicht in gleichem Mafle
zufrieden sein wie mit der zweiten, die ja ebenfalls orthonormierte Koordinaten beniitzt.
Die Linearformen (' = % x + %\/§ y, (7= —% 3+ % y bilden in der Tat ein
Orthonormalsystem. (‘Cartesische Koordinaten’ )

Hier kann man sich wirklich erinnert fithlen an die Hyperbelgleichung aus dem Schul-

unterricht: - 2? — 7z y? = 1. Man wiirde in der Schule mdglicherweise sagen: Fiir die

Hyperbel {P : k(P) = 1} sind a = 1/4; b = 1/2 die Léngen der Hauptachsen, und die
sind um 60° verdreht.

In der Linearen Algebra wiirde man das Resultat der Rechnung so fassen
r (1 5v3) , (16 0 Lo 12 -1/243 T o4
A (5\/§ 1 A= 0 —4 mit A= 1/2 /3 1/2 A -A=F.
In diesem Kontext versteht man die Rechnung als ein Zahlenbeispiel zu dem

Satz. Zu jeder reellen symmetrischen Matriz B existiert eine orthogonale Matriz A, so-
dass ATBA = D eine Diagonalmatrix ist.

In mehr geometrischer Sprache handelt es sich um ein Beispiel fiir den angekiindigten

Satz 2.4.6. Ist k(-) eine quadratische Form in einem n-dimensionalen euklidischen Raum
(Vi - 1), dann ezistieren reelle Zahlen dy, .. .d, und ein orthonormales System von Line-
arformen (1, ..., (", sodass gilt

2 T
k(-)=d - (fl()) +-+d.- (0 ())2 )
Diesen und den entsprechenden Satz im Hilbertraum werden wir im néchsten Unter-

abschnitt beweisen.
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2.5 Hermitische Formen im Hilbertraum. Spektralzerlegung.

Definition 2.13 (Hermitische Form, hermitische Sesquilinearform).
Eine reellwertige linear stetige Funktion W(-) auf einem komplexen Vektorraum V nennt
man eine hermitische Form, wenn sie die Parallogrammgleichung erfiillt und ¥ (iv) = ¥(v).

Die komplexwertige Funktion ®(-, -) auf V' x V" heisst eine hermitische Sesquilinearform,
wenn gilt
(i) P(v,w) = P(w,v)
(ii) ®(v,0w) =a-P(v,w) firaleaeC
(iii) @(v,wy + we) = P(v,wy) + P(v,ws) .

Satz 2.5.1 (Polarisierungskonstruktion). Zu jeder hermitischen Form U (-) existiert genau
eine hermitische Sesquilinearform ®(-,-) mit ®(v,v) = V(v). Es gilt

O(v,w)=-[Y(v+w)—V(v—w)+i Y(v—iw)—i Y(v+iw)]

RS

Beweis 2.5.1.
1) Zundichst zeigen wir die Findeutigkeit: Ist O(-,-) eine hermitische Sesquilinearform
mit ©(v,v) = ¥(v) so gilt

O+ w,v+w)—0(w—w,v—w)=20(v,w)+20(w,v),
O —iw,v —iw) —iO(v +iw,v + iw) = 210 (v, —iw) + 2i60(—iw, v)
= 20(v,w) — 20(w, v).

Die Summe ergibt  ¥(v+w) — V(v —w)+i V(v —iw)—1 V(v+iw)=40(v,w).

2) Die Rechnung im wvorigen Abschnitt zeigt, dass in der Polarisierungskonstruktion
sowohl der Realteil als auch der Imagindrteil biadditiv ist. Insbesondere gilt, zundchst
fiir alle rationalen r, dann aber (wegen der linearen Stetigkeit) auch fir alle reellen r
O (v, rw) = rd®(v,w).

3)  Die Formel zeigt sofort ®(v,iw) = i®(v,w). Wegen V(iv) = VU (v) haben wir weiter

V(v —iw) = V(v —w), V(v +iw) = ¥(v+ w)
(—40)P(iv,w) = —iV(iv + w) — iV(iv —w) — V(v —w) + V(v +w) = 4P(w,v).
Der Satz liefert den Beweis des Satzes 2.1.5 von Jordan und von Neumann auf Seite 87.
Wir brauchen nur zu bemerken, dass aus der positiven Definitheit die lineare Stetigkeit

der Funktion ¥(-) = || - ||* folgt. In der Tat gilt wegen der Dreiecksungleichung (die sich
aus der Schwarz’schen Ungleichung ergibt)

V(v +tiw) — U(v + tow) = [|(v + tow) + (t1 — to) - w|)* — [Jv + tow||?
< ([[v + tow|| + [t — to| - [[w]))* = |Jv + tow]|]* = 2¢ - [t —to| +d - |t — to|*.
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Beispiel (Hermitische Formen vom Rang 1). Wenn /(+) eine Linearform ist, dann ist
U(-) = |£(+)|* eine hermitische Form; denn es gilt |£(iv)|? = [¢(v)|*> und

(v +w)|* 4+ (v —w)|* = (v +w)l(v+w) + (v —w)(v—w) =
= 20(0)E(v) + 20(w)(w) = 2/€(v) > + 2/ £(w)[?

Die hermitische Sesquilinearform dazu ist ®(v, w) = ¢(v)¢(w), wie man leicht nachrechnet.
In der Notation von Dirac (fiir einen Hilbertaum!) liefert die Linearform ¢ = (u|
die hermitische Form ¥(v) = [[{(v)||* = (v|u)(u|v) und die hermitische Sesquilinearform
O (v, w) = (v|u)(u|w), kurz geschrieben ®(-,-) = |u){u|.
Wir erwidhnen einen (wenig geometrisch anmutenden) Satz, der aus der Linearen Al-
gebra bekannt sein diirfte:

Satz. Wenn V ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum ist, dann ist der Raum H
aller hermitischen Sesquilinearformen ein n?-dimensionaler reeller Vektorraum. Wenn
(u1,...,u,) eine Basis von V ist, dann wird ein h(-,-) € H durch eine hermitische Matriz

H beschrieben
h( Zuiyi,Zujxj ) = ZE hij @) =y* - H-x.
ij
Die Diagonaleintrdge von H sind reelle Zahlen, die Eintrdge iiber der Diagonalen
konnen irgendwelche komplexen Zahlen sein, die Eintrdge unter der Diagonalen ergeben
sich aus der Hermitizitét. So ergibt sich die reelle Dimension dim H = n+2-3n(n—1) = n?.
Wir bemerken, dass der Rang der Matrix H in der Tat der Rang der Sesquilinearform ist.

Insbesondere sind die Formen vom Rang 1 durch Matrizen der Gestalt h;; = a;-a; gegeben.

Unsere Aufmerksamkeit gilt im Folgenden den hermitischen Formen auf einem n-
dimenionalen Hilbertraum (V, (- |-)). Wenn wir eine Basis einfiihren, dann wird es immer
eine ONB sein. Ein Basiswechsel wird daher immer durch eine unitédre Matrix U bewerk-
stelligt. (U*U = F). Die darstellende Matrix H einer hermitischen Form transformiert sich
bei einem Basiswechsel nach der Regel H ~ U*HU = U~'HU. Wir erinnern daran, dass
auch der Dualraum von V' ein Hilbertraum ist. Wenn (wy, ..., w,) eine Orthonormalbasis
von V' ist, dann ist das Tupel der bra-Vektoren ({wl,..., (w,|) eine Orthonormalbasis
(€*(+),...,£"(-)) des Dualraums V*.

Der Hauptsatz iiber hermitische Formen auf einem Hilbertraum hat mehrere niitzliche
Formulierungen und viele Namen. ‘Satz von der Hauptachsendarstellung’” und "Spektral-
satz’ sind zwei solche Namen.

Satz 2.5.2 (Satz von den Hauptachsen).
Wenn V(-) eine hermitische Form auf einem n-dimensionalen Hilbertraum V ist, dann
existieren reelle Zahlen dy > dy > - -+ > d,, und eine ONB (£*(-), ..., "(+)) von V*, sodass

() =dy- [P+ +dn - [C)P
Die nichtsteigende Folge der ‘Spektralwerte’ dy > dy > ... > d,, ist eindeutig bestimmd.
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Wir werden einen dazu dquivalenten Satz beweisen; zuvor wollen wir aber noch einige
Begriffe einfiihren, die fiir die Einsicht und den Beweis niitzlich sind.

Sprechweise 2.5.1 (Eigenvektor, Eigenwert, Eigenraum).

Ist ¢ : V — V eine Endomorphismus und ¢ # 0 ein Vektor mit ¢(0) = d- 0, dann heisst
0 ein Eigenvektor fiir ¢(-) zu Eigenwert d.

Der Teilraum V; = {v : ¢(v) =d-v } heisst der Eigenraum zum Eigenwert d.

Bemerke: Der Eigenraum Vj ist der Nullraum fiir den Endomorphismus ¢ — d - id.
Einen Nullraum gibt es fiir jede lineare Abbildung; Eigenrdume zu d,( die fiir die meisten
d trivial sind,) gibt es aber nur fiir Endomorphismen.

Sprechweise 2.5.2. Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Hilbertraums wird
ein selbstadjungierter Operator genannt, wenn fiir alle w, v gilt { w|p(v) ) = ( p(w)|v ).

Satz 2.5.3. Sei V(-) eine hermitische Form auf einem Hilbertraum (V, (- |-)), und sei
®(-,-) die dazugehirige hermitische Sesquilinearform. Es existiert dann genau ein Endo-
morphismus ¢ : V. — V| sodass gilt

O(w,v) = (wlpv) ) = (pw)lv ).

Umgekehrt liefert jeder selbstadjungierte Operator ¢(-) eine hermitische Sesquilinearform
(w,v) = (p(w)v ).

Beweis. Wenn ®(-,-) eine Sesquilinearform ist, dann existiert (nach dem Satz von Riesz)
fir jedes w ein bra-Vektor (p(w)|, sodass ®(w,-) = (¢(w)|-). Die Zuordnung w — @(w)
ist ein Endomorphismus. Ihre Selbstadjungiertheit ergibt sich aus

(p(w)|v ) = (w,v) = (v, w) = (@V)|w ) = (wlp(v) ).
Die zweite Behauptung liegt auf der Hand.

Wir haben oben bereits die folgende Notation vorbereitet:

Notation. Wenn v ein Einheitsvektor ist, und ¥(-) = [(u|-)|?, dann ist die von dieser
hermitischen Form erzeugte hermitische Sesquilinearform

O(-,-) = |u)(u|, genauer ®(w,v)= (wlu){u|v) fir allew, v,

und der dazugehorige selbstadjungierte Operator ist die orthogonale Projektion auf den
von u aufgespannten Vektorraum.

Wenn (uy, ..., u;) ein ONBasis des Teilraums U ist, dann ist der sebstadjungierte Ope-
rator zu  ®(-,-) = > |u;)(uy| die orthogonale Projektion auf U.

In dieser Notation kénnen wir den Satz 2.5.2 folgendermafien umformen
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Satz 2.5.4 (Existenz einer ONBasis aus Eigenvektoren).
Zu jeder hermitischen Sesquilinearform ®(-,-) existiert eine absteigende Folge reeller
Zahlen Ay > XAy > ... >\, und eine ONB (uy, ..., u,), sodass

O(, ) =Ny~ un){ug| + -4+ A+ |un) (ug]-

Die Basisvektoren u; sind Figenvektoren fiir den dazugehérigen selbstadjungierten Opera-
tor p(-) = 22 A; - lug)(usl = 22X - m (). oluy) = Aj - uy.

Die u; nennt man auch Hauptachsenvektoren (zu den Eigenwerten A;). Die \; sind
offenbar gerade die Zahlen, fiir welche ¢(-) einen nichttrivialen Eigenraum besitzt. Die
Menge der Zahlen A\; mit ihren Vielfachheiten wird das Spektrum des Operators ge-
nannt.

Wir kénnen dem Hauptsatz auch noch eine Form geben, in welcher alle auftretenden
Objekte durch die hermitische Form () (oder die hermitische Sesquilinearform ®(-,-),
oder den selbstadjungierten Operator ¢(-)) eindeutig bestimmt sind. Dieses Ziel errei-
chen wir, indem wir in der obigen Summendarstellung die Summanden mit dem gleichen
Eigenwert zusammenzufassen. Es bezeichne also ny) die Vielfachheit, mit welcher A in der
absteigenden Folge auftritt und 7(y) die orthogonale Projektion auf den n,)-dimensionalen
Vektorraum V{y, der von den betreffenden u; aufgespannt wird. Dies fiihrt zu der folgen-
den Version des Hauptsatzes {iber hermitische Formen in einem n-dimensionale Hilber-
traum:

Satz 2.5.5 (Spektralzerlegung).
Ist @(-) ein selbstadjungierter Operator in einem endlichdimensionalen Hilbertraum, so
existieren paarweise disjunkte orthogonale Projektionen my), sodass

() = Z A-mny(+),  wo die Summe tber die Menge der Eigenwerte zu erstrecken ist.
Zur Eingewohnung in die Konstruktionen und Notationen bemerken wir:

Anstelle der hermitischen Form W(-) untersucht man manchmal lieber die hermitische

Form W.(-) = U(-)+c- | -||* (mit irgendeinem ¢ € R).

Wenn (-, -) die hermitische Sesquilinearform und ¢(+) der selbstadjungierte Operator zu
U(-) sind, dann ergeben sich jetzt ®.(-,-) + ¢(-,-) und p.(-) + ¢ - id; denn fiir alle w gilt

(p(w) + cw|-) = B(w, ) + c{w]-) = Pe(w, ) = (pe(w)]).

Die Eigenwerte A; sind durch A; 4+ ¢ zu ersetzen. Unveréndert kénnen bleiben die zu
konstruierenden ONBasen und die paarweise disjunkten orthogonalen Projektionen. Ist
namlich (€1(-),...,0"(:)) = ((w],. .., (u,|) eine Orthonormalbasis von V*, so gilt

STIEOR =117 (wlo) = S0 (w) - o) = > (wluy) (uy|v),
v= (o) =) fug(uglvys () =) Jug) ().
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Bei den Beweisen kénnen wir uns jedenfalls auf den Fall einer positivdefiniten hermiti-
schen Form beschrénken. Die Menge {v; ¥(v) <1 } kénnen wir uns dann als ein Ellipsoid
vorstellen, dessen ‘Hauptachsen’” wir bestimmen wollen. Nach all den Umformungen der
Behauptungen ist es jetzt Zeit fiir die Beweise. Wir stiitzen uns auf ein beriithmtes Argu-
ment von R. Courant, welches nicht auf Operatoren und Eigenwerte gerichtet ist, sondern
direkt (und effektiv) an der hermitischen Form und der dazugehtrigen hermitischen Ses-
quilinearform angreift.

Beweis 2.5.2. Irgendwo auf der Einheitssphdre unseres Hilbertraums S = {v; ||v||* = 1}
nimmt die hermitische Form thr Maximum Xy an, sagen wir im Einheitsvektor .

A= sup{W¥(u): [jul| =1} = P(uw) mit |uf =1

Wir werden sehen, dass die Menge aller u mit W(u) = A - ||u||? ein Vektorraum Vi ist. Der
Durchschnitt mit der Einheitssphdre Vi NS ist die ni-dimensionale Sphdre Sy, in welcher
das FEllipsoid {w : V(w) < A} die Einheitssphdire trifft. Um das zu sehen, betrachten wir
fiir ein beliebiges v € V' die folgenden Funktionen von t € C:

f@#) = U(uy +tv) — V() = 2RO (uy, tv) + [t*T(v),
g(t) = Jur +tw]]* = [lual* = 2R(ui [to) + [¢]*][o]?
F(t) = Xg(t) = 2R(P(ur, tv) — M {wi|tv)) + [t (T (v) — M[[v]|?) <0 fir allet.

Fiir alle vLuy folgt ®(ui,v) =0 aus der Ungleichung.

Fiir v1lu; mit U(v) = \||v]|? ergibt sich zusdtzlich zundchst ¥ (ui+tv) —\1||u; +tv]|* = 0
fiir alle t und dann auch V(au; + bvy) — A\i||au; + bvi||?> = 0 fiir alle a,b.

Jedes w € V besitzt eine Darstellung w = auy; +v mit vluy. Es gilt daher

Vw €V ®(uy,w) — A{ujw) =0 <= U(uy) — \|lui]|* = 0.

So st also {u : U(u) = M||ul]?} = {u: ®(u,-) = M{u|)} = {u: p(u) = \; - u} der
Eigenraum Vi zum gréfiten Eigenwert \y.

Die hermitische Form W(-) ist vertrdglich mit der orthogonalen Zerlequng V = Vi @ V-
in dem Sinne, dass fir die entsprechend zerlegten Vektoren gilt

W =1uU +v - \II(U)) = \If(ul + U) = \Il(ul) + \If(’U)

Den Figenraum zum zweitgrofiten Eigenwert finden wir, indem wir unser Verfahren auf
die Einschrinkung von V(-) auf den Raum Vit anwenden.— Und so gewinnen wir induktiv

die orthogonale Zerlegung V = Vi GLB Vi G]LB e G]LB Vi, wo Vj, der FEigenraum zum FEigenwert
A ist, mit der strikt abfallenden Folge \y > Ay > -+ > .

Wenn wir nun in jedem der Figenrdume (V\ von der Dimension ny) eine ONB
einfiihren, dann liefert uns das ein ONB uq,us, ..., u, des Gesamtraums V', welche aus
Eigenvektoren zu den reellen Eigenwerten dy > dy > --- > d, besteht. Die duale Ba-
sis ({(ug|, (ual, .. ., (unl) = (C1(-), 3(-), .. . £™(+)) ist ein n-tupel von paarweise orthogonalen
Linearformen der Norm 1 mit der Eigenschaft U = >"d; - |¢1(-)|2.
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Satz 2.5.6 (Satz von Fischer und Courant).

FEs seien W(v) und W'(v) hermitische Formen auf einem n-dimensionalen Hilbertraum mit
V() > V'(-). Fir die Spektralwerte dy > dy > -+ > d,, und dy > dy > --- > d, gilt
dann d; > d’; fir alle j.

Beweis 2.5.3. Es sei  U(:) =dy - [(*()|> +dy - [P()|>+ -+ d, - [£*(-)]* mit ortho-
normierten ¢?. Die dazu duale ONB sei ui, s, . .., u,. Die ersten j dieser Basisvektoren
spannen einen Vektorraum W; =V, @ Vo @ --- @V} auf; sein orthogonales Komplement
ist Wit =V @@V, Es gilt

veV, = V() =di|v]’, veV = ¥(v) <div]?
veW, = ¥(v) > d2||v||2, v E VV2l = Y(v) < d3||v||2,

vEW; = U(v) = dllvl*,  veW; = U(v) < djpllv]?,

Es sei U eine Hyperebene. Da dim U+dim Vo = n+1 und daher UNV4, nicht der Nullraums
1st, haben wir

v(v)
[o]]?
Wir betrachten jetzt allgemeiner ein Nullstellengebilde U = {v : L(v) = 0} eines homo-

genen Gleichungssystems L vom Rang j — 1. Da dimU +dimW; = n + 1, gibt es einen
Vektor im Durchschnitt. Es gilt

sup{ W : L(v) =0} >d; fir alle L vom Rang j — 1

dy > sup{ cveU} > ds.

Andererseits ist auf dem Raum W] | = {v: {'(v) =0,...... 7 (v) = 0} der Quotient
< d;. Das ergibt Courants Charakterisierung des j-ten Spektralwerts:

U
dj:inf{sup{ﬁ:L(v)zo}: LvomRangj—l}.

Wenn wir die hermitische Form verkleinern, dann kann der j-te Spektralwert nicht grofier
werden.

Die Charakterisierung leistet noch etwas mehr.

Satz 2.5.7. Es sei W(v) eine hermitische Formen auf einem n-dimensionalen Hilbertraum
mit den Spektralwerten dy > dy > -+ > d,. Wenn man die hermitische Form auf eine Hy-
perebene U einschrdnkt, dann erhdlt man eine hermitische Form, fiir deren Spektralwerte
pi gt dy > >dy > pp > dz >0 > dyy 2 i1 > dy.
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Beweis. Die Hyperebene sei durch die Linearform 1 gegeben.

N 3
i = inf{ sup{ ||1f|1|)2) : l(v) =0, L(v) =0}: L vom Rang j — 1} <dji1,

weil hier das Infimum iiber eine eingeschrdinkte Klasse von Systemen vom Rang j erstreckt
wird. Das Argument auf die hermitische Form —V angewendet, ergibt d; > f1;.

Eine didaktische These

Nach einer pragmatischen Auffassung vom Matrizenkalkiil gibt es da zwei zentrale Re-
chenaufgaben. Das ‘Losen’ linearer Gleichungssyteme, insbesondere das Invertieren einer
Matrix ist die eine. Die andere, anspruchsvollere, ist das Auffinden von Eigenvektoren und
Figenwerten.

In der Frage der Eigenwerte gibt es nun aber deutliche Unterschiede zwischen der
algebraischen und der numerisch orientierten Sichtweise. Fiir die Algebraiker spielt das
charakteristische Polynom eine zentrale Rolle, und damit kommen die Determimanten
ins Spiel, sowie der sog. Fundamentalsatz der Algebra, wenn man nicht gleich bei den
allgemeinen K-Vektorrdumen und der abstrakten Algebra bleiben will. Die Numeriker
versuchen aus guten Griinden die Berechnung von charakteristischen Polynomen und
ihren Nullstellen zu vermeiden. Sie beschréinken sich lieber darauf, die Hauptachsen einer
quadratischen Form (und simultan ihre Spektralwerte) zu bestimmen. Verfahren im Sinne
des Satzes von Fischer und Courant haben dabei grofle Bedeutung.

Wenn es um die mathematische Grundbildung geht, wird man den Berechnungspro-
blemen natiirlich nicht den hochsten Stellenwert einrdumen. Algebraische Begrifflichkeit
und geometrische Anschauung sind die wichtigeren Aspekte in der Anfangerausbildung.
Aber auch unter diesen Gesichtspunkten scheinen mir die Uberlegungen zum Hauptach-
senproblem durchaus Vorteile zu bieten gegeniiber der heute iiblichen algebraischen Her-
angehensweise an die charakteristischen Polynome. Damit pléadiere ich nicht fiir Themen
wie die Klassifikation der Quadriken im alten Stil. Ich meine aber doch, dass die sog.
Jordan’sche Normalform einer Matrix nicht die Aufmerksamkeit verdient, die ihr heute in
den Lehrtexten der Linearen Algebra entgegengebracht wird. Eigenwerte sind vor allem
da wichtig, wo sie als Spektralwerte in Erscheinung treten. Und da erdffnen sich auch
Tiiren des Verstandnisses.
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2.6 Diagonalisierbare Endomorphismen

Sprechweise 2.6.1. Es sei ¢ ein Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraums
V. Wir sagen von einer direkten Zerlegung V = @V}, dass sie mit ¢ vertréglich ist, wenn
¢ jedes Vj in sich abbildet.

Lemma. Es seien w; die Projektionen zur direkten Zerlegung V- = € V;. Die folgenden
Bedingungen sind notwendig und hinreichend fiir die Vertrdglichkeit von mit ¢

-Vj: mjopom; =pom;,
-Vi#k: mpopom; =0,
-Vj: mjop=pom;.

Sprechweise 2.6.2. Wir sagen von einem Endomorphismus ¢, er sei diagonalisierbar,
wenn es eine direkte Zerlegung V = @@ V; gibt, sodass fiir jedes j die Einschrénkung von
¢ auf Vj; ein Vielfaches der Identitét ist,

Lemma. Der Endomorphismus ¢ ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine direkte Zer-
lequng id = Zj m; und Koeffizienten \; existieren, sodass gilt p = Zj AT

Bemerke: Wenn man die 7 zu gleichen Eigenwerten zusammenfasst, dann erhélt man
die direkte Zerlegung in die Eigenrdume; wir nennen sie die Grobzerlegung des diagona-
lisierbaren Endomorphismus.

Wenn man andererseits in den direkten Summanden V; = w(V') Basen einfiihrt, dann
ergibt das fiir V' eine Basis, die aus Eigenvektoren besteht. In dieser Basis wird ¢ durch
eine Diagonalmatrix dargestellt. Wir sprechen hier von einer Feinzerlegung des diagona-
lisierbaren Endomorphismus ¢.

Satz 2.6.1 (Simultan diagonalisierte kommutierende Endomorphismen). Wenn zwei dia-
gonalisierbare Endomorphismen eines K-Vektorraums kommutieren, ¢ oy =1 o p, dann
sind sie simultan diagonalisierbar, d. h. es gibt paarweise disjunkte Projektionen {m;,
Jj € J, ke K} und Koeffizienten a; und by, sodass gilt

o(r) = Zaj " Tk, Y() = Zbk Tk
Beweis 2.6.1. Betrachten wir die Grobzerlequngen zu den kommutierenden Endomor-
phismen
o() = Z@j -m5(), o() = Zbk “pr(+)-
J k

Der Beweis des Satzes ist erbracht, wenn wir zeigen, dass die Projektionen m und p kom-
mutieren, d. h. m; o py, = py o m; fiir alle j, k.

Wir zeigen in einem ersten Schritt ¢ o m = m 0 fir allel € J; Da @V; die grib-

ste mit ¢ wvertrdagliche Zerlegung ist, haben wir v € V; < ¢(v) = ajv. Daraus folgt
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ve V=) eV, denn p((v)) = Y(p(v)) = a;¢(v). Dieses Ergebnis kann man auch
so schreiben:

0 falls | #
Yom(v) fallsl=j

Summieren wir dber alle j, so ergibt sich m o) =1pom fir allel (wegen ), m; = id).
Wir fassen zusammen: Wenn 1 mit dem grobzerlegten ¢ kommutiert, dann kommutiert
1 auch mit den einzelnen Projektionen.

Das gleiche Argument zeigt: Da (fiir jedes 1) der Endomorphismus m mit 1) kommutiert,
kommutiert er auch mit jeder der in der Grobzerlequng auftretenden Projektion.

WIO@DOW]-:{

Das Ergebnis kann auch folgendermaflen formuliert werden:

Satz (Simultane Diagonalisierbarkeit). Es sie {p(®) : « € I} eine Schar von diagonali-
sierbaren Endomorphismen, die paarweise kommutieren. Fs existiert dann eine Basis, in
welcher alle % durch eine Diagonalmatriz dargestellt werden.

Oder in der Sprache der Matrizen.

Satz. Sei {A® . « € I} eine Schar von diagonalisierbaren Matrizen, die paarweise
kommutieren. Es existiert dann eine Matriz S, sodass S~*A®S = D@ (Diagonalmatriz).

Hinweis: Wenn man sich eingehender mit der Diagonalisierbarkeit befassen will, dann
benotigt man den Begriff des Minimalpolynoms eines Endomorphismus. Man kann zeigen:
Ein Endomorphismus eines K-Vektorraums ist genau dann diagonalisierbar, wenn sein
Minimalpolynom in Linearfaktoren der Vielfachheit 1 zerfdllt.

Dies wollen wir nicht weiter verfolgen. Wir wenden uns wieder den Hilbertraumen zu.

Unitéare Diagonalisierbarkeit

Wir haben aus hermitischen Formen auf einem n-dimensionalen Hilbertraum selbstadjun-
gierte Endomorphismen abgeleitet. Jetzt wollen bei den weiteren Konstruktionen von den
Endomorphismen ausgehen. Entscheidende Bedeutung hat dabei der Begriff des adjun-
gierten Operators. Wir formulieren die Definition fiir den unendlichdimensionalen Fall,
obwohl wir uns dann sehr bald wieder auf die endlichdimensionalen Hilbertraume be-
schrinken wollen.

Definition 2.14 (Adjungierte Operatoren).

Essei (V, (- |-)) ein Prihilbertraum und (V, (- | - )) seine Vervollstéindigung. ¢ : V — V
sei eine lineare Abbildung. Jedes w € V liefert eine Linearform ¢(-) = (w|¢(-)). Wenn es
sich um eine beschrankte Linearform handelt, dann gibt es genau ein w € V, sodass
((-) = (w|-). Wir schreiben in diesem Fall w € D und w = ¢*(w). Die somit auf dem ‘De-
finitionsbereich’ D definierte lineare Abbildung ¢* : D — V heisst der zu ¢ adjungierte
Operator.
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Hinweis: Der Definitionsbereich ist ein Vektorraum, der im unendlichdimensionalen
Fall nicht notwendigerweise abgeschlossen ist. — Dies macht Probleme, die in der Funktio-
nalanalysis griindlich bearbeitet werden. Bevor wir uns wieder dem endlichdimensionalen
Fall zuwenden, formulieren wir ein Beispiel (vgl. Satz 2.8.1 auf Seite 142):

Beispiel. Bs sei (V,(- |-)) der Raum der trigonometrischen Polynome. Die Vektoren
v € V kann man bekanntlich einerseits durch finite Folgen darstellen und andererseits
durch 27-periodische Funktionen

.f(t):zc"'eint — v — c:("'aclaCO>Cla62>"')>
Wir definieren eine lineare Abbildung ¢(+) in beiden Darstellungen

10

1 Ot
Die Funktion e ist also Eigenvektor zum Eigenwert n (fiir alle n € Z). Der adjungierte

Operator ¢* ist eine Fortsetzung von ¢ auf einen Teilraum D C V', welcher in V' dicht
liegt, aber nicht der ganze Hilbertraum ist.

o) «— @c)=(...,(=1)c1,0, lci, 2co,...),

int

In der Funktionalanalysis gibt man sich grofle Miihe, durch Wahl der passenden De-
finitionsbereiche Operatoren dieser Art zu ‘wesentlich’ selbstadjungierten Operatoren zu
machen. Fiir Operatoren dieser Art gibt es nédmlich eine wohlausgearbeitete Theorie mit
ausserordentlich wichtigen Anwendungen.

Adjungierte im Matrizenkalkiil

Im Raum der Spalten V' = Cj,, ist jeder Endomorphismus ¢ durch eine Matrix A beschrie-
ben. Wenn wir durch eine positivdefinite Matrix () eine Hilbertraumstruktur einfiihren,
dann ergibt sich fiir den adjungierten Operator die Matrix Af, = Q *A*Q. In der Tat gilt
fiir alle x, y

(Y|Ax) = y"QAx = y*QAQ™'Qx = (Q'A*Qy)*Qx = (ALy|x).

Bemerke: Das Adjungieren ist eine antilineare Abbildung der Menge aller Endomorphis-
men in sich: (a -1 +b- )" =a- ¢} +b-¢5 Und es gilt (¢*)* = ¢; denn

(wlp(v)) = (¢*(w)]v)) = (v]e*(w)) = (p**(v)|w) = (w|e™(v)).
Im Falle des Standard-Skalarprodukts ist die adjungierte Abbildung einfach durch die
hermitisch konjugierte Matrix gegeben. Die selbstadjungierten Operatoren entsprechen
den hermitischen Matrizen. Man kann das auch so ausdriicken: Wenn wir in einem n-
dimensionalen Hilbertraum eine Orthonormalbasis auszeichnen, dann ist jeder selbstad-
jungierte Operator ¢ durch eine hermitische Matrix gegeben. (Auf der anderen Seite ist
tibrigens jeder isometrische Endomorphismus durch eine unitidre Matrix gegeben.)

Den Spektralsatz konnen wir auch folgendermafien formulieren: Wenn wir eine zu ¢
passende ONB einfiithren, dann ist die darstellende Matrix eine Diagonalmatrix mit reellen
Diagonaleintragen. In der Sprache der Matrizenrechnung ist das der
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Satz 2.6.2 (Simultan diagonalisierte hermitische Matrizen).

Gegeben sei eine positivdefinite Matrix C und eine hermitische Matriz H, beide vom For-
matnXxn. Es existieren dann reelle Zahlen dy > dy > - -+ > d,, und eine Basis (ay, ..., a,)
des Spaltenraums C§,, sodass gilt

a;-C-ay =0, a; - H-ap=dj .
Es existiert also eine Matriz A und eine reelle Diagonalmatriz D, sodass
A*"CA=F, A*HA = D.
Die Menge der d; mit ihren Vielfachheiten n; ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Wir machen den Spaltenraum mit C' zu einem Hilbertraum (C* C), |jal* =
a* - C - a. Die Matrizc H liefert eine hermitische Form V(a) = a* - H - a. Nach dem
Spektralsatz existiert eine ONB mit ®(a;, ay) = d; - d;5. Die d; sind die Eigenwerte mit
thren Vielfachheiten der Form W in diesem Hilbertraum.

Satz 2.6.3 (Satz von der unitéren Diagonalisierbarkeit einer hermitischen Matrix).
Zu jeder hermitischen Matrix H existiert eine unitire Matrixz U, sodass

U*HU = D (Diagonalmatriz) U'U=E.

Wenn H reell ist, dann kann man U reell wdihlen. Zu jeder symmetrischen Matriz S
existiert also eine reelle Matriz O, sodass OTSO =D, OTO = E.

Beweis. Die Fxistenz ist der Spezialfall des obigen Satzes fiir C' = E. FEs gilt HU = UD.
Die j — te Spalte der Matriz UD st d; mal die j — te Spalte der Matriz U, sie ist also
Figenvektor des Endomorphismus zur Matriz H, und zwar zum Eigenwert d;. Wir be-
merken, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander senkrecht stehen;
denn — p(u) = du, p(v) =ev = d{ulv) = (p(u)|v) = (ule(v)) = efulv);

und das ist im Falle d # e nur moglich, wenn ulv.

Wenn H reelle Eintrdige hat, dann ist fiir jeden Eigenvektor u; zum Eigenwert d; auch
der Real- und der Imagindrteil ein Figenvektor. Sie stehen auch senkrecht auf den Eigen-
vektoren zu den tbrigen Eigenwerten. Die Real- und Imagindrteile der Spalten u; zum
Figenwert d; sind ein aufspannendes System des nj-dimensionalen Vektorraums der reel-
len Eigenvektoren zum Eigenwert d;. Jede ONBasis dieses reellen Vektorraums kann die
Rolle der Spalten u; dibernehmen.

Satz 2.6.4 (Die positive Quadratwurzel).
Ist C' positiv definit, so existiert genau eine positivdefinite Matriz B mit B - B = C.

Beweis. Es sei U unitir, sodass U*CU = D (Diagonalmatriz), also C = UDU*. Die
Diagonalmatriz hat positive Diagonaleintrige. Es sei DY? die Diagonalmatriz mit den
Diagonaleintrdgen \/dT Es ist die einzige positivdefinite Matrix, deren Quadrat D ist.
Die Matrix B = UDY2U* ist positivdefinit und es gilt B> = UDY?D'Y2U* = C. Ist F
eine weitere positivdefinite Matriz mit F? = C, so gilt (U*FU)(U*FU) = U*CU = D,
daher U*FU = D'/2, F — B.
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Satz 2.6.5 (Polarfaktorisierung). Zu jeder nichtsinguliren Matriz A existiert eine posi-
tivdefinite Matrix R und eine unitire Matriz 'V, sodass gilt A = R - V. Die Faktoren R
und V' sind eindeutig bestimmdt.

Beweis. Die Matriz AA* ist positiv definit. Sei R = (AA*)Y/2; dann ist V = R~ A unitdr;
denn V*V = A*RT'RA = E. Wenn A = R' - V' mit R’ positivdefinit und V' unitér.
Dann gilt AA* = R"-V'V™* - R' = R™., und nach dem vorigen Satz R' = R.

Sprechweise 2.6.3 (Normale Endomorphismen und normale Matrizen).

Ein Endomorphismus ¢ eines Hilbertraums heisst normal, wenn er mit seinem adjungier-
ten kommutiert. p* o = @ o p*.

Eine komplexe n x n-Matrix heisst eine normale Matrix, wenn die Matrizen N und N*
kommutieren, wenn also gilt NN* = N*N.

Die wichtigsten Beispiele normaler Endomorphismen sind die selbstadjungierten En-
domorphismen und die isometrischen Selbstabbildungen des Hilbertraums.

Die wichtigsten Beispiele normaler Matrizen sind die hermitischen Matrizen und die
unitdren Matrizen.

Satz 2.6.6. Die Matrix N ist genau dann normal, wenn die hermitischen Matrizen S =
LN+ N*) und T = L(N — N*) kommutieren. Die nichtsingulire Matriz N ist genau
dann normal, wenn die Faktoren in der Polarfaktorisierung kommutieren.

Beweis. FEs gilt N = S+ T, N* =S —iT. (Man nennt S den hermitischen und iT
den antihermitischen Anteil der Matriz N.) NN* = S? + T? +4(TS — ST), N*N =
S2+T?+i(=TS+ST). Diese beiden Matrizen sind genau dann gleich, wenn T'S—ST = 0.
Wenn N = RV die Polarfaktorisierung ist, dann gilt N* = V*R und NN* = R?, N*N =
V*R2V. Die beiden nichtsinguldren Matrizen sind genau dann gleich, wenn R? = V*R*V =
(V*RV)(V*RV). Da aber die positivdefinite Matriz R? nur eine Darstellung als Quadrat
einer positvdefiniten Matriz besitzt, haben wir R=V*RV, VR = RV .

Wir haben oben gesehen, dass ein selbstadjungierter Operator diagonalisierbar ist;
nach dem Spektralsatz 2.5.5 ldsst er sich als reelle Linearkombination von paarweise or-
thogonalen Projektionen dargestellt. ¢ = >~ A\;jm;. Wenn m = > z;m; eine komplexe Li-
nearkombination paarweise orthogonaler Projektionen ist , dann gilt 7* = > Z;7; wegen
der Selbstadjungiertheit der m;. Da nun fiir einen normalen Operator ¢ die Operatoren
%(tp + ¢*) und %(gp — ¢*) kommutierende Endomorphismen sind, haben wir die Verhélt-
nisse von oben; es existiert eine simultane Diagonalisierung. Wir werden folgern, dass
die normalen Operatoren gerade die komplexen Linearkombination paarweise orthogona-
ler Projektionen sind. Zunéchst bemerken wir Wenn ein Endomorphismus als komplexe
Linearkombination paarweise orthogonaler Projektionen dargestellt werden kann, dann
kommutieren ¢ und ¢*, denn p* = Y A\;m;. Wir werden zeigen, dass die komplexen Li-
nearkombinationen von paarweise orthogonalen Projektionen gerade die normalen Endo-
morphismen sind. ¢ und ¢* sind daher diagonalisierbare Operatoren im Sinne der obigen
allgemeineren Uberlegungen. Zunichst bemerken wir
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Satz 2.6.7. Wenn ¢ ein normaler Endomorphismus ist, dann haben ¢ und ¢* dieselben
Figenvektoren. plw)=A-w <<= ¢(w)=\ w.
Beweis. Wenn ¢* o p = ¢ o ¢*, dann haben ¢ und ¢* denselben Nullraum; denn

le(w)|I* = {p(w)lp(w)) = (¢ 0 p(w)|w) = {p o’ (w)|w) = (p*(w)|¢"(w)) = [l¢*(w)
Der adjungierte Operator zu ¢ — X -id ist " — \-id.

7.

Wir wissen bereits, dass die gemeinsamen Eigenvektoren v der kommutierenden selbst-
adjungierten Operatoren o = (¢ +¢*) und 7 = (¢ —¢*) den ganzen Raum aufspannen.
Diese gemeinsamen Eigenvektoren sind auch gemeinsame Eigenvektoren der Operatoren
@ und @*. o(u) =au, 7(u) =bu <= p(u) = (a+ibu, ¢*(u) = (a —ib)u. Die
Eigenvektoren eines normalen Operators ¢ spannen den ganzen Raum auf.

Wir haben also bewiesen.

Satz 2.6.8 (Satz von der unitdren Diagonalisierbarkeit eines normalen Operators).

FEin Endomorphismus ¢ eines Hilbertraums V' ist genau dann ein normaler Operator
(pop* = p*op) wenn er unitir diagonalisierbar ist, d. h. ¢ = > \;m; mit paarweise
orthogonalen Projektionen m;. Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine ONB gibt, die
aus Figenvektoren besteht.

Bemerke: Sei u ein Eigenvektor des invertierbaren normalen Operators ¢ = p oy (mit
p positivdefinit, x unitéir) , o(u) = (a +ib)u = r - e*u.
Dann ist u auch Eigenvektor fiir p und y. pu = ru, x(u) = eu.

Die unitdren Operatoren sind diejenigen normalen Operatoren, deren Eigenwerte den
Betrag 1 haben.

Der reelle Fall Eine hermitische Matrix mit reellen Eintrdgen heisst auch eine sym-
metrische reelle Matrix. A = AT = A*. Als hermitische Matrix hat sie reelle Eigenwerte
dy,...,d,. Man kann eine ONB des Spaltenraums wéhlen, die aus reellen Eigenspalten
besteht. Wenn S die Matrix mit diesen Spalten ist, dann gilt A-S = S - D, wo D
die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrégen d; ist. Wir bemerken: reelle Matrizen mit
AT A = E (man nennt sie orthogonale Matrizen) haben nicht notwendigerweise lauter re-
elle Eigenwerte; die unitéiren Matrizen S, die sie diagonalisieren (S™'AS = D) man kann
sie i. Allg. nicht reell wihlen. Die Sache ist hier ein wenig komplzierter. Ein Beispiel einer
orthogonalen Matrix ohne reelle Eigenwerte ist A = (5 j; _Sind’) . Wir halten fest:

cos ¢
Satz 2.6.9 (Orthogonale Diagonalisieren einer symmetrischen reellen Matrix).

Wenn A eine symmetrische reelle Matriz ist. A = AT. Es existiert dann eine orthogonale
Matriz S € O(n,R), (STS = E), sodass STAS = D (Diagonalmatriz.)

Diesen Satz haben wir bereits angekiindigt, als es darum ging, eine reelle quadratische
Form ¥(v) in einem n-dimensionalen eukldischen Raum als Linearkombination von n
quadrierten Linearformen darzustellen. Man kann die Linearformen ¢/ ((v) so wihlen, dass
sie eine ONB bilden : ¥(v) = 37", d;-[¢((v)|*. Die Koeffizienten mit ihren Vielfachheiten
sind eindeutig bestimmt: Wenn sie paarweise verschieden sind, dann sind die # bis auf
den Faktor +1 eindeutig bestimmt.
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2.7 Kontinuierliche Drehungen. Kommutatoren.

Fiir eine beliebige komplexe n x n-Matrix A und ¢t € C definiert man bekanntlich
1 1
e = exp(tA) = E +tA + §t2A2 + gt?’A3 +---

(Die Reihe konvergiert gleichméssig, wenn tA in einem kompakten Bereich liegt.)

Man beweist: Wenn A und B kommutieren ( AB = BA ), dann gilt A8 = e4eb.
Entsprechend definiert man fiir Endomorphismen « eines reellen oder komplexen Vek-

torraums und ¢ € C die Endomorphismen exp(ta) = id + ta + %tzoﬂ + ---, und man

beweist: aoff=Foa = expla+f)=exp(a)oexp(f).

Satz 2.7.1. Sei « ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum (V,(-|-)). Dann sind
die Operatoren o, = exp (—ita) unitir fir alle t € R und es gilt ps 0 o = Qgiy.

Man nennt in diesem Falle die Schar {¢; = exp (—ita) : t € R} eine einparametrige
Gruppe von Isometrien. Der Operator —ia wird manchmal ihr infinitesimaler Generator
genannt; man schreibt —iov = lim,_ 2 (o, —id). Im unendlichdimensionalen Fall muss man
sich mit der Frage auseinandersetzen, in welchem Sinne der Limes verstanden werden soll.
Im unendlichdimensionalen Fall gibt es auch einparametrige Gruppen von Isometrien, de-
ren infinitesimaler Operator ein unbeschrankter mit —i multiplizierter selbstadjungierter
Operator ist.

Satz 2.7.2. Ist A eine hermitische Matriz, und V eine unitire Matriz, sodass VAV = D
die Diagonalmatriz ist mit den Diagonaleintrdgen dy,ds, ..., dann ist

V*exp (—itA)V = exp (—itV*AV)

die Diagonalmatriz mit den Eintrigen e~%d e~itdz
Zu jedem unitiren o ezistieren selbstadjungierte Operatoren o, sodass p = exp(—ia).

Beweis. Die Behauptungen tiber Operatoren werden zu den entsprechenden Behauptungen
tber Matrizen, wenn wir die Operatoren in einer ONB darstellen.

Zum Beweis der letzten Behauptung wdhlen wir zur unitiren Matriz U eine unitdre
Matrix V' so, dass VUV™ eine Diagonalmatrixz B ist. Ihre Diagonaleintrige sind komplexe
Zahlen mit dem Betrag 1, sagen wir e~ e~z . B = exp(—iD).(Beachte, dass D
nicht eindeutig bestimmit ist.) Die hermitische Matriz A = V*DV leistet das Verlangte;
denn VUV* = exp (—iD) = U = V*exp (—iD)V = exp (—iV*DV) = exp (—iA).

Beispiele im unendlichdimensionalen Fall

Es sei wie oben (7,(- |-)) der Préhilbertraum der trigonometrischen Polynome und
(V. (- |-)) seine Vervollstindigung. Wir wollen die f(-) € 7 punktweise mit der 27-
periodischen Funktion A(-) multiplizieren. Fiir geniigend schone Funktionen ist die Multi-
plikation mit h ein Endomorphismus M, : V — V. Man muf} sich hier nicht auf stetige
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h beschrénken. Nur im einfachsten Fall, wo h selbst ein trigonometrisches Polynom ist,
h(t) =, hi - €** konnen wir das Bild My(v) fiir alle f(t) «— v <— > ¢, -e™ €T in
den beiden Darstellungsformen bequem hinschreiben.

h(t) f(t) A Mh(V) —— k = (...,]{5_1,]{?0,]{?1,]{32,...)

wobei sich die Folge k als das Faltungsprodukt ergibt: k = h x c.
Der adjungierte Operator ist die Multiplikation mit hg-); das bedeutet im Spezialfall
fiir die Folgen die Faltung mit der Koeffizientenfolge von h(t) = > h_pet.

(9| M| f) =

o [ 9tt)-hie)- £0) .

Der Operator M, ist also genau dann selbstadjungiert, wenn h(-) reellwertig ist, h_y = hy.
Wenn das der Fall ist, dann ist Uy = exp(isM},) ein unitérer Operator fiir alle s € R. Uy
multipliziert f(-) mit einer Funktion vom Betrag = 1. In der Tat U, f = exp(ish(-))f(+).
Fiir ‘gute’ h erscheint U in der Reihendarstellung als Faltung der Koeffizienten. mit einer
gewissen unendlichen Koeffizientenfolge (u,(s)),. In weniger guten Fillen, (wie etwa bei
dem unten untersuchten Multiplikationsoperatoren M, und exp(isM,)) erweist sich die
Faltung als eine unpassende Konstruktion.

Fir die Operatoren M, und U, gibt es nur dann Eigenvektoren, wenn h Stellen
der Konstanz aufweist. Wenn f € V' (im Intervall (—m, +7)) ausserhalb einer kleinen
Umgebung von ¢, verschwindet, dann ist f ‘ndherungsweise’ ein Eigenvektor M f =~

h(to)-f, Usf = e*ht). f Man kann die Vorstellung prizisieren, wenn man die Idee der
Spektralzerlegung verallgemeinert zur Idee des Spektralintegrals.

An die Stelle von id = > my, @ = > A - my tritt
id = / di,. M, = / h(t) dIL,, U, = / ish(t) q11,.

s —T —Tr

Die Integration bzgl. einer Schar von vertriglichen orthogonalen Projektionen wird in der
Theorie der Operatoren im Hilbertraum mathematisch exakt gemacht. Wir kénnen hier
die Idee nur ‘intuitiv’ beniitzen.

Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel einer einparametrigen Gruppe von Isome-
trien auf unserem Hilbertraum 7. Die Verschiebungen U(f) (-) = f(- — s) sogar den
Pra-Hilbertraum der trigonometrischen Polynom isometrisch auf sich ab. Es gibt keiner-
lei Probleme mit den Eigenvektoren fiir die unitdren Operatoren U,. Die 2m-periodische
Funktion e, (t) = €™ ist fiir U, Eigenvektor zum Eigenwert e~ und diese Eigenvektoren
bilden eine Orthogonalbasis. Technische Probleme bereitet hier der zur unitdren Gruppe
gehorige ‘infinitesimale’ Operator. Er ist ein unbeschéankter Operator, ndmlich der ‘wesent-
lich’ selbstadjungierte Operator A = . Man schreibt symbohsch Us = exp(—isA). Fiir
jede stetig differenzierbaren 2m- perlodlsche f gilt in der Tat 2(U, f — f) — —f' = —iA(f)
im Sinne der gleichméfigen Konvergenz. (Fiir weniger regulare Funktionen f im Definiti-
onsbereich des Operators A muss man auf einen anderen Konvergenzbegriff rekurrieren.)
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Die ‘wesentliche Selbstadjungiertheit’ von A wird dadurch begriindet, dass sich fiir ¢ gute’
2m-periodische Funktionen f, g mit partieller Integration ergibt

1 1

(0l41) = o= [ 9 1s0) dt = o [(~Dga)- 16 dt = (gl

Jede ‘reine Sinusschwingung’ e, (-) = () ist Eigenvektor fiir den Operator A, und zwar
zum ganzzahligen Eigenwert n, und diese ‘reinen Sinusschwingungen’ bilden eine ONBasis.
Eine Schwierigkeit ergibt sich hier nun aber daraus, dass die Menge der Eigenwerte (nach
oben und nach unten) unbeschrankt ist.

Wir werden uns mit den Operatoren A und M, weiter beschéftigen, nachdem wir uns
etwas nédher mit den infinitesimalen Operatoren im endlichdimensionalen Fall auseinan-
dergesetzt haben.

Matrizen als neutrale Rechengroflen.

Als es um Endomorphismen eines Hilbertraums (V, (- | - )) ging, beniitzten wir auch (weit-
gehend synonym) das Wort Operator. Beim Begriff des Endomorphismus ¢(+), 1(-) denken
wir (neben der Linearkombination) vor allem an das Hintereinanderschalten po(+). Beim
Begriff des Operatoren A, B denken wir eher an das Multiplizieren nach dem Muster der
Matrizenmultiplikation A - B. Die Entsprechung wird geleistet, wenn man im Vektorraum
eine Basis auszeichnet, und die Koeffizienten der Vektoren als Spaltenvektoren notiert.
Dieses aus der Anfiangervorlesung bekannte Verfahren sollte nun aber nicht vergessen ma-
chen, dass die Matrizen nicht nur zur Darstellung von Endomorphismen des Spaltenraums
gebraucht werden; gewisse Matrizen leisten insbesondere auch dann gute Dienste, wenn
es um die Darstellung von quadratischen oder hermitischen Formen geht,— und es gibt
durchaus noch weitere wichtige Interpretationen.

Bei den folgenden Definitionen und Konstruktionen verstehen wir die Matrizen zunéchst
nur als Rechengrofien. Neben den bekannten Operationen der Addition und Multiplika-
tion von Matrizen werden wir uns auch noch fiir das sog. Lie-Produkt zweier Matrizen
interessieren. — Die gelegentlich Interpretation der Matrizen als Darstellungsform fiir
Endomorphismen oder Formen kommt allenfalls als technische Hilfsiiberlegung vor.

Definition 2.15 (Die klassischen Gruppen).

1. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n,K)) (‘general linear group’) besteht aus den
nichtsinguldren n x n-Matrizen mit Eintrdgen aus dem Korper K.

2. Die spezielle lineare Gruppe SL(n,K)) (‘special linear group’) besteht aus den n xn-
Matrizen iiber K mit Determinante = 1.

3. Die orthogonale Gruppe O(n, K) besteht aus den Matrizen A mit ATA = E,,. Die
spezielle orthogonale Gruppe SO(n, K) ist die Untergruppe, die aus den orthogona-
len Matrizen mit Determinante = 1 besteht.
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4. Die unitdre Gruppe U(n) = U(n,C) (‘unitary group’) besteht aus den komplexen
Matrizen U mit U*U = E,,. Die spezielle unitiare Gruppe SU(n) ist die Untergrup-
pe, die aus den unitdren Matrizen mit Determinante = 1 besteht.

Definition 2.16 (Das Lie-Produkt fiir Matrizen). Ein Vektorraum 4 von n x n-Matrizen
heisst eine Matrix-Lie-Algebra, wenn gilt

ABeA = [A Bl=A-B-B-A €A
Die Matrix [A, B] heisst der Kommutator von A und B.

Bemerke: Die Verkniipfung A, B — [A, B] ist bilinear. Es gilt [B, A] = —[A, B].
Die Verkniipfung ist nicht assoziativ; eine Art Ersatz fiir die Assoziativitit ist

[A, [B,C]]+ [B,[C,A]] + [C,[A,B]] = 0. ( ‘Jacobi’s Identitdt’ ).

Den Nachweis der Identitat iiberlassen wir dem Leser.

Beispiel 2.7.1 (Schiefsymmetrische Matrizen). Die Menge aller schiefsymmetrischen Ma-
trizen S = {4 : A+ AT = 0} ist eine Lie-Algebra; denn

AT=-A, B"=-B = [A, B]" =[BT, AT| = [-B, -A] = —[A, B].

Diese Lie-Algebra wird (im Falle 1 + 1 # 0) mit o(n, K) bezeichnet. Es verschwinden die
Diagonaleintréige, insbesondere also die Spur. o(n, K) ist ein K-Vektorraum der Dimension

sn(n —1).

Beispiel 2.7.2 (Schiefhermitische Matrizen). Die Lie-Algebra u(n) = u(n, C) ist die Menge
der schiefhermitischen Matrizen, d. h. u(n) = {A : A+ A* = 0}.Wenn A und B hermitisch
sind, dann ist der Kommutator schiefhermitisch.

Bemerke: A ist genau dann schiefhermitisch, wenn 1A hermitisch ist, (aj, = —ag;). Die
Menge der schiefhermitischen Matrizen ist ein reeller Vektorraum der Dimension n?; sie ist
kein komplexer Vektorraum. Jede komplexe n-Matrix besitzt eine eindeutige Darstellung

als Summe einer hermitischen und einer schiefhermitischen Matrix: A = S + 7T mit
S = %(A+A*), T = %(A — A*).

Satz 2.7.3. Wenn B eine schiefsymmetrische reelle Matriz ist, dann ist exp(tB) eine
orthogonale Matrix fir alle t € R.

Wenn B schiefhermitisch ist, dann ist exp(tB) unitir fir alle reellen t. Wenn H hermi-
tisch ist, dann ist {exp(—itH) : t € R} eine Gruppe unitirer Matrizen.

Wir wollen diese Konstruktionen noch etwas genauer studieren, nachdem wir uns
zunéchst iiber die Spur bzw. die Determinante der hier auftretenden Matrizen befasst
haben. Wir bemerken, dass die Spur eines Lie-Produkts immer verschwindet.

Lemma. Fiir jede kompleze Matriz B gilt  detexp(t - B) = exp(t - traceB).
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Beweis. ¢(t) = det exp(t-B) eine multiplikative Funktion: g(s+t) = g(s)-g(t). Wenn man
sie fiirt — 0 betrachtet, g(t) = det(E +tB+---), dann sieht man g(t) = exp(t - traceB).

Bemerke: Wir haben oben mit Hilfe des Satzes von der unitdren Diagonalisierbarkeit
der hermitischen Matrix H bewiesen, dass U; = exp(—itH) unitér ist fiir alle reellen ¢. Man
kann das auch direkt sehen. Aus der Reihendarstellung sieht man U*, = (exp(itH ))* =
exp(—itH). Andererseits U_,U; = E und das zeigt, dass U; unitér ist. Wir formulieren
das Ergebnis nochmals als

Satz 2.7.4. Die Exponentialabbildung bildet die Lie-Algebra u(n) surjektiv auf die unitdre
Gruppe U(n) ab. Dabei wird die Lie-Algebra der spurlosen schiefhermitischen Matrizen
surjektiv auf die spezielle unitire Gruppe SU(n) abgebildet.

Bemerke: Wenn B schiefsymmetrisch ist, dann ist A; = exp(t- B) eine spezielle ortho-
gonale Matrix fiir alle reellen t. Es gilt ndmlich

AT = (eP) = (E+tB+4B*+-- ) = E—tB+ 1B+ =B = A, = A",

also (etB )T e = E. Da nun jede schiefsymmetrische reelle Matrix B die Spur 0 hat,
hat exp(t - B) die Determinante = 1 fiir alle reellen ¢. Wir werden sehen, dass die Expo-

nentialabbildung die Lie-Algebra o(n,R) surjektiv auf die spezielle orthogonale Gruppe
SO(n.R) abbildet.

Die gleichférmigen Drehungen des 3-dimensionalen euklidischen Raums

Die Elemente der Lie-Algebra o(3,R) sind die Matrizen der Gestalt

0 —w3 woy 00 O 0 01 0 -1 0
J, =1 ws 0 —w]=wi 00 —1]+w| 0O O0O0|4ws|1 0 O
—wy Wy 0 01 0 -1 0 0 0 0 O

Jo=wi-Jp+wy-Jytws-J,.
Man berechnet leicht die Kommutatoren
o Syl = oy [y L] = oy e Ja] =y
Daraus ergibt sich wegen der Bilinearitéit des Lie-Produkts fiir beliebige Tripel a, b
[Ja, Jb] = Je = (ag - by —az-by)Jy, + (az - by —ay - bg)Jy, + (a1 - bs —ag - by)J,.

Hinweis: Die Formel fiir das Tripel ¢ diirfte manchen Leser an die Berechnung des sog.
Kreuzprodukt (oder ‘Vektorprodukt’) a x b = c aus der Vektoranalysis erinnern. Die
Formel ergibt sich dort aber aus Uberlegungen, die nicht in den Matrizenkalkiil passen.
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Die Exponentialabbildung liefert zu jedem .J,, eine einparametrige Gruppe orthogo-
naler Matrizen O; = O,(t) = exp(t - J,). Man nennt sie die Gruppe der gleichférmi-
gen Drehungen mit der Winkelgeschwindigkeit +/w? + w? + w? um die durch das Tri-
pel w bestimmte Achse. Die Spalte w ist in der Tat Fixpunkt ist fiir die Abbildungen
O,(t) = exp(t - J,). Eine leichte Rechnung ergibt namlich

(lex +C&J2Jy +W3JZ) (gé) = ((8)) .

Eine einfache explizite Formel fiir die Eintrdge der Matrizen O, findet man fiir die
Drehungen um die Koordinatenachsen. Wir bemerken dazu; Wenn j = (., ') dann gilt
j2 = —e, j>=—j, j* =e,... und daher

exp(t - j) = e+ tj+ 5t (=€) + 51’ (=) + gt'(+e) + -
=e- (1-2P+ Lt — )+ -t -3+ 5+ )=e-cost+j-sint.

Dies ergibt exp(t - J,) = ((1) cost —gnt). Wenn t ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist,

. . 0 sint cost
haben wir eine Volldrehung.

Die Gruppen {O,(t) : t € R} mit dem gleichen Wert /w? + w? + w3 sind zueinander
konjugiert. Konkret sind die Matrizen J,, J,, J. zueinander konjugiert vermittels der
zyklischen Permutationen

(010 5 5.1 (001
P_<(1)8(1)> bzw. P =P —<(1](1)8>
P‘l-Jx-P:Jy, P‘1~Jy-P:JZ, pPt.Jg.-P=J,.

Wenn /w? +w? +w? = 1 und A eine spezielle orthogonale Matrix ist, die den Strahl
durch w in die z-Achse {iberfiihrt, dann gilt

exp(t-J,) =A""exp(t-J,)- A

Nach diesem Exkurs in die Welt der reellen Matrizen wenden wir uns wieder den
unitdren Matrizen zu. Wir werden sehen, dass die Gruppe SU(2) einerseits sehr dhnlich
ist zur Gruppe SO(3,R).

Die Struktur von «(2) und SU(2)

Die Lie-Algebra u(2) der schiefhermitischen 2 x 2-Matrizen ist ein vierdimensionaler reeller
Vektorraum. Die Matrix %e gehort dazu; sie hat die Spur % Eine bequeme Basis des
dreidimensionalen Vektorraums der spurlosen schiefhermitischen ergibt sich aus bekannten
Paulimatrizen o, 0y, 0,

1(0 1 1 (0 —i 1 (1 0
1= z'<1 o>7 k=1 z(z 0)7 b= i(O —1)'

Wir bemerken fiir spéter:
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1. Die Menge {#e, +j, k,1} ist eine Gruppe. Ihre Multiplikationstabelle ist bestimmt
durch

j2:k2:l2:—6,

j-k=I=-k-j; k-l=j=-1-k I.j=k=—j-1

2. Man nennt die Matrizen j,k,1 auch die Standard-Einheitsquaternionen. Die Ma-

trizen % i, %k, %l haben dieselben Kommutatoren wie die schiefsymmetrischen

3 x 3-Matrizen J,, J,, J,, die wir oben als Basis des Raums o(3, R) gewéhlt haben
(30 k] =3l [5k 3l]=3) [3L 3=k

3. Fiir die spurlose hermitische Matrix h = b, -0, +b, -0, + b, - 0, mit b2 + bz +02 =1
gilt h? = e, exp(—irh) = —¢ und fiir alle t € R

exp(—ith) = e+ (—it)h + 5(—it)’e+ & (—it)’h+--- = cost-e—isint-h.

4. Insbesondere gilt

9 cos? isin?

1- o 1 9 _

exp (5090, ) = R exp (yibo,) =
0 e'2 isin? cos?
2 2

Die Elemente der speziellen unitdren Gruppe SU(2) sind die Matrizen

U= ( “ b) mit  |af? + b2 = 1.
—-b a

Wenn man die Real- und Imaginérteile der Zahlen a und b als Koordinaten im vierdimen-
sionalen euklidischen Raum auffasst, dann erscheint die Menge SU(2) als die Einheits-
sphiire: (Ra)? + (Sa)? + (Rb)? + (Jb)? = 1. Wir haben oben den nichtsinguliiren 2 x 2-
Matrizen Transformationen der Riemann’schen Zahlenkugel zugeordnet. Die Mobiustrans-
frmationen zu den (speziellen) unitdren U bilden Punkte, die einander gegeniiberliegen
in gegeniiberliegende Punkte ab. Diese Tranformationen kann man als Drehungen der
Riemann’schen Zahlenkugel verstehen. Die Drehungen um die 2-Achse beispielsweise ent-
sprechen den Matrizen exp (z%é . O’Z). Im stereographischen Bild der Transformationen
von C sind das namlich die Abbildungen

€. 240

C2 s gy en =

Entsprechendes gilt fiir die Wirkung der Matrizen exp (z%gb . h), wo h eine spurlose her-

mitische Matrix mit deth = —1 ist:

o . bz bx_iby _ 12 312 2
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Man die Drehungen aus Drehungen um Achsen zusammensetzen, wobei man sogar (auf-
grund der Nichtkommutativitdt) auf die Drehungen um die y-Achse verzichten kann.

Satz 2.7.5 (Euler’sche Winkel).
Jedes U € SU(2) besitzt eine Produktdarstellung

U= (_ab 2) = exp (3i¢0.) - exp (3100, - exp (3iv00.) .

wobei (im Falle b # 0) ¢ €10,2m), 6e€(0,7). ¢ e[-2m 2m).
Beweis. Das Produkt ist die Matrix

cosg - el ising et

[% —ia

isin & . =0 9,
1sing - e Cos 3 - €

mit « = $(p+), B = 3(p—v). Wir finden also a und o aus a = cosd . e,

2
schliesslich ergibt sich 3 aus dem Argument von b.

Die Gruppe SU(2) ist (nach dem Urteil der meisten Mathematiker) einfacher zu verste-
hen als die Gruppe SO(3,R), obwohl wir doch bekanntlich nicht in einem 2-dimensionalen
Hilbertraum leben, sondern in einem dreidimensionalen euklidischen Raum. Wir zitieren
dazu R. Feynman: (Lecture Notes Kapitel 6. Spin 1/2): Die Tatsachen der Verkniipfungen
von Drehungen und was daraus entsteht, sind anschaulich schwierig zu erfassen. Es ist
einigermajen seltsam, wo wir doch in drei Dimensionen leben, aber es ist schwer fiir uns
einzusehen, was geschieht, wenn wir uns einmal so herum und dann so herum drehen.
Wenn wir Fische oder Vigel wiren und ein wirkliches Verstindnis von dem hdtten, was
geschieht, wenn wir im Raum Purzelbdume schlagen, konnten wir diese Dinge vielleicht
leichter erfassen.

Anhang: Hamiltons Quaternionen Eine bemerkenswerte algebraische Strukur hat
die Gesamtheit der reellen Linearkombinationen der Matrizen e, j, k,1. Man nennt sie den
Schiefkorper H der Quaternionen (in der Standarddarstellung).

Hamilton (1805 -1865) fiihrte die Quaternionen als Zahlenquadrupel ein, nach dem-
selben Schema, wie man die komplexen Zahlen als Zahlenpaare konstruiert. In leicht
modernisierter Sprache definiert man die Quaternionen als formale Ausdriicke

ap-e+ar-j+az-k+ag-1 mit ag,a1,as,a3 € R.

Quaternionen werden komponentenweise addiert und distributiv ausmultipliziert ausge-
hend von den oben genannten Multiplikationsregeln. Wie fiir die komplexen Zahlen defi-
niert man zu einem Quaternion q das konjugierte Quaternion q* und die Norm ||q||:

q*:a0~e—a1~j—a2~k—a3~l.

lal = Va-@ = \Ja3 +af + a3 +
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Man kann direkt nachrechnen, dass das System der Quaternionen (]HI, +, -, *) eine assozia-
tive R- Algebra ist mit (q-r)* = r*-q*. Man kann sich die Arbeit aber sparen, wenn man
sich iiberzeugt hat, dass man die Quaternionen durch komplexe 2 x 2-Matrizen darstellen
kann, wo die Addition und die Multiplikation die Verkniipfungen des Matrizenkalkiils sind
und die Konjugation durch die hermitische Konjugation gegeben ist. Eine naheliegende
Ubersetzung ist die Ubersetzung der ‘Basisquaternionen’ in die Pauli-Matrizen, die wir

oben beschrieben haben: j+«— %ax, k —— %ay, l— %02 .
Das System der Quaternionen hat die bemerkenswerte Eigenschaft. dass jedes Element
ausser dem Nullelement eine Inverse besitzt, nimlich q~! = Wq* . Die Quaternionen

bilden einen sog. Schiefkérper.

Ein Quaternion mit der Norm 1 nennt man ein Einheitsquaternion. Bei unserer Dar-
stellung im Matrizenkalkiil entsprechen die Einheitsquaternionen den unitdren Matrizen
mit Determinante 1. Ein Quaternion m nennt ein Reines Quaternion, wenn m* = —m.
Die reinen Quaternionen m entsprechen also den spurlosen schiefhermitischen Matrizen.
Wir haben uns damit im Abschnitt zum Minkowski-Raum beschéftigt. Das Thema dieses
Kapitels soll weiterhin die Geometrie des Hilbertraums sein.
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2.8 Selbstadjungierte Operatoren als Observable.

In der Quantenmechanik beschreibt man die Zusténde eines Systems durch Vektoren in
einem Hilbertraum (‘ket-Vektoren’ in der Sprechweise von Dirac). Bei der ‘Uberlagerung’
(Superposition) von Zustidnden gelten die Regeln des Hilbertraums. Vektoren beschreiben
genau dann denselben Zustand, wenn sie sich nur um einen Faktor unterscheiden; es ist
daher manchmal angemessen, nur Einheitsvektoren zur Beschreibung zu heranzuziehen;
der Einheitsvektor zu einem Zustand ist bis auf einen Faktor vom Betrag 1 bestimmt.

Meistens erscheint der Hilbertraum als ein unendlichdimensionaler Raum komplexwer-
tiger Funktionen (oder als ein Raum von Aquivalenzklassen komplexwertiger Funktionen)
auf einem Teilbereich eines R?. Fiir den Einstieg in die Gedankenwelt der Zustinde und
Observablen kann man aber einige bedeutsame Gedanken schon im endlichdimensiona-
len Fall explizieren. Der endlichdimensionale Fall kann durchaus physikalische Realitédten
beschreiben; in den Feynman Lectures werden allerlei Zweizustandssysteme ausfiihrlich
diskutiert.

Wenn man in einem endlichdimensionalen Hilbertraum eine ONB {u; : j € J} gewéhlt
hat, dann erscheinen die Elemente v zunéchst einmal als J-Spalten; diese kann man
dann natiirlich auch als komplexwertige Funktionen auf der Indexmenge J verstehen.
fv=A~0U) 7€ J} ={(u; | v):je J} Funktionen, die sich nur um einen faktor
unterscheiden, beschreiben denselben Zustand.

(Hinweis: Héufig ergibt sich die Wahl der Basis durch die Auszeichnung eines selbstad-
jungierten Operators, dessen Eigenvektoren man dann zur Basis macht. Wenn der Opera-
tor nur einfache Eigenwerte hat, dann sind die Basisvektoren bis auf Faktoren vom Betrag
1 eindeutig bestimmt. Es ist in diesem Falle naheliegend, das Spektrum Sp als Indexmenge
der Basis zu betrachten; die ket-Vektoren sind dann also komplexwertige Funktionen auf
der Teilmenge Sp der reellen Achse. Im Hinblick auf Verallgemeinerungen versteht man
diese Funktionen auf Sp manchmal auch als Aquivalenzklassen von Funktionen auf R,
wobei Funktionen als dquivalent gelten, wenn sie auf Sp iibereinstimmen. Diese Art von
Reprisentation der ket-Vektoren durch Aquivalenzklassen von Funktionen auf der reellen
Achse eignet sich auch fiir den Fall, wo der ausgezeichnete Operator ein kontinuierliches
Spektrum hat. Wir werden Beispiele kennenlernen.)

Die zeitliche Verdnderung des Zustands wird in der Quantenmechanik durch eine
einparametrige Gruppe unitiarer Transformationen beschrieben, geméfl der Schrédinger-
Gleichung. Bei n-Zustandssystemen hat diese im zeitlich stationdren Fall die Gestalt

i T() = >y U iy | v) = Dt [ )y | )

wo H die Matrix zum Hamiltonoperator H ist. (In den Feynman Lecture Notes Bd.III
Glchg (16.49)) Der Zustandsvektor v, der (in den jeweiligen ONSystemen) auch die kom-
plexe Amplitude heisst, verandert sich in der Zeit gemafl v, = exp (—it%H ) - Vo.
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Im nichtstationédren Fall tritt eine sog. verallgemeinerte Gruppe unitiarer Operatoren
an die Stelle der einparamatrigen Gruppe {U; : U; = exp(—z’tlﬁf ) : t € R}. Dabei handelt
es sich um eine zweiparametrige Familie unitarer Operatoren {U(t1, t2) : t1, t2 € R} mit
Ults, t1) = Ul(ts, ta) - U(ta, t1). Diese ‘verallgemeinerte Gruppe’ ist bestimmt durch eine
Schar selbstadjungierter Operatoren {H; : t € R} vermoge

lim %(U(t 1)~ Ut 1)) =~ H, ficalle t
Ein Zustandsvektor verdndert sich in der Zeit gemafl vy, = U(ty, t;)vy  geméf der
infinitesimalen Verdnderung lim,_. %(VH_S —Vvy) = —z%Ht Vi

Die Planck-Konstante A muss uns als Mathematiker nicht interessieren. Wir diirfen
auch annehmen, dass vy und damit alle v; Einheitsvektoren sind.

Wenn man im stationéren Fall eine ONB einfiihrt, die aus Eigenvektoren u; zum
Operator H besteht, dann wird der Hamiltonoperator H durch reelle Diagonalmatrix
dargestellt. Die Diagonaleintrige d; sind zu interpretieren als die moglichen Energiewerte
des Systems. Die u; stellen die zeitlich invarianten Zustdnde zu diesen Energiewerten dar.
Wenn vo = > u; - 3; der Anfangszustand des Systems ist, dann ist v, = Y u; - €% 3;
der Zustand zur Zeit t. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Messung der Energie den Wert
d; erbringt, ist p; = |(u;|ve)|* = |5;]2

Observable: Der Zustand eines quantenmechanischen Systems kann nicht in allen Aspek-
ten simultan beobachtet werden. Fiir die Beobachtung einer physikalischen Gréfle muss
das System nédmlich mit einem entsprechenden Mechanismus wechselwirken, und der Zu-
stand wird durch die Wechselwirkung gestort, sodass weitere Beobachtungen nicht mehr
den urspriinglichen Zustand des Systems betreffen. Man braucht einen 'Ofen’, der immer
wieder denselben Zustand produziert. Man kann den Zustand in mehrfachen Ansétzen in
allen Aspekten beobachten und dann die zufélligen (!) Ergebnisse statistisch auswerten.

Die Beobachtung eines Aspekts ist durch einen selbstadjungierten Operator (genannt
‘Observable’) gekennzeichnet. Seine Eigenwerte sind die moglichen Werte, die die be-
treffende physikalische Grofle annehmen kann. Der Zustand v des Systems bestimmt,
mit welchen Wahrscheinlichkeiten diese Werte beobachtet werden. Ist A = Y, A -7y =
> oy A-|uy) (uy| die Spektralzerlegung der Observablen und v = >, uy-(u,|v) der entspre-
chend zerlegte Zustand (||v]|? = 1), dann ist py = |(uy|v)|? die Wahrscheinlichkeit, dass
die Beobachtung den Wert A liefert. Die reelle Zahl €, A = >, A - py = (v|A|v) ist der
Erwartungswert der Observablen A im Zustand v. Nur in dem Falle, wo v ein Eigenvektor
des Operators A ist, wird mit Sicherheit ein bestimmter Wert A beobachtet. Andernfalls
hat die Beobachtung positive Varianz. Es ist aber zu sagen, dass fiir die Theorie die von
einem Zustand des Systems abgeleitete Verteilung auf der Menge der moglichen Werte
der Observablen A nicht dieselbe Rolle spielt wie die Verteilung einer Zufallsgrofle in der
klassischen (‘kommutativen’) Stochastik.
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In der nichtkommutativen Theorie der Observablen bestimmen die Zustéinde des Sys-
tems (nicht direkt beobachtbare!) sog. Wahrscheinlichkeitsamplituden, die auf die Wahl
einer ONB {u; : j € J} bezogen sind. Das sind komplexwertige Groflen, aus deren Ab-
solutquadrat sich die (statistisch beobachtbare!l) Wahrscheinlichkeitsverteilung gewisser
Observabler ergibt.

Fiir die mathematische Theorie wird ein Zustand v vollstdndig beschrieben durch

einen zerlegten Einheitsvektor V=2 i a5 (u]v), Iv]*> = 1.
Die Familie komplexer Zahlen {a; : a; = (u;|v) : j € J}, als eine komplexwertige Funkti-
on a(-) auf der Indexmenge J verstanden, heisst die ‘Amplitudenfunktion’ des Zustands
bzg. der gewihlten Basis. Diese ‘Funktion’ |a(-)|? ergibt eine Wahrscheinlichkeitsgewich-
tung {p; : j € J}, aus der sich die Verteilung derjenigen Observablen A ablesen lisst, die
mit der orthogonalen Zerlegung id = ). ; |u;)(u;| ‘vertréiglich’ sind. Das sind diejeni-
gen A, fiir welche alle u; Eigenvektoren sind. Wenn A ein vertriglicher selbstadjungierter
Operator ist mit Au; = A; - u; fiir alle j, dann kann man die Wirkung des Operators
A als die Wirkung eines Multiplikationsoperators auf der Amplitudenfunktion verstehen.
A~ My a(-) — A(+) - a(+). Es gilt sodann

Ws, (A hat den Wert \) = Z pj = Z lay (5)[?

A=} {7:Aj=A}
€A =) Nop = (V[Aly) =
J
varA =) Np = A =) (N = A = (VI(A— X-id)’|v)
J J

Bemerke: Es ist nicht wirklich wichtig, dass der Hilbertraum V in paarweise orthogonale
eindimensionale Teilrdume V; = II;(V) zerlegt wird. Es gentigt, dass die orthogonale
Zerlegung so fein ist, dass die zu untersuchende Observable A auf jedem V; ein Vielfaches
der Identitat ist. Aom; = A, - m;. Entsprechendes gilt, wenn (im unendlichdimensionalen
Fall) fiir manche Observable die orthogonale Summe id = > ;7 durch ein Integral zu
ersetzen ist, z. B. id = [ dlIl;. Die orthogonale Zerlegung muss hinreichend fein fiir A
sein.

‘Unbestimmtheit’: In der klassischen ‘kommutativen” Wahrscheinlichkeitstheorie kon-
struiert man zum Begriff der Varianz (einer reellwertigen ZufallsgroBen) den Begriff der
Covarianz zweier Zufallgrofien. Die Konstruktion benotigt das Produkt der beiden Zu-
fallsgrofien. Eine entsprechende Konstruktion funktioniert nicht bei den Observablen in
der Quantenmechanik, weil Produkte AB i. Allg. nicht selbstadjungiert sind. Hier ist fol-
gendes festzustellen: Wenn A und B selbstadjungierte Operatoren sind, dann ist auch der
‘Kommutator’ %(AB — BA) selbstadjungiert. Es stellt sich heraus, dass in dem Falle, dass
sein Erwartungswert im Zustand v einen Betrag # 0 hat, die beiden Observable nicht
simultan ‘scharf konzentrierte’ Werte haben kénnen.
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Satz 2.8.1 (Heisenbergs Unschérferelation). Seien A und B selbstadjungierte Operatoren
und C = Y(AB—BA). Es gilt dann fir alle Zustinde v /var,A-\/var,B > %-|€,C).

Beweis. Wir kionnen uns auf den Fall €,A = €, B = 0 beschrinken. Fir jedes reelle t
ist (A + tiB)*(A + tiB) ein positiv semidefiniter Operator. Er hat einen nichtnegativen
Erwartungswert in jedem Zustand v.

0< €& ((A+tiB)*(A+tiB)) = &, (A*A)) +t*- &, (B*B)) +ti- &, ((A*B — B*A))
=varyA + t*-var,B — t-&,C

Eine quadratische Funktion a + t*b — tc ist nur dann nichtnegativ, wenn ¢* < 4ab.

Zur Vorstellungswelt der Quantenmechanik

Die Pioniere der Quantenmechanik haben sich tiefgriindige Gedanken zum Begriff der
Observablen gemacht. Man bemiiht sich nunmehr seit fast hundert Jahren darum, die
intuitiven Vorstellungen zusammenzubringen mit den Moglichkeiten der technischen Be-
arbeitung. Nicht nur die Physiker sondern auch die Mathematiker sind gefordert. Und es
hat sich gezeigt, dass die Geometrie der Hilbertraume ein entscheidender Ansatzpunkt
ist. Fiir ein quantenmechanisches System mit einem unendlichdimensionalen Zustands-
raum wird geometrisches Verstédndnis etwas anderer Art gefordert als man das in den
endlichdimensionalen Geometrien gewohnt ist —von der euklidischen, relativistischen,
nichteuklidischen, symplektischen Geometrie bis zur Differentialgeometrie.

Die Notwendigkeit einer neuartigen Geometrie zeigte sich vor etwa 100 Jahren. (Man-
che sprechen auch von der Notwendigkeit einer neuen Logik.) Die Ansammlung von In-
formationen iiber Phdnomene im atomaren und mikroskopischen Bereich wihrend des
ersten Viertels des 20. Jahrhunderts hatte eine wachsende Verwirrung hervorgerufen, die
schliesslich durch die Formulierung der Prinzipien der Quantenmechanik in Form ge-
bracht werden konnte. Fundamental waren die Idee der Superposition von Zusténden,
(die zu partieller Ausloschung fithren kann), und die Idee der Unbestimmtheit. Sie er-
schienen hochst sonderbar; sie trugen aber Wesentliches bei zu einem (mehr oder weniger
) intuitiven Verstdndnis fiir so fundamentale Fragen wie die nach der ‘inneren Struktur’
der Photonen. Es ist aber noch immer so, dass die Anschauung hinterherhinken hinter
dem technischen Versténdnis. In den Einschidtzungen beziehe ich mich hauptséchlich auf
Feynman’s Lecture Notes und auf das klassische Buch ‘The Principles of Quantum Me-
chanics’ von P. Dirac. Nun kann man sagen, dass es nicht das hauptséchliche Anliegen
der wissenschaftlichen Physik sei, einsichtige Bilder bereitzustellen; es gehe vielmehr dar-
um, die Gesetze zu formulieren, welche die Phdnomene beherrschen und diese Gesetze
fiir die Entdeckung neuer Phénomene zu nutzen. Wenn ein Bild existiert, dann ist das
umso besser. Aber bei den Phéinomenen der Atome kann man wohl kein Bild im {iblichen
Sinn des Wortes ‘Bild” erwarten. Man darf sich von einem Bild kein Modell erhoffen, wel-
ches im Wesentlichen entlang der traditionellen Denkweisen funktioniert. Man sollte, so
schreibt Dirac, die Bedeutung des Wortes ‘Bild” dahingehend ausweiten, dass damit jede
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Betrachtungsweise der fundamentalen Gesetze erfasst ist, welch ihre innere Konsistenz
offensichtlich erscheinen lésst. In diesem Sinne sollte es moglich sei, meint Dirac, im Laufe
der Zeit ein Bild von den atomaren Phénomenen zu erwerben, indem man sich mit den
Gesetzen der Quantenmechanik vertraut macht. In Feynman’s Lecture Notes (Band I11.1)
lesen wir: Weil das Verhalten der Atome so ganz ausserhalb unserer normalen Erfahrung
liegt, ist es sehr schwierig, sich daran zu gewdhnen, und es erscheint beiden, dem Neuling
wie dem erfahrenen Physiker, seltsam und geheimnisvoll. Selbst die Experten verstehen es
nicht so, wie sie es gerne maochten, und das ist ganz klar, denn jede menschliche Erfah-
rung bezieht sich auf grofie Objekte. Wir wissen. wie sich grofie Objekte verhalten werden,
aber die kleinen verhalten sich nicht so. Darum miissen wir unsere Erfahrungen durch
eine Art von Abstraktion oder Imagination sammeln und nicht durch Anschluss an unsere
direkten Erfahrungen.

Beim Begriff der Observablen nimmt Dirac als intuitiven Ausgangspunkt die Vorstel-
lung von der ‘reellwertigen dynamischen Variablen’. Er sagt dann aber, dass offenbar nicht
alle ‘dynamischen Variablen’ ausreichen Eigenzustidnde besitzen, um ein vollstandiges Sys-
tem zu bilden. Solche ‘dynamische Variablen” kénnen nicht gemessen werden. Er kommt
daher zu der Festlegung, dass nur diejenigen dynamischen Variablen als Observable gelten
konnen, wenn sie ein vollstandiges System von Eigenvektoren besitzen. Damit das funk-
tioniert, muss Dirac den Begriff des Eigenvektors weiter fassen als die Funktionalanalysis.
(Auch den Begriff der Funktion und die Technik der Integration musste Dirac erweitern,
um die Orthogonalitit von ‘Eigenvektoren’, die durch Funktionen gegeben sind auszu-
driicken.) Die Mathematiker haben die meisten dieser von Dirac erwiinschten Begriffe auf
sichere Grundlagen gestellt. In einer Anfingerveranstaltung kann aber bestenfalls ange-
deutet werden, welche Konstruktionen und Vorgehensweisen sich als tragfihig erwiesen
haben.

Im endlichdimensionalen Fall gibt es mehrere zueinander dquivalente Definitionen ei-
ner Observablen zu einem Hilbertraum V. Man definiert z. B.: Eine Observable ist ein
selbstadjungierter Endomorphismus. Man denkt da also an eine Abbildung. Man kann die
Observable als auch als eine hermitische Form (v|A|v). In beiden Vorstellungen kommen
die Vektoren (oder Zustdnde des Systems) ins Bild. Man kann die Erwdhnung der Ar-
gumente v vermeiden, wenn man das folgende Muster der Definition einer reellwertigen
Funktion f (auf einer Grundmenge S) variiert. Eine Funktion f ist bekanntlich dadurch
bestimmt, dass jedem Intervall (a,b] C R eine Teilmenge f~!((a,b]) C S zugeordnet ist.
(Diese Teilmenge heisst das volle Urbild des Intervalls.) Andererseits beweist man leicht:

Lemma 2.8.1. Wenn P(-) jedem Intervall (—oo, t] eine Teilmenge von S zuordnet, sodass
1. s <t= P(s) C P(t),
2. Neso Pt +2) = P(2),
3. N, Pt) =0; U, P(t) = S.

dann existiert genau eine Funktion f(-) auf S sodass f~*((a,b]) = P(b) \ P(a).
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An diese Bemerkung kniipft die folgende Definition an:

Definition 2.17. Eine Spektralschar auf einem Hilbertraum ist eine Familie orthogonaler
Projektionen {II; : ¢ € R} mit den Eigenschaften

1. I, o IT; = Ilings,¢y
2. limes o Hpe = 114,
3_ mt Ht — 07 Ut Ht = Zd

Der Satz von der unitédren Diagonalisierbarkeit eines selbstadjungierten Operators wird
im unendlichdimensionalem Fall zum Spektralsatz, welcher (untechnisch ausgedriickt) be-
sagt, dass fiir jeden ‘gutartigen’ symmetrischen Operator A ( (w|Av) = (Aw|v)) genau
eine Spektralschar existiert, sodass gilt [t dII; = A. Wenn h(-) eine ‘gute’ (etwa be-
schréinkte) Funktion ist, dann gilt h(A) = [ h(t) dII,.— Was das alle bedeutet, werden
wir im Beispiel unten sehen.

Diese in der Funktionalanalysis prizisierte Aussage gibt eine (nach allgemeiner Mei-
nung gelungene) Auskunft auf Dirac’s Frage, welche mathematischen Anforderungen an
eine Observable zu stellen sind. Es geht also nicht um die existenz von Eigenvektoren
im strengen Sinn. Die Formulierung mit der Spektralschar hat nicht nur im unendlich-
dimensionalen Fall einen Vorteil gegeniiber der Formulierung im Stil von Dirac, welche
die Existenz einer aus Eigenvektoren bestehenden ONB fordert. In der Wahl einer ONB
steckt ndmlich eine unerfreuliche Willkiir; selbst in dem Fall, wo alle Eigenwerte einfach
sind, kann man die Elemente der ONB noch mit Faktoren vom Betrag 1 multiplizieren,
und das dndert dann die ‘Amplitudenfunktionen’ der Zustidnde um einen nichtkonstanten
Faktor.

Wir kommen nochmals zuriick auf die zeitliche Entwicklung eines quantenmechani-
schen Systems. Das oben vorgestellte Bild heisst das Bild von Schrédinger: jeder einzelne
ket-vektor |v) wandelt sich in der Zeitspanne von t; bis £y in den ket-Vektor U(tq,t1)|V),
wo {U(t1, t2) : t1, ty € R} die verallgemeierte Gruppe unitéirer Operatoren zur Schar
{H; : t € R} der selbstadjungierten Hamiltonoperatoren ist, welche zu den verschiedenen
Zeiten die infinitesimale Entwicklung des Systems bestimmen. Im zeitlich stationdren Fall
entwickelt sich der Zustand |vo) in |v;) = exp (—itH)|vy).

Man kann nun aber die Zusténde aus dem Spiel lassen, und direkt nach der Verédnde-
rung der Observablen fragen? — Man spricht hier von Heisenbergs Bild. Im zeitlich sta-
tiondren Fall bringt die zeitliche Entwicklung in der Zeitspanne ¢ den Ubergang

A ~ Ay = exp(—itH)Aexp (—itH) geméf
VilA V) = (vo | exp(itH)Aexp (~itH) [vo)
Die infinitesimale Entwicklung wird (auch im instationéiren Fall, gegeben durch die Schar
{H; : t € R}) durch eine lineare Differentialgleichung beschrieben
d
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Fazit: Die grundsétzliche Idee der quantenmechanischen Beschreibung, die unser geo-
metrisches Vorstellungsvermégen sehr ernsthaft herausfordert, kénnen wir kurz folgen-
dermafen beschreiben: Die Beobachtung einer 'dynamischen Variablen’ liefert keinen be-
stimmten sondern einen zufélligen Wert, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung in qua-
dratischer Weise vom Zustandsvektor des Systems abhingt. Die zeitliche Verdnderung
des Zustandsvektors ist durch eine lineare Differentialgleichung in einem Hilbertraum be-
stimmt. (Die Linearitéat korrespondiert zur Idee der Superposition von Zusténden.)

Hinweis: Die Bewegungsgleichung fiir die Observablen in Heisenbergs Bild erinnert
merkwiirdigerweise auch irgendwie an die Bewegungsgleichung in der klassischen Hamil-
ton’schen Mechanik. Wenn {q,...,qn; p1,--.,Pn} kanonische Koordinaten sind, und H
die Hamilton-Funktion ist, dann gilt

dQT o 0H dpr . _8H
dt — Op, dt g,

Fiir eine Funktion v der Koordinaten, welche die Zeit nicht explizit enthélt, gilt demnach
dv ov dg,  Ov dp,
dat zr:{@qr dt +8pr dt }

B Z ov OH B ov OH
- =\ 9q, dp, Op, g,

= [v, H]. (‘Poisson-Klammer’)

Die Fachleute sind seit jeher iiberzeugt, dass es sich nicht um eine oberflichliche Ana-
logie handelt. Die Zusammenhénge sind aber bis heute nicht wirklich verstanden, weder
mathematisch noch physikalisch.—

Einige Recheniibungen im unendlichdimensionalen Fall.

Mit unseren Bemerkungen zur Quantenmechanik wollten wir darauf verweisen, dass die
infinitesimalen Operatoren und ihre Kommutatoren in der Vorstellungswelt der Quan-
tentheorie eine zentrale Rolle spielen. Wir kehren zu einer rein mathematischen Betrach-
tung zuriick. Anhand unseres Standardbeispiels fiir einen unendlichdimensionalen Hil-
bertraums, des Raums der quadratintegrierbaren 2m-periodischen Funktionen wollen wir
einen Einblick geben, was bei den Operatoren und ihren Kommutatoren zu beachten ist,
wenn auch unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren (mit diskretem oder kontinuier-
lichem Spektrum) ins Bild kommen, Fiir eine mathematisch saubere Behandlung fehlen
uns natiirlich die technischen Mittel.

In der Vorstellungswelt der Quantenmechanik sind die moglichen Zusténde des Sys-
tems abstrakt durch ‘ket-Vektoren’ gegeben. Diese werden mit Hilfe von Spektralscha-
ren, die iiblicherweise aus selbstadjungierten Operatoren hergeleitet werden, ‘zerlegt’, was
dann u. U. zu einer Darstellung durch eine Amplitudenfunktion fiihrt.
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In unserem konkreten Fall haben wir von vorneherein zwei Darstellungen der abstrak-
ten normierten ket-Vektoren durch Amplitudenfunktionen, ndmlich die Darstellung durch
Folgen ¢ = (¢p)nez mit Y, |¢,/* = 1 und die Darstellung durch 27-periodische Funktio-
nen f(t) mit Ozﬂ |f(t)]? dt = 27. (Wer die Lebesgue’sche Integrationstheorie studiert hat,
weiss natiirlich, dass es sich bei dieser zweiten Darstellung in Wirklichkeit um Aquiva-
lenzklassen borel-messbarer 27-periodischer Funktionen handelt.)

Wir werden spezielle selbstadjungierte Operatoren kennenlernen, die in der einen oder
in der anderen Darstellung als Multiplikationsoperatoren erscheinen. Und wir werden uns
mit den Kommutatoren einiger solcher Operatoren befassen.

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass der Operator A = %%, der zunéchst nur auf
dem Pré-Hilbertraum der trigonometrischen Polynome definiert wird, in eindeutiger Weise
zu einem (unbeschrinkten!) selbstadjungierten Operator fortgesetzt werden kann. Die
Eigenvektoren des Operators sind die Vielfachen der ‘reinen Sinusschwingungen’ e,,, n €
Z. (en(t)=e™" firt € R/27 ). Die e, bilden eine ONB.

Fiir einen Einheitsvektor v = f(t) = Y ¢, - €™ konnen wir die Folge (c,)nez als die
Amplitudenfunktion eines Zustands verstehen. Wenn sich das System in diesem Zustand
befindet, dann nimmt die Observable A den Wert n mit der Wahrscheinlichkeit |c,|? an.
In Zustinden mit > |n| - |c,]? < oo existiert der Erwartungswert a = > n - |c,|* =
¢, A = (v|A]v); und wir haben var,A = > (n — a)?|¢,|*. Fiir die ‘reinen’ Zustéinde e,
verschwindet die Varianz.

Interessante Zusténde, in denen die Werte von A weit streuen, sind z. B. die folgenden:

1 . pint

1 N
- - - e—ins e
V2N +1 V2N +1 ;

Diese Funktionen haben wir oben die (ins Zentrum s verschobenen) normierten Dirichlet-
Kerne genannt. (Vgl. das Beispiel 2.1.3 auf Seite 88.) Offenbar hat der Operator A in
einem solchen Zustand eine Varianz von der GréBenordnung s N2 + O(N) fir N — oo.
Wir werden andere Operatoren kennenlernen, die in diesen Zustédnden eine recht kleine
Varianz ~ & haben.

Ein studierenswerter Typ von Operatoren sind die sog. kontinuierlichen Faltungsope-
ratoren. Fiir ein trigonometrisches Polynom k(t) = >_ k,, - €™ definieren wir

VN(t) = 'DN(t—S)

2
Nii V30— N () = (e 0 = 3 [ Ks) - =) ds.
0
Im Folgenbild unseres Hilbertraums erscheint N, als ein Multiplikationsoperator

n

Es gilt namlich % fo% em(s) - en(-—5s) ds=e,() Omn , also e, * €, = €, + I, und daher
kx ) cn-e=) (kncn) - €. Der Operator Ny ist genau dann selbstadjungiert, wenn k(-)
reellwertig ist, wenn also k_,,, = k.
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Wir miissen nicht fordern, dass die Folge (k,,),, eine finite Folge ist. Jede beschriank-
te Folge definiert einen beschrinkten Operator Ni; denn fiir beschrankte Folgen gilt
Slen|* < 00 = 3 |knea|? < oo. Es handelt sich dann aber nicht notwendigerweise
um einen Faltungsoperator. Der Operator i ist genau dann eine Isometrie, wenn alle
k., den Betrag haben. Ein Beispiel ist der Identitédtsoperator, der zur konstanten Folge
(k) = 1 gehort. Die Folge k,, = e~ liefert den Operator U, der Verschiebung um s,
denn e=¢ ¢, (- ) = e,(-—s). Die unbeschriankte Folge (k,,) = m liefert den unbeschriankten
Operator A = 8t

Wir wenden uns einem anderen Typ von Operatoren zu. Wenn h(-) eine reellwertige
2m-periodische Funktion ist, dann ist M}, : f(-) — (h - f)(-) ein selbstadjungierter Ope-
rator, und zwar ein beschriankter Operator, wenn die Funktion A beschrinkt ist. Wenn
h = 3 hpe* ein trigonometrisches trigonometrisches Polynom ist, dann erscheint der
Operator im Folgenbild als ein diskreter Faltungsoperator:

M,: V> f() ch '|—>th( Zdem( mitdn:thCn_k.

Fiir das Folgende finden wir es bequemer, die Funktionen f € V und die Funktionen
h als Funktionen auf dem Intervall (0,27] zu verstehen, (die dann gegebenenfalls 27-
periodisch fortgesetzt werden.) Interessant ist z. B die Multiplikation mit der 27-periodi-
schen Funktion e(t), die auf (0,27] mit der Koordinatenvariablen iibereinstimmt. e(t) =
7+ 2s(t), wo s(-) die Euler’sche Sigezahnfunktion ist. Im Beispiel auf Seite 88 haben wir
gesehen s(t) = lim s (¢) mit

sk(t) =sint + Lsin2t +--- + £ sin Kt,

1
she(t) =cost + cos 2t + - - - + cos Kt = §(DK(t) —1).

Die Multiplikationsoperatoren haben keine Eigenvektoren. Man kénnte unscharf sagen:
Funktionen, die ausserhalb einer kleinen Umgebung von s sehr klein sind, sind approxima-
tiv Eigenvektoren zum Eigenwert h(s). Solche Einheitsvektoren wie die oben beschriebe-
nen vy(t) = \/ﬁ Dy (t—s) konnte man (fiir grofie N) als approximative Eigenvektoren
fiir M}, ansehen Mpuy = h(s) - vy. Dirac hatte seinerzeit vorgeschlagen, den Limes wirk-
lich zu konstruieren; er kam zu den sog. Diracfunktionen, die fern von s verschwinden, im
Punkt s aber so grof3 sind, dass die ein Integral # 0 haben. Die Schwierigkeiten einer sol-
chen Konstruktion kann man vermeiden, wenn man sich auf die Idee der kontinuierleichen
orthogonalen Zerlegung stiitzt: Es sei I1; fiir t € (0, 27) die orthogonale Projektion, die der
Funktion f(-) die Funktion ILf(-) = (f - 1@y) (-)  (im Intervall (0,27]) zuordnet. Es

gilt dann in einem offensichtlichen Sinn id = fo% dll;, und die kontinuierliche orthogonale

Zerlegung ist mit allen Multiplikationsoperatoren M), vertraglich. M, f = f (t)dIl, f.
Die kontinuierliche orthogonale Zerlegung {II; : t € (0, 27]} erscheint als die Spektralzer—
legung des Operators M,; denn es gilt M, = fo%t - dIT,.
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Bzgl. unserer kontinuierlichen orthogonalen Zerlegung dient die Funktion f(t) selbst
als eine Amplitudenfunktion des Zustands v «<» f(¢). Wir haben die Entsprechung w,, <
™. Die Normiertheit eines ket-Vektors v bedeutet 1 = |[v]|? = & Ozﬂ |f(t)]* dt . Die
Spektralwerte des Operators M, sind die Punkte t € (0,27]. M. f(t) =1t- f(t).

Fiir alle Intervalle (a, b] C (0, 27] gilt

b
Ws (M, hat einen Wert in (a,b] ) = %/ |f()]? dt.

Ws;(M), hat einen Wert € (a,b]) = 5 / Lit: acniy<ny] f(2)]? dt.

Das kann man auch in der Vorstellungswelt der Zustédnde interpretieren: In jedem be-
liebigen Zustand des Systems v ist die Verteilung der Observablen M, das h-Bild der
Verteilung von M,. Man rechnet also wie in der 'kommutativen’ Wahrscheinlichkeits-
theorie, solange man es nur mit den Observablen M, zu tun hat. Man kann sagen, die
Observable M), sei das h-Bild der Observablen M, und man kénnte symbolisch schreiben
h(M.) = M. Es gilt jedenfalls

27 5
¢ M), = / B - ()2 dt = (fIMIF) =

var; M), :%/0 R — B2 F()2dt = (f] (Mh_ﬁ.id)2|f>.

Fiir den speziellen Zustand vy = fy(t) = \/ﬁ -Dy(t —s) = \/ﬁ (Z]_VN e imseint

haben wir frither (auf Seite 88 ) gesehen |fy|?(t) = Foni1(t — s). Die Observable M,
hat also in diesem Zustand die Wahrscheinlichkeitsdichte %Fwﬂ(t — s) dt im Intervall
(0, 27]. Genauer gesagt

b
Wsy,, (M, hat einen Wert € (a,b]) = i/ Foni(t—s)dt, fir 0<a<b<2m.

Im Falle N = 0 ist das die uniforme Verteilung im Intervall (0,27] ; fiir grole N ist
die Verteilung der Observablen M, auf eine kleine Umgebung von s konzentriert. Der
Erwartungswert des Multiplikationsoperators M) im speziellen Zustand vy ist

5 1 27
hN = QEVNM}L = <VN|Mh|VN> = %/ h(t) . F2N+1(t — S) dt ~ h(S)
0

Die Varianz der Observablen M, im Zustand vy ist vary M, = 5= [© - Foyiq(8) dt = £.

Die Varianz der Observablen M, ist ~ (K/(s))? - <, wenn h(-) glatt ist.
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Allerlei Kommutatoren Kommen wir zu den Kommutatoren der speziellen Observa-
blen A = %% mit den ‘Multiplikations- Observablen’ Mj,.

Lemma. Wenn h eine stetig differenzierbare 2m-periodische Funktion ist, dann ist der
Kommutator des Multiplikationsoperators M, mit A = %% der Multiplikationsoperator
My.  *[My, Al = My. In den Eigenzustinden des Operators A, (w, «— ™), ver-
schwindet der Erwartungswert dieses Kommutators My, .

Beweis.

(kA = A1) = [ a0 (<)o) + G0 @) )

™

=L [ g)-W@)-ftydt = (g Mu|f).

—T

Im Zustand v = f(t) = > ¢, - ™, (||v||* = 1) liefert die Unschérferelation

! / W) - |f(s) ds

1
My, - VA > = My, = —
\/Var h \/Var > 2|(V| w V) g
Die Ungleichung zeigt wegen vary, A = 0, dass der Erwartungswert des Kommutators
M, in diesen Zustanden verschwindet. Man kann aber auch direkt nachrechnen

1 27 .
(Wl X[ Mi, AllWe) = (W My W) = — / B(s) ds = 0.

2T
Der Erwartungswert des Multiplikationsoperator M;, im Zustand w,, ist
1 21 N
Cw, My, = (W, | My|w,) = —/ h(t) dt = h.
2m Jo

Die Heisenberg’sche Unschérferelation liefert nur die triviale Abschitzung der Varianz;

man kann hier die Varianz aber direkt ausrechnen: vary, M), = 5- Ozw(h(t) — h)? dt,

Betrachten wir nun die Observable M, . Ihre Verteilung im Zustand w,, ist die Gleich-
verteilung auf dem Intervall (0, 27]. Da e(-) unstetig ist, konnen wir den Kommutator mit
A nicht wie oben berechnen. Insbesondere ist die Formel (w,|[My, A]lw,) = 0 nicht
anwendbar. Wir stellen namlich fest, dass ¢ im Inneren des Intervalls konstant = 1. Der
Multiplikatonsoperator M, ist die Identitdt.Wir konnen hier den Begriff des Kommu-
tators fiir unbeschrinkte Operatoren nicht klaren. Zur Unterstiitzung der Behauptung
%[Me, A] = id kénnen wir aber immerhin ein relevantes Integral ausrechnen. Fir ‘gute’
Zustinde v = f(t), w = g(t) gilt:

(el S00A =AM ) = [ 900 (—el0 50 + 1 et0)- 50 )

=& [Ta0 (0 70+ 50 10) dr = (v
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