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Teil V. Konvergenz und Stetigkeit

Themeniibersicht

25. Vorlesung : Cauchy-Folgen, Vollstindigkeit

Konvergente Folgen in einem metrischen Raum, Cauchy-Folgen. Aquivalente
Cauchy-Folgen. Vervollstdndigung eines metrischen Raums. Hinweise auf die
Theorie der Irrationalzahlen bei Dedekind und Cantor. Beispiele vervollstandig-

ter Riume: (P(Z), Lp((O7 27), dt). Die Isometrie L2 ((0, 27), dt) — 12(Z).

(Produktriume und Aquivalenzrelationen werden im Anhang diskutiert.)

26. Vorlesung : Konvergente Reihen

Unbedingt konvergente Reihen in einem Banachraum. Folgen von Partialsum-
men. Hinweise auf bedingt konvergente Reihen. Absolut konvergente Reihen.
Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen. Zur Geschichte der Potenzreihen.
Der Kalkiil der formalen Potenzreihen.

27. Vorlesung : Offene und abgeschlossene Mengen
Abgeschlossene Hiille und offener Kern. Separabilitdt und abzéhlbare Basis.
(Abzéhlbarkeit im Anhang.) Vollsténdige Teilmengen sind abgeschlossen.

28. Vorlesung : Stetigkeit, gleichmiflige Stetigkeit, gleichmiflige Kon-
vergenz

Stetige und gleichmifig stetige Abbildung eines metrischen Raums in einen
vollstdndigen metrischen Raum. Lipschitz-stetige Abbildungen. Lineare Abbil-
dungen eines normierten Vektorraums in einen vollsténdigen Vektorraum. Ope-
ratornorm. Fortsetzung einer gleichmifig stetigen Abbildung.

Die Metrik der gleichméfigen Konvergenz auf dem Raum der stetigen Abbil-

dungen. Vollstindigkeit von (C’(D,E), I, ||Oo) Die gleichméflige Konvergenz

beschrinkter linearer Operatoren. Die Banachalgebra B(V, V') der beschrinkten
linearen Abbildungen eines Banachraums in sich.

29. Vorlesung : Kompaktheit, Funktionen auf kompakten Mengen
Folgenkompakte Teilmengen eines metrischen Raums sind vollstdndig und to-
talbeschrénkt. Umkehrung: Der verallgemeinerte Satz von Bolzano-Weierstraf.
Stetige Funktionen auf einem, kompakten Raum sind gleichméBig stetig. Steti-
ge Funktionen auf einem kompakten Raum nehmen ihr Maximum an. Der Satz
von Dini. Der Satz von Heine-Borel und seine Umkehrung.

Historische Anmerkungen
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Teil V. Konvergenz und Stetigkeit

25. Vorlesung : Cauchy-Folgen, Vollstiandigkeit

(S,d(-,-)) sei ein metrischer Raum.

Definition

(@n),, sei eine Folge in S (,,S-Folge*)

a) Man sagt, (z,,), konvergiert gegen den Punkt & € S und notiert z,, — &
oder limz,, = &, wenn gilt

Ve>03INVYn >N d(x,, &) <e.

b) Man sagt, (x,),, sei eine Cauchy-Folge in (S,d(-,)), wenn gilt

Ve > 03N Vm,n >N d(xm,z,) <€ .

Offenbar ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge. In manchen metrischen
Réumen gibt es aber Cauchy-Folgen, die nicht gegen einen Punkt z € S kon-
vergieren.

Definition

Man sagt von einem metrischen Raum, dass er vollstindig ist (bzgl. der Metrik
al(~))7 wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beispiel

Die Menge Q der rationalen Zahlen (mit dem iiblichen Abstand) ist nicht
vollstéindig. R dagegen ist vollstindig. (R, |- |) ist in der Tat die Vervollsténdi-
gung von (Q, |- |) in dem Sinn, den wir unten erdrtern.

Hinweise

1) Die Vollstandigkeit von R ist ein grundlegendes Resultat der Theorie der
Irrationalzahlen, die von R. Dedekind (1831 - 1916) und G. Cantor (1845 -
1918) entwickelt wurde. Es waren neue, damals sehr umstrittenen mathe-
matische Konstruktionsprinzipien nétig, um ausgehend von den rationalen
Zahlen die reellen Zahlen zu konstruieren.

Die von der Schule her bekannten Methoden der Zahlbereichserweiterun-
gen N C Z C Q funktionieren nicht bei Q C R.
(Die Erweiterung R C C ist wieder einfach, wie wir gesehen haben.)

2) Dedekinds Konstruktion griindet sich auf die vollstéindige Anordnung von
Q (und R) (,Dedekind’sche Schnitte*). Uber die Anordnung der reellen
Zahlen (,monotone Konvergenz“, ,Supremumsbildung” u. dgl.) werden
wir spéter ausfiihrlich reden. Hier wollen wir die Idee der Vervollstéindi-
gung lieber im Rahmen der allgemeineren Theorie der metrischen Raume
skizzieren.
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3) Man kann sagen, dass die Konstruktion der reellen Zahlen als Aquivalenz-
klassen von Cauchy-Folgen am Anfang von Cantors revolutionirer Idee
stand, vollig neutrale, eigenschaftslose Elemente und Ansammlungen von
solchen zum Gegenstand einer mathematischen Theorie zu machen. Bei
den heutigen Studierenden geht man davon aus, dass sie mit dieser (ge-
wissermaflen philosophischen) Idee keine Schwierigkeiten haben. Dement-
sprechend wollen wir die auf Cantor zuriickgehende naive Mengenlehre im
Anhang als eine bequeme Sprech- und Bezeichnungsweise présentieren.
Fiir den gegenwiirtigen Abschnitt sind die (unendlichen) Produktriume
und der Begriff der Aquivalenzrelation relevant.

Definition (Aquivalenz von Cauchy-Folgen)

Zwei Cauchy-Folgen (), und (y,), heiflen dquivalent, wenn gilt
Ve >03INVn,m>N d(zm,yn) >¢€ .

Die Gesamtheit aller Aquivalenzklassen betrachtet man als Menge im Sinne von
Cantor. Sie ist die Vervollstindigung des metrischen Raums (S, d(-,-))
Ohne Beweis formulieren wir das

Theorem (Vervollstindigung)

Jeder metrische Raum (S, (-, )) lésst sich in eindeutiger Weise vervollstéindi-
gen.

Genauer :
Es existiert ein vollstdndiger metrischer Raum (S Ld(-, )) mit S C S, sodass gilt

(i) Fiir S-Cauchy-Folgen (z,,), und (y,),, und ihre Grenzwerte in S gilt

Tp =T, Yo — Y= d(Tn,Yn) — d(Z,7)
(,d(-,-) setzt d(-,-) auf S x S fort“).

(ii) Jedes Z € S kann als Limes einer S-Folge gewonnen werden.
(,S liegt dicht in S“).

(iii) Jede S-Folge, die Cauchy-Folge ist, konvergiert gegen ein Element aus S
(,, (5’, d(-, )) ist vollstindig “).

Der metrische Raum (5 L d(-, )) ist durch diese Eigenschaften eindeutig definiert.

Bemerkung

Das Vervollstindigungstheorem lésst offen, wie man im Einzelfall die Elemente
Z der Vervollsténdigung prisentieren will. Die Irrationalzahlen (das sind die Ele-
mente von R\Q) kann man z.B. durch unendliche (nicht schlielich periodische)
Dezimalbriiche (oder Dualbriiche) darstellen. Man kann sie aber auch als Dede-
kind’sche Schnitte présentieren oder durch ihre Kettenbruchentwicklungen. Es
gibt viele Moglichkeiten.

Auf die Frage ,Was ist eine reelle Zahl?“ antwortet der mathematisch Ge-
bildete unserer Tage entweder mit einem (R, <,+,-) charakterisierenden Axio-
mensystem oder aber so :
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Definition :

FEine reelle Zahl ist ein Punkt in der Vervollstindigung im (Q,]-|).

Wer auf der Grundlage dieser Definition Rechnungen und Abschétzungen
durchfithren will, der muss nun aber erkldren, inwiefern der vervollstiandigte
Raum ein vollsténdiger total geordneter Korper ist. (Zu den Begriffen partielle
Ordnung und totale Ordnung siehe Anhang.)

Die Struktur von R

Der Vervollstandigungsprozess bendétigt, wie wir gesehen haben, allein die
metrische Struktur. Q ist nun aber auch ein total geordneter Koérper. Diese
Strukturen lassen sich auf die Vervollstindigung R fortsetzen. Wenn man
rationale Cauchy-Folgen addiert oder multipliziert, erhilt man Cauchy-Folgen.
Wenn man zu dquivalenten Cauchy-Folgen iibergeht, erhédlt man eine dquiva-
lente Cauchy-Folge. Addition und Multiplikation ist somit in R wohldefiniert.
Ebenso leicht sieht man, dass es zu jeder Cauchy-Folge, die nicht Nullfolge
ist, eine multiplikative Inverse gibt. Schieflich ist leicht zu beweisen, dass
fiir zwei Cauchy-Folgen (a,) und (b,), die nicht #quivalent sind, entweder
schlieSlich a,, < b, oder schlielich a,, > b, gilt. Damit ist gezeigt, dass sich
die vollstdndige Anordnung von Q zu einer vollstdndigen Anordnung von R
fortsetzt.

Ahnliche einfache Schliisse liefern den

Satz :
Wenn (V, || - ||) ein normierter Vektorraum ist, dann ist die Vervollstindigung
(V, ]l - ) ein vollsténdiger normierter Vektorraum.

Es kann nicht zu Mifiversténdnissen fithren, wenn man Norm und Addition in
V' mit denselben Symbolen bezeichnet wie Norm und Addition in V. Es gilt

vy — 0 in V& ||lv, -9 —0
Vp — 0, Wy, —w in 'V, a,—a B— 0= a,v,+ Bhw, — at+ [fw.

Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, welcher vollstindig ist. Aus je-
dem normierten Vektorraum erhélt man also durch die Vervollstdndigung einen
Banachraum.

Wenn die Norm die Parallelogrammgleichung erfiillt, dann liefert die Ver-
vollstdndigung einen Hilbertraum, d.h. einen vollstdndigen normierten Vektor-
raum, dessen Norm die Parallelogrammgleichung erfiillt.

Beispiele fiir vervollstindigte Rdume

1) Sei X der Vektorraum aller finiten Folgen ¢ = (c),cz- (Die Elemente
¢ € X konnte man auch als komplexwertige Funktionen auf Z bezeichnen,
welche an nur endlich vielen Stellen # 0 sind.)

Fiir jedes p > 1 haben wir eine Norm auf X

lelly = (X lex?) ™"

Wenn man X bzgl. der p-Norm vervollstindigt, dann erhilt man einen
Banachraum, den man iiblicherwiese mit ¢?(Z) bezeichnet.
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Das Schéne an diesen Rdumen ist, dass man sie als Folgenrdume verstehen
kann. Die Elemente entsprechen in eineindeutiger Weise den p-summablen
Folgen; das sind diejenigen ¢ = (c), ¢, fiir welche ) |cg|P endlich ist. Die
Konvergenz lésst sich in dieser Darstellung sehr einfach beschreiben. Es
gilt

Satz

A" —EinP(Z) = S|} —elP — 0.
%

Die Bedingung Vk : c,i") — Cg, ist wohl notwendig, aber nicht hinreichend
fiir die Konvergenz in ¢P(Z). Die punktweise Konvergenz (gegen eine p-
summable Folge) ist nicht hinreichend fiir die Konvergenz in der p-Norm.

Sei X der Vektorraum der trigonometrischen Polynome. Fiir jedes p > 1
konnen wir eine Norm auf X definieren.

I = (o [ 50100
P 2 0
Die Minkowski-Ungleichung in integraler Form garantiert

If+gllp < Ifllp+ llglly fiir alle f,g € X .

Wenn man X bzgl. dieser Norm vervollsténdigt, dann erh&lt man einen
Banachraum, den man {iblicherweise mit L ((O, 2m), dt) bezeichnet. Seine
Elemente kann man als Aquivalenzklassen von 27-periodischen borelmes-
baren Funktionen verstehen, deren p-te Potenz (iiber die Periode) integra-
bel ist. Die Aquivalenz ist die Gleichheit bis auf eine Lebesgue-Nullmenge.

Uber Nullmengen, fastsichere Gleichheit und Integrale werden wir spiter
mehr zu sagen haben.

Besonders wichtig und interessant ist der Fall p = 2. Die 2-Norm der

Elemente von X _
f(t) = Z cy, - ekt

kann man namlich bekanntlich sowohl als Summe als auch als Integral

gewinnen:
1 2
1918 =5 [ 1Pt =Sl

Die Elemente der Vervollstéandigung kann man einerseits durch die qua-
dratsummablen Folgen beschreiben, andererseits durch Aquivalenzklassen
2m-periodischer borelmef3barer Funktionen, deren Absolutquadrat integra-
bel ist.

Wenn ¢(t) eine solche Funktion ist und (cy), die entsprechende quadrat-
summable Folge, dann notiert man

+oo
c(t) = ch - (im L?-Sinn) .

— 00
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Fiir die Euler’sche Ségezahnfunktion haben wir z.B.

oo +oo
1 1 .

Et)=2- E Z sinkt = g Eezkt (im L2-Sinn) .
1

Erginzung :

Der Weg von ¢(+) zu den ¢y ist einfach. Es gilt:

2m

1 )
= — /c(t)e*lktdt firalle k € Z .
27
0

Es handelt sich um gewohnliches Lebesgue’sches Integral. (Das ist insofern be-

merkenswert, als in der analogen Theorie der Fourier-Integrale fiir eine quadrat-
integrable Funktion g(t) iiber (—oo, +00) das entsprechende Integral

+oo

1 .

Gw) = — ) - et

@ =5 [ot)-e
— 00

nicht notwendigerweise im gewohnlichen Sinne existiert.)

Der Weg von einer quadratsummablen Folge (c ), zur entsprechenden Funk-

tion c(t) € L? ((0,27T)d7f) ist subtiler. Der Beweis, dass zu jeder quadratsum-

mierbaren Folge ein Element c(-) € L? ((O7 2m), dt) existiert mit

1

=5 c(t)e *tdt fiir alle k € Z

Ck
wurde 1907 von F. Riesz und E. Fischer gefiihrt. Der Beweis beniitzte sehr
wesentlich die Integrationstheorie, die H. Lebesgue in seiner Dissertation 1902
entwickelt hatte. Es blieb dann {iber Jahrzehnte eine offene Frage, ob die Folge
der approximierenden Fourier-Polynome

+N
sy(t) = Z cpettt
-N

fiir Lebesgue- fast alle ¢t € R/27 konverviert. Der Beweis wurde schliefllich 1966
von L. Carleson gefiihrt (und mit der Fields-Medaille honoriert).
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26. Vorlesung : Konvergente Reihen

In(vollstandigen) normierten Vektorrdumen hat man einen besonders wichtigen
Typ von Cauchy-Folgen. Dies sind die Partialsummen von (unbedingt) summa-
blen Reihen. Man nennt die unbedingt summablen Reihen auch Summen mit
unendlich vielen Summanden.

Sprechweise (Reihen oder unendliche Summen)

Eine Reihe ist ein formaler Ausdruck der Form > v; wo {v; :j € J} eine
JjeJ

abzéhlbare Familie von Elementen eines normierten Vektorraums ist. Die v;

nennt man die Summanden der Reihe. Unter gewissen Umsténden kann man

der Reihe einen Wert zuordnen. Wenn das moglich ist, dann ist der Wert ein v

in der Vervollsténdigung und man notiert ) v; = 0.
j€J

Beispiel :

0o 1 .
S =ein (] )
n=0

Definition

a) Man sagt von einer Reihe > vj, sie sei unbedingt summabel, wenn gilt
jeJ

Ve > 03J. endlich V.J' CJ\J. || > vl <ce.

jeJ

b) Man sagt, die unbedingt summable Reihe hat den Wert & und notiert
> v; = 0. wenn auflerdem gilt
jeJ
Ve >03J. endlich VJ" D J. [[o— Y vl <e
je]//
(J' und J” wie J. sind endliche Mengen).

Satz (Folgen von Partialsummen)

Wenn » v; unbedingt summabel ist, dann konvergiert die Folge der Partialsum-
men fiir jede Aufzihlung J «— N.

Beweis :

1) Unter einer Aufzihlung der Elemente einer abzihlbaren Menge J verste-
hen wir eine bijektive Abbildung

o(-):N— J.
Wenn eine Aufzéihlung gegeben ist, dann notiert man

J:{jlaj%"'}’ Jﬂ:{]hajn}:{.j (P(])Sn} .
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2) Die Folge der Partialsummen ist die Folge der Vektoren s, = > ;.
#(4)<n

3) Wenn die Begriffe solchermaflen klargestellt sind, dann ist die Giiltigkeit
des Satzes offensichtlich. Bei einer unbedingt summablen Reihe kommt es
fiir jede Genauigkeitstoleranz € > 0 nur auf endlich viele Summanden an.
Aus dem Vorrat der restlichen Summanden kann man nur Summen mit
Norm < ¢ gewinnen.

Beispiel : L2-summable trigonometrische Reihen

Wir haben gesehen: Wenn man den Vektorraum X der trigonometrischen Poly-
nome bzgl. der 2-Norm vervollstédndigt, dann kommt man zu einem Hilbertraum
X, dessen Elemente man in natiirlicher Weise einerseits durch quadratsummable
Folgen beschreiben kann und andererseits durch quadratisch integrierbare 27-
periodische Funktionen. Wenn die Funktion ¢(-) und die Folge (c),, ., dasselbe
Element unseres Hilbertraums darstellen, schreibt man

+oo
c(t) = cheikt im Sinne der 2-Norm .
—0o0

Satz :

Wenn (c;) eine quadratsummable Folge ist, dann ist > ce?** eine unbedingt
kEZ

summable Reihe in (X, || - ||2)-

Beweis :

Fiir jede endliche Teilmenge J’ von Z\{—N,...,+N} gilt

1Y ene™ < D el

keJ’ |k|>N

und die rechte Seite ist kleiner als €, wenn N geniigend grof3 ist.

Hinweis

Meister wie L. Euler (1707 - 1783) haben virtuos mit unendlichen Summen ge-
rechnet; die Intuition half ihnen iiber Fragen der Konvergenz hinweg. Mit der
Grundlegung durch Cauchy (1789 - 1857) setzte sich die Meinung durch, dass
man nichtsummablen Reihen keinen Wert zubilligen sollte. Man entwickelte al-
lerdings allerlei ,,Summierungsverfahren, um aus schlechten Reihen solche zu
machen, denen man einen Wert zuordnen kann. In den Lehrbiichern setzte sich
die Meinung durch, dass die Summanden in einer vorgegebenen Reihenfolge
zu beriicksichtigen seien und dass die Reihe einen Wert hat, wenn die Folge der
Partialsummen konvergiert; man sprach von bedingt konvergenten Reihen, wenn
die Umordnung Probleme bereitete, und von unbedingt konvergenten Reihen,
wenn jede Wahl der Aufzéhlung zum Erfolg fiithrt (Stichwort ,,Umordnungs-
satz“). Wir wollen uns dieser Ausdehnung des Begriffs der konvergenten Reihe
nicht anschlieen. Es pafit z.B. nicht in unser System, wenn geschrieben wird

> 1
L= —Htl. 2 =n2.
o= )~

1- =+

N =
[SVRN
> =

n=1
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Die Reihe mit den Summanden % ist ndmlich nicht unbedingt summabel.

Das ergibt sich aus der Divergenz der harmonischen Reihe

1 1
1+-+...+—~1Inn.
2 n
Fiir die alternierende harmonische Reihe konvergiert die Folge der Partialsum-
men, weil die Summanden (deren Betrag monoton fillt) stindig das Vorzeichen
wechseln (,Leibniz-Kriterium*).

Bemerke : Das folgende Kriterium fiir die unbedingte Konvergenz einer Reihe
nennt man manchmal die ,,absolute Konvergenz“:

ZUj heifit absolut konvergent, wenn Z llvj]] < oo .
jet

Man kann zeigen, dass in einem endlichdimensionalen Vektorraum die unbeding-
te Konvergenz die absolute Konvergenz nach sich zieht. In unendlichdimensio-
nalen Vektorrdumen ist jedoch die absolute Konvergenz i.Allg. ein allzu grobes
Kriterium fiir die unbedingte Konvergenz.

Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen

Die Theorie der trigonometrischen Reihen war urspriinglich keine Theorie unbe-
dingt summabler Reihen in einem Hilbertraum. Der Begriff der Norm stammt
erst aus dem 20. Jahrhundert. (Heuser fiithrt in seine ,Funktionalanalysis® aus,
dass der Begriff des normierten Raums zwar seit 1918 in der Luft lag, aber erst
1920 von Banach explizit gemacht wurde.)

Schon 150 Jahre friiher interessierten sich die Mathematiker und die Physiker
fiir die trigonometrische Reihen (z.B. im Zusammenhang mit dem Problem der
schwingenden Saite.) Euler hatte zu dieser Zeit auch schon festgestellt, dass
man auch manche unstetige Funktionen durch trigonometrische Reihen gewin-
nen kann. Beispielsweise liefert die unendliche Summe

1 1
2 (sint—|— isith—i— gsin3t—|—...)

fiir jedes feste t den Wert E(t) der Ségezahnfunktion. Dirichlet (1805 - 1859), der
Nachfolge von Gaufl in Gottingen, hat dann Bedingungen fiir die Entwickelbar-
keit einer Funktion in eine Fourier-Reihe untersucht. Eine dieser Bedingungen
forderte, dass die Funktion ,integrabel“ sein muss. B. Riemann (1826 - 1866),
der Nachfolger von Dirichlet in G6ttingen, analysierte in einer seiner beiden Ha-
bilitationsschriften, was das genauer bedeuten sollte. Cauchy und Dirichlet hat-
ten zur Frage der Integrierbarkeit schon gewisse Antworten gegeben; Riemann
ersetzte sie duch eine umfassendere Antwort. Er gab jene Definition, die wir
heute als ,,Riemann’sches Integral“ kennen und das erst im zwanzigsten Jahr-
hundert durch das Lebesgue’sche Integral abgelost wurde. Durch die Arbeiten
von Riemann wurde jedenfalls klar, dass der Begriff der integrablen Funktion
neu gefasst werden musste.
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Die Konvergenz von Fourier-Reihen

Sei f(-) eine 2w-periodische Funktion, fiir welche die bestimmten Integrale

2
1 .
cp = %/f(t) ceT Mt fir k€ Z
0

wohl definiert sind. Man definiert dann die ,,formale Fourier-Reihe*

§ Ckeikt

und man kann fragen, in welchem Sinne die Folge der Partialsummen

+N
sn(t) ::cheikt konvergiert.
—-N

Zur Erinnerung : Wir haben frither gesagt, dass man sy(t) fiir gewisse
f(t) durch Faltung mit dem Dirichletkern erhilt. Entsprechend erhilt man die
Cesaro-Mittel der approximierenden Fourier-Polynome.

en(t) = 1. (s0(t) + ...+ sn-1(t))

N
durch die Faltung mit dem N-ten Fejér-Kern. Wir haben gesehen, dass die
Faltung mit dem Fejér-Kern eine Regularisierung ist und so wundern wir uns
nicht, dass aus schénen Funktionen wie z.B. die stiickweise stetigen Funktionen
punktweise konvergente Funktionenfolgen entstehen.

A.N. Kolmogorov gab 1926 ein Beispiel einer integrablen 2m-periodischen
Funktion an, deren formale Fourier-Reihe an jeder Stelle divergiert.

Es war iiber viele Jahrzehnte eine offene Frage, ob ein derartig pathologisches
Verhalten auch bei quadratisch integrablen Funktionen auftreten kann.

L. Carleson bewies, wie schon erwéihnt, dass das nicht passieren kann.

Satz (Carleson, 1966)

Fiir jede p-integrabe Funktion f(-) (mit p > 1) konvergiert die Folge der Partial-
summen der formalen Fourier-Reihe fast iiberall (im Sinne des Lebesgue-Mafles).

Ebenso interessant wie die Geschichte der Fourier-Reihen ist die

Geschichte der Potenzreihen

Potenzreihen kommen wohl zum ersten Mal bei Brook Taylor in dessen Werk
»Methodus incrementorum® (1715) vor. Taylor wendete sie zur Integration ei-
niger Differentialgleichungen an. (Taylor begann iibrigens auch das Studium
der schwingenden Saite.) Die Herleitung von Taylor schlof keine Konvergenz-
betrachtungen ein, aber MacLaurin, ein Schiiler Newtons, machte den Anfang
mit solchen Betrachtungen. Euler nahm sie in seiner Differentialrechnung (1755)
auf. Lagrange (1736 - 1813) verwendete die Taylor’schen Reihen dann als grund-
legendes Hilfsmittel in seiner Funktionentheorie. Obwohl sich die ,,algebraische®
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Methode, mit welcher Lagrange die Infinitesimalrechung begriindete, als un-
befriedigend herausstellte und obwohl Lagrange die Konvergenz der Reihe nur
ungeniigend beachtete, bedeutete die abstrakte Behandlung einer Funktion in
der Gestalt ihrer Taylor-Reihe einen betréchtlichen Schritt vorwérts.

Wenn wir heute mit Potenzreihen operieren ohne uns um Konvergenz zu
kiimmern, sprechen wir vom

Kalkiil der formalen Potenzreihen

Eine formale Potenzreihe ist ein formaler Ausdruck der Form

oo
E an - 2" .
0

Der Kalkiil der formalen Potenzreihen beschéftigt sich mit gewissen Manipula-
tionen im Raum der Koeffizientenfolgen (an),cz, -

a) Die Menge aller formalen Potenzreihen ist ein Vektorraum, man kann
formale Potenzreihen aber auch multiplizieren. Man hat somit eine Algebra,
in welcher die Algebra der Polynome (in der unbestimmten z) als Teilalgebra
enthalten ist.

b) In der Algebra der formalen Potenzreihen gibt es (anders als in der
Algebra der Polynome) zu vielen Elementen eine multiplikative Inverse (,, Rezi-
proke Potenzreihe“). Es gilt der

Satz :

Wenn in Y a,z™ der Koeflizient ag nicht verschwindet, dann gibt es (b,,)
sodass

nez’

Zanzn-an-z"=1—|—0-z+0~z2—|—...

¢) Eine andere interessante Operation ist das ,,Einsetzen“. Beim Einsetzen
einer formalen Potenzreihe a in eine andere Potenzreihe b hat man (anders als
bei Polynomen) zu beachten, dass die eingesetzte Potenzreihe im Nullpunkt
verschwindet (ag = 0). In diesem Fall ergeben sich die Koeffizienten von

b(a(z)) =bo+b1-a(z) +by-a®(z) +...=co+c1z+ 22> + ...

durch finite Operationen. Es sind keinerlei Limiten im Spiel.

Den Kalkiil der formalen Potenzreihen wollen wir hier nicht weiter verfolgen. Er
spielt seit der Zeit von Cauchy eine eher marginale Rolle in der Analysis. Sein
Nutzen fiir intuitive Uberlegungen sollte aber nicht unterschétzt werden.

Konvergente Potenzreihen

Viel grofiere Bedeutung hat die Theorie der (in einem Kreis) konvergenten Po-
tenzreihen. K. Weierstra§ (1815 - 1897) hat die in einem Kreis konvergenten
Potenzreihen zur Grundlage der Theorie der holomorphen Funktionen gemacht,
und diese Theorie wird heute iiberall fleiig studiert (allerdings nicht im ersten
Semester).

Um den Anschluss an unsere abstrakte Betrachtung iiber konvergente Reihen
herzustellen, begniigen wir uns hier mit einigen Hinweisen :
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Hinweise

1) Die konvergenten Potenzreihen > b, - (2 — 2g)" werden zur lokalen Dar-
0

stellung von holomorphen Funktionen beniitzt.

2)  Jede in einem Gebiet G C C holomorphe Funktion 1#8t sich lokal bei
jedem zg € G in eine Potenzreihe entwickeln. (Wenn es um die Einschrinkung
einer holomorphen Funktion auf ein Intervall (a,b) C R geht, spricht man von
der Taylor-Reihe.)

3) Den Vektorraum der in einem Gebiet G C C holomorphen Funktio-
nen wird (nach Weierstrafl) mit einer Metrik versehen, welche diesen Raum
vollstdndig macht. Die Metrik (welche keine Norm ist) beschreibt die gleichmé&Bi-
ge Konvergenz auf Kompakten.

4)  Diese Vollsténdigkeit markiert einen wesentlichen Unterschied zur
Theorie der (unendlich oft differenzierbaren) Funktionen auf einem Intervall
(a,b) CR.
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27. Vorlesung : Offene und abgeschlossene Mengen

(S, d(-, )) sel ein metrischer Raum.

Bezeichnung

Fiir € S und r > 0 nennt man die Menge
B(z,r) =={z :d(z,2) <r}

die offene Kugel mit dem Radius r um den Mittelpunkt z.
Vereinigungen offener Kugeln nennt man offene Mengen. Man definiert:

Definition

U offen <— VzeUIr>0:B(zr)CU
— VazeUiIr>0vy dlz,y) <r=yelU.

Aus der Dreiecksungleichung folgert man leicht, dass die offenen Kugeln
tatséchlich offen im Sinne der Definition sind.

Wir interessieren uns fiir die Gesamtheit & aller offenen Mengen. Dieses
Mengensystem 4l hat die Eigenschaften :

a) 0 und S sind offen
b) Sind U und V offen, so ist auch der Durchschnitt U NV offen

c¢) Sei {Ua rael } eine Familie offener Mengen. Dann ist auch die Vereini-
gung |J U, offen.
ael
Man sagt kurz : U ist gegeniiber Vereinigungsbildung und endlicher Durch-
schnittsbildung stabil.
Das Mengensystem i heifit auch die Topologie des Raums S.
Es gibt offenbar viele Metriken auf S, welche dieselbe Topologie erzeugen. z.B.

erzeugen die Metriken 112&:)_) und d(+,-) A 1 dieselbe Topologie wie die Metrik

Das Komplement einer Menge A bezeichnet man mit S\ A oder mit A¢. Man

nennt eine Menge F' abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Definition
Sei ACS.

a) A° bezeichnet die grofite offene Teilmenge.
(A° heifit der offene Kern von A)

b) fl_bezeichnet die kleinste abgeschlossene Obermenge.
(A heifit die abgeschlossene Hiille von A)

c) 0A := A\A° heiBt der topologische Rand von A.

Unser Beweis des folgenden Satzes gibt ein Beispiel fiir das Rechnen mit Men-
genoperationen ohne Bezugnahme auf Punkte. Die Punkte kommen dann im
néchsten Satz zur Geltung.
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Satz
Fiir jedes A gilt (A°)¢ = Ac.

Beweis :

1) (A°)¢ ist abgeschlossen und es gilt (A°)¢ 2 A° wegen A° C A.
Da Ac die kleinste abgeschlossene Obermenge von A€ ist, haben wir

Ac C (A°)° .

2) (A)°¢ C A wegen A_C_Q A° .
Die offene Menge (A¢€)€ ist also im offenen Kern A° enthalten.

(Ac)® C A°,  Ac D (A°)°.

Definition (Umgebung)
A Umgebung von z <= Ir >0 : B(z,r) C A.

Bemerke

Eine Menge A ist Umgebung fiir jedes x im offenen Kern A°. Betrachten wir
diese Aussage aus der Perspektive der Punkte.

Satz

a) x € A° <= A ist Umgebung von z

b) x € A <= VU (Umgebung von z) : UNA#D

¢) * € 9A = YU (Umgebung von z) : UNA#Ound UN A £
Beweis von b) : Wenden wir den obigenSatz auf A° an, so erhalten wir
A = A. Es gilt also: ¢ € A <= x ¢ A®® <= A€ nicht Umgebung von x

<= in jeder Umgebung von z liegt ein Punkt von A.
Die Beweise von a) und ¢) werden als Ubung empfohlen.

Satz
(S, d(-, )) sei metrischer Raum. A C S. Zu jedem & € A existiert eine A-Folge,
die gegen ¥ konvergiert.

Beweis :

In der %—Umgebung von Z gibt es mindestens einen Punkt z,, € A. Wihlen wir
zu jedem n ein solches z,,, dann erhalten wir eine Folge, die gegen & konvergiert.

Sprechweisen

a) Man sagt von einer Teilmenge A von (S, (-, )), dass sie (in .9) iiberall

dicht liegt, wenn A = S, wenn es also zu jedem & € S eine A-Folge gibt,
welche gegen Z konvergiert.
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b)

c)

Satz

Ein metrischer Raum (S, (-, )) wird separabel genannt, wenn es eine

abzahlbare iiberall dichte Teilmenge gibt.

Man sagt, die Topologie i besitzt eine abzédhlbare Basis, wenn es ein
abzéhlbares Teilsystem 4 C il gibt, sodass man jedes U € i als Vereini-
gung von Mengen aus 4 gewinnen kann.

Ein metrischer Raum (S, (-, )) ist genau dann separabel, wenn seine Topologie

eine abzahlbare Basis besitzt.

Beweis :

1)

Sei A eine abzéhlbare iiberall dichte Menge. Betrachte zu allen x; € A und
allen rationalen 7 > 0 die offenen Kugeln U = B (x;, 7). Dieses abzihlbare
Mengensystem 4 hat die geforderte FEigenschaft.

Sei I ein abzéhlbares Mengensystem mit den angegebenen Eigenschaften.
Wiéhle aus jedem U einen Punkt. Die Menge A dieser Punkte liegt iiberall
dicht. Um das zu sehen, miissen wir uns vergewissern, dass in jeder Um-
gebung eines beliebigen Punkts & € S einen Punkt aus A gibt. Dies ergibt
sich trivialerweise aus der ,Konstruktion“ von A.

Beispiele

1)

2)

Die Menge R ist iiberabzahlbar. Wir konnten sie aber durch Vervollstandi-
gung der abziahlbaren Menge Q gewinnen. Q liegt dicht R; R ist separabel.

Wenn (S, (., )) separabel ist, dann ist auch die Vervollstindigung
(S Ld(-, )) separabel. Jede Menge, die in S iiberall dicht liegt, liegt ndmlich
auch in S iiberall dicht.

Man zeigt leicht, dass der Raum der finiten Folgen bzgl. jeder p-Norm
separabel ist. Die Rédume ¢?(Z) sind daher separable Banachriume.

Ebenso leicht zeigt man, dass L? ((07 27), dt) ein separabler Banachraum
ist.

Jede Teilmenge A eines metrischen Raums (S’, (-, )) ist selbst ein metrischer

Raum; denn die Einschrankung der Metrik ist eine Metrik.

Bemerkungen :

D

2)

Eine Teilmenge B C A, die in (A,d(~, )) abgeschlossen ist, ist nicht not-
wendigerweise auch in (S, (., )) abgeschlossen. Dies ist nur dann garan-
tiert, wenn A selbst in (S, (-, )) abgeschlossen ist.

Eine A-Folge ist eine Cauchy-Folge in (A,d(-,-)) genau dann, wenn sie
Cauchy-Folge in (S,d(-,-)) ist. Wenn sie in (S,d(-,)) konvergiert und A
abgeschlossen ist, dann konvergiert sie auch in (A, (-, ))
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Satz
(S, (., )) sei ein metrischer Raum.

a) Wenn fiir ein A C S der metrische Raum (A, d(-, )) vollstandig ist, dann
ist A in .S abgeschlossen.

b) Wenn (S, (-, )) vollstandig ist, dann ist jede in S abgeschlossene Teil-

menge ebenfalls vollstandig.
Der Beweis ist einfach.

Beispiel : Jede abgeschlossene Teilmenge von R in vollstandig.

Hinweis : Wir kommen in der iibernéichsten Vorlesung genauer auf die
vollstdndigen Teilmengen eines metrischen Raums zu sprechen, dort nédmlich,
wo wir uns mit den kompakten Mengen befassen.
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28. Vorlesung : Stetigkeit, gleichméiflige Stetigkeit,
gleichmiflige Konvergenz

Wir betrachten Abbildungen
P (Dvd(a )) — (Eve('a )) 5

wo der Definitionsbereich D ein beliebiger metrischer Raum ist und der Zielbe-
reich E ein vollstandiger metrischer Raum.
(Die Vollsténdigkeit von (E,e(-,-)) wird nicht iiberall gebraucht.)

Definition

a) ¢ stetig in & € D <= Ve030 > 0Vz :d(z,%) <6 = e(p(z),¢(T)) <c .

b) ¢ stetig in D = V& ¢ stetig in &
= Ve>0VieD 36> 0z :d(z,&) <6 =e(p(®),p(2)) <e.

Definition

@ gleichméafig stetig in D <~
= Ve>030>0 VZ,z d(z,%) <d=e(p(x),¢(@)) <c.

Definition

@ Lipschitz-stetig in D zum Streckungsparameter < o <=
=V, i 1d(z,2) <= e(p(x),¢(Z)) <a-d.

Bemerke : Die Lipschitz-Stetigkeit bedeutet

_ep(@), 9 (%))
Vr #£ T W <«

Satz :

©(+) ist in & stetig genau dann, wenn gilt

V(xyn), 1n — T = ¢ (xn) — ¢ (T) .

Beweis :
1) Wenn ¢(+) in Z stetig ist, dann gilt die Aussage.

2) ¢(-) unstetig in & => 3 > 0V6 > 0 3z : d(z,%) < 6 Ne(p(z),9(Z)) > € .
Sei €* ein solches . Wahle zu § = % ein x, mit der angegebenen Eigen-
schaft. Die Folge (z,), konvergiert gegen Z; die Bildfolge hilt Abstand
> e* von ¢ (T).

Didaktischer Hinweis

Die e-6-Definition der Stetigkeit (in einem Punkt %) heisst in Didaktikerkreisen
die statische Definition der Stetigkeit. Die im Satz genannte Definition auf der
Grundlage aller (gegen &) konvergierenden Folgen nennt man die dynamische
Stetigkeitsdefinition. Man behauptet, dass sie fiir Anfinger leichter fassbar ist.
Die auf Bolzano (1817) zuriickgehende e-J-Definition hat sich aber als wesentlich
praktischer erwiesen.
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Beispiele

)

Wir werden sehen, dass jede stetige Funktion auf einer beschrénkten abge-
schlossenen Teilmenge des R? notwendigerweise gleichmiifig stetig ist. Auf
beschriankten abgeschlossenen Teilmengen von QQ gibt es aber sehr wohl
stetige Funktionen, die nicht gleichméfig stetig sind. Ein Beispiel wére
etwa

flz) = a:21—2 firz e QN[-2,+2].

f() ist in jedem rationalen Punkt stetig.

Die Funktion
flx) =z fir x €[0,1]

ist gleichméBig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig; der Differenzenquotient

[ (z2) = f(x1) B 1
e —aa| @2t @

kann némlich nicht gleichméBig durch eine Zahl o abgeschétzt werden.

Sei X der Vektorraum der trigonometrischen Funktionen ohne konstanten
Term. | - | sei eine der p-Normen

v Xo — Xo

sei die Stammfunktionsbildung

0 (Z ckeikt) _ Z ickem .

Fiir jede der Funktionen ey (t) = e*** gilt

1
lexll =1 und [l@ (ex)] = R
©(+) ist eine Lipschitz-stetige Abbildung mit dem Streckungsfaktor 1. Man

sagt: ¢(+) ist eine lineare Kontraktion von Xj .

Die Differentiation auf dem Prihilbertraum (Xo, | - ||2)

(R (Z cke””) = Z ikey - e*®

ist eine unstetige Abbildung. Dennoch spielt dieser Operator eine wichtige
Rolle, insbesondere in der Quantenmechanik. Der Operator

h 9
_8_() heisst der Impulsoperator,
i Oz

wenn er auf Funktionen im Ortsraum angewendet wird, welche den Zu-
stand eines quantenmechanischen Systems beschreiben. Siehe

Feynman, , Vorlesungen diber Physik“, Band III, Quantenmechanik, Kapi-
tel 20: Operatoren.
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Satz

Sei @ eine lineare Abbildung von einem normierten Vektorraum in einen nor-
mierten Vektorraum.

o (V1) — Wil 1) -

Wenn ¢ im Nullpunkt stetig ist, dann ist ¢ Lipschitz-stetig zum Streckungsfak-
tor

lell = sup {le@)] :[loll <1} .

(Dieses Supremum heisst die Operatornorm.)

Beweis :

1) Wenn wir die Stetigkeit im Nullpunkt bestéitigen wollen, dann brauchen
wir zu € > 0 ein § > 0, so dass

sup {[le(v)| : [lv] <4d} <e.

Das Supremum ist gleich
6-sup{lle (3) 1+ 5) <1} =0-llel -

2) Wenn die Operatornorm endlich ist, dann gilt fiir alle vy # vq

ot o )], (220 Y <.

vz — 1| [vg — v ||

Man driickt den Sachverhalt so aus:
Eine lineare Abbildung ist genau dann stetig, wenn sie auf der Einheits-
kugel beschrénkt ist.

Satz :

GleichméBig stetige Abbildungen von (S, (., )) kann man auf die Vervollsténdi-
gung stetig fortsetzen.

Beweis :

Gleichmiiig stetige Abbildungen bilden Cauchy-Folgen in Cauchy-Folgen ab.
Das sieht man so: Sei (z,,),, eine Cauchy-Folge. Wenn § so klein ist, dass gilt

d(z',2") < 6§ = e(p(2'), p(z")) <e
und N so grof} ist, dass
myn >N = d(zm,z,) <9
dann gilt e(¢ (zm), ¢ (z,)) < e fiir allen,m > N .
Gleichmiflige Konvergenz
(D,d(-,-)) und (E,e(-,-)) seien metrische Raume. e(-,-) sei beschréinkt. (Wir

haben gesehen, dass mit e(-,-) auch e(-, ) A1 eine Metrik ist und dass der Begriff
der Cauchy-Folge von dieser Modifikation der Metrik nicht tangiert wird.)
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Definition : C(D, E) bezeichne die Menge aller stetigen Abbildungen
P (Dad(’v )) I (E,6(~, )) .

Fiir ¢,9 € C(D, E) definieren wir die Distanz
¢ ¥lloc = sup {e (@), () 2 €D} .

Bezeichnungen :

Die Metrik ||, |loo heifit der Supremumsabstand im Raum der stetigen Abbil-
dungen. Wenn eine Folge (¢y,),, bzgl. dieser Metrik konvergiert, dann sagt man,
dass sie gleichmiiig konvergiert. |-, +||oo heifit auch die Metrik der gleichméBigen
Konvergenz.

Satz :

Wenn der Zielraum (E, e(-,)) vollsténdig ist, dann ist auch (C(D, E), ||, -||«)
vollsténdig.

Beweis :
Sei (¢p),, eine Cauchy-Folge in C(D, E).

1) Fir jedes x € D ist (pn(x)),, eine Cauchy-Folge in F; ihren Limes nennen
wir ¢(z).

2) Wir zeigen sup {e(g@n(x), @(a:)) tx € D} —0.
In der Tat existiert zu € > 0 ein N, so dass fir alle n,m > N gilt
Vo € D e(pn(z), om(z)) <e qed.

3) Wir zeigen, dass ¢ in jedem Z stetig ist.
Zu € > 0 wahlen wir N so grof}, dass gilt

- 9 -
lew, @l < 5 dh. Ve ce(pn(x), o(x)) <

Wl ™

Die Dreiecksungleichung liefert

Ve €D d(z,i) <d= e(p(x),@(Z)) <e; denn
6((,5(.’2), @(i')) S 6(@(1')7 QON(I')) + C(QON(IL'), @N(i')) + e((ﬁ(f)a @N(j)) .
Corollar
on — ¢ (gleichméBig), z, — Z(in D) = ¢, (x,) — ¢ (Z) (in E) .
Die Konklusion kann man auch so ausdriicken :

lim ¢, (hm xm> = lim ¢, () = lim @ (z,,) -

Beispiele

1) Fiir jede konvergente Folge reeller Zahlen x,, — Z gilt

Tn\" -
(1+—) — exp7T ;
n
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denn die Funktionenfolge

)= (12)'

konvergiert auf jedem beschréankten Intervall gleichméBig gegen die Expo-
nentialfunktion.

2) Die Funktionenfolge
fulx) = |z fir z e R

konvergiert nicht gleichméfig. Der punktweise Limes existiert, die Limes-
funktion ist im Nullpunkt unstetig.

Die gleichmiflige Konvergenz beschrinkter linearer Operatoren
Seien (V)| - ||) und (W]| - ||) Banachriume. B(V, W) bezeichne den Vektorraum
aller beschrénkten linearen Abbildungen

T WV — W)

| T|lv,w sei die Operatornorm ||T'||y,w = sup {||T'(v)]| : [lv] <1} .

Satz :
B(V, W) ist vollstédndig bzgl. der Operatornorm || - ||v,w .

Beweis :

Man betrachte die 7" als Abbildungen der Einheitskugel. Cauchy-Folgen kon-
vergieren gleichméflig auf der Einheitskugel und die Grenzfunktion gehort zu
einem beschriankten linearen Operator T :

sup {70 (v) = T()|| < |lofl <1} — 0.,

Hinweis
In der Funktionalanalysis studiert man neben der hier behandelten ,, Konver-
genz bzgl. der Norm“ noch andere Konvergenzbegriffe fiir beschrinkte lineare
Operatoren, insbesondere die

,starke Konvergenz“ und die ,,schwache Konvergenz*.

Fiir endlichdimmensionale Vektorraume fallen alle diese Konvergenzbegriffe zu-
sammen.

Das Hintereinanderschalten stetiger Abbildungen
Satz :
Gegeben seien Abbildungen

: (Dd() — (D,d'())
w . (D/,d/(-,-» N (D//,d"(~,~)) .

Wenn ¢(+) in & stetig ist und ¢ (-) in ¢(Z) stetig ist, dann ist die zusammenge-
setzte Abbildung

X() = ¢(@()) : <D7d('7')) - (D//,d//(-, ))
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im Punkt ¥ stetig.
Der Beweis liegt auf der Hand.

Satz :
Gegeben seien beschriankte lineare Abbildungen

TVl — V5I-1D
(v — V501

Die zusammengesetzte Abbildung
SO =T(TC) (VI 1) — V"1 1)
ist dann eine beschrinkte lineare Abbildung mit
ISIE< 1Tl - 17|l -
Der Beweis liegt auf der Hand.

Satz :

Sei B(V) = B(V,V) die Menge aller beschrénkten lineare Abbildungen von
(V]| - ||) in sich. B(V) ist ein Vektorraum; auBerdem kann man die Elemente
multiplizieren

(S-T)v)=8Tv) firveV.

Die Operatornorm macht B(V) zu einer normierten Algebra mit Einselement.
D.h. : B(V) ist ein normierter Vektorraum, in welchem ein Produkt definiert ist
mit den Eigenschaften :

(i) Es existiert ein neutrales Element I : (I-S=5-1=5).
(i) (-8) - T=S-(aT)=«a-(S-7T) fir allea € C .
(ili) Sp-(S2-S5) =(S1-852)-S; .
(iv) (S1482) - T=58-T+5S-T.
v) S (Ti+To)=8"Ti +5-Ty.
)

(vi

15T < [IS[- 17l -
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29. Vorlesung : Kompaktheit, Funktionen auf kompakten
Mengen

Definition

FEine Teilmenge K eines metrischen Raums (S L d(-, )) heifit folgenkompakt, wenn
jede K-Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Beispiel (Kompaktheit im R™) Eine Teilmenge K des R™ ist genau dann fol-
genkompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist. Eine solche Menge ist
namlich vollstdndig und totalbeschréinkt und wir werden sehen, dass diese Ei-
genschaften in einem allgemeinen metrischen Raum notwendig und hinreichend
sind fiir die Folgenkompaktheit.

Hinweis

Auf elementarer Ebene kann man sich schwerlich eine Vorstellung machen von
der Bedeutsamkeit des Kompaktheitsbegriffs. Man muss schon an so etwas wie
Folgen in Funktionenrdumen denken. K. Weierstrafl beschiiftigte sich in sei-
ner Variationsrechnung mit Problemen wie dem Dirichlet-Problem der Potenti-
altheorie. Es geht darum, auf einem Gebiet eine Funktion w(-) mit vorgegebenen
Randwerten zu finden, welche ein minimales , Energieintegral“ besitzt. Es sind
Verfahren bekannt, wie man von einer nichtoptimalen N#herungslésung zu ei-
ner besseren Néahrerungslosung mit echt kleinerem Energieintegral kommt; man
kann also eine N&herungslosung Schritt fiir Schritt verbessern. Es erhebt sich
die Frage, ob man aus der Folge der verbesserten Losungen eine konvergente
Teilfolge auswihlen kann - und die weitere Frage, ob die Limesfunktion das
Minimierungsproblem tatséchlich 16st.

Satz

Ein folgenkompakter metrischer Raum ist notwendigerweise vollstandig.

Es ist einfach, einen kurzen Beweis zu geben. Wir wollen lieber etwas ausholen
und zuerst ein Lemma beweisen, welches etwas umstandlich erscheinen mag,
sich aber bei vielen Gelegenheiten als niitzlich erweist (z.B. beim Beweis des
Satzes von Riesz-Fischer).

Lemma
Sei (xy,),, eine Folge mit den Eigenschaften :

(i) Jede Teilfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.

(ii) Die Limiten konvergenter Teilfolgen sind allesamt gleich.
Dann konvergiert die Folge.

Beweis

Sei & der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge. Wenn (x,,), nicht nach
konvergiert, dann bedeutet das

Je>0VNIn>N d(x,,z)>c.
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Wiéhlen wir ein solches €* > 0 und ein n; mit d (z,,,Z) > €*. Wir konstruieren
ny < ng < ng < ... rekursiv: n;;1 = min {n iny, d(zp,2) > 5*}. Wenn die
Folge (yj)j = (mnj )j eine konvergente Teilfolge besitzt, dann ist deren Grenzwert
ungleich Z; dann ist also Bedingung (ii) verletzt. Wenn (yj)j keine konvergente
Teilfolge besitzt, dann ist Bedingung (i) verletzt.

Bemerke : Fiir jede konvergente Folge sind die Bedingungen (i) und (ii)
erfiillt. Eine Folge (x,),, in einem metrischen Raum konvergiert also genau dann,
wenn die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind.

Hinweis

In der Maf3- und Integrationstheorie studiert man den Begriff der fastsicheren
Konvergenz. Dieser Konvergenzbegriff kann nicht durch eine Metrik beschrieben
werden. Es gibt Folgen, die nicht fastsicher konvergieren, obwohl sie den Bedin-
gungen (i) und (ii) geniigen. Von solchen Folgen sagt man, dass sie stochastisch,
aber nicht fastsicher konvergieren. Die stochastische Konvergenz kann mit Hilfe
des stochastischen Abstands beschrieben werden.

Definition

Eine Teilmenge B eines metrischen Raums heifit totalbeschrinkt, wenn man
sie fiir jedes § > 0 mit endlich vielen §-Kugeln iiberdecken kann.

Satz

Ein metrischer Raum (B,d(~, )) ist genau dann totalbeschrénkt, wenn es zu
jeder Folge (x,),, eine Teilfolge gibt, welche Cauchy-Folge ist.

Beweis

1) Sei (z,),, irgendeine B-Folge. B sei totalbeschrankt. Wir {iberdecken B
mit endlich vielen Kugeln mit dem Radius . Fiir mindestens eine dieser
Kugeln, etwa B, gibt es unendlich viele n mit z,, € B;. Wir wihlen ein
Ty, € Bj. Fiir mindestens eine, etwa Bag, gibt es unendlich viele n > n;
mit x, € By. Wir wihlen ny > ny mit x,, € Ba N By. So fahren wir fort.
Wir erhalten Kugeln By, Bs, ... mit Radius = §-277 und nq < ng < ...
mit Tp,; € B;NB;_1N...NDBj.

(xnj)j ist offenbar eine Cauchy-Folge.

2) Wenn B nicht totalbeschrénkt ist, dann gibt es ein 6* > 0, so dass B nicht
mit endlich vielen 6*-Kugeln iiberdeckt werden kann. Wir konstruieren
eine Folge (xnj)j mit d (z,,, zm,) > 0* fir alle m # n.

Beginnen wir mit irgendeinem z1; w'&hlen wir zo ¢ B (z;,0*) und rekursiv
Zn41 aus dem Komplement von U B (xj,6*). Die Folge (x), besitzt

offenbar keine Teilfolge, die Cauchy—Folge ist.
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Beispiele

1) Jede beschrinkte Menge im R™ ist totalbeschriankt. Wenn man eine be-
schrinkte offene Menge mit d-Kugeln iiberdecken will, dann gilt fiir die
Anzahl N(0) der bendtigten Kugeln

N(d)-0" — const #0 (fird—0).

In einem hochdimensionalen Raum (n grofl) wiichst die Zahl N(§) schnell
mit & N\, 0.

2) Im unendlichdimensionalen Folgenraum ¢P(Z) ist die Einheitskugel nicht
totalbeschrinkt. Es gibt ndmlich Folgen (z,,),, mit ||z, |, < 1, welche keine
Teilfolge besitzen, die Cauchy-Folge ist.

Sei z.B. x,, die Funktion auf Z, die im Punkt n den Wert 1 und iiberall
sonst den Wert 0 hat. Diese z,, haben paarweise den Abstand 6* = 21/7.

Wenn wir die beiden obigen Sétze zusammenfassen, dann erhalten wir den ver-
allgemeinerten

Satz von Bolzano-Weierstraf}

Eine Teilmenge eines metrischen Raums ist genau dann folgenkompakt, wenn
sie vollstdndig und totalbeschrinkt ist.

Hinweis

In vielen elementaren Lehrbiichern findet man unter dem Namen ,,Satz von
Bolzano-Weierstrafl“ die spezielle Behauptung:

»Eine Teilmenge des R™ ist folgenkompakt, wenn sie beschrinkt und abge-
schlossen ist“. Wir haben gesehen, dass jede abgeschlossene Teilmenge eines
vollstédndigen Raums selbst vollsténdig ist. Es scheint uns didaktisch ungliick-
lich, dass in diesem Zusammenhang von Beschrénktheit die Rede ist, obwohl
es auf die Totalbeschrinktheit ankommt. (Die Beschrinktheit einer Teilmenge
B eines Vektorraums bedeutet, dass B durch eine Kugel mit geniigend grofiem
Radius iiberdeckt werden kann.)

Als Anwendung des Begriffs der Folgenkompaktheit formulieren wir drei Sétze
iiber stetige Funktionen auf folgenkompakten Rdumen.

Satz 1

Wenn (S,d(-,-)) folgenkompakt ist, dann ist jede stetige Funktion auf S
gleichméfig stetig.

Beweis (durch Widerspruch)

Wir zeigen: Wenn f(+) nicht gleichmifig ist, dann gibt es einen Punkt & in wel-
chem f(-) unstetig ist.

In der Tat: Wenn f(-) nicht gleichmiBig stetig ist, dann gilt

Je > 0v6 > 03z,y (d(z,y) <) A Hf(y) - f(x)’ >e.

Wihle ein solches €* > 0 und zu jedem § = :- ein Paar z,,y, mit den an-
gegebenen Eigenschaften. Wir wéhlen eine Teilfolge (xnj)j, welche konvergiert
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Tn;, — & . (Es gilt auch y,, — T, wegen d (xn].,ynj) < % \\ 0 ). Die Funktions-
werte halten aber den Abstand < e* . f(-) ist unstetig in Z.

Bemerke : Satz und Beweis iibertragen sich auf stetige Abbildungen von
kompakten Raumen

(S’ d(’ )) - (E’e('7')) :

Merke also . Uber einem folgenkompakten Raum impliziert die Stetigkeit in
jedem Punkt die gleichméfige Stetigkeit.

Satz 2

Eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge (S, (., )) nimmt ihr Maxi-
mum an.

Beweis
Sei § =sup {f(z) : 2 € S} und (z,), so, dass f(z,) > s* — L. Sei (;vnj)j eine
konvergente Teilfolge. In ihrem Grenzwert & haben wir f () =5 .

Satz 3 (Satz von Dini)
Seien f1, fa, ... stetige Funktionen auf einem kompakten Raum (S, d(-, )) Wenn

fizfo>... mit limY f,(x) =0 firallex e S,

dann konvergiert die Folge gleichméfig gegen die Nullfunktion.

Den Beweis lassen wir als Ubung. Die Bedeutung der monotonen Konvergenz
wird spéter zutage treten, wenn wir tiber Integrale sprechen.

Der folgende Satz wirft neues Licht auf den Begriff der Kompaktheit.

Satz 4 (Satz von Heine-Borel)
Sei K eine folgenkompakte Teilmenge von (S, d(-,)). Zu jeder abzéhlbaren of-
fenen Uberdeckung von K gibt es dann eine endliche Teiliiberdeckung.

Beweis

Seien Uy, Us, . .. offene Mengen mit K C (JU;. Die Annahme Vn : K ¢ (JU; soll
zum Widerspruch gefiihrt werden. Wenn die Annahme zutrifft, dann kénnen wir

n
fiir jedes n ein x;,, wihlen mit z,, ¢ JU;. Sei (y;) oy = (mnj)jeN eine konvergen-

te Teilfolge und U = Uy ein Element der Uberdeckung, welches den Limespunkt
¥ = limy; enthélt. § ist innerer Punkt von Uy. Also liegen schliellich alle y; in
Un, im Widerspruch zur Konstruktion der z,; = y;.

Hinweis

Die Eigenschaft von Heine-Borel trifft in der Tat den Kern des Kompaktheits-
begriffs. In der modernen Punktmengentopologie macht man diese Eigenschaft
zur Definition. Fiir den Fall metrischer Rdume wird das durch den folgenden
Satz gerechtfertigt.
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Satz

Sei (S’, (-, )) ein separabler metrischer Raum mit der Eigenschaft:

Zu jeder abzdhlbaren offenen Uberdeckung {U; :i €N} von S existiere eine
endliche Teiliiberdeckung. Dann ist (S, (-, )) folgenkompakt.

Beweis

1) Sei {z; :i € N} eine iiberall dichte Menge und I das abziihlbare System
der speziellen offenen Kugeln B (z;,r) mit r rational.
Jede offene Menge U ist die Vereinigung solcher speziellen Kugeln.

2) Sei (xy),, eine Folge, welche keine konvergente Teilfolge besitzt. Zu jedem
Z € S existiert dann eine Kugel B (z;,r), welchez und nur endlich viele
xy, enthélt. Wahlen wir zu jedem Z eine solche spezielle Kugel, so haben
wir eine abzihlbare offene Uberdeckung von S.

3) Es kann keine endliche Teiliiberdeckung geben, weil endlich viele Ku-
geln der konstruierten Art keinen Platz bieten fiir die unendlich vielen
{z, :n €N}

Hinweis

Man sagt, die moderne Integrationstheorie hétte mit der Beobachtung von E.
Borel (1817-1956) begonnen, dass eine offene Uberdeckung des Einheitsintervalls
[0,1] C R stets eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Lebesgue hat darauf seine
Theorie des dufleren Mafles einer Teilmenge von R gegriindet.

Historische Anmerkungen

(In Anlehnung an D. J. Struik , Abriss der Geschichte der Mathematik*, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1963)

Leibniz fand seinen Kalkiil zwischen 1673 und 1676 in Paris unter dem personli-
chen EinfluB von Huygens und durch das Studium von Descartes und Pascal.
Durch die Verdffentlichung zweier Arbeiten von Leibniz wurde eine aufleror-
dentlich fruchtbare Periode mathematischen Schaffens eingeleitet. Nach 1687
war Leibniz eng mit den Briidern Bernoulli (Jakob und Johann) verbunden,
die seine Methoden begierig aufnhamen. Noch vor 1700 hatten diese Ménner
das meiste von dem gefunden, was bis in unsere Zeit hinein iiblicherweise den
Studierenden der Differential- und Integralrechnung geboten wird, dazu aber
wichtige Teile hoherer Gebiete einschliellich der Losung einiger Probleme aus
der Variationsrechnung.

Im 18. Jahrhundert konzentrierte sich die mathematische Produktivitat auf
die Differential- und Integralrechnung und ihre Anwendungen auf die Mecha-
nik. Die bedeutendsten Pioniere waren Daniel Bernoulli (1700-1782), L. Euler
(1707-1783), J.L. Lagrange (1736-1813), P.S. Laplace (1749-1827). Gegen En-
de des 18. Jahrhunderts entstand merkwiirdigerweise das Gefiihl, der Bereich
der Mathematik sei irgendwie erschopft. Die miihevollen anstrengenden Arbei-
ten der groflen Meister hatten schon die meisten wichtigen Sétze geliefert; die
groflen Standardlehrbiicher hatten sie bereits im Zusammenhang dargestellt;
die wenigen Mathematiker wiirden nur noch geringere Probleme zu l6sen ha-
ben. Lagrange schrieb 1772 an d’Alembert: ,Scheint es Ihnen nicht, dass die
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erhabene Geometrie ein wenig dazu neigt, dekadent zu werden?“ [ Sie hat keine
andere Stitze als Sie und Herrn Euler.“ (zitiert nach D.J. Struik : ,Abriss der
Geschichte der Mathematik®, Berlin 1963) Arago sagt in seiner ,Lobrede auf
Laplace“ (1842) : , Fiinf Mathematiker - Clairaut, Euler, d’Alembert, Lagrange
und Laplace - teilten die Welt unter sich auf, deren Ezistenz Newton enthillt
hatte. Sie erklirten sie nach allen Richtungen, drangen in Gebiete ein, die fir
unzugdnglich gehalten worden waren, wiesen auf zahllose Erscheinungen in die-
sen Gebieten hin, die von der Beobachtung noch micht entdeckt worden waren,
und schliefflich brachten sie - und darin liegt ihr unverginglicher Ruhm - alles,
was hochst verwickelt und geheimnisvoll in den Bewegungen der Himmelskorper
ist, unter die Herrschaft eines einzigen Prinzips, eines einheitlichen Gesetzes.
Die Mathematik besaf8 auch die Kihnheit, iber die Zukunft zu verfigen; wenn
die Jahrhunderte abrollen, werden sie die Entscheidungen der Wissenschaft ge-
wissenhaft bestdtigen. “

Struik schreibt dazu (Seite 156) : Aragos Rednerkunst wies auf die Haupt-
quelle dieses ,fin-de-siécle“-Pessimismus hin, der in der Tendenz bestand, den
Fortschritt der Mathematik allzusehr mit dem der Mechanik und Astronomie
gleichzusetzen. Seit den Zeiten des alten Babylon bis zu denen von Euler und
Lagrange hatte die Astronomie in der Mathematik die erhabensten Entdeckun-
gen herbeigefithrt und angeregt; nunmehr schien diese Entwicklung thren Gipfel
erreicht zu haben. Aber eine neue Generation, die von den durch die Franzdsi-
sche Revolution erdffneten neuen Perspektiven und der Blite der Naturwissen-
schaften begeistert war, machte sich daran, zu zeigen, wie unbegrindet dieser
Pessimismus war. Dieser grofle neue Impuls kam nur zum Teil aus Frankreich;
er kam auch, wie so oft in der Geschichte der Kultur, aus dem Randgebiet der
politischen und wirtschaftlichen Zentren, in diesem Falle von Gaufl in Gottin-
gen.

Gauf} hat bekanntlich in den verschiedensten Gebieten Bahnbrechendes ge-
leistet. Im Hinblick auf die Anfangervorlesung ,, Mathematik fiir Physiker* sollte
man vielleicht besonders erwéhnen, dass Gaufl im Zusammenhang mit seinen
Ansétzen zur Potentialtheorie verschiedene Minimalprinzipien fiir Volumenin-
tegrale aufgestellt hat. (Heute bekannt als ,, Dirichlet’sches Prinzip“) Gauf$ hielt
die Existenz eines Minimums noch fiir evident; spéter entstand daraus eine viel-
diskutierte Fragestellung, die schliellich von Hilbert gelost wurde.

Gaufl war kein Lehrer. Die neuen Ansdtze zur Lehre entstanden
hauptséchlich in den franzosischen Militédrschulen und -akademien. Der mathe-
matische Unterricht spielte als Teil der Ausbildung von Militdringenieuren ei-
ne betrichtliche Rolle. Das Bediirfnis nach einer zentralisierten Ausbildung im
Militdringenieurwesen fiithrte zur Griindung der Ecole Polytechnique in Paris
(1794). Die Ausbildung in theoretischer und angewandter Mathematik bildete
einen wesentlichen Bestandteil des Lehrplans. Forschung und Lehre wurden mit
gleichem Nachdruck betrieben. Die besten Wissenschaftler Frankreichs wurden
herangezogen, um ihre Kraft der Schule zu widmen. Die Ausbildung erforder-
te einen neuen Lehrbuchtyp. Der Einflufl dieser damals von den besten Wis-
senschaftlern verfaften Lehrbiichern kann (nach Struik) bis in unsere heutigen
Lehrbiicher hinein verfolgt werden.

Struik schreibt weiter: Die hervorragendsten Mathematiker, die mit den er-
sten Jahren der Ecole Polytechnique verbunden waren - aufler Lagrange und
Monge - waren Siméon Poisson, Joseph Fourier und Augustin Cauchy. Alle
drei waren zutiefst an der Anwendung der Mathematik auf die Mechanik und
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Physik interessiert, alle drei wurden durch dieses Interesse zu Entdeckungen in
der ,reinen® Mathematik gefihrt.

Die Produktivitiat von Poisson wird durch die Hdufigkeit gekennzeichnet, mit
der sein Name in unseren Lehrbiichern genannt wird: Poissonsche Klammern
in den Differentialgleichungen, die Poissonsche Konstante in der Elastizitits-
theorie, das Poissonsche Integral und die Poissonsche Gleichung der Potenti-
altheorie. Diese ,Poissonsche Gleichung® AV = 4mp, war das Ergebnis der
Entdeckung von Poisson (1822), daff die Laplacesche Gleichung AV = 0 nur
auferhalb von Massen gilt; ihr exakter Beweis fiir Massen von verdnderlicher
Dichte wurde erst von Gauf in seinen ,Allgemeinen Lehrsditzen® (1839/40) ge-
liefert. Poissons , Traité de mécanique (1811) war im Geiste von Lagrange und
Laplace geschrieben, enthielt aber auch viele neue Gedanken, wie die explizite
Verwendung von Impulskoordinaten p; = g—g;, wodurch spdter die Arbeiten von
Hamilton und Jacobi angeregt wurden. Sein Buch aus dem Jahre 1837 enthdilt
das ,Poissonsche Gesetz“ der Wahrscheinlichkeit (siehe S. 119).

Fourier ist in erster Linie als Autor der ,Théorie analytique de la cha-
leur“ (Analytische Theorie der Wirme) (1822) bekannt. Hierbei handelt es sich
um die mathematische Theorie der Wirmeleitung und daher im wesentlichen
um das Studium der Gleichung AU = k‘%—lt]. Dank der Allgemeinheit seiner
Methode wurde dieses Buch zum Ausgangspunkt aller modernen Methoden der
mathematischen Physik, die sich auf die Integration von partiellen Differential-
gleichungen bei vorgegebenen Randbedingungen beziehen. Diese Methode ist der
Gebrauch von trigonometrischen Reihen, die schon Gegenstand der Diskussion
zwischen Euler, d’Alembert und Daniel Bernoulli gewesen ware. Fourier kldrte
die Situation vollig auf. Er stellte die Tatsache klar, dafS eine ,willkirliche“
Funktion (eine Funktion, die sich durch ein stetiges Kurvenstiick oder durch ei-
ne Aneinanderreihung von solchen darstellen lifit) durch eine trigonometrische

Reihe der Form Y (A, cosnax + By, sinnax) dargestellt werden kann. Trotz

der Betmchtungez gon Euler und Bernoulli war die Idee zur Zeit der Unter-
suchungen Fouriers so neu und frappierend, dafi berichtet wird, wie er 1807,
als er seine Idee zum erstenmal bekanntgab, auf den scharfen Widerspruch von
niemand anderem als Lagrange selbst stiefs.

Die ,Fourier-Rethen“ wurden nun zu einem gut durchgebildeten Hilfsmittel
in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit gegebenen Randbedin-
gungen. Sie fanden aber auch ein selbstindiges Interesse. Ihre Handhabung bei
Fourier dringte auf die Klirung der Frage, was unter eine ,Funktion® zu ver-
stehen ist. Dies war einer der Griinde, warum die Mathematiker des neuzehnten
Jahrhunderts es fiir notwendig hielten, sich mehr mit Fragen nach der Stren-
ge mathematischer Beweise und den Grundlagen der mathematischen Begriffe
iberhaupt zu beschiftigen. Diese Aufgabe wurde insbesondere bei den Fourier-
Reihen von Dirichlet und Riemann in Angriff genommen.

Cauchy gehort zusammen mit seinen Zeitgenosen Gaufl, Abel und Bolzano
zu den Pionieren des neu erwachten Bediirfnisses nach Strenge in der Mathema-
tik. Das achtzehnte Jahrhundert war im wesentlichen eine Zeit des Experimen-
tierens gewesen, in der sich Ergebnisse in verschwenderischer Fiille einstellten.
Die Mathematiker dieser Zeit hatten sich nicht allzusehr um die Grundlagen ih-
rer Arbeit gekiimmert - ,allez en avant, et la foi vous viendra® (Geht vorwdrts,
der Glaube wird sich schon einstellen) soll d’Alembert gesagt haben. Wenn sie
sich um Strenge sorgten, wie es Euler und Lagrange gelegentlich taten, waren
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thre Argumente nicht immer iberzeugend. Nunmehr war die Zeit fiir eine zielge-
richtete Konzentration auf die Sinndeutung der Resultate gekommen. Was war
eigentlich eine ,Funktion® einer reellen Verdnderlichen, die ein so verschie-
denes Verhalten beziiglich einer Fourier-Reihe und beziiglich einer Potenzreihe
zeigte? In welcher Beziehung stand sie zu der véllig andersartigen ,,Funktion®
einer komplezen Verdinderlichen?

A. Cauchy (1789-1857) hat zahlreiche Beitréige zur Theorie des Lichts und
zur Mechanik (,,Elastizitéitstheorie®) geleistet. Er fand sofort groe Anerkennung
fiir seine Arbeiten in der Theorie der Funktionen einer komplexen Veridnder-
lichen. Cauchy’s ,Integralsatz® erschien 1825. Der Satz, dass jede ,reguldre®
Funktion lokal in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, wurde 1831 verdcffent-
licht, im gleichen Jahr, als Gaufl seine arithmetische Theorie der komplexen
Zahlen veroffentlichte.

Uber die Fragen nach dem Begriff der Funktion schreibt Struik weiter: Die-
se Fragen schoben alle ungeldsten Probleme der Begriindung der Infinitesimal-
rechnung und der Fxistenz des aktualen und des potentiellen Unendlich in den
Vordergrund des mathematischen Denkens. Was Fudozus in der Zeit nach dem
Sturz der Athener Demokratie geleistet hatte, begannen Cauchy und seine exakt
denkenden Zeitgenossen in der Periode des sich ausbreitenden Industrialismus
zu vollenden. Dieser Unterschied der gesellschaftlichen Umstinde fihrte zu un-
terschiedlichen Ergebnissen: wihrend der Erfolg des Eudozus die Tendenz besaf,
die Produktivitit zu hemmen, wirkte der Erfolg der modernen Reformer auf die
mathematische Produktivitit in hohem Mafle anregend. Auf Cauchy und Gaufs
folgten Weierstrafs und Cantor.

Die Autoren vor Bolzano hatten die Stetigkeit als eine Eigenschaft betrach-
tet, die eine konkret gegebene Funktion besitzt oder (in Ausnahmesituationen)
auch einmal nicht besitzt. Bolzano und Cauchy fiihrten nun die Stetigkeit
als ein definierendes Prinzip ein. Die Stetigkeit sollte die Grundlage fiir
mathematische Schliisse sein. Bolzano fiihrte das 1817 am Zwischenwertsatz
vor (wobei er darauf zu sprechen kommt, welche Eigenschaften der reellen
Zahlen hier eine Rolle spielen). Cauchy stiitzte seine Definition des Integrals
auf den Begriff der Stetigkeit, wobei ihm insofern Ungenauigkeit nachzusagen
ist, dass er gelegentlich die gleichméflige Stetigkeit beniitzt ohne diesen
schirferen Begriff definitorisch zu fassen. Man kann bei Cauchy eine ganze
Reihe von liickenhaften Schliissen finden, die darauf zuriickzufiihren sind, dass
der Begriff der reellen Zahl noch nicht scharf gefait war. (Die entscheidenden
Arbeiten von R. Dedekind erschienen in den Jahren 1872 und 1882.) Wirklich
ernsthafte Schwachstellen entstanden bei Cauchy daraus, dass er den Begriff
der gleichméfligen Konvergenz (einer Funktionenreihe) nicht erfaffte. Trotz
aller Schwichen in Detail verdinderte Cauchy’s Ansatz die Theorie der Funk-
tionen von Grund auf. Und die neuen Ideen haben sich (gegen anfingliche
Widerstéinde) auf der ganzen Linie durchgesetzt. Uber den Vollender dieses
Ansatzes, K. Weierstrafl (1815-1897) schreibt Struik (S. 186) : Der Ruhm von
Weierstraf$ beruht auf seinen mit hichster Sorgfalt ausgefiihrten Schuffweisen,
auf der ,,Weierstrafischen Strenge, die nicht nur in seiner Funktionentheorie
zutage tritt, sondern auch in seiner Variationsrechnung. Er kldrte die Begriffe
des Minimums, der Funktion und der Ableitung véllig auf und beseitigte damit
die noch vorhandene Unbestimmtheit der Ausdrucksweise in den grundlegenden
Begriffen der Infinitesimalrechnung. Er war das mathematische Gewissen
schlechthin, sowohl in methodischer als auch in logischer Beziehung. Fin
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anderes Beispiel seiner peinlich genauen Denkweise ist seine Entdeckung der
gleichmdfigen Konvergenz. Mit Weierstrafs begann jene Zurickfihrung der
Prinzipien der Analysis auf die einfachsten arithmetischen Begriffe, die wir die
Arithmetisierung der Mathematik nennen.

Die Mathematik des 20. Jahrhunderts ist von den Mengenlehre geprégt. Man
beschiftigt sich mit Operationen in gewissen Mengen traditioneller oder auch
neuartiger mathematischer Objekte (die man sich zunéichst einmal gar nicht so
genau anschauen will).

Didaktisches Kommentar : Es ist heute allgemein (auch unter Anwendern)
akzeptiert, dass man nicht weit kime, wenn man versuchte die Analysis von den
Ansétzen des 18. Jahrhunderts her zu verstehen. Der Kalkiil der elementaren
Funktionen kann in dem gleichen Sinne von Systemen wie MAPLE iibernommen
werden, wie das Einmaleins vom Taschenrechner iibernommen wurde. (Wie das
geht, haben wir parallel zu den ersten 24 Vorlesungen gesehen.)

Ein Verstdndnis fiir physikalische Theorien jenseits der Mechanik aus dem
18. Jahrhundert braucht ein mathematisches Fundament im Sinne von Cauchy
und Weierstrafl: Vervollstandigung, Stetigkeit und Kompaktheit. Dazu gehoren
auch die Denk- und Sprechweisen der naiven Mengenlehre: Mengen, Mengen-
systeme, Relationen, Aussagen. Der Blick auf die konkreten Objekte, die den
klassischen Anwender interessieren, wird absichtlich unscharf; der Erkenntnis-
gewinn, der durch solche Abstraktion ermdoglicht wird, ist erfahrungsgemaf fiir
den Anfinger nicht leicht zu greifen. Die Konstruktionen der abstrakten Men-
genlehre eignen sich auch weniger fiir Ubungs- und Klausuraufgaben, jedenfalls
nicht fiir Physikstudenten, die ja nicht vordringlich das mathematische Bewei-
sen lernen sollen. Wir haben die Elemente der Analysis des 20. Jahrhunderts
daher ans Ende unserer Vorlesung gestellt, mehr als Dokumentation, denn als
Feld mathematischer Aktivitéit. Sie werden in der Fortsetzung der ,Mathematik
fiir Physiker® zunéchst keinen wichtigen Platz einnehmen.



