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Teil I1I. Grundideen der Fourier-Analyse

11. Vorlesung : Trigonometrische Polynome

Definition

Ein reelles trigonometrisches Polynom vom Grad < N ist eine 2m-periodische
Funktion der Form

(ax coskt + b sinkt)  fiir teR/%

WE

ag
f)=++

b
Il

1

mit reellen Koeffizienten ay, by. Wenn komplexe Koeffizienten zugelassen sind,
dann bekommt man die komplexen trigonometrischen Polynome. Meistens
schreibt man die trigonometrischen Polynome lieber mit Hilfe der Funktionen

€™ = cosnt +isinnt ; e "™ = cosnt — isinnt

Man definiert also:
Ein (komplexes) trigonometrisches Polynom ist eine 2m-periodische Funktion

der Form
+N

fit) = chemt mit ¢, € C

-N
Bemerkungen
, N N
1) Sepe™ =co+ > (cn +con)cosnt + > i(c, —c_y) -sinnt .
i i

2) co=2%, ¢, =1(ay,—iby) ; c_pn=13(a,+ib,) firneN.

3) S cpe™ ist genau dann reellwertig, wenn f(t) = f(t), d.h. ¢, = ¢_,, fiir
allen e R .

Satz :

Sei ™) der Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad < N, ¥ der
Vektorraum aller trigonometrischen Polynome;

a) TW) ist ein (2N + 1)-dimensionaler C-Vektorraum.

b) Wenn f(-) € T™), dann f'(-) € TV, Die Ableitung 3 (inc,) ™™ liefert,
iiber die volle Periode 27 integriert, das Integral O.

¢) Das punktweise Produkt trigonometrischer Polynome ist ein trigonome-
trisches Polynom. Dabei gilt

Gradfi(t) <ny, Gradfa(t) <ng = Grad(fl . fz) (t) <ny+no

d) Mit f(-) ist auch f(-) ein trigonometrisches Polynom, ebenso
REC) =5 (fF+F) (), SfO) =2 (F = f) ().

f:ZCneintﬁfzzéfn'eint
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Satz :

a) Die Koeffizienten von f(t) = Y c,e™ ™ ergeben sich durch Integration

v
n = — e ™ dt
cn == [ 100

N
b) Wenn f(t) = % + > (ar coskt + by sin kt), dann
1

+7 +m
o= [ 10 costitiar b= [ f0)-sin(it)as

—T

Der Beweis ergibt sich aus dem

Lemma (Orthogonalititsrelationen)

—+m
1 ikt —itt ., | 1 falls k=1¢
%/e A= 0 falls ke
e s 1 fiir k=
_ ir k=
;/cos(kt) sin(t)dt =0 , - /cos(k:t) cos(ét)kt—{ 0 fiir kAL

Das punktweise Produkt trigonometrischer Polynome wird im Abschnitt
,Faltung” untersucht. Wir erwéhnen hier nur

A(t) = S age*® | B(t) = S bee?™, C(t) = A(t) - B(t) = 3. cpe™™

= ¢, =Y. ap by_y firalle neZ.
k

Man nennt die Folge (¢,,) das Faltungsprodukt der Folgen (aj) und (b).

Hier interessieren wir uns fiir das ,,innere Produkt“ oder ,,Skalarprodukt
zweier trigonometrischer Polynome (beliebigen Grades).

Satz
Man erhilt dieselbe komplexe Zahl (f|g), wenn man fiir

f&)=> are™ und g(t)=> b
definiert .
(o) = 5= [ @) gtoyi
oder '

(Flg) = ar- b

Beweis mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen.
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Satz
Das innere Produkt (-|-) hat die Eigenschaften

(i
(i

(iii

flfy =0 und (f[f)=0=f=0

) (
) {f1+ falg) = (frlg) + (falg)

) {flag) = a - (f|g) fir alle « € C

(iv) (g|f) ist konjugiert komplex zu {(f|g) .
Bemerke : Fiir o, 3 € C gilt

(flagi +Bg2) = a-(flg1) + B(flg2)
(afi+Bflg) = alfilg) + B{f2lg)

Man nennt (-|-) eine Sesquilinearform, die im zweiten Argument linear ist.

Satz (Ungleichung von Cauchy-Schwarz-Bunjakovski )

I(fla)l < VAFI1E) -V Aglg)

Beweis

Es geniigt solche Paare f, g zu untersuchen, fiir welche (f|g) > 0. Sei f, g ein
solches Paar. Der Fall, wo f(-) und ¢(-) linear abhingig sind, ist trivial.
Wenn f und g linear unabhéingig sind, dann gilt fiir alle reellen «

0 < (f +aglf +ag) = (fIf)+2a-(flg) +a* (glg)

Eine quadratische Funktion aa?+ 2ba+ ¢ hat genau dann keine reelle Nullstelle,
wenn b? — ac < 0. Diesen Fall haben wir hier. Also gilt

[(FI1? < (fIf) - (glg)

Hinweis : Die trigonometrischen Polynome bilden das algebraische Herzstiick
mehrerer analytischer Theorien. Diese Theorien betreffen trigonometrische Rei-

hen
—+oo
§ Ch - eznt ,
—o0

wo die Koeffizientenfolge (c,,),,c;, verschiedenen Forderungen zu geniigen haben.

A) Bei den sog. Fourier-Reihen wird gefordert, dass (c,), trigonome-
trische Reihen, quadratisch summable ist, d.h. " |c,|> < co. Die
Theorie der Fourier-Reihen miissen wir zuriickstellen, bis wir etwas Inte-
grationstheorie und etwas Theorie der Konvergenz entwickelt haben. Wir
werden dann sehen: Die Gesamtheit aller quadratisch summierbaren tri-
gonometrischen Reihen bildet einen Hilbertraum.
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B) In der Theorie, die wir anschlieBend skizzieren werden, wird gefordert,
dass die (c,),, absolut summabel sind, d.h. 3 |¢,| < co. In diesem Fall
liefert die (gleichmiiflig konvergente) trigonometrische Reihe eine stetige
2m-periodische Funktion

400 )
f(t) — ch . eznt

Die Gesamtheit aller absolut summierbaren trigonometrischen Reihen bil-
det (mit dem Faltungsprodukt) eine Banachalgebra. Bevor wir das be-
weisen, miissen wir einige Vorbereitungen treffen.
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12. Vorlesung : Faltung iiber Z

Unter einer (komplexen) Gewichtung auf Z verstehen wir eine Familie kom-
plexer Zahlen

(@n)uez mit Jlalli = 3 lau] < o0
Spezialfille

a) Wenn nur endlich viele a,, von 0 verschieden sind, sprechen wir von einer
finiten Gewichtung.

b) Wenn a,, > 0 und Y a,, = 1, dann sprechen wir von einer Wahrschein-
lichkeitsgewichtung auf Z.

Definition

Die charakteristische Funktion der Gewichtung (an),c, ist die
2m-periodische stetige Funktion

A(t) == Z ane’™

Bemerke : Die Gewichte a,, ergeben sich aus der charakteristischen Funktion

durch Integration
+7
1

n=— [ A(t)- e "at
a 27T/()e

—T
Satz
1) Gewichtungen a und b kann man komplex linear kombinieren. Dabei gilt

la+0lli < llall + bl
la-alli = |af|al; firalle aeC

2) Die Gewichtungen a und b kann man auch falten. Dabei gilt

llaxbllx < llalx - [[ollx

Beweis : Die erste Aussage ist trivial. Betrachten wir das Faltungsprodukt
c=axb.

cn:Zak~bn,k: Z ag - by fir neR.
k {(k,0):b+e=n}

Es gilt

lasblly =" leal = DS arbus| <30 D0 faul- Ioul =
n n k

n {k+€=n}

=D laxl- > [bel = lallx - ]2
k J4
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Spezialfall :

Wenn a und b Wahrscheinlichkeitsgewichtungen sind, dann ist auch das Fal-
tungsprodukt a * b eine Wahrscheinlichkeitsgewichtung.

Satz :

Die charakteristische Funktion des Faltungsprodukts ist das punktweise
Produkt der charakteristischen Funktionen

(Z akeikt> . (Z bgem> = Z cne™ wenn c=axb
k 14 n
Der Beweis ist trivial.

Notation : Zu jeder Gewichtung a definieren wir die konjugierte Gewich-
tung b = a* als die Folge mit den Eintrégen

b,=a_, furallenecZ

Bemerke : Die charakteristische Funktion der konjugierten Gewichtung ge-
winnt man durch (punktweise) komplexe Konjugation der charakteristischen
Funktion.

B(t) := anemt = Zd_nemt = deeﬂ'kt = (Z anei"’f) = M

Notation
Die Stochastiker assoziieren mit einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung (py),, Z-
wertige Zufallsgrofien T', sodass

Ws(T =n) =p,

Sie nennen die charakteristische Funktion der Gewichtung die charakteristische
Funktion (der Verteilung) von 7" und notieren

A(t) = E(exp(itT)) = Z e . Ws(T =n) ;

Bemerke : E(exp(it(—T))) = E(exp(itT)) .

Satz : Wenn Z die Summe unabhéngiger Zufallsgroflen ist Z = S + 7', dann
ist die Gewichtung zu Z das Faltungsprodukt der Gewichtungen zu S und T’

Ws(S+T=n)=Y Ws(S=kT=n-k)=> Ws(S=k) Ws(T =n—Fk) .
k k
Beispiel (Geometrische Gewichtung)

1) Ein Zufallsexperiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p wird un-
abhéngig wiederholt. T' bezeichne die Wartezeit bis zum ersten Erfolg.
Wir haben

Ws(T=1)=p, Ws(T=2)=(1-p)-p,...
WS(T =n) = (1—p)" - p
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Um Schreibarbeit zu sparen und zu Gunsten der Ubersichtlichkeit setzen
wir @« = 1 — p und betrachten die Wahrscheinlichkeitsgewichtung a =
(a’")nEZ mit

_f 1—-a)-amt fir n=1,2,...
Un = 0 fir n<0

(,,Geometrische Gewichtung mit dem Erwartungswert 1 1%“).
p a

2) Die charakteristische Funktion kann man durch das Aufsummieren einer
geometrischen Reihe elementar darstellen:

it

e
Zan =(1-a)- T ot

3) Seien S und T" unabhéngige Wartezeiten zum gleichen Parameter p = 1—a.
Die charakteristische Funktion von S + T ist A%(t).
4) Man berechnet leicht die Gewichte von a * a:
Ws(S+T=2)=(1-a)*, Ws(S+T=3)=(1-a)* 2a, ...
Ws(S+T=n+1)=(1-a)? n-a" ! firn=2,3, ...

Mit der Formel Y n-2""1 = W fiir |2] < 1 kann man die charakteri-
stische Funktion auch direkt aus den Gewichten berechnen
: 1
Eexp(it(T + 9)) = (1 — @)% - ———— = A*(¢)
(1 — aett)

5) Die Zufallsgrofie T — S kann alle Werte n € Z mit positiver Wahrschein-
lichkeit annehmen. Es gilt

Ws(T — S = 0) :ZWS(T:k)~Ws(S:k) =

1
(1—a)? Zakloz*l:(lfoz)Lﬁ
-

Ws(T—S=n)=Ws(T —S=-n)=

=(1—a)?-al"l. fir alle n € Z

11—«
6) Diese ,doppeltgeometrische“ Gewichtung kann man auch aus der charak-
teristischen Funktion ablesen, wenn man beachtet
. — 9 1 1
Eexp(it(T — S)) = A(t) - A(t) = (1 —a)*- — . — =

1—aet 1—qe

(1-a)? 1 N 1 )
T 1-a2 1—aet 1—aqe

— 1:32 (Za znt+zan —int __ )
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Beispiel (Binomialgewichtung)
Ein Zufallsexperiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p wird n-mal un-

abhéngig wiederholt. X bezeichne die Anzahl der Erfolge. Man nennt X eine
binomialverteilte Zufallsgrofie. Die Gewichtung

n k . _ n—k -
b = (k>17 (1-p) fir k€ {0,1,...,n}

0 sonst

nennt man die Binomialgewichtung zum Parameter (n,p).
Die Binomialkoeffizienten

sollten von der Schule her bekannt sein. Man versammelt sie gern im Pas-
cal’schen Dreieck.
Die charakteristische Funktion der Binomialgewichtung ist:

B(t) Z< Z )pk-(lp)”k ikt — (1*p+p~eit)n

k=0

Fiir n = 1 erhélt man die charakteristische Funktion der Gewichtung, welche
in den Punkt 0 das Gewicht 1 — p und in den Punkt 1 das Gewicht p legt
(, Bernoulli-Gewichtung“ mit Erwartungswert p). B(t) ist die n-te Potenz der
charakteristischen Funktion der Bernoulli-Gewichtung; die Anzahl der Erfolge
in n Versuchen ist ndmlich die Summe von n unabhéingigen Bernoulli-Variablen.
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13. Vorlesung : Zeitinvariante lineare Filter

In der Nachrichtentechnik beschiftigt man sich mit linearen Filtern (in dis-
kreter oder kontinuierlicher Zeit). Jede Gewichtung (ag),c, beschreibt einen
zeitdiskreten TLF (,timeinvariant linear filter*). Der TLF nimmt eine Folge
von Signalen z(n) auf und gibt eine Folge y(n) heraus.

y(n) = Zak cx(n—k) firalleneZ
k

Besonders wichtig sind die , kausalen“ TLF; ihre Gewichte verschwinden fiir
k <O0.
y(n) =ap-z(n)+ar-z(n—1)+az-z(n—2)+...

Der Filter verarbeitet hier also die Eingangssignale bis zur Zeit n in linearer
Weise zum Ausgangssignal; ax kann man als den Faktor deuten, mit dem ein
Puls vor k Zeitschritten zum Ausgangssignal beitrigt. Die Folge (ay) heifit die
Pulsantwort des TLF.

x(n)_} TLF, _}y(n)

Wenn das Eingangssignal eine ,reine Sinusschwingung® mit der Kreisfrequenz
w ist,
xz(n) =C - exp(iwn), neZ

dann ist das Ausgangssignal ebenfalls eine reine Sinusschwingung mit der Kreis-
frequenz w. Die komplexe Amplitude wird aber mit einem (von w abhiingenden)
Faktor multipliziert

y(n) = A(-w) - z(n) = (Z ay - 6“’“) ~x(n)
k
dennzakeiw(n—k) — eiwn . Zake—iwk — eiwn . A(—(U)
k

Die 2m-periodische Funktion
wi— A(—w)

heifit die Transferfunktion des Filters; ihr Absolutquadrat |A(—w)|? heifit die
Leistungstransferfunktion (,,power transfer function*).

Lineare Filter TLF, und TLF;, kann man hintereinanderschalten

x(n) TLF, y(n) TLF, z(n)

— N —

Man erhélt den TLF zum Faltungsprodukt C' = a * b. Die Transferfunktion ist
das punktweise Produkt

C(-w) = A(-w) - B(-w) fir weR/y_

Wenn ein Filter die hoheren Frequenzen stérker dampft als die in der N&he von
0, dann spricht man von einem Tiefpafl. Typische Tiefpésse sind die gleitenden
Mittel (,moving average“) mit Wahrscheinlichkeitsgewichten.
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Beispiel 1
1 1 1
y(n) = gx(n) + gx(n -1+ gx(n —2)

Die Transferfunktion ist im Wesentlichen der ,, Dirichlet-Kern* (der Ordnung 1),
den wir (fiir alle N) in den Ubungen ausfiihrlich studiert haben.

Beispiel 2

Ein weiterer wichtiger Tiefpass ist der mit geometrisch abfallenden Gewichten
yn) =x(n)+a-z(n—1)+a® z(n—2)+...
Die Transferfunktion ist

A(—w) = Zak ek = 1
0

1—a-ew

Die Power-Transferfunktion ist

1

A(—w)? =
A = T P = 2lal cos@ —wo)

, wenna = |af - €0

(Man erinnere sich, dass wir in der Ubung zur Spiegelung am Einheitskreis
die Kurven {Wlet ;te (0, 27r]} studiert haben; A(—w) variiert mit w wie der

Abstand des Nullpunkts von einem Kreis in der komplexen Ebene. Wenn |«
nahe bei 1 ist, dann kann man von einer ,,Resonanz* bei der Kreisfrequenz wy
sprechen).

Beispiel 3

Ein TLF, der alles andere als ein Tiefpass ist, ist der ,, Differenzenoperator*

y(n) = x(n)—a(n—1)
A(—w) = 1—-e™ =(1-cosw)+isinw
JA(—w)[? = 2(1—cosw) =4 sin’¥

Kontinuierliche Zeit

Ein TLF in kontinuierlicher Zeit ist gegeben durch eine ,kontinuierliche Ge-
wichtung“ (a(s) : s € R); [ |a(s)|ds < oo . Die Technik der gekoppelten

Schwingkreise liefert reichhaltige Moglichkeiten, lineare Filter zu realisieren. Die
dazugehorigen Gewichtungen werden wir diskutieren, wenn wir iiber inhomo-
gene lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten reden. Hier
wenden wir uns sofort der charakteristischen Funktion zu.

Betrachten wir den einfachsten Fall: Fiir einen einfachen Schwingkreis sei R der
Ohm’sche Widerstand, L die Induktivitdt und C' die Kapazitit. Wir zwingen
dem Schwingkreis die Spannung U (t) auf und greifen die Spannung V' (t) am
Kondensator ab, die bekanntlich proportional zur Ladung Q(t) ist.
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L

Q(t) ist eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung

L)+ R- Q) + 5Q() = U()

Wenn U (t) = Upe®™?, dann stellt sich nach dem Einschwingvorgang die ,,Gleich-
gewichtslosung* ein.

Q) =Qo- ™", Qo="U- A(—w)
Wir gewinnen die Transferfunktion A(—w) aus der Differentialgleichung:
1
A(-w)[L- (~w)*+ R - (iw) + 5} =1

Die iiblichen Bezeichnungen sind
1
L-C
(wo ist die Resonanzfrequenz, wenn die Dampfung abgeschaltet wird )

=7 und wgz

A(—w) = % . (wg —w? 4+ 'y(iw))il B
A2 = - ((@? = wB) +7%?)

Eine beliebte Nidherungsformel fiir w ~ wg und kleine Dampfung - liefert (wegen
wi — w? = (wo —w) (wo +w) ~ 2wp (w —wp) ) -
‘2 1 1

TAL W] (wo-w) + F

|A(-w)

Diese Funktion hat ihr Maximum in wg. In den Punkten wgy + %72 liefert sie
die Hilfte des Maximalwerts; man interpretiert daher 42 als die ,Breite der
Resonanzkurve®.

'Y_2
l

Wo

Den Physikstudenten sei hier nachdriicklich empfohlen :
Feynman, Vorlesungen tiber Physik, Band 1, Kap. 23, ,,Resonanz®.
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Allgemeines iiber integrable Gewichtungen auf R

a) Eine komplexwertige Funktion a(-) mit

—+o0
/ la(s)|ds < oo

nennen wir eine integrable Gewichtung oder eine komplexwertige Dichte

mit der L'-Norm
+oo
Jalli = [ la(s)]as

+oo
b) Wenn p(s) > 0und [ p(s)ds =1, dann nennt man p(-) eine Wahrschein-
lichkeitsdichte auf R.

c) Von einer integrablen Gewichtung a(-) sagt man, dass sie kompakten
Tréiger hat, wenn ein T existiert, sodass a(s) = 0 fur s ¢ [-T,+T).

d) Der zu a(-) gehorige Filter ist die Operation, welche jeder stetigen
beschrinkten Funktion f(-) vermoge der Faltungsregel eine Funktion
g = TLF,(f) zuordnet.

—+o0

g(t) = / a(s)- f(t—s)ds fir teR

— 00

e) Wenn a(-) und b(-) integrable Gewichtungen sind, dann definiert man ihr
Faltungsprodukt ¢ = a * b als die Gewichtung

c(t) = /a(s) ‘b(t—s)ds fir teR

Satz : Fiir integrable Gewichtungen gilt
llaxbllx < llafly - [[bllx

Wenn a(-) und b(-) Wahrscheinlichkeitsdichten sind, dann ist auch a * b eine
Wahrscheinlichkeitsdichte.

Beweis
1) [|e(t)|dt = [dt| [ a(s)b(t — s)ds]|

[dt [la(s)|[b(t —s)|ds = [du[|a(s)|-|b(u)|ds
[a(s)|ds - [ |b(u)|du

IN

2) Im Falle, wo a(-) und b(-) positiv sind, wird die Ungleichung zu einer
Gleichung.
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Definition

Die charakteristische Funktion zu a(-) ist die Funktion

At) = /eits ~a(s)ds fir teR

Satz
Die charakteristische Funktion zum Faltungsprodukt ¢ = ax*b ist das punktweise
Produkt der charakteristischen Funktionen

Ot) = A(t) - B(t) fir teR

Beweis

ct) = }ef“ cc(s)ds = ffeit(s*u) ~eq(u) - b(s — u)duds

13* Regularisierung

Der Leser sollte zuerst die konkreten Beispiele im Abschnitt 1/ kennenlernen und dann
erst den folgenden Wechsel des Standpunkts mitmachen.

Die Anwendung des Filters TLF,, auf eine (moglicherweise nicht geniigend glat-
te) Funktion f(-) kann man manchmal als eine Gléttung von f(-) verstehen,
dann némlich, wenn p(-) glatt ist und auf eine kleine Umgebung des Nullpunkts
konzentriert ist. Die Zahl

MU:/?@%f@*$@

ist dann ein gewichtetes Mittel der Funktionswerte in der Néhe von ¢. Die Mit-
telung hat zur Folge, dass das Resultat in Abhéngigkeit von t ebenso glatt wie
der ,,Regularisierungskern® p(-)ds ist: Um das zu sehen, schreiben wir

Mﬂ=/ﬁ@—@-ﬂ$%

Satz : Wenn p(-) stetig differenzierbar ist mit einer integrablen Ableitung,
dann gilt fiir alle beschrinkten f(-)

g ) = /p’(t —8)- f(s)ds ohne Beweis!

Wir studieren nun, wie ein Regularisierer TLF,, auf eine ,,reine Sinusschwingung*
wirkt. Die Funktion f(s) = €™* wird in eine reine Sinusschwingung mit der
Kreisfrequenz w transformiert, wobei aber die komplexe Amplitude mit einem
Faktor multipliziert wird.

/p(S) . eiw(tfs)ds — it /p(s)efiws — iwt ~A(7w)

Wenn |A(—w)|? klein ist fiir groBe |w|, dann werden ,schnelle Schwankungen®
durch TLF,, stark geddmpft; in diesem Fall verdient der Operator f —— TLP,
den Namen ,,Glatter”.
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Beispiele (die eher von theoretischem Interesse sind)

1) Ein beliebter Glitter ist die Faltung mit der Normalverteilung N(0, 02).
Die Transferfunktion ist

A(-w) = exp (—U;MQ)

|A(—w)|? ist klein, wenn |ow| groB ist.

2) Es gibt lineare Filter, welche die hohen Frequnezen vollig ausloschen.
Die Gewichtung sieht etwas merkwiirdig aus:

. 2
p(s) = % (51:(55)) fir seR

Die Transferfunktion ist aber sehr einfach:

Ll

A(w)< 25)+ fir weR

Man wiirde hier nicht von einem Glétter sprechen, weil die Dichte p(s)
ausgesprochen schwere Schwénze hat.

3) Es gibt Glétter, die unendlich oft differenzierbar sind und dennoch einen
kompakten Tréger haben. Man konstruiert solche Glétter z.B. mit Hilfe
einer merkwiirdigen von Cauchy diskutierten Funktion

1

| exp (—I—z) fir >0
q(z){ 0 fir <0

Die unendlich oft differenzierbare Gewichtung
pe(x) = const - g(—e + ) - g(—& — )

verschwindet auerhalb [—¢, 4¢]. Durch die Wahl der Konstanten erreicht
man, dass p.(z) eine Wahrscheinlichkeitsgewichtung ist.

Hinweis : Wir werden sehen, dass man die Approximation einer 2u-
periodischen Funktion durch ihre Fourier-Polynome als eine Glattung auffassen
kann. Dabei werden die Dirichlet-Kerne und die Fejér-Kerne eine Rolle spielen.
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14. Vorlesung : Charakteristische Funktionen von speziellen
Dichten

Wenn man die Eigenschaften von charakteristischen Funktionen

A(t) = / et a(s)ds

in einiger Allgemeinheit studieren will, dann braucht man etwas Maf- und
Integrationstheorie (,, Lebesgue’sches Integral®).

Wir wollen hier erst einmal einige elementare Beispiele behandeln. Diese
nehmen wir aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, weil dort Integrale (neben der
,Fliache unter der Kurve“) noch andere niitzliche Interpretationen haben.
Integrale sind als gewichtete Mittel oder als Erwartungswerte zu deuten.

Als Vorbereitung diskutieren wir

Diskrete gewichtete Mittel

Jedem Element j einer Menge J sei ein komplexer ,, Funktionswert® h; zugeord-
net. Wenn |J| endlich ist, dann kann man das arithmetische Mittel definieren

- 1
h ZZEZ%:ZPJ"’%

Hier sind alle p; gleich ﬁ
Eine Verallgemeinerung des arithmetischen Mittels ist das ,mit p gewichtete
Mittel“. Dabei kann J auch eine unendliche Menge sein.

Definition

Jedem j € J sei eine Zahl p; > 0 zugeordnet, so dass > p; = 1. Fiir jede
beschréinkte Funktion h(-) auf J heifit

> pihj=(p.h)

das mit p gewichtete Mittel der Werte von h oder aus das iIntegral von h(-).
(Man sollte sich h(-) als eine beschrinkte J-Spalte und p als eine J-Zeile
vorstellen.)

Bemerke

Fiir festgehaltenes p ist (p,-) ein lineares Funktional auf dem Vektorraum der
beschrénkten Funktionen

(prahytf-ho) = (p,ha) + 5 {p ha)

Manchmal ist es erforderlich, dieses Funktional auf den VR derjenigen A(:) zu
erweitern, fir welche gilt > p; - |h;| < co. Die Theorie der absolut konvergen-
ten Reihen lehrt, dass es da keine Probleme gibt; man kann wie mit endlichen
Summen rechnen.
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Die Wahrscheinlichkeitstheoretiker assoziieren gerne zur Gewichtung (p;); ; ei-
ne J-wertige Zufallsgrofe Z und deuten (p, h) als den Erwartungswert der kom-
plexwertigen Zufallsgréfien h(Z).

Ws(Z =j)=p; firalle jeJ
> pjhj=> hi-Ws(Z =j)=ENZ)

Gewichtungen auf Z

Besondere Bedeutung haben fiir uns die (Wahrscheinlichkeits)-Gewichtungen
auf Z; denn diese kann man falten. Aus dem bereits Gesagten ergibt sich der

Satz

a) Wenn man unabhingige Z-wertige ZufallsgroBen X; und X5 addiert, dann
ergibt sich die Gewichtung von X; + X5 durch die Faltung der Gewich-
tungen

Ws (X1 +Xo=n)=> Ws(X;=k)Ws(Xy=n—k) firalle ncZ
k

b) Die charakteristische Funktion einer Gewichtung kann als ein Erwartungs-
wert geschrieben werden

Z e . Ws(X =n) = E(exp(itX))

Corollar :

Wenn X; und X5 unabhiingig Z-wertig sind, dann gilt fiir alle t € R

Eexp<z't (X1 4 X2)) = Eexp (itX1) - Eexp (itX>)

Wahrscheinlichkeitsgewichtungen auf R
Sei p(z) >0, [p(x) = 1. (, Wahrscheinlichkeitsgewichtung*).

Sprech- und Bezeichnungsweisen

a) Man sagt von einer reellwertigen Zufallsgrofie X, dass sie die Dichte p(z)
hat, wenn gilt

b
WS(X € (a,b)) = /p(x)dx fiir alle a < b

a

b) Man schreibt auch Ws(X € (z,z + dz)) = p(z)dz fir = € R.



Mathematik fiir Physiker I - Teile IIT & IV. 18

c¢) Die Stammfunktion

F(z) = /p(y)dy: Ws(X < z)

heifit die Verteilungsfunktion der Zufallsgroen X.

d) Fiir beschriinkte komplexwertige Funktionen A(-) notiert man
/h(x) -p(x)dx = ER(X)

e) Man notiert Eexp(itX) = [ep(z)dz (fir t € R) und nennt das
Resultat (als Funktion von ¢ betrachtet) die charakteristische Funktion
der (Verteilung der) Zufallsgrofen X.

Bemerke : Es hingt von p(-) ab, ob fiir ein vorgegebenes unbeschrinktes
h(-) der Erwartungswert £h(X) wohldefiniert ist. Besonders wichtig ist der Fall
h(X) = X2

Notation

Wenn € X? < oo, dann definiert man
VARX = EX? — (£X)? = 5((X — EX)Q).
Man kann zeigen

Satz

Wenn £X? < oo, dann ist die charakteristische Funktion im Nullpunkt zweimal
differenzierbar und es gilt (mit u = £X)

1
€ exp(itX) = exp(itu) - exp(7502t2 + 0(15)2) fir t—0

Corollar : Wenn X7, Xo unabhiingig sind mit £ X? < oo, £ X3 < oo, dann
gilt

EX1+EXo

VARX + VARX,

E(X1+ Xo)
VAR (X1 + X5)

Beispiel 1 (Gaufi’sche Dichten)

Die berithmteste Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Normalverteilung (oder
gauy’sche Verteilung) N (u,0?). Thre Dichte ist auf den DM 10.- Banknoten

abgebildet
1 (z —p)?
J@) = o-V2T P ( 20?

Der Spezialfall i = 0, 02 = 1 liefert die Dichte der Standardnormalverteilung
N(0,1).

Wer nicht viel Analysis studiert hat, wird sich vielleicht wundern, dass es
gerade der Faktor v/27 ist, der fiir die Normierung auf das Gesamtintegral 1



Mathematik fiir Physiker I - Teile IIT & IV. 19

benotigt wird. Er wird vielleicht auch nicht sofort die charakteristische Funktion
ausrechnen konnen. Wir wollen hier das Ergebnis nur angeben:

+o0

) 1 1 1

itx 2 2 ..

e’ . exp| —=x° | dx = exp | —=t fir teR
/ Vr p( 2 ) p( 2 )

Man bemerke, dass man das Resultat auf die folgende leicht memorierbare Weise
schreiben kann:

exp :I:—zt) )dmzl fiir alle t € R

73 [ el

Fazit :

Wenn Z standardnormalverteilt ist, dann hat X = p + o - Z die Verteilung
N (i, %) mit der oben angegebenen Dichte und der charakteristischen Funktion

Eexp(itX) = [ef(x)dx
= ¢ exp(z’t(qu O'Z))
= . Eexp (i(to)Z)
= et .exp (—"—;tQ) )
Der Logarithmus der charakteristischen Funktion ist eine quadratische Funktion

1 1
In(€ exp(itX)) = itp — o t?- 0 =it(EX) — 51?2 - VARX fiir alle t € R.

Beispiel 2 (Die exponentielle Dichte und die Laplace-Dichte)

a) Exponentiell verteilte Zufallsgroffen X treten hiufig als Wartezeiten auf
(etwa beim radioaktiven Zerfall, A bezeichnet dort die Zerfallsrate).

AT Ndx fir x>0

e
Ws(X € (z,z +dx)) = { 0 fir 2 <0

Man rechnet leicht nach: € X = +, VAR X = 55.

firteR
t

T A
E exp(itX) = /e eiAI-)\-dmzA
0

Zur Erinnerung : Wenn ein Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p
unabhéngig wiederholt wird, dann gilt fiir die Wartezeit T bis zum ersten Erfolg.
ET:%,VART—

. _ _ ztn — p
6 eXp(ltT) = p- Z(l ) - p+(e*it71)
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b) Wenn X; und X, unabhéngig exponentiell verteilt sind mit £X; =
% = €£X>, dann ist X7 — Xy doppeltexponentiell verteilt (oder ,,Laplace-
verteilt*).

1
WS(X1 — X € (z,x + da:)) = 567)\‘1‘ “A-dx firallezeR
A2 A2

= = fir teR
it g

£ exp(it(Xl — Xg))

Bemerke : Auch fiir X7 + X5 kann man die Dichte und die charakteristische
Funktion leicht explizit ausrechnen

Lo AT )2 . >
Ws(Xi+Xo € (eoa+dz)) — { &€ Adw fir w0

0 fir <0
2
Eexp(it(X1+ X)) = (x25) firteR
Satz : Seien Xj, Xo,..., X, unabhingig exponentiell verteilt mit demselben
Erwartungswert £ X = %, dann gilt
1
WS(X1 +...+ X, €(x,x —i—dx)) = gl eTA Ny fiir 2> 0

(n—1)!

Eexp(it(Xi+...+ X)) = ()\)\it) fir ¢t € R.

Beweis durch vollstéandige Induktion nach n.

Beispiel 3 (Gamma-Dichten)

Es ist Tradition, dass die Erstsemester (des Mathematik- oder Physikstudiums)
bei irgendeiner Gelegenheit mit der Gamma-Funktion I'(a), @« > 0 bekannt ge-

macht werden.
oo

INa) := /xo‘_l e Tdx
0
Durch eine partielle Integration gewinnt man die Funktionalgleichung

a-T'(a)=T(a+1) firalle >0
Daraus ergibt sich fiir ganzzahlige Argumente
P(n+1)=n!

Man sagt, die Gamma-Funktion sei eine ,natiirliche* Fortsetzung der ,Fa-
kultatsfunktion® auf nichtganze Argumente - und man kann das auf vielerlei
Weisen begriinden.

Uns erscheint I'(a) als der Normierungsfaktor in den sog. Gamma-Dichten.

Definition : Man sagt von einer Zufallsgrofle X, sie sei gammaverteilt mit
dem Erwartungswert o(a > 0), wenn gilt

L.z lie=dy fir x>0
Ws(X € (ra+ ) = { T 0 fir z<0

|
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Satz : Wenn X gammaverteilt ist mit £X = «, dann gilt
Eexp(itX)=(1—1dt)"®

Der Beweis erfordert komplexe Integrationstheorie. Wir wollen durch die folgen-
de Plausibilitdtsbetrachtung das Ergebnis leichter memorierbar machen:

Iy 1 L7 o1
/emc cxee T —dr = ———— /(1 — i) z® e L 2y =
x (1 —it)> x
0 0
1 1
* c=dy=(1—-4t)"*-T
tencl RO TR

Ergénzung zu Beispiel 3
Das Integral

heifit in dlteren Biichern das zweite Euler’sche Integral. Es gibt auch ein ,erstes
Euler’sches Integral®:

1
/:c 1—:z:ﬁldz fir a>0,8>0
0

Wir zeigen
['(e) - T'(5)
B(a,p) = ——==

@0 = T )
ausgehend von dem Faktum, dass die Faltung der Gamma-Dichten zu o und 3
die Gamma-Dichte zu a+ (3 ergibt. (Dies folgt aus der angegebenen Formel fiir
die charakteristische Funktion.)

Y

1
)'ymrﬁ*le*y = /u‘klefu'(y—u)ﬁflef(yfu)du

1 b
Ia+p0 )

L
I(a) T(B)

firy > 0.

In dieser Formel kann man einiges kiirzen. Man erhélt :

L(z) -T(B) o -1 _ / a—1 -1
Tato ! = [ -

Variablentransformation v = %u liefert :

1
a+ﬁ /’U Bldv q.e.d.
0

Hinweis : Die Wahrscheinlichkeitsdichte
1 el (1 — )BT
p(u)z{ By U (1—u) . fir u € [0,1]
heifit die Beta-Dichte zum Parameter o, 3. Wenn X, g nach dieser Verteilung
verteilt ist, dann gilt & (Xaﬂ = ﬁg)-

sonst
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Beweis
1
1 a— - _  B(at+1,8) _
[# gy a7 (L-2) e = T =
Dla+DT(B)  T(@a+B) _ _a
T(a+p+1)  T(a)T(B) — otpB
Beispiel 4

Man sagt von einer Zufallsgrole X, dass sie eine Standard-Cauchy-Dichte hat,
wenn gilt
Ws(X € (z,2 +dx)) = 1 %dx fir z € R
™ 1+x
Die Stammfunktion ist durch den Arcustangens gegeben.

[arctan @ + 7 L L 4
<larctanz + = | == [ ——
2 ™ 1—|—y2y

— 00

Ws(X <z) =

3=

Die charakteristische Funktion hat eine etwas merkwiirdige aber doch ganz ele-
mentare Gestalt, ndmlich

E exp(itX) = exp(—|z|]) fir t € R (ohne Beweis !)

Bemerkungen

1) Die Dichte von ¢ - X nennt man die Cauchy-Dichte zum Parameter c¢
(c>0).
1 ¢
Ws(c- X dz)) = ——5——
s(c- X € (z,x + dz)) g L

Thre charakteristische Funktion ist
E(exp(it - ¢X)) = exp(—c- |t])

2) Aus dieser Formel ergibt sich sofort der

Satz

Seien X; und X3 unabhéngig standard Cauchy-verteilt und c1,co > 0.
Dann ist ﬁ (c1 X1 + c2X5) standard Cauchy-verteilt.

3) Als Kontrast formulieren wir den

Satz

Seien Z; und Z, unabhingig standard normalverteilt.
Dann ist

5 5 (0171 + 0272) standardnormalverteilt.
o1+ 03

Der Beweis ergibt sich mit Hilfe der charakteristischen Funktionen

& exp(it (0121 + UQZQ)) =& exp (ito1Z7) - S(exp (itang))
= exp (—éa%tQ) - exp (7%05 . t2) = eXp(f% (O’% + U%) t2)
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Beispiel 5 (Rechtecks- und Dreiecksdichte )

a) Von einer Zufallsgrofie U sagt man, sie sei gleichmifBig (oder uniform)
verteilt im Intervall [fg, +§], wenn gilt

S

1 g s
WS(UG(u,qudu)){% furue[ w—i—ﬂ

sonst

Man iiberzeugt sich leicht: EU =0, VARU = £ 52.

E exp(itU) = % sin (%St) fir t € R

b) Von einer Zufallsgrofie V' sagt man, sie sei dreiecksverteilt mit der Spann-
weite [—S, +5], wenn gilt

1 2
WS(VG(U,U—i—dv)):g-(l—%) fir veR

Es gilt offenbar
1
EV =0, VAR = 652

Satz :

Wenn Uy, Us unabhiingig in [—S5,4S] uniform verteilt sind, dann ist Uy + Us
dreiecksverteilt mit der Spannweite [—25,25].

Beweis : Sei p(-) die Dichte von Uy und Uz und ¢(-) die Dichte von U + Us.
Es gilt

Der Integrand kann nur die Werte (%)2 und 0 annehmen; er ist ungleich 0,
wenn
u€e|[-S,+S]N[-S4+v,5+v] denn
[v—ul<Se-S<v-—u<Se-S—v<—-u<S—v
Die Lénge des essentiellen Integrationsintervalls ist also im Falle v > 0 gleich

S —(—S+wv) und im Falle v < 0 gleich S+v+ S, in jedem Falle also (25 — |v])*.
. 2 o\ T
Somit ¢(v) = (%) (28 — o))t = % . ( _ |2_S\)

Corollar : Wenn V dreiecksverteilt ist mit der Spannweite [—S5,+S], dann
gilt

€ exp(itV) = (% -sin <%St>)2
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Hinweis : Wenn man auf einem Taschenrechner die Taste ,,Random Number*
betétigt, dann bekommt man eine sog. Pseudo-Zufallszahl U, die im Einheitsin-
tervall gleichméBig verteilt ist. Die Dichte von U — % ist also die Rechtecksdichte
mit der Spannweite [—3,+1] , Ws(U € (u,u + du)) = p(u)du.

a)

Wenn man die Taste ofters betétigt, bekommt man Uy, Us, ..., die (an-
geblich) unabhiingig sind. U; + Uz — 1 hat die Dreiecksdichte mit der
Spannweite [—1,+1]. Uy + Uz + Us — % hat eine auf [—%, —1%} konzentrier-
te Dichte p * p * p, die stiickweise durch quadratische Funktionen gegeben
ist, u.s.w.

Es ist eine interessante Aufgabe MAPLE dazu zu bringen, die Dichten
pxp*xp, pxpxp*xp,...zu plotten. Wir behandeln dieses Problem in
den Ubungen.

Praktiker brauchen fiir Simulation 6fters einmal Realisierungen von stan-
dardnormalverteilten Zufallsgroflen Z. Fiir den Hausgebrauch wird emp-
fohlen Y :=Uj +...+ U2 — 6 als approximativ NV (0, 1)-verteilt gelten zu
lassen.

Die Koeffizienten der Entwicklung

In £ exp(itY) =6-1In <M>

12
2

_ 0T 1 g 1 6

= =ty e
heiflen die Kumulanten der Verteilung von Y. In unserem Fall haben wir
02> = VARZ = 1. Die Kumulanten k4, K, . .. sind leicht zu berechnen;
ihre Kleinheit gilt als Indiz fiir die Ahnlichkeit der Verteilung von Y mit
N(0,02).
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15. Vorlesung : Die Inversionsformel

Satz : Sei a(s) eine Gewichtung, sodass die charakteristische Funktion A(t)
integrabel ist. Dann gilt
1

a(s) = Py /e‘itsA(t)dt fiir alle s € R

Wir stellen eine grundsétzliche Diskussion dieser Inversionsformel zuriick und
werfen lieber noch einmal einen Blick auf unsere Beispiele.

Beispiel 1
Wir haben noch keine Methode, um die charakteristische Funktion der gaufi-
schen Dichte herzuleiten; wir kennen aber das Resultat

- 1 1 1
— itz . e = — 42
At) = /e N exp< 5% )dz exp( 2t )

Die Inversionsformel bietet keine Uberraschung

1 . 1 ; 1 1 1
— [ e AW)dt = — [ e exp | —=t? | dt = exp | —=a?
27 27 2 V2 2

Hier tragt dieselbe Rechnung wie bei der Berechnung der charakteristischen
Funktion.

Beispiel 2

a) Die exponentielle Dichte ist unstetig; die charakteristische Funktion A(¢)
ist nicht integrabel. Die Inversionsformel gilt in modifizierter Form

T ; 1
At — itx 7Id —
(t) /e e fdr = T

0
. i 1
_ —ixt _ —ixt e T fﬁI‘ :L'>0
271'/6 Aldt =57 | ¢ 1—itdt'—>{ 0 fir <0

_T “r

b) Die doppelexponentielle Dichte hat eine integrable charakteristische Funk-

tion
1 e 1
_ - ite | —|x| _
A(t)—2/e e dx_lthQ

Nachdem wir in Beispiel 4 die charakteristische Funktion der Cauchy-
Dichte kennen gelernt haben, iiberrascht uns nicht, was die Inversionsfor-
mel hier zu sagen hat.

—+o0

1 : 1 1
% —ixt | . +t2 dt = 5 exp(—|x|) fir alle z

— 00

(Fiir eine direkte Herleitung fehlen uns noch die Mittel).



Mathematik fiir Physiker I - Teile IIT & IV. 26

Beispiel 3

Fiir die Gamma-Dichten mit ganzzahligem Parameter kann man die charakteri-
stische Funktion (durch vollstédndige Induktion) elementar berechnen. Mit den
Mitteln der Integration im Komplexen findet man auch fiir nicht ganze a > 0

1 7 - 1
At) = itr | a—1 ~Tdr =
® =T /e T T e
0

Die Gamma-Dichten sind fiir @ < 1 im Nullpunkt unstetig: ihre charakteri-
stischen Funktionen sind nicht integrabel. Die (fﬁr a <1zu modiﬁzierende)
Inversionsformel liefert die bemerkenswerte Identitét

+oo 1 a—1_—z -
1 pmict wdt — { ey e fir >0
27 (1 —at) 0 fir <0

— 00

Beispiel 4 haben wir mit Beispiel 2b) abgehandelt.

Beispiel 5 setzt die Rechtecksdichten und die Dreiecksdichten in Beziehung zu
den kontinuierlichen Analoga der Dirichlet- und Fejér-Kerne, die wir in den
Ubungen ausfiihrlich behandelt haben. In der Ubungsaufgabe wird diskutiert:
Sei fiir S > 0

+S S 5
D) = /eitsds = /2 - cos(ts)ds = i - sin(tS)
0

=s
S +oo
1 o\ " 2an (L)Y
) = = [ DO )y = -] e :<_' _)
0 =2 fooigane T (o) e ()
0] — 00
+T 1 o
L[ e 2y {2 i we (=14
o ) o t T—o0 0 sonst
1 +oo . 2 t 2
o efwt.(gsin <§>) dt:(1—|v|)+ fiir alle v
T J-x

Beispiel 6 (Der harmonische Oszillator)

Wir haben berechnet, wie ein einfacher Schwingkreis eine reine Sinusschwingung
modifiziert

et ™. A(—w) mit
B 1 1 1 1
CLC (Wi - w4 (iw) LC wi+iw w_ +iw

A(-w)

Die integrable Funktion

W4 w_

Alt) =

w+—it.w,—it

ist das Produkt zweier charakteristischer Funktionen zu Exponentialgewichtun-
gen (mit den komplexen Parametern w4 und w_).
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Die Pulsantwort a(-) des harmonischen Oszillators ist daher (bis auf einen reellen
Faktor) das Faltungsprodukt zweier Exponentialgewichtungen.

Pu () = e “t'.wy fiir t>0, =0sonst
po_(t) = e “-t.w_ fir t >0, =0 sonst.
—+o0
1 .
o e ! A(w)dw = const (pu, * po_) (1)
— 00

Das néchste Beispiel erfordert ein gewisses Versténdnis fiir den Begriff der
Glattung, den wir in 13* behandelt haben.

Beispiel 7 (Modulierte Sinusschwingungen)

Einen TLF kann man sowohl durch seine Transferfunktion A(—w), als auch
durch seine Pulsantwortfunktion a(t) charakterisieren.

A(—w) = [e ™a(t)ds
alt) = 5= [e ™ A(w)dw

A(®) ist der Faktor, mit dem der Filter die (aus der unendlichen Vergangenheit
kommende) reine Sinusschwingung e %! multipliziert. Nun kann man aber in
der Realitdt dem Filter nur Eingaben endlicher Reichweite anbieten. Fiir die
Bestimmung von A(@) bieten sich schwach modulierte Schwingungen an, wie
z.B.

a) f(t) = f@9(t) =1_g.45(t) e, oder auch
b) f(t) =exp (f%) e~ (fiir grofles 9).

Die Ausgabe g(t) ist dann (fiir |t| < S) nur annithernd gleich e~ . A (©). Wir
wollen ¢(t) etwas genauer berechnen.

g(t) = /a(s)f(t — s)ds
Fiir die charakteristische Funktion gilt also

G(u) = fez:t“ -g(t)dt = A(u) - F(u), wobei
F(u) = [e™ - f(t)dt

Die Inversionsformel liefert

1 .
g(t) = o /ef““fA(u) - F(u)du
Im Falle a) haben wir mit
+5 pein(us i}
D& () 1= [ .ds= % (siche Ubungen)
s
+S N
F(u) — f ezut . efzwtdt —_ D(S) (&j . U)
-5
gty = e @4 [ et =Dt A(u) - D) (& — u) du

— it fA (@—v) - %e“t . DS) (v)dv

us
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Das Integral ist die Faltung von A(-) mit der komplexen Gewichtung
1 .
pe(v)dv = %e“’tD(S) (v)dv

Das Gesamtintegral ist 1 fiir ¢ = 0; dennoch handelt es sich nicht um eine
Glittung, weil D) (.) nicht iiberall nichtnegativ ist. Fiir grofie S ist die Ge-
wichtung auf eine kleine Umgebung des Nullpunkts konzentriert. Man erwartet
daher

g @S (1) = et A(D)  fiir |t| Klein,

jedenfalls dann, wenn A(-) in der Nidhe von @ wenig variiert.
Fiir groBere |t| und @, in deren Nihe A(-) wenig schwankt, erwarten wir

- . 1 .
gl&s) (t) ~e ™. A(@) - / 2—6’”D(S) (v)dv
0
wobei nach der Inversionsformel gilt

1 .
/%eth(S) (v)dv = 1;_g,g(t)

Im Falle b) wurde die reine Sinusschwingung e~**! mit einer (fiir grofies S

weitgestreckten) gauBlischen Dichte moduliert. Auch in diesem Fall erwarten wir
(fiir kleine t) als Antwortsignal eine nur wenig modifizierte Sinusschwingung

g(t) = e . AD)

. t .
Wir wollen nun aber genauer berechnen, was herauskommt, wenn le nicht sehr

klein ist.
Die charakteristische Funktion des Eingangssignals ist

. - t2
F(’U,) _ /ezute—zwt - exp (_2_52) dt =
2

= V2r-S- exp(—%-(u—d))Q)

Die Inversionsformel fiir G(u) = A(u) - F(u) liefert
1 o 2
g(t) = e " e /e_’(“_‘”)t cA(u)-V2r - S- exp(—%(u —®)?%)du
7r

= Wt /A(&J —v) - pt(v)dv
mit
Leo o) it
pe(v)dv = S - exp 755 -v* ) - e™du

Fiir ¢t = 0 ist p;(v)dv eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Fiir ¢ # 0 ist p.(-) nicht
reellwertig. Fiir alle ¢ ist |p;(v)|dv auf die Nidhe des Ursprungs konzentriert.
Die Formel fiir das Gesamtintegral

/pt(v)dv — exp (_;—;)

zeigt fiir die @, in deren Néahe die Transferfunktion wenig gekriimmt ist,

. t2
~ p—twt | ~N L 7
ol0) ~ 5 4(@) exp 55 )
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Fazit : Die mit der flachen Normaldichte modulierte Sinusschwingung e~%*
wird im Filter approximativ zu der mit derselben Normaldichte modulierten

Sinusschwingung A (@) - e ",
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16. Vorlesung : Stehende und laufende Wellen

Stellen wir uns eine elastische Saite vor, die an den Stellen z = 0 und = = L
eingespannt ist. Sie sei mit einer Massendichte m(x)dz belegt und habe in jedem
x eine Elastizitit E(x), welche angibt, welche Kraft der Dehnung entgegensteht,
wobei angenommen wird, dass diese Kraft proportional zur Dehnung ist.
In dem {iblichen idealisierenden Modell (fiir kleine Auslenkungen) hat man nach
Newton’s Formel
2 82
m(z) t,x) = E(x) t,x)

ek 522

(Masse x Beschleunigung = riicktreibende Kraft)?

Dass die Dehnung mit der zweiten Ableitung zu tun hat, liegt im Falle der
Longitudinalwellen auf der Hand. Bei den transversalen Schwingungen erscheint
die riicktreibende Kraft als eine Resultierende der entlang der Saite angreifenden
Krifte.

Uns soll hier nur der Fall interessieren, wo m(-) und E(-) entlang der Saite
konstant sind.

Mit ¢ = ,/% haben wir dann die

Gleichung der schwingenden Saite

1 02 0?
<§'&55§>““@0
u(t,0) =0=wu(t,L) fiir alle ¢

Die Losung ist durch die Auslenkung und die Geschwindigkeit zur Zeit eindeutig
bestimmt. Seien also u(0,z) und 4(0, z) gegeben.
Hinweise :

a) Die analoge Gleichung in zwei Raumdimensionen heifit die

Gleichung der schwingenden Membrane

1 92 0? 02
Qﬁﬁ@ﬁ*@ﬁﬁ@@o
u(t, (z,y)) =0 fiir (z,y) am Rand der Membran.

Fiir die Anfangsbedingungen zur Zeit 0 gilt dasselbe wie fiir die schwin-
gende Saite.

b) In drei Raumdimensionen wird daraus die

Wellengleichung

1 62
(0_2@ — A) u(t,z,y,z) =0

2 2 2
WobeiA:a——i—6 4

22 T o + Eye ,Laplace Operator®
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)

Lassen wir alle Randbedingungen aufier Acht, so kénnen wir schon einmal
Losungen eines interessanten Typs hinschreiben, die sogenannten ebenen
Wellen.

u(t,z,y,z) = exp (i(wt — (k1 + kay + kgz)))

mit einer beliebigen ,,Wellenzahl® (ki, k2, k3) und der dazu passenden
,Kreisfrequenz*
w=|[k|-c

Man hat in der Tat

1 62
Au(t,z,y,z) = (—sz — kzg — k%) “u = ?@u(t’x’y’z)

Die ebenen Wellen sind ein besonders wichtiger Fall von Lésungen, die
man faktorisieren kann.

Machen wir nun den allgemeinen ,,Separationsansatz® :
u(t,z,y,z) =g(t) - h(z,y, z)
Die Wellengleichung fordert fiir Losungen dieser Gestalt

59"(6) - hia) = o) Ab(a)

und das bedeutet, dass eine Konstante existiert, sodass

l 9"t = const = Ah(z)
c? g(t) h(z)

Die Losungen der Gleichung

g"(t) = —w® - g(t)

sind natiirlich nichts anderes als die Linearkombinationen der Funktionen

g(t) = et und g(t) = gt

oder g(t) = cos(wt) und g(t) = sin(wt).

Sei auf der anderen Seite h(-) eine Losung der Gleichung
Ah=—k*-h

Dann ist mit w? = k2 - ¢2
exp (iwt) - h(zx)

eine Losung der Wellengleichung.

Besonders einfach ist natiirlich der Fall einer einzigen Raumdimension, d.h. der
Fall der schwingenden Saite. Bevor wir uns diesem Fall (mit der angegebenen
Randbedingung) zuwenden, skizzieren wir kurz den allgemeinen
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Hintergrund

Die Theorie der Wellenbewegung ist eine unendliche Geschichte fiir Mathema-
tiker wie fiir Physiker. Sie ist auch eine Herausforderung an die Lehre. In Ma-
thematikbiichern wird man schwerlich eine umfassende Definition von Wellen-
bewegung finden; und in Physikbiichern baut man ohnehin lieber auf konkrete
Assoziationen als auf allgemeine Definitionen. Im berithmten Lehrbuch ,,Phy-
sik“ von Gerthsen findet sich (auf Seite 102) die folgende (nach meiner Meinung
sehr gelungene) ,, Definition und Beschreibung*

» Wenn im Innern eines deformierbaren Mediums eine Verschiebung aus der
Ruhelage (Deformation) bewirkt oder ,erregt® wird, so bleibt diese nicht auf das
Errequngszentrum beschrinkt, sondern sie teilt sich den Nachbargebieten mit,
die (zeitlich verzigert) ebenfalls deformiert werden. Eine Erregung pflanzt sich
nach allen Richtungen mit einer charakteristischen Awusbreitungsgeschwin-
digkeit fort. Wir nennen diesen zeitlich und rdumlich verdnderlichen Zustand
eine Welle“ . ..

LHFldchen im Medium, deren Punkte mit gleicher Phase schwingen, bezeich-
nen wir als Wellenfldchen. Sie umschlieflen das Erregungszentrum. Ist dieses
punktformig, und ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit unabhdngig von der Rich-
tung und tberall konstant, dann sind die Wellenflichen Kugelflichen (Kugel-
wellen). Liegt das Erregungszentrum im Unendlichen oder mindestens sehr weit
entfernt, oder geht die Welle von einer tberall mit gleicher Phase schwingenden
Ebene aus, dann sind die Wellenflichen Ebenen (ebene Wellen),

Linien, die vom FErregungszentrum ausgehend, die Wellenflichen diberall
sendkrecht durchsetzen, bezeichnen wir als Strahlen.

Wenn die Deformation im Erregungszentrum eine harmonische Schwingung
der Teilchen um ihre Ruhelage mit der Schwingungsdauer T = % ist, so setzt sich
diese Schwingung durch den ganzen Koérper hindurch fort. Benachbarte Teilchen
schwingen in der Phase gegeneinander versetzt. In regelmdfSigen Abstinden fol-
gen aber Teilchen, die in der Schwingungsphase miteinander tbereinstimmen.
Wir nennen diesen Abstand innerhalb einer Welle die Wellenldnge.

Wihrend das Erregungszentrum eine volle Schwingung vollfiihrt hat, ist die
Errequng bis zu einem Punkt vorgedrungen, in dem die Schwingung nun mit der
des Zentrums gleichphasig ist. Sein Abstand ist nach obiger Definition die Wel-
lenlinge. Er ist gleich der Geschwindigkeit, genauer der Phasengeschwindingkeit
¢ der Wellenausbreitung multipliziert mit der Schwingungsdauver T .

A
= — = 2 . A = . A
c=r (27w) v
(c ist nicht die Geschwindigkeit eines Korpers, sondern die eines Zustandes.)
Die Gleichung stellt eine Beziehung zwischen den oben definierten Grafien
¢, N und T dar; sie sagt aber nichts aus iber die Abhingigkeit der Phasenge-
schwindigkeit von der Frequenz.

Der letzte Satz aus Gerthsens Buch macht deutlich, dass die hier entwickelten
Intuitionen wesentlich iiber die Theorie der Wellengleichung hinausgehen. In der
Wellengleichung gibt es nédmlich nur eine einzige Konstante ¢, wéhrend bei all-
gemeineren Wellenphdnomenen die ,,Dispersion® eine fundamentale Rolle spielt.
Die Dispersionsrelation beschreibt, wie die Kreisfrequenz w von der Wellenzahl
(k1, ko, k3) abhiingt. Man konnte auch sagen, dass die Dispersionsrelation an-



Mathematik fiir Physiker I - Teile IIT & IV. 33

gibt, wie die Phasengeschwindigkeit von der Wellenzahl abhéngt.

Q
c:%:w-(%)\)

Bemerke : Der Betrag der Wellenzahl hat die Dimension einer reziproken
Lange, ||k|| = 5i5. In isotropen Medien hiingt die Phasengeschwindigkeit nur
von der Wellenlédnge ab; bei der klassischen Wellengleichung ist sie von der Wel-
lenzahl (kq, k2, k3) génzlich unabhéngig.

Elektromagnetische Wellen breiten sich im materiefreien Raum mit Lichtge-
schwindigkeit aus. In einem Medium mit dem Brechungsindex n ist die Phasen-
geschwindigkeit aber nicht ¢, sondern ;>. Der Brechungsindex ist abhiingig von
der Frequenz.

Man lese Feynman, Vorlesungen tiber Physik, Band 1, Kap. 31, ,,Der Ursprung
des Brechungsindex“.

Der Begriff der Phasengeschwindigkeit ist am Bild der ebenen Wellen entwickelt.
Eine mathematische Begriindung dafiir, dass er fiir alle Wellenbewegungen fun-
damental ist, ergibt sich aus der Tatsache, dass man sehr allgemeine Funktionen
u(t, z,y, z) aus Funktionen der Form

exp (i(wt — (k1z + koy + kgz)))

im Sinne einer Integration linear kombinieren kann.
Dieses mathematische Phénomen ist der Gegenstand der Theorie der Fourier-
Integrale in hoheren Dimensionen.

Eigenschwingungen der Saite

1) Fiir die in z = 0 und = = L eingespannte Saite gibt es eine ,, Grundschwin-
gung*“ und eine Folge von Oberschwingungen. Die Wellenzahlen, die hier in
Frage kommen, sind die ganzzahligen Vielfachen von 7. Die Auslenkungen
haben die Form

sin(TUL x)

0 L
sin(2TUL x)

0 L
sin(3TUL x)

0 L
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2)

Firn € N sei k = 2% und w = £k - ¢. Die Funktion

L
u(t,x) :=sinkz - e™*
erfiillt die Gleichungen
1 02 9 02
C_Q@U(t’x) =—k% u(t,x) = @u(t,z)

Das Produkt u(t, z) kann man auch als Summe schreiben
. 1 . 1 .
i-u(t,x) = XD (i(wt + kz)) — 5€XP (i(wt — kx))

Die Summanden sind eindimensionale ebene Wellen; man nennt sie lau-
fende Wellen mit den Wellenzahlen +k und der Kreisfrequenz w. Die Pha-
sengeschwindigkeit ist ¢ = \WT\

u(t, z) kann man sich also so zustandekommen denken, dass sich zwei ge-
geneinander laufende ebene Wellen iiberlagern, wobei sich die Beitriage in
den Positionen © = 0,+£L,+2L, ... zu allen Zeiten ausléschen.

Im C-Vektorraum der komplexen Loésungen 148t sich bequemer rechnen
als im R-Vektorraum der reellen Losungen. Die beobachtete Auslenkung
kann als der Realteil einer komplexen Losung verstanden werden. Sie hat
die Form

v(t,z) = |a| - sin(kx) - cos (w(t — to))

Die maximale Amplitude |a|-sin(kz) wird zu den Zeitpunkten to+ 2Zm =

to+m-T (m € 7Z) angenommen; T = %’T ist die Schwingungsdauer
Vo= % = 5= ist die Frequenz.

Die Geschwindigkeit, mit welcher die Saite durch die Nulllage geht, ist
+w - |a| - sin(kx). Die kinetische Energie ergibt sich durch Integration des
Quadrats.

1
kin.Energie = (ZM . L) af? - |w|* (M = Gesamtmasse)
Zu den Zeitpunkten maximaler Auslenkung ist diese Energie in potentielle

Energie (Deformationsenergie) umgewandelt.

Die Uberlagerung von Oberschwingungen Die Gesamtheit der
Losungen der Gleichung

1 62 02
(—aT - 37) ult, @) =0
u(t,0) =0=wu(t, L)
ist ein Vektorraum. Jede Linearkombination der oben studierten Ldsun-

gen ist eine Losung. Das gilt nicht nur fiir endliche Linearkombinationen,
sondern auch fiir manche unendliche Uberlagerungen

u(t,z) = Ji:’o (icn) sin (n_zx) - exp (inzct)

— 00
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Es handelt sich um eine reelle Losung, wenn
C_p = ¢, fiuralle n

Mit der obigen Rechnung lé8t sich das umschreiben

u(t,x) = %ch exp (an—ﬂ(x + ct)) — %ch - exp (ZTZ—W(fx + ct))

1 1
= sg(e-+et) = 5w+t

Bemerke :
a) Die Funktion
nT
9(y) =D cn exp (@fy)

ist genau dann reell, wenn c_,, = ¢, fiir alle n.

b) Zur Zeit 0 sind Auslenkung und Geschwindigkeit

u(0,2) = 2g(x) ~ 2o(~2)
2 00,4) = 59'(@) ~ 59'(-)

Wenn die Funktion g(-) ungerade ist, dann verschwindet die Anfangs-
geschwindigkeit.
In diesem Falle hat man u(t,z) = 3g(z + ct) + $g(z — ct).

6) Es stellen sich nun zwei Fragen :

I. Wie allgemein ist die durch Uberlagerung gewonnene Losung der
Gleichung

102 0
(‘% B a—) u(t,2) =0
u(t,0) =0=wu(t,L) fir alle ¢

ITI. Welche Koeffizientenfolgen (c;,),, kommen in Betracht? Unter wel-
chen Umstdnden liefert die unendliche Summe tatséichlich eine
Losung?

Diese Fragen haben eine lange und interessante Geschichte.

Historisches zur schwingenden Saite Der berithmte Mathematiker und
Enzyklopédist J.B.d’Alembert hat 1747 das folgende Ergebnis publiziert: Wenn
man einer elastischen Saite der Lénge L, die in den Punkten z =0 und « = L
eingespannt ist, in den Punkten z die Auslenkung g(z) gibt und dann loslift,
so wird ihre Auslenkung zu allen Zeiten ¢ gegeben durch

1 1
u(t,z) = 59(.%‘ +et)+ 59(:1: —ct)

D’Alembert dachte vermutlich an Funktionen g(-), die durch einen analytischen
Ausdruck gegeben sind, welcher die erforderlichen Differentiationen ermoglicht.
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L.Euler propagierte zu dieser Zeit schon allgemeinere Auffassungen, was man
unter einer Funktion im Sinne der Analysis zu verstehen hat und welche Funk-
tionen g(-) daher in Betracht gezogen werden kénnen. In seinem Lehrbuch von
1755 gibt Euler die folgende Definition:

Lind nun Groflen auf die Art voneinander abhdngig, dass keine davon eine
Verdnderung erfahren kann, ohne zugleich eine Verdnderung der anderen zu be-
wirken, so nennt man diejenige, deren Verdnderung man als die Wirkung von
der Verdnderung der anderen betrachtet, eine Funktion von dieser; eine Benen-
nung, die sich so weit erstreckt, dass sie alle Arten, wie eine Grdfie durch eine
andere bestimmt werden kann, unter sich begreift. “*

Wenn ¢(+) eine (in Eulers Sinn beliebige) Funktion ist, die zweimal differenzier-
bar ist, dann geniigt

1 1
u(t,z) = 59(:1: +ct)+ 59(.%‘ — ct)

c2? ot2 Oz?
D. Bernoulli ging 1753 bei seiner Losung des Problems der schwingenden Sai-
te von der physikalischen These aus, dass jeder Ton durch Uberlagerung von
Grund- und Obertonen entsteht. Bernoulli schlof daraus, dass die Auslenkung
immer in der Form

offenbar der Gleichung ( Lo o u(t,z) =0 .

oo

t

u(t,x) = Z Cp - Sin ? - COS m;c
n=1

dargestellt werden kann. Bernoulli meinte, dass man jede mogliche Anfangsaus-
lenkung durch eine Reihe darstellen kann.

Euler, d’Alembert und spéter auch Lagrange verwarfen die Behauptung Ber-
noullis. Die vollige Aufklirung dieser Frage muflte bis 1824 vertagt werden, als
Fourier die Zweifel an der Giiltigkeit der Darstellung einer , beliebigen“ Funkti-
on durch trigonometrische Reihen beseitigte.

Wir konnen die Frage hier noch nicht sofort kldren. Wir miissen vorher einiges
iiber konvergente Folgen und konvergente Reihen lernen.

Bemerkung : Die Absolutquadrate der Amplituden ¢,, geben Auskunft, wie
sich die Gesamtenergie auf die Obertoéne verteilt.

E, = const -n?-|c,|?
Da die Gesamtenergie endlich ist, ist
g () =T ealin) exp (i7y)

durch eine quadratsummierbare Reihe gegeben.
Die Theorie ld8t also Auslenkungen u(t,z) zu, die nicht stetig differenzierbar
sind.
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17. Vorlesung : Weitere Bemerkungen iiber Faltung und
Fourier-Transformation

1)

Jeder Gewichtung a(-) auf R ist eine charakteristische Funktion zugeordnet
At) = /eiSt ~a(s)ds fir teR

Man kann zeigen, dass A(-) stetig ist mit
A(t) — 0 fir t — +oo (Lemma von Riemann-Lebesgue)

Man mochte gerne sagen, dass die Gewichtung a(-) durch ihre charakteri-
stische Funktion eindeutig bestimmt ist. Die Aussage ist richtig, wenn man
a(-) als eine Aquivalenzklasse von Funktionen auffaft; integrable Funk-
tionen, die sich nur auf einer Lebesgue-Nullmenge unterscheiden, liefern
dieselbe charakteristische Funktion. (Wir mufiten z.B. bei den Rechtecks-
dichten nicht auf die Werte in den Sprungstellen achten.)

Die Inversionsformel funktioniert (in direkter Weise) nur dann, wenn die
charakteristische Funktion A(t) integrabel ist:

1
o

a(s) /eiiStA(t)dt fir s e R

ist in diesem Fall stetig. Wenn A(-) nicht integrabel ist, dann ist der Weg
von A(-) zur Gewichtung technisch komplizierter; man muff mit Limiten
argumentieren. Konvergenz wird ein Thema im Teil V dieser Veranstal-

tung sein.

Die Inversionsformel impliziert, dass gewisse stetige Funktionen a(s) als
eine (kontinuierliche!) Uberlagerung von (nichtintegrablen!) Funktionen
ei(-) = et dargestellt werden konnen. Es sind diejenigen stetigen a(-), die
eine integrable charakteristische Funktion besitzen. Dies ist eine Regula-
ritdtsbedingung, die nicht leicht auf andere Art zu fassen ist.

Sei a(-) eine Gewichtung mit integrabler charakteristischer Funktion A(¢)
und der Eigenschaft, dass auch die Ableitung a’(-) eine integrable cha-
rakteristische Funktion B(t) besitzt. Es gilt dann i - B(t) = t - A(t). Dies
erweist sich durch partielle Integration

+oo
B(t) = /em -a'(s)ds = € - a(s) ‘ —it/ei“a(s)ds =—i-t-A(t)
Die Differentiation %% spiegelt sich also bei den charakteristischen
Funktion als eine Multiplikation mit der Variablen ¢. — Daraus wird

ein interessantes Thema, wenn man genauer studiert, welche Funktionen
a(s), A(t),a’(s), B(t) hier in Betracht kommen. (Die Physiker erfahren da-
von, wenn es in der Quantenmechanik um den Impulsoperator geht.)
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5) Die Gewichtung a(-) ist durch den Filter

TLE,() © /() — / a(3) /(- — s)ds

eindeutig bestimmt. Dabei mufl man den Definitionsbereich von TLF,(-)
nicht unbedingt besonders grofl wihlen. (Fiir alle beschréinkten meibaren
f(-) ist das Integral wohldefiniert.) Es geniigt TLF,(f) fiir recht spezielle f
(bis auf eine Lebesgue-Nullfunktion genau) zu kennen, um die Gewichtung
a(-) zu identifizieren. Es geniigt z.B. die Familie {e;(-) : ¢ € R}; denn es
gilt TLF, (e:) = A(¢), und die charakteristische Funktion A(-) identifiziert
in jedem Fall die Gewichtung a(-), wie wir bereits oben gesagt (aber nicht
bewiesen) haben.

6) Aus der charakteristischen Funktion A(-) ergibt sich besonders leicht das
»Antwortssignal“ TLF,(b) fiir diejenigen , Eingangssignale® b(s), welche
integrabel sind und noch dazu eine integrable charakteristische Funktion
B(t) besitzen

B(t) = /eistb(s)ds, b(s) = %/e‘iStB(t)dt

Fiir diese b gilt ndmlich

TLF,(b) =axb= % e "t B(t) - A(t)dt fiir alles
Viele interessante ,,Eingangssignale® b sind von dieser Gestalt. Wir haben
im Beispiel (7a) aber auch andere Eingangssignale kennengelert, solche, fiir
welche B(t)- A(t) nicht notwendigerweise integrabel ist. Wir haben damals
nicht darauf hingewiesen,dass die Inversionsformel nicht direkt anwendbar
ist. Man braucht spezielle Limiten von Integralen, die sog. uneigentlichen
Integrale, wenn man die Rechnung exakt machen will.

7) Hinweis : Die numerische Berechnung eines Faltungsprodukts a * b ist
manchmal recht aufwendig. Fiir die approximative numerische Berechnung
von Fourier-Integralen gibt es aber effiziente Verfahren (Stichwort ,Fast
Fourier Transform“ FFT). Es wird daher empfohlen, a * b als die inverse
Fourier-Transformierte des Produkts A(t) - B(t) zu berechnen.

0 b(s) = 2i / e~ B(E) - A(t)dt

™

Diese Empfehlung gilt {ibrigens auch bei der diskreten Faltung. Betrachten
wir die Multiplikation zweier Zahlen, die in Dezimalschreibweise gegeben

sind :
a = ap-10"+an,_1-10" 1. . +ap+ta_1-107 +a_o- 10724 ...
b = by-10"+. . +by+b_q-107 4+by- 1072+ ...

mit aj,bjE{O,l,Q,...,Q}

Fiir das Produkt a - b bekommen wir die Darstellung

c:ch~10" mit ¢, :Zak~bb,k
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Allerdings sind die ¢,, i.Allg. keine Ziffern € {0,1,2,...,9}. Die Dezimal-
darstellung des Produkts erfordert noch den ,, Ubertrag®.

Man kann also sagen, dass die ,schriftliche Multiplikation*, die man auf
der Schule lernt, mit Faltung zu tun hat. Wir iiberlassen es den Algo-
rithmikern, aufzuzeigen, warum die schnelle Fourier-Transformation einen
effektiveren Weg zur praktischen Durchfithrung von Multiplikation weist.

Wir haben in Beispielen gesehen, wie man gewissen Funktionen (Wie
a(s)) andere Funktionen (wie z.B. A(—w)) zuordnet, und wie man wie-
der zuriickfindet. Wir bewegten uns in der Nahe der sog. ,,Fourier-
Transformation*. Die Notationen sind in der Theorie der Fourier-
Transformation leider nicht einheitlich. Insoweit man die Transformatio-
nen . R
F:fr—"f; §f—f

durch Integrale darstellen kann, haben sie eine sehr dhnliche Gestalt. Dies
hat verschiedene Bemiithungen nach Angleichung hervorgerufen. Manche
Autoren definieren

) f = §f() = [flye ¥y (Funktion von 7)
f = ') = [f(y)e*™¥dy (Funktion von y)
(z.B. HDym und H.P. McKean: Fourier Series and Integrals).

Andere Autoren definieren die Fourier-Transformation folgendermafien :

m f = Sf()A = \/%fji(y)e*i“’ydy (Funktion von w)
fo= 3 = \/%—Wff(w)ei‘”ydw (Funktion von y)

Die Konvention bei MAPLE ist nochmals anders. Man muf} also aufpas-
sen.

Wir haben hier den Terminus Fourier-Transformation ganz vermieden; mit
unserer Bezeichnung ,,charakteristische Funktion“ stehen wir in der Tra-
dition der Wahrscheinlichkeitstheoretiker. Die Wahrscheinlichkeitstheore-
tiker betrachten allerdings die charakteristischen Funktionen von integ-
rablen Gewichtungen a(s)ds als einen Spezialfall der charakteristischen
Funktionen von Maflen (oder signierten Maflen).
1) ¢+ [e"™du(z) .

Diese Funktionen streben nicht notwendigerweise nach 0 fiir ¢ — =o0.
Besonders interessant sind charakteristische Funktionen fiir positive Mafle
u(+); sie heiBen positiv semidefinite Funktionen. (Der entscheidende Satz
heifit der Satz von Herglotz-Bochner.)

Wir bemerken : Inversionsformeln, die mit Limiten von Integralen arbei-
ten, sind auer Mode gekommen. ,, Uneigentliche* Integrale passen nicht in
die moderne Integrationstheorie; sie iiberleben als Mittel der heuristischen
Analogiebetrachtung.

(Faltung iiber R /27).
Seien f(-) und g(-) 2m-periodische Funktionen mit

+7 +m
17 = [ 1fG)ds <oc. gl = [ las)ds < o0
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10)

Man nennt f(-) und g(-) Gewichtungen iiber R/2m. Man definiert fiir
solche Gewichtung das ,,Faltungsprodukt iiber R / 27«

h(t) = %/f(s).g(t—sms fiir R /2,

wo die Integration {iber ein beliebiges Intervall der Lange 27 zu erstrecken
ist. Es ist klar, was unter einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung auf R/27w
zu verstehen ist.

Interessante komplexe Gewichtungen sind die 2m-periodischen Funktion
en(s) =e™  neZ.

Thre Faltungsprodukte sind leicht auszurechnen

€n*€m{ 0 fallsn#m

e, fallsn=m

Weitere interessante komplexe Gewichtungen auf R / 27 sind die trigono-
metrischen Polynome

+N
fe)= Zan “en(:)

Falten mit e, () ergibt
'
frem=am-en(), am= o /f(s) ceT M g

Das Falten trigonometrischer Polynome spiegelt sich in der punktweise
Multiplikation der Koeffizientenfolgen

(Z anen) * (Z bmem) =3 (@n-ba)en

Zu jeder Gewichtung f(-) auf R/ 9, kann man die Folge der Fourier-
Koeffizienten definieren

1
n = 5 / f(s)-e"™ds firneZ
—T
Das trigonometrische Polynom
+N
fN(S) _ Z anezns
—N

nennt man das approximierende Fourier-Polynom der Ordnung N
fiir f(-).

Man betrachtet auch die sogenannten Césaro-Mittel der approximierenden
Polynome

Fi(s) = (o) + 0) 4o+ fva ()



Mathematik fiir Physiker I - Teile IIT & IV. 41

11)

Satz :

fn(+) entsteht aus f(-) durch Faltung mit dem Dirichlet-Kern; Fiy(-) ent-
steht durch Faltung mit dem Fejér-Kern.

Beweis

Mit den Dirichlet- und Fejér-Kernen haben wir zahlreiche MAPLE-Ubun-
gen gerechnet,.

1) Zur Erinnerung :

4N
Dy(s) = Zei"s, Fn(-) = %(DO(') +...+Dn-1(")

2) (f*Dn)(t) = 5= [ f(s)- Dn(t — 5)ds =
+N ) ' '
= ZN % ff(S) . eln(t_s)ds = Zelnt . f %f(s)e—lnsds

Bemerke : Der Fejér-Kern ist positiv mit Gesamtintegral 27 {iber eine
volle Periode. Die Faltung mit dem Fejér-Kern ist also eine Regularisierung
der Gewichtung f(-).

Das Lemma von Riemann-Lebesgue garantiert, dass die Folge der Fourier-
Koeffizienten eine Nullfolge ist. Man kann i.Allg. nicht erwarten, dass die
Folge absolutsummabel ist.

Beispiel (Eulers Siégezahnfunktion)
E(-) sei die 2m-periodische Funktion mit

[ —m—s firse(—m0)
E(S){ m—s fiirsée(m0)
Die Fourier-Koeffizienten sind

1

ayp = —
21

E(s)e™"%ds = 1 firn #£0
n

Das approximierende Fourier-Polynom der Ordnung N ist

+N N
En(s) = Zanems = Z
1

—-N

sin(ns)

S

Die Folge der Fourier-Koeffizienten ist nicht summabel.

Bemerke : En(-) ist die Stammfunktion von

N
Dn(s)—1=2-) cos(ns)
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12)

13)

Nach unserem Satz entsteht

1

N

durch Regularisierung von E(-) mit dem Fejér-Kern der Ordnung N. Wie
dies aussieht, sahen wir in den Aufgaben 17 und 21.

Ein dhnliches Beispiel ist die (2m-periodische fortgesetzte) Signumfunktion

%4mg+aws»{_iﬁﬁigﬁ%

4 (. 1 . 1 .
= —|(sins+ —sin3s+ —sinbs + ...
T 3 5

Dieses Beispiel eignet sich besonders gut fiir die Beobachtung des sog.
Gibbs’schen Phénomens. Die Konvergenz hat merkwiirdige Ziige: Im kon-
kreten Fall bemerkt man, dass das Supremum der approximierenden
Fourier-Polynome nicht nach 1 konvergiert.

Fiir jede stetige 27n-periodische Funktion f(-) strebt (f * F) () punkt-
weise gegen f(-). Wenn f(-) stiickweise stetig ist mit einer Sprungstelle
in §, dann konvergieren die regularisierten Funktionen (f * Fiv) in diesem
Punkt gegen den Mittelwert zwischen dem rechtsseitigen und dem links-
seitigen Limes. Dies ist eine gute Art der punktweise Konvergenz.
Entsprechendes kann man bei den approximierenden Fourier-Polynomen
(f * Dn) (-) nicht erwarten. Der Dirichlet-Kern ist zwar symmetrisch; die
Faltung mit Dy(-) ist aber keine Regularisierung, weil Dy (-) nicht posi-
tiv ist. In der Tat gibt es stetige 2m-periodische Funktionen, fiir welche
die Folge der Fourier-Polynome nicht in allen Punkten konvergiert. Nach
einem berithmten Satz von Carleson (1966) hat man aber immerhin Kon-
vergenz fast iiberall, und zwar nicht nur fiir stetige f(-), sondern auch fiir
alle p-integrablen f(-), d.h.

—+7
|f(s)|Pds < 0o fiirein p>1

Jeder integrablen komplexen Gewichtung auf R / 27 kann man die Folge

der Fourier-Koeflizienten (a,), zuordnen. Man kann zeigen, dass diese
Folge die Gewichtung eindeutig bestimmt.

—+o0

E int
ane

—o00

heifit die formale Fourier-Reihe zu f(-). Es ist i.Allg. unklar, was diese
unendliche Summe bedeuten kénnte.
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14) Im Falle Y |ap| < oo ist die Sache einfach: Die Reihe ist absolutsumma-
bel und sie liefert die stetige Version der gegebenen Funktion f(:). Um
das einzusehen, muss man wissen,dass eine 2m-periodische Funktion, de-
ren Fourier-Koeffizienten allesamt verschwinden, fast {iberall verschwin-
det. Wir haben also in diesem Falle

ft) = Z ane™  fast iiberall .
Dies kann man als Inversionsformel verstehen fiir die Zuordnung

) — (an)n

Sie erfafit aber nur einen Ausschnitt der Theorie der Fourier-Reihen, weil
sie nur von denjenigen f(-) handelt, deren Fourier-Koeffizienten absolut
summabel sind. Den Fall, wo die Fourier-Koeffizienten lediglich quadra-
tisch summabel sind, behandeln wir spéter.

Bemerkung : Die Folge der Fourier-Koeffizienten ist jedenfalls dann
absolutsummabel, wenn die Gewichtung f(-) absolutstetig ist und die Ab-
leitung quadratisch integrierbar ist. Diese Situation hatten wir bei der
schwingenden Saite.
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Teil IV. Metrik, Norm, Konvexitét

20. Vorlesung : Dreiecksungleichung und Subadditivitéit

Definition

Eine abstrakte Punktmenge S wird dadurch zu einem metrischen Raum, dass
man eine positive Funktion d(-, -) auf S x S auszeichnet, welche den Forderungen
an eine Metrik geniigt.

Definition (Metrik)
Eine Funktion d(-,-) heifit eine Semi-Metrik, wenn gilt

(i)
(i)
(iif)

d(P,Q) > fiir alle P,Q und d(P, P) = 0 fiir alle P.

d(P,Q) = d(Q, P)
d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R) (,Dreiecksungleichung*)

Die Semi-Metrik ist eine Metrik, wenn gilt

(iv)

d(P,Q)=0= P =Q.

Beispiele :

1)

2)

Die reelle Achse wird im Schulunterricht von vorneherein als metrischer
Raum eingefiihrt.

Die komplexe Ebene wird meistens mit der Metrik d(z,w) =
|lw — 2| = y/(w—2)(w — Z) ausgestattet. Fiir manche Zwecke ist aber
der Abstand auf der Riemann’schen Zahlkugel vorteilhafter.

Der Anschauungsraum wird meistens mit der euklidischen Metrik ausge-
stattet. Wir werden aber auch andere Metriken schéitzen lernen.

Man stelle sich ein Stralennetz vor, wo jeder Strafle k eine nichtnegative
Zahl e(k) zugeordnet ist. In der Fachsprache: S sei die Scheitelmenge eines
ungerichteten Graphen; jeder Kante k sei eine Zahl e(k) > 0 zugeordnet.
Nehmen wir an, dass der Graph zusammenhéngend ist. Fiir jeden Weg
von P nach @ betrachten wir die Summe der e(-)-Werte auf den Kanten.
d(P, Q) sei das Infimum. d(-,-) ist dann eine Semi-Metrik auf S. Wenn es
keine Straflen gibt, die ohne Kosten zu begehen sind, dann ist d(-,-) eine
Metrik.

Sei S = {0, 1}™ die Menge aller Null-Eins-Folgen der Léngen. Eine beliebte
Metrik ist die Hamming-Distanz. d(P, @)) gibt an, in wievielen Punkten die
beiden Null-Eins-Folgen verschieden sind. Man deutet S als die Menge der
Ecken eines n-dimensionalen Wiirfels, dessen Kanten k mit e(k) = 1 belegt
sind. Der Hamming-Abstand ist dann die Metrik im Sinne des Beispiels 4.

Gewisse Sprechweisen, die fiir den Anschauungsraum geldufig sind, kann man
mit Vorteil auf allgemeine metrische Rdume iibertragen.
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Bemerkungen zur Hamming-Distanz

Jeder Punkt z* € {0,1}" hat genau n unmittelbare Nachbarn und (%) Nach-
barn im Abstand = 2. Man sagt, die abgeschlossene Kugel B (z*, < 1) mit dem
Mittelpunkt z* und dem Radius 1 enthilt genau n + 1 Punkte und die Anzahl
der Punkte in der Kugel mit dem Radius 2 ist

\B(x*,§2)]=1+n+(g>

Ein merkwiirdiger Raum ist der Raum S = {0,1}7. In diesem Raum mit 27 =
24 .23 Punkten gibt es 2% = 16 paarweise disjunkte Kugeln mit dem Radius 1.
Man beniitzt dieses Faktum zur Konstruktion eines ,,fehlerkorrigierenden* Code.
Fehlerentdeckende und fehlerkorrigierende Code dienen dazu, die Ubertragung
von Bit-Folgen durch gestérte Kanéle sicherer zu machen. Man sendet z.B. statt
jedes Quadrupels von Bits ein besonderes 7-Tupel, wo die zusétzlichen drei
Bits als Kontrollbits fungieren. Das folgende Diagramm veranschaulicht einen
beliebten Code dieser Art (Er heifft Hamming’s (7,4)-Code). Der Empfénger ist
in der Lage, das gemeinte Quadrupel abed auch dann zu rekonstruieren, wenn
die Ubertragung (hochstens) eines der 7 gesendeten Bits abed I 1T IIT verédndert
hat. Das Diagramm stellt das ,,Codebuch® auf iibersichtliche Weise dar.

I

Die Kontrollbits I, IT und IIT werden so gewéhlt, daf3 die Summe in jedem Kreis
gerade ist. Beispielsweise wird das (abcd ) = (100 1 )-Quadrupel in das 7-
Tupel (abed, LILIII)=100110 0 kodiert.

Wenn nun der Empfanger ein 7-Tupel empfangt, welches der Forderung nicht
geniigt, dann kann er es durch Ab#nderung in genau einer Position passend
machen.

Zum Beweis miissen wir Félle unterscheiden: Wenn ein empfangenes 7-Tupel
alle drei Gleichungen verletzt, dann ist d zu korrigieren. Wenn genau eine der
Gleichungen verletzt ist, dann ist das entsprechende Kontrollbit zu korrigieren.
Wenn genau zwei Gleichungen verletzt sind, ist a bzw. b bzw. ¢ zu korrigieren.
Das Decodieren ist also genauso einfach wie das Codieren.

Bemerke : Wenn mit allzugrofier Wahrscheinlichkeit mehr als eines der sieben
Bits falsch iibertragen wird, dann ist Hamming’s (7,4)-Code nicht anwendbar.

Satz

Die Summe zweier Semi-Metriken auf S ist eine Semi-Metrik.
Der Beweis ist trivial. Der Satz ist der erste in einer Reihe von Sétzen iiber
die Konstruktion von Semi-Metriken aus Semi-Metriken.
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Beispiele
1) Auf dem Raum R? aller reellen 2-Spalten ist
ae) =ar(2) (1) =l =l -
eine Metrik. Sie heifit die ¢1-Metrik.
2) Wir werden uns auch mit der £o-Metrik befassen

@@w=@(“)@ﬂ):Jm—mfﬂm—mf

] Y2

Sie wird auch die euklidische Metrik genannt.
Die Art und Weise, wie sie aus den Semi-Metriken

ly1 — 21| und |yo — 22|  (auf dem R?)

entsteht, wird uns beschiftigen.
3) Fir p > 1 definiert man die £,-Metrik
L1 Y1 1
L2 Y2

Es ist nicht trivial, daf§ diese Funktion dp(-,-) die Dreiecksungleichung
erfiillt. Wir werden dazu einiges zu sagen haben; Stichworte sind die
Holder’sche Ungleichung und die Minkowskische Ungleichung .

Satz

Wenn d(-, ) eine Metrik ist, dann sind auch

df-. -
1—%-(77(-),-) und d(-,-) A1l Metriken.

Beweis :
Sei d(P,Q) = s, d(Q, R) = t. Wir wissen d(P, R) < s+ t. Wir miissen zeigen

d(P,R) s t
< —+ .
1+d(P,R) — 14+s 14t
Die Funktion x —— 1+La: ist isoton.

Es geniigt daher zu zeigen

s+t S
< +
1+s+t - 14+s 1+t

fiir alle 5, € Ry

Dies ist aber trivial; denn

5 <8 b b frallesteRr
; ur alle s
T+sd+t 148 14s+t 1+t ’ +

Die Behauptung, dass d(-,-) A 1 eine Metrik ist, lassen wir als Ubung.
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Satz
Sei d(-, ) eine Semi-Metrik und F'(-) auf R eine Funktion mit

(i) F(r)>0, firaller, F(0)=0
(i) r<s== F(r) < F(s) (Monotonie)
(i) F(r+s) < F(r)+ F(s) (Subadditivitét)
Dann ist F(d(-,-)) eine Semimetrik.

Beweis :

Wir miissen die Dreiecksungleichung nachweisen.
Offenbar folgt aus (ii) und (iii)

F(d(P,R)) < F(d(P,W) +d(Q,R)) < F(d(P,Q)) + F(d(Q,R)).

Beispiele :

Wir haben oben bereits zwei monotone subadditive Funktionen F'(-) kennen

gelernt, némlich F(r) = 15, F(r) = min{r, 1} .
Satz
Seien dy (-, "), ..., dn(-,-) Semimetriken auf S und F(-) eine monotone subaddi-

tive Funktion auf R’ . Dann ist
e(-) = F(dl(-, ) P Y O ))
eine Semimetrik.
Der Beweis ist derselbe.
Beispiel
F(s1,...,80) =1/sT 4+ ...+ 2 auf R}

ist offenbar positiv und monoton. F(+) ist aulerdem subadditiv; denn
Fs,0) = > (s +1;)" =
SP LRI SRED SRS WA RO SERSE
= (F(s) + F ()’

Wir werden zeigen, dass auch fiir beliebiges p > 1 die Funktion

Fr,e.,m)= (O )"

die Voraussetzungen erfiillt. Diese Aussage heifit die Minkowskische Unglei-
chung; wir werden sie im Kapitel iiber die p-Normen bewiesen.

Definition

Ein Vektorraum V wird dadurch zu einem normierten Vektorraum, dass
man eine Funktion auf V' auszeichnet, welche den Forderungen an eine Norm
geniigt. (Wir denken an C- oder R-Vektorrdume.)
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Definition (Seminorm)

Eine Funktion p(-) auf einem Vektorraum V heifit eine Seminorm, wenn gilt
(i) p(0) =0, p(v) > 0 fiir alle v
(i) p(a-v) =|al-p(v) fir alle Skalare o
(i) p(v1+v2) < p(v1) +p(v2)
Man nennt p(-) eine Norm, wenn zusiitzlich gilt
(iv) plo) =0=v=0 .
Hinweis : Normen beniitzt man zur Konstruktion spezieller Metriken auf affi-
nen Réumen. Der Abstand d(P, Q) ist die Norm des Verschiebungsvektors P—Q)

Die Eigenschaften der Norm garantieren, dass d(-,-) die Dreiecksungleichung
erfiillt.
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21. Vorlesung : Affine Rdume, konvexe Funktionen

Die Punkte des Anschauungsraums nannte man frither manchmal Ortsvekto-
ren. Die Bezeichnung ist deswegen unpassend, weil man ,,Ortsvektoren® nicht
wie wirkliche Vektoren (d.h. Elemente eines Vektorraums) addieren und mit Ska-
laren multiplizieren kann. Wirkliche Vektoren sind die ,, Verschiebungsvektoren“
oder , Translationen®, im Schulunterricht manchmal Pfeilklassen genannt. Zu
jedem Punktepaar P, gibt es genau eine Translation des Anschauungsraums,
welche P in @ iiberfiihrt, man bezeichnet sie mit P—Q) Translationen kann man
hintereinanderschalten (und riickgéngig machen). Die Gesamtheit aller Transla-
tionen ist eine kommutative Gruppe. Translationen kann man mit einem reellen
Faktor strecken. Die Gesamtheit aller Translationen ist ein Vektorraum.

Angeleitet von diesen Vorstellungen iiber den Anschauungsraum definiert man

Definition

Ein (reeller) affiner Raum ist eine Punktmenge S zusammen mit einem (reellen)
Vektorraum V', welcher einfach transitiv auf S wirkt. Wenn der Vektorraum die
Dimension n hat, sagt man, S sei ein n-dimensionaler (reeller) affiner Raum.

Zur Erinnerung: Wir hatten es schon einmal mit einer Menge zu tun, auf
welcher eine Gruppe (allerdings kein Vektorraum) ,transitiv® (allerdings nicht
yeinfach transitiv®) wirkt. Wir hatten festgestellt: Die Gruppe G derjenigen
Drehungen, die den Einheitswiirfel in sich iiberfithren, wirkt transitiv auf die
sechspunktige Menge €2 der Fléchen; jedes Element von €2 kann namlich in jedes
andere Element durch ein geeignetes ¢4(+) tibergefithrt werden.

Vo', w" € Q3g € G py(w) =w".
Diese Eigenschaft von {¢4(-) : g € G} wird Transitivitdt genannt.

In unserem Fall gibt es mehrere g, welche w’ in w” {iberfiihren, insbesondere
gibt es mehrere g, welche w’ in sich {iberfithren. Die Gesamtheit dieser g heif3t
die Fixgruppe von w’ (bzgl. der Transformationsgruppe {¢,(-) : g € G}).

Im Falle der Translationen eines affinen Raums besteht die Fixgruppe eines
beliebigen Punkts nur aus dem Nullvektor. Das macht einen wesentlichen Un-
terschied zu dem Beispiel der Drehungen des Wiirfels . Eine Gruppenaktion
{(pg(-) g€ G } heifit einfach transitiv, wenn die Fixgruppe eines beliebigen
Punkts nur aus der Gruppeneins besteht.

(Im Falle kommutativer Gruppen schreibt man die Verkniipfung meistens addi-
tiv und man nennt das neutrale Element das Nullelement.)

Konstruktion affiner Teilriume

Zu jedem Punktepaar Py, P; (Py # Py) in einem affinen Raum kann man die
Verbindungsgerade konstruieren; sie ist die Menge der Punkte von der Gestalt

—
P:PQ—F)\POP1:PQ+)\(P0—P1)=(1—)\)PQ+)\P1 ()\GR)

Ist P ein Punkt, der nicht auf dieser Geraden liegt, dann gewinnt man die Ebene
durch die Punkte Py, Py, P» als die Gesamtheit aller Punkte von der Gestalt

Q=P +XN-PP +p-PoPr=1-X=p)Po+X-Pr+p-Ps.
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Diese Ebene ist offenbar ein zweidimensionaleiaﬁinerﬁlm. Der Raum der
Verschiebungen ist der Vektorraum, der von PyP; und Py P> aufgespannt wird.
Man kann denselben Teilvektorraum natigl_igh auch mit anderen Paaren von
Vektoren aufspannen, z.B. mit P; Py und Py Ps.

Satz

Seien Py, P1,..., P, Punkte in einem affinen Raum und M die Menge aller
Punkte der Gestalt

Q=XPo+MPL+...+An Py mit Y N =1.

Dann ist M der kleinste affine Teilraum, welcher die Punkte P; enthélt. M heifit
der von {P; :j=0,1,...,m} aufgespannte affine Raum oder auch die affine
Hiille der Punktmenge {P; : j =0,...,m}. Wenn M die Dimension m hat,
sagt man, dafl die Punkte P; sich in allgemeiner Lage befinden; kein P; liegt in
dem von den iibrigen Punkten aufgespannten affinen Teilraum.

Der Beweis ist trivial.

Satz : Zu jeder Teilmenge eines affinen Raums gibt es einen kleinsten sie
umfassenden affinen Teilraum. (Man nennt ihn die affine Hiille.)

Beweis : Der Durchschnitt aller die gegebene Menge umfassenden affinen
Teilrdume ist die affine Hiille.

Sprechweise : Ein (n — 1)-dimensionaler affiner Teilraum eines n-
dimensionalen affinen Raums heif3t eine Hyperebene.

Hinweis : Mit Hyperebenen und Durchschnitten von Hyperebenen werden
wir uns spéter bei der Theorie der linearen Gleichungssysteme ausfiihrlich
befassen.

Bei den bisherigen Konstruktionen war es nicht wichtig, dass der Koeffizien-
tenkorper der Vektorrdume der Korper R ist. Die speziellen Eigenschaften von
R werden erst jetzt wichtig, wenn wir ,, Verbindungsstrecken“ betrachten.

Definition

Seien Py, P, Punkte in einem reellen affinen Raum. Die Verbindungsstrecke ist
die Menge der Punkte von der Form

P=(1-XP+X-P mit Ae[0,1].

Definition (Konvexe Menge)

Eine Teilmenge K eines affinen Raums heifit eine konvexe Menge, wenn gilt

VP, P € KVA€[0,1] (1-MNPy+ AP, € K.

Satz (Konvexe Hiille)

Zu jeder Teilmenge eines affinen Raums gibt es eine kleinste sie umfassende
konvexe Menge. (Man nennt sie die konvexe Hiille.)
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Beweis : Der Durchschnitt aller die gegebene Menge umfassenden konvexen
Mengen ist eine konvexe Obermenge und zwar offenbar die kleinste.

Satz

Seien Py, ..., P, Punkte in einem affinen Raum und K die Menge aller Punkte
der Gestalt

P=XPy+MPi+... 4 AP, A =0) N=1.
Dann ist K die konvexe Hiille von {P; : j =0,...,m}.

Bemerkung : Wenn die P; sich in allgemeiner Lage befinden, dann nennt
man K ein m-dimensionales Simplex mit den Extremalpunkten P;. In die-
sem Falle gibt es zu jedem P € K genau ein System von Koeffizienten
A0, Ay ey Amy (A >0 XA =1), so dass

P:ZAj-Pj.

Man nennt die A\; die Schwerpunktskoordinaten von P.

Definition (Konvexe Funktion)

Eine Funktion k(-) auf einem affinen Raum heifit eine konvexe Funktion, wenn
gilt

VP, PLVA € [0,1] E((1—N)Po+AP1) < (1= Nk (Po) +X-k(Py) .

Es ist bequem, auch +o00 als moglichen Wert von k(-) zuzulassen. Aus der De-
finition der Konvexitét folgt, dass der Endlichkeitsbereich {P : k(P) < oo}
eine konvexe Menge K ist. In é&lterer Literatur findet man den Begriff einer
(endlichwertigen) konvexen Funktion iiber der konvexen Menge K. Wenn man
eine solche Funktion auf den gesamten Raum fortsetzt, indem man sie auf dem
Komplement von K gleich +o0o setzt, dann erhélt man eine konvexe Funktion
in unserem Sinn.

Sprechweisen

Eine Funktion h(-) heifit eine konkave Funktion, wenn —h(-) konvex ist.
Eine Funktion f(-), die sowohl konvex als auch konkav ist, heifit eine affine
Funktion. f(-) ist genau dann eine affine Funktion, wenn gilt

VP,QVYA f(1=XNP+XQ)=(1-Nf(P)+ X f(Q).

Hinweis : Es ist etwas ungliicklich, wenn man die affinen Funktionen manch-
mal auch lineare Funktionen nennt. Lineare Funktionen gibt es, streng genom-
men, nur auf Vektorrdumen; es sind diejenigen affinen Funktionen, die im Null-
punkt verschwinden.
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Satz : Eine affine Funktion f(-) auf dem affinen Raum S liefert eine lineare
Funktion auf dem Vektorraum der Verschiebungen

(PQ) = (Q) — f(P).

Durch £(-) und den Wert f(P*) in einem beliebig gewihlten Punkt P* ist f(-)
eindeutig bestimmt. Fiir alle @ gilt ndmlich

J@ =1 (P +PQ) =1 (P)+((PQ).

Bemerke :

a) Die Gesamtheit aller affinen Funktionen auf dem 3-dimensionalen An-
schauungsraum ist ein vierdimensionaler Vektorraum.

b) Die Menge der konvexen Funktionen (iiber einem affinen Raum S) ist
kein Vektorraum.Man kann konvexe Funktionen addieren und mit positi-
ven Skalaren multiplizieren. Man kann aber nicht subtrahieren. Man sagt,
dass die Menge der konvexen Funktionen iiber S ein konvexer Kegel ist.
Dieser Funktionenkegel hat die hochst bemerkenswerte Eigenschaft, dass
er gegeniiber (punktweiser) Maximumsbildung abgeschlossen ist.

Satz
Zu jeder Funktion g(-) auf S, die mindestens eine konvexe Minorante besitzt,
gibt es eine grofite konvexe Minorante.

Beweis :
Das punktweise Maximum aller konvexen Minoranten ist konvex. Es ist offenbar
die grofite konvexe Minorante.

Einen Anschlufl an die Schulmathematik liefert der

Satz

Eine reellwertige Funktion iiber einem offenen Intervall ist genau dann konvex,
wenn die rechtsseitige (oder die linksseitige) Ableitung isoton ist.
(Beweis in den Ubungen)

Beispiele von konvexen Funktionen iiber R
1) ki(x) = ag + a1z + agz? mit az >0

_ —f¢nx fir x>0
2) kQ(x){ 400 fir z<0

zlnx fir x>0
3) kg(x){ 400 fir z<0

4) ky(z) = |z| = 2T + 27 (2F = max{0, z}, 2~ = max{0, —z})

5) ks(z) = > pjlr — x| mit p; >0, x; beliebig.
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Die Ableitung von ks(-) ist konstant in jedem Intervall, in welchem kein x; liegt.
Sie springt im Punkt z; um den Betrag 2p;. Man skizziere z.B.

1 1
k(x) = §|x— 1| + §|x—|— 1| = max{|z| — 1,0} .

Hinweis : Das Verhalten von konvexen Funktionen in den Randpunkten des
Endlichkeitsbereichs soll uns hier nicht weiter interessieren; wir kommen darauf
zuriick, wenn wir uns mit unterhalbstetigen konvexen Funktionen befassen.
Wir betrachten lediglich das Beispiel k3 (-).

Die Ableitung existiert in (0, 00). k5(z) = fnz+=-1. Die Konvexitét ist gesichert,
wenn wir k3(0) positiv festsetzen. Die Festsetzung k3(0) = 0 macht k3(-) zu einer
unterhalbstetigen Funktion.

Sprechweise

Eine Funktion F(-) auf einem reellen Vektorraum V heifit positiv homogen,
wenn gilt
F(aw) =« F(v) fir allea>0,v e V.

Satz

Eine positiv homogene Funktion F(-) ist genau dann konvex, wenn sie subadditiv
ist.
Beweis :

1) F(-) sei subadditiv und positiv homogen.
Fiir v,w € V und X € [0, 1] gilt dann

F(Q=XNv+Aw) < F((1=Xv) + Fw) = (1 =A)F(v) + X F(w).
2) F(-) sei konvex und positiv homogen.
Fiir v,w € V gilt dann

Flotw)=2F <“;“’) <2 (%F(v) + %F(w)) — F(o)+ F(w).

Corollar : Die Seminormen sind spezielle positiv homogene konvexe Funktio-
nen.

Satz : K sei eine konvexe Menge in einem Vektorraum V'; der Nullpunkt sei
innerer Punkt. Es existiert dann genau eine positiv homogene konvexe Funktion,
welche im Inneren von K kleiner als 1 ist, und im Ausseren > 1 (,,Distanzfunk-
tion“). Wenn K symmetrisch zum Nullpunkt ist (z € K = —z € K), dann ist
die Distanzfunktion eine Seminorm.
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22. Vorlesung : Die p-Normen, Dualitit

Auf dem Vektorraum X der finiten komplexen Folgen « = (z;),_,, definiert man

(fiir jedes p > 1)
1
/
lzllp = l=1) "

Wir werden sehen, dass || - ||, eine Norm auf X ist.
Die Ungleichung

JEZ

lz+yllp < llzllp + llyllp fir alle 2,y € X

heifit die Minkowskische Ungleichung.

Hinweis : Es gibt eine kontinuierliche Variante, die man in der Integrations-
theorie studiert.

Sei X ein C-Vektorraum von komplexwertigen Funktionen auf einem endlichen
Mafiraum, sodass

/|\f||? < oo fiir alle f € X .

i = |f|p>1/p

1f+gllp <171+ llgllp-

(Minkowskische Ungleichung).

Der Schliissel zum Beweis der Minkowskischen Ungleichung ist die Holder’sche
Ungleichung, die wir nun bewiesen wollen.

Wir holen weiter aus.

Das geometrische Mittel positiver Zahlen ist immer kleiner als das arithmetische
Mittel.

Man definiert dann

und man beweist

1
Va-b< 5(@4—1))7 wenn a # b.

Dies sieht man sofort, wenn man die Ungleichung quadriert.
1 1
a-b< 1 (a2+2ab+b2) ; denn 0 < 1 (a2—2ab+b2) .
Als Verallgemeinerung beweisen wir

Lemma

Seien p,q > 1 mit % + % = 1. Fir alle a,b > 0 gilt dann

a'lr . p'/a < 1a—l—lb.
p q
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Beweis : Wir logarithmieren und haben dann zu zeigen

1Zna + lEnb </tn <la + 1b> .
p q p q

Da ¢n(-) konkav ist, haben wir
Va,b>0VA € [0,1] €n((1—Na+Ab) > (1 —A)lna+ A-Inb,

was zu beweisen war.

Bemerke : Der Logarithmus ist strikt konkav. Das bedeutet

al?.p'le < 1—)a+ bwenna;«éb

Satz (Holdersche Ungleichung)
Seien p,q > 1 mit % + % =1, und seien z,y finite Folgen. Sei

1
/p /q
lzllp = O 125 ) " wlla = O lwsl?)
Es gilt
| D i | < llp -yl
Beweis : Es geniigt offenbar, den Fall zu untersuchen, wo alle ; und y; strikt
positiv sind.

a) In diesem Falle betrachten wir

Beachte >~ a; =1=>"b; .
Nach dem Lemma haben wir fiir alle j

1a]‘i‘ —-b, /p bl-/q: i . Yi .
p o e vl

Summation {iber j liefert die Behauptung.

1> Z|xjyj .

Hﬂfllp lyllq
b) Gleichheit haben wir nur im Falle, wo

aj =b; fiiralle j, d.h. |z;|” = const -|y;|? fiir alle 5.
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Dies formulieren wir als

Satz : Zu jeder komplexen Folge x gibt es ein y, sodass

>z = lelly - el

Im Spezialfall p = 2 = ¢ schreibt man die Resultate gerne folgendermaflen :

Satz : (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

Y7 w] < VS laf?

mit Gleichheit, falls
y; = const - x; fiir alle 7.

Man sagt: Die duale Norm zur p-Norm (auf X) ist die g-Norm. Diese Sprechweise
sollte verstdndlich werden, wenn wir etwas weiter ausholen.

Konstruktion (Duale Norm)

Sei || - || eine Norm auf dem C-Vektorraum X aller J-Spalten (J sei hier eine
endliche Indexmenge). Die Linearformen auf X beschreibt man durch J-Zeilen

¥ = (9;) ;¢ y; man notiert
Yxr = Zﬂj c Xy -

Man definiert nun die zu || - || duale Norm || - ||*
10" = sup{[dz| : [z} <1} .
Es handelt sich wirklich um eine Norm; denn
- 9" = [ - |9 und
‘19(2)

*

+

*
, wegen

Hﬂu) L 9@

* < Hﬁ(l)

(+0%) | ]« o] < o

0@ fir atle = mit o) < 1.

Theorem

Wenn || - ||* die duale Norm zu || - || ist, dann ist || - || die duale Norm zu || - ||*.

Beweis : Die Linearformen auf dem Raum X* der J-Zeilen kann man mit
den J-Spalten identifizieren. Fiir jedes x € X ist zu zeigen

sup {|9z| « [[9]* < 1} = |z
oder, dquivalent dazu:
(i) Fiir alle z € X, 9 € X* gilt

| < 911" - I -
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(ii) Zu jedem z € X und jedem e > 0 existiert ¥., so dass

[0ell <1 und [Pea| > (1 —¢e)ll] -

Die Ungleichung (i) folgt aus der Definition der dualen Norm ||-||*. Die Existenz-
aussage (ii) ist nicht schwer zu beweisen. Es existiert sogar ein ¢ mit dz = ||z||.
Das ist auch so im unendlichdimensionalen Vektorraum X der finiten Folgen. In
diesem Fall zeigt die Holder’sche Ungleichung, dass die p-Norm und die ¢-Norm
zueinander dual sind, wenn + 4+ 1 = 1. Die Minkowskische Ungleichung ergibt
sich aus dem allgemeinen Sachverhalt, dass

O — sup {Vz : ||lzf| <1} =:|9*

fiir jede Norm || - || eine Norm ist.
Wer einen ,,direkten“ Beweis der Minkowskischen Ungleichung studieren will,
ziehe irgendein Lehrbuch Analysis I zu Rate.

Hinweis.

Sei k(-) eine beliebige konvexe Funktion auf einem reellen affinen Raum X. Man
definiert dann dazu eine Funktion k*(-) auf dem Dualraum

k*(0) =sup {Vz —k(z) :z € X}.

k*(-) heiit eine Legendre-Transformierte von k().

Bemerke :

1) Die affine Funktion  — ¥z — k*(¥) nennt man die Subtangente zur
Richtung 9. k*(9) ist die kleinste Zahl ¢, fiir welche gilt V Yz —c¢ < k(z).

2) Wenn man die Legendre-Transformation auf £*(-) anwendet, erhilt man
fir allez € X

k**(x) = sup {dz — k* (V) 9 € X*}.

Ein berithmtes Theorem, welches wir hier noch nicht beweisen kénnen (weil wir
den Begriff der Unterhalbstetigkeit noch nicht eingefiihrt haben), besagt

Theorem

Wenn k(-) eine unterhalbstetige konvexe Funktion ist, dann gilt k**(x) = k(x)
fur alle z.

Geometrisch gesprochen: Das punktweise Supremum aller Subtangenten ist die
grofite unterhalbstetige konvexe Minorante.
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23. Vorlesung : Pra-Hilbertriaume

Einen normierten Vektorraum (V|| -||) nennt man auch einen Pri-Banachraum.
Man nennt ihn einen Pri-Hilbertraum, wenn die Norm die folgende Gleichung
erfiillt

lv+w|?+ v —w||* =2 ||Jv||* + 2||w||®> (Parallelogrammgleichung)

Hinweis : Endlichdimensionale normierte Vektorrdume sind vollstdndig in
dem Sinne, den wir spéter diskutieren werden. Banachrdume entstehen durch
Vervollstandigung aus Pra-Banachrdaumen. Hilbertrdume entstehen durch Ver-
vollstandigung aus Pra-Hilbertrdumen.

Satz (1. Beispiel)
Die euklidische Norm im Anschauungsraum erfiillt die Parallelogrammglei-
chung.

1. Beweis

Der erste Beweis baut elementargeometrisch auf dem Satz von Pythagoras auf.
Betrachten wir ein Parallelogramm mit den Seitenléingen a,b. Die Liangen der
Diagonalen seien ¢ und d. Wir zeigen

A+ d% =24+ 202

a e e

Wir fillen das Lot von P und @ auf die Grundlinie und haben nach dem Satz
von Pythagoras

A=(at+e)?+h?, d=(a—e?+h?, b =e*+h%.
Addition der beiden ersten Gleichungen ergibt
¢ +d? =2a” + 2% + 2h% = 2a* + 2b°.

2. Beweis
Wir deuten die Strecken als komplexe Zahlen. Zu zeigen ist
|z 4+ w]? + |z — w|? = 2|z|* + 2Jw|?.

Das ergibt sich sofort, wenn man die komplex konjugierten Zahlen ins Spiel
bringt

+w)(EZ+0)+(z—w)(Z2— W) =2Z+wd+ 2Z + wd .
Die gemischten Produkte fallen weg.

Die folgende #&hnliche Rechnung werden wir spéter brauchen.
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Hilfssatz

Sind z,w komplexe Zahlen, so gilt

|z +w]? — |z — w|? = 220 + 2Zw

|z +w)® — |z — w]? +ilz —iw]* —i|z +iw|* = 4zw.
Der Beweis ist eine simple Rechnung.

Ein zweites Beispiel fiir den Begriff des Pra-Hilbertraums ist der Vektorraum
der trigonometrischen Polynome mit der 2-Norm.

Satz (2. Beispiel)

Betrachte trigonometrische Polynome

f(t) _ cheint 7 g(t) _ Zdneint

mit den Normen

(Seal?) " bow.
(i) .

Il = (& 172

ol = (& [ lg2ar) 2

Es gilt

1f+gl>+11f—glI> =2[f1I* + 2[|g|I?
If+agll>=Ilf =gl +i-IIf —igl®>—i- | f+igl* =

:4-%/(f-g)(t)dt:4~26ndn

Der Beweis ist eine einfache Rechnung auf der Grundlage der Feststellung. dass
die komplexen Zahlen f(t), g(t) (fiir alle t) und die komplexen Zahlen ¢,,, d,, (fiir
alle n) die entsprechenden Gleichungen erfiillen (siehe Hilfssatz).

Satz (3. Beispiel)
Sei J eine endliche Indexmenge und V' der C-Vektorraum der komplexen J-

Spalten. Fiir v € V sei v* die J-Zeile mit den konjugierten Eintragen.
H sei eine J x J-Matrix mit den Eigenschaften

H=H" und v"Hv >0 fiir allev #0.

(Eine solche Matrix H nennt man eine positiv definite hermitische Matrix).
Die Funktion

p(v) = Vv*Ho firv eV

ist dann eine Norm auf V', welche die Parallelogrammgleichung erfiillt.
(V,p(")) ist ein Hilbertraum.
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Beweis :

1) Die Parallelogrammgleichung ist (mit Hilfe der Distributiv- und Assozia-
tivgesetze der Matrizenrechnung) leicht nachzurechnen.

2) Man rechnet auch leicht nach
p2(v+w) — p*(v — w) +ip*(v —iw) — ip*(v + iw) = 4v*Hw .
3) Die Subadditivitét von p(-) ergibt sich aus der Schwarz’schen Ungleichung
[v* Hw| < p(v) - p(w) ,
die wir unten beweisen. Daraus ergibt sich in der Tat

Pot+w) = (v+w) H@+uw)
= p?(v) + p*(w) + w*Hv +v*Huw

< pP() +pP(w) + 2 p(v) - p(w) = (p(v) + p(w))”

A

Hilfssatz

Sei S eine J x J-Matrix, so dass
v*Sv > 0 fiir alle J — Spalten v.

Es gilt dann fiir alle v, w
[v* Sw| + |w*Sv| < 2 - Vv*Sv - Vw*Sw.

Beweis :
Es geniigt den Fall zu betrachten, wo v*Sw und w*Sv reell (und > 0) sind. Die

rechte Seite &dndert sich niamlich nicht, wenn man v durch v - €?* und w durch
w - e ersetzt. Wir haben fiir alle reellen A mit 2b = v*Sw + w*Sv

0 < (v* + Aw*) S(v+ Mw) = v*Sv + X\2b+ A\ - w* Sw

Aus der Schulmathematik ist bekannt, dass fiir eine reelle quadratische Funk-

tion a + 2b\ + cA?, die keine negativen Werte hat, gilt b < ac. Also gilt hier
b<.a-cqed.
Wenn man #hnliche Uberlegungen in unendlichdimensionalen Vektorriumen
durchfiihren will, dann kann man nicht mit Matrizen arbeiten. Man braucht den
Begriff der Sesquilinearform und speziell den Begriff der positiv definiten her-
mitischen Form. Die Algebra zu diesen Begriffen entwickeln wir in der néchsten
Vorlesung. Dort werden wir auch den folgenden wichtigen Satz bewiesen.

Theorem (Jordan und v. Neumann)

Sei (V, ||I||) ein Pra-Hilbertraum. Fiir v,w € V definiert man das innere Produkt

1 1 7 . 1 ,
s(v,w) = (vlw) = v+ wll* = Zllv —wl* + Zllv —iwl|* = [l +iw].
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Es gilt dann
(i
(i
(i
(iv
(Ohne Beweis.)

Man nennt (-|-) das innere Produkt zur Préi-Hilbertraum-Norm (V, | - ||).
Das innere Produkt ist eine Spezialitit der (Prd)-Hilbertrdume, welche eine
ungeheuere Tragweite hat. Man beniitzt es z.B. um orthonormierte Koordinaten
einzufiihren.

) (v +w) = (ulv) + (u|w)
) (v]ow) = a(v|w) fir alle a € C
) (vw) = (wlv)

) (vv) = [[v]|? > 0 fiir alle v # 0

=
<

Definition

Eine Familie von Vektoren (e,)
ONS), wenn gilt

ner heiBt ein Orthonormalsystem (kurz ein

1 falls n=m

<€"|em>:{ 0 falls n#m

Satz (Orthonormalisierungsverfahren von E. Schmidt)

Bezeichne (-|-) das innere Produkt in einem Pra-Hilbertraum V.

v1,V2,V3,... seien linear unabhingige Vektoren. Es existiert dann ein
ONS ey,eg9,e3,..., sodass {er,...,en} denselben Teilraum aufspannt wie
{v1,..., 0} (fiir jedes m).

Beweis

Es gibt ein Vielfaches von v;, welches die Lénge 1 hat. e; sei ein solches.
Wir konstruieren die e,, rekursiv. {e1,...,en,} seien bereits konstruiert.
Um+1 ist nicht Linearkombination der v; mit 5 < m und daher auch nicht
Linearkombination der e; mit j < m.

Sei b; = (ej|vm41) fiir j=1,...,m und €41 = Umy1 — 2 bje;.
Es gilt (ex|€mi1) = (ex|vm+1) — D bj (exle;) =0 fir k=1,...,m.
J

Man wahle nun e, 41 als ein Vielfaches von €,,41 mit der Norm 1.

Bemerke
Sei ey, ea, ... ein ONS in Pré-Hilbertraum (V; (-|-)). Fiir die Vektoren

v:chek, w:deek
(lw) = e - di..

(wlo) = [lol|* = fexl*-

gilt dann

Insbesondere gilt
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Hinweis :

Manche Autoren definieren: Ein Vektorraum V wird zu einem Pra-Hilbertraum,
wenn man eine Funktion (-|-) auf V' x V spezifiziert, welche die Eigenschaften
(1) ... (iv) besitzt. Man beweist wie oben die Schwarz?sche Ungleichung

[(vlw)] < ol - Jwl]

indem man bemerkt, dass (v+ Aw|v+Aw) eine nichtnegative quadratische Funk-
tion von A ist. Daraus ergibt sich wie im dritten Beispiel die Abschitzung

[o 4wl < o]l + [lw] .

So beweist man, dass || - || eine Norm ist, welche die Parallelogrammgleichung
erfiillt. Die Norm wird hier also als eine (aus dem inneren Produkt) abgeleitete
Struktur aufgefafit.

Hinweis : P.A. Dirac und viele Physiker nach ihm beniitzen die Bezeichnung
v) fiir die Zustéinde eines quantenmechanischen Systems und sie nennen jv) einen
ket-Vektor. Die Linearformen (uf - ) nennen sie die bra-Vektoren. Die Zahl (w|v),
das innere Produkt von w und v ist die bracket (,Klammer*). Der Ausdruck
fv> <w1 . > wird als eine Projektion auf den von v aufgespannten Vektorraum ver-
standen.

Diese Notationn findet sich z.B. auch in Feynman’s Vorlesungen, Band III,
Kapitel 20.

Didaktische Anmerkungen

1) In der Schulgeometrie geht man davon aus, dass der Begriff des rechten
Winkels (Orthogonalitéit) und die Léngenmessung intuitiv gegeben sind.
Wenn man den Satz von Pythagoras zum sog. Cosinussatz verallgemeinern
will, dann st68t man auf den Begriff des inneren Produkts. Um dieses
einzufithren, stiitzt man sich iiblicherweise auf kartesische Koordinaten.
Es gilt als intuitiv klar, dass es kartesische Koordinaten gibt.

2) Wir haben hier gesehen, dass es auch anders geht. Man braucht nur die
Parallelogrammgleichung und die Idee der Polarisierung. Im reellen Fall
reduziert sich die Polarisierungskonstruktion auf

1 1 1 1 1
(vl) = 5o+ wll® = 5llo = wll® = Sllo +wl? = Sl = Slul?

und das ist im Wesentlichen der Cosinussatz.

3) Das didaktische Problem mit dem Skalarprodukt besteht darin, dass es
die Unterscheidung zwischen Vektoren und , Covektoren“ (=Linearfor-
men) iiberfliissig zu machen scheint. Die Vermischung behindert dann das
Versténdnis fiir den Begriff der Dualitdt. Das Versténdnis fiir die Struktur
allgemeiner Vektorrdume wird daher leider manchmal durch allzufliissige
Erfahrungen mit dem euklidischen Anschauungsraum erschwert.
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Satz :

Das innere Produkt in einem Pra-Hilbertraum V'

Beweis :
) ew+w) = o) +ew), pla,v)=a-e(v)
2)  e@|* = Supjlw(v),w)I wll <1
sup {[(v|w)] : [Jw]| < 1} = [jo|]?
Beispiel

V sei der Vektorraum der J-Spalten. Der Dualraum V* kann mit dem Vektor-
raum der J-Zeilen identifiziert werden; ¥(v) = (9, v) ist das ,Matrizenprodukt*
Yv =) ¥;v;. H sei eine positiv definite hermitische J x J-Matrix. s(-, -) sei das
von H erzeugte Skalarprodukt

|v|? =v*Hv s(v,w)=0v*-H- w.

Offenbar haben wir
p(v) = s(v,) = v" - H.

Die duale Norm auf der Menge aller Zeilen ¢ ist

19|* = Vo - H 9.
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24. Vorlesung : Bilinearformen und Polarisierung

Wir machen hier einen Ausflug in die Algebra.

Definition

Sei V ein C-Vektorraum.
Eine komplexwertige Funktion ¢(-,-) auf V' x V heifit eine Bilinearform, wenn
gilt

1) tlu,v+w) = t(u,v) +t(u,w)
(i) t(u+v,w) = t(u,w)+t(v,w)
(iii) t(v, cw) = «-t(v,w) fir alle a € C
(iv) t(aw,w) = «-t(v,w) fiir alle « € C.
Sie heifit eine Sesquilinearform, wenn anstelle von (iv) gilt
(iv*) t(aw,w) = a-t(v,w)
Bemerkung

Wenn ein #(-,-) die Bedingung (i) erfiillt, dann sagt man, ¢(-,-) sei additiv im
zweiten Argument. Aus (i) folgert man leicht: Fiir jedes feste Paar u, v gilt

t(u,r-v) =r-t(u,v) fiir alle rationalen r = n
n

Es bleibt hier noch offen, ob f(z) :=t(u,z - v) eine lineare Funktion auf R ist.
Wir haben zunéchst nur die Additivitat f(z +y) = f(z) + f(y).

Hinweis: Die Grundlagentheoretiker haben sich mit der Frage beschiftigt,
ob es auch noch andere additive f(-) auf R geben konnte. Es ist erwiesen, dafl
man nur mit ganz verriickten ,, Konstruktionen* zu solchen Funktionen gelangen
und dass diese notwendigerweise {iberall unstetig sind; sie sind noch nicht ein-
mal ,borelmeBbar. Fiir eine biadditive Funktion ¢(-,-) (d.h. ein ¢(,-) mit den
Eigenschaften (i) und (ii)), fiir welche man solche Verriicktheiten ausschlieBen
kann (und das wollen wir hier tun), reduzieren sich die Forderungen (iii) und
(iv) bzw (iv*) zu

(iil) t(v,iw) = i-t(v,w)

(iv) t(iv,w) = i-t(v,w)

bzw.

(ivk) tliv,w) = t(iv,w)
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Sprechweisen

a) Eine Bilinearform mit
t(v,w) = t(w,v)

heifit eine symmetrische Bilinearform.

b) Eine Bilinearform mit
t(v,w) = —t(w,v)

heiflt eine alternierende 2-Form oder auch eine schiefsymmetrische Bi-

linearform.

¢) Eine Sesquilinearform mit

t(v,w) = t(w,v)

heif3t eine hermitische Form.

Bemerkungen

1) Jede Bilinearform 148t sich in eindeutiger Weise als Summe einer symme-
trischen und einer schiefsymmetrischen Bilinearform schreiben:

bv,w) =
alv,w) =

2) Wenn t(-,-) eine Sesquilinearform ist, dann ist

lt(v, w) + 1t(w, v)

h(v,w) = 5 5

eine hermitische Form.

Satz
Wenn b(-,-) eine symmetrische Bilinearform ist, dann heiit ¢(v) = b(v,v) die
von b(-, -) erzeugte quadratische Form. Es gilt

(i) g(aw) = a2 ¢(v) fiir alle o
(i) q(v+w) +q(v —w) = 2q(v) +2q(w)
(iii) b(v, w) = Lg(v+w)— 1q(v —w)

Satz (Polarisierungsidentitit)

Sei h(-,-) eine hermitische Form und
q(v) = h(v,v).
Fiir die reellwertige Funktion ¢(-) gilt dann
(i) g(aw) = lof*- q(v)
(i) g(v+w)+qlv—w) = 2¢(v) +29(w)
(iif) A (v, w) = 39(v+w) = ;q(v—w)+fq(v—iw) - gq(v-+iw)
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Hinweis : Es ist ein weithin iiblicher Miflbrauch der Sprache, wenn man die
einer Sesquilinearform zugeordnete Funktion ¢(v) := s(v,v) die erzeugte qua-
dratische Form nennt.

Beispiel

J sei eine endliche Indexmenge. V' sei der C-Vektorraum aller J-Spalten.

Fiir v € V bezeichnet v die J-Zeile mit den Eintriigen von v; V* bezeichnet die
J-Zeile mit den konjugierten Eintrégen.

1) Jede komplexe J x J-Matrix T liefert eine Bilinearform
t(v,w) = v'Tw
und eine Sesquilinearform
s(v,w) =v*Tw.

Jede Bilinearform und jede Sesquilinearform entsteht aus einer wohlbe-
stimmten Matrix 7'.

2) T bezeichne die transponierte Matrix
1 t 1 t

liefern den symmetrischen und den alternierenden Anteil der Bilinearform
vI'Tw. Fiir die erzeugte quadratische Form gilt

qv) =vTTv=2T-B-v.
3) T™* bezeichne die hermitisch konjugierte Matrix .

1
H=

§(T + T%) ist hermitisch.

Fiir die ,erzeugte quadratische Form“ gilt

q(v) =v"Hv =R(w*"Tv).

Hinweis : Quadratische Matrizen sollte man nicht immer als Darstellungen
von Endomorphismen oder (im nichtsinguléren Fall) als Darstellungen von Ko-
ordinatenwechseln auffassen. Manchmal dienen sie auch der Darstellung von
Bilinearformen oder von Sesquilinearformen.

Anhang

Wir zeigen nun, wie man zu einer quadratischen Funktion eine Bilinearform
bzw. eine Sesquilinearform gewinnt.
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Hifssatz (Polarisierungskonstruktion)

Sei ¢ eine komplexwertige Funktion mit

(i) q((1+ 1)) — 20 q(v)

(i) g(v+w)+qv —w) = 2q(v) + 2q(w)
Betrachte auf V. x V

b, w) = qalv,w) — Jalv —w).

Es gilt dann
(i) b(u,v+w) = b(u,v) + b(u, w)
(i)
(iif)
)

(iv

o

(

b(v,iw) = ib(v,w)
(w,0) = bv,w)
(

b(v,v) = q(v)
Beweis
1) Aus der Parallelogrammgleichung erhalten wir
Q(O) = 07(](—111) = Q(w) ) q(?} + U) =4 Q(U) ) b(’l},’l}) = q(?)) :

Aus der Eigenschaft (i) und (1 +4)? = 2i ergibt sich

iq((l + i)2v) = %z : q((l + z)v) und ¢(iv) = iq(?i -v) = —q(v).

2) Wir zeigen

b(u, v) + b(u, w) = 2b (u “J;“’) .

Setze m = u+ L2, d = 25, Das ergibt

u+v=m-d, ut+w=m-—d

glu+v)+qu+w) = 2q(m)+2q(d) = 2q (u+ 52) + 2¢(d)
q(u—v) + q(u — w) 2q (u— ) +2q(~d).

Die Differenz ist
0(00) + A0 ) = 20+ 25) 20 u - 5)
-b

|
[N}
e~

3) Die Symmetrie (iii) ist trivial.
4) Der Beweis von b(v,iw) = ib(v, w) bendtigt eine Rechnung:
4-b(v,iw) = qv+iw) —qv— iw)

—q((=9) (v +iw)) + q(i(v — iw))
= q(w+iv) — g(w —iv) = 4b(iv, w)

b(v, 1+ z)w) = b(v,w) + b(v,iw) = b((1 +1i)v,w).
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Wegen 1% =i und (1 +i)(1 — ) = 2 haben wir weiter

b(v,iw) = Lq(v+iw) — 2q(v —iw)

Es folgt der

Satz
Eine symmetrische Bilinearform b(+, -) ist durch die erzeugte quadratische Funk-
tion ¢(v) = b(v, v) eindeutig bestimmt. Zu jedem g(-) mit

qglav) = a?-qv) fiir alle a € C
q(v+w) +qv—w) = 2q(v) +2q(w)

gibt es genau eine symmetrische Bilinearform, welche ¢(-) erzeugt.

Einen entsprechenden Satz gibt es fiir hermitische Formen. (Aus ihm ergibt sich
dann sofort der Satz von Jordan und v. Neumann.)

Satz
Eine hermitische Form h(-,-) ist durch die erzeugte ,quadratische“ Funktion
q(v) = h(v,v) eindeutig bestimmt. Zu jedem ¢(-) mit

gle,v) = af*-q(v)
qv+w)+q(v—w) = 2q(v)+2q(w)

gibt es genau eine hermitische Form, welche ¢(-) erzeugt.

Der Beweis egibt sich aus dem analogen

Hifssatz (Polarisierungskonstruktion im hermitischen Fall)

Sei g(-) eine reellwertige Funktion auf V' mit
i) q(iv) = q(v)
i) g(v+w)+q(v—w) = 2g(v) + 29(w)
Betrachte auf V. x V

sv,w) = Ja(v-+ ) — (v —w) + alv — i) — Sqlv +iw).

Es gilt dann

i) s(u,v+w) = s(u,v)+ s(u,v)

|
-
V)
N
E
g
N

i) s(v,iw)

(

) s(
iii) s(w,v) = s(v,w)

) s(

wv) s

v,0) = q(v)
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Beweis :

1) Wegen ﬁ = —¢ haben wir

()+ ( ) ) " ) " ) )
v —v) = _

q q N1 1) T\ 1+
v U )

=92. 2. =4- .

q(1+i)+ q(1+i) q(1+z‘)

Alsoq(v):?-q(l%_i):?q(li_i)

4s(v,v) = q(v+v) —q(0) + i - q(v —iv) —ig(v + iv) = 4q(v) .

2)
4s(w,v) = qw+v)—ig(w —iv) —ig(w — ) + iq(w + iv)
= qv+w) —q(v —w) —ig(iw + v) +iq(iw —v)
= 4s(v,w).
3)
4s(v,iw) = qv+iw) — qv —iw) + ig(v + w) — ig(v — w)
= 4i-s(v,w).

4) Wie oben zeigen wir
4s(u,v) + 4s(u,w) =
= (qtu+v) +qlu+w) = (alu—0v) +qu—w))

+i(q(u—iv)+q(u—iw)) —i(q(u+v)+q(u—iw))
o) () ) o)
:2-4.3(%”;“’) .

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Der Minkowski-Raum

Das Raum-Zeit-Kontinuum der speziellen Relativitdatstheorie ist ein vierdimen-
sionaler reeller affiner Raum. Auf dem R-Vektorraum der Verschiebungen hat
man eine ausgezeichnete quadratische Form, die positive und negative Werte
annehmen kann. Ein Vektor v heifit zeitartig, wenn ¢(v) > 0 und raumartig,
wenn ¢(v) < 0; v heifit ein Vektor auf dem Lichtkegel, wenn ¢(v) = 0.

Es gibt dreidimensionale Unterriume V, die nur aus raumartigen Vektoren
(und dem Nullvektor) bestehen. In einem solchen Teilvektorraum liefert —q(+)
eine euklidische Norm. Ausgehend von irgendwelchen drei linear unabhéngigen
Vektoren kann man durch das Schmidt?sche Orthogonalisierungsverfahren ein
ONS konstruieren. Dazu gibt es einen (bis auf das Vorzeichen eindeutig be-
stimmten) weiteren Vektor v mit

1 1 5
q(vo) =1 und Zq(vow)—zq(vo—a):o fiir alle @ € V.
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Man erhélt so eine Basis vg, v1, v2, v3 mit
2 2 2 2
q (avo + a1v1 + ave + a3vs) = af — (al + a5+ a3) .

Ein Quadrupel (vg,v1,v2,v3) mit dieser Eigenschaft nennt man ein Inertial-
system.

Definition

Eine lineare Abbildung ¢ heifit eine Lorentztransformation, wenn gilt
q(p(v)) = g(v) fiir alle v.

Satz:

a) Wenn (v, v1,v2,v3) ein Inertialsystem ist, dann auch
(wo,wl,w2,w3) = (90 (U0)7<P(U1),90(02)7<P(U3)) .

b) Die Gesamtheit aller Lorentztransformationen ist eine Gruppe linearer
Abbildungen.

Der zweidimensionale Minkowski-Raum

Wir betrachten im Vektorraum der 2-Spalten die quadratische Funktion

(0)-+-

Wir interessieren uns fiir diejenigen 2 x 2-Matrizen A, fiir welche gilt

t t
T T
Wir nennen sie (fiir den Augenblick) die zweidimensionalen Lorentzmatrizen.

Wenn man sich einen Uberblick iiber die Gruppe dieser A verschaffen will, dann
ist es niitzlich, die sog. hyperbolischen Funktionen einzufiihren :

(e + e @) (Cosinushyperbolicus)
(e* —e™®) (Sinushyperbolicus).

cosha =
sinhae =

N[0 =

Lemma (Additionstheoreme)

(cosha)? — (sinha)? = 1
cosh(a + ) = cosha - coshf3 + sinha - sinh
sinh(a + ) = sinha - coshf + cosha - sinhf3.
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Satz

a) Fiir jedes a € R ist

A, = ( cosha  sinha )

sinha  cosha

eine Lorentzmatrix.

b) Fiir alle o, 8 gilt
Ay Ag=Auip.

Beweis

1) Wir schreiben ¢(-) als ein Matrizenprodukt

1 0 t
oo %))
t _ T 1 0 t
(o) = (o 5 )a()
A ist genau dann Lorentzmatrix, wenn gilt
T 1 0 (1 0
o B0 )

Denn eine symmetrische quadratische Form auf R? bestimmt in eindeuti-
ger Weise die symmetrische Matrix, welche sie erzeugt.

Q
Y
82 o~
~__
|

2) Es gilt
cosha  sinha 1 0 cosha  sinha _
sinha  cosha 0 -1 sinhae cosha | —
cosha  sinha cosha sinho _ 1 0 d
sinha  cosha —sinhae  —coshae /| — \ 0 -1 a-e.d

3) Die Aussage b) ergibt sich aus den Additionstheoremen.

A=( %)

sind auch —A und die folgenden Matrizen Lorentzmatrizen

(5 =G s (0 )= o)

Unsere A, sind diejenigen Lorentzmatrizen mit der Determinante = 1,
welche in der linken oberen Ecke positiv sind. Man nennt sie die ortho-
chronen Lorentzmatrizen.

4) Mit

Die entsprechenden Begriffe fiir den vierdimensionalen Minkowski-Raum stu-
diert man in der speziellen Relativitétstheorie.
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