16. FUNKTIONEN

VON

MEHREREN VARIABLEN



Reelle Funktionen auf dem R2

Wir betrachten Funktionen

f(x1,22)

von zwei reellen Variablen z1,xo, z.B.

> >
flo1,20) =t + 25, g(xq,20) = 2 — 3

h(z1,20) = 23 — 32133 , k(z,y) = cos (\/2F + 23)



Solche Funktionen lassen sich graphisch verschieden darstellen.

Als Flache im R3 oder als Graph ihrer Hohenlinien.



flx1,20) = x% + :v% Paraboloid




Ff(z1,20) = 27 + 23 Paraboloid




g(x1,20) = :U% - :c% Sattelflache




0
g(x1,70) = 25 — 25 = R(z1 + izp)?




h(x1,xp) = :c:f — 3301:1:% Affensattel




h(z1,x0) = R(z1 + iv)>

a
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Partielle Ableitungen:

In Funktionen von mehreren Variablen finden sich Funktionen
von einer Variablen, wenn man die anderen Variablen festhalt:

f(x1,22) kann man bei festem x- als Funktion in z1 und bei
festem x1 als Funktion in xo> betrachten.
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Wir kOnnen dann wie fruher Ableitungen bilden, mit festgehalte-
nem xo, oder festgehaltenem z:

o + h —
axfl(xlaw2) }lllrnof(xl 7'772}2 f(x17$2)
0 + h) —
8;2($17$2) Air%f(xl’xz }z f(:Ul,CBQ)

Diese Ableitungen heiBen partielle Ableitungen. (Voraussetzung
ist natlirlich, dass diese Ableitungen existieren.)
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Partielle Ableitungen konnen zu denselben Zwecken benutzt wer-
den wie gewohnliche, etwa zum Bestimmen von Extremalpunk-
ten (lokalen Maxima und Minima) und allgemeiner stationaren
Punkten.

Definition.

(z1,2x5) heiBt stationdrer Punkt von f, falls

19, 0
9f (x1,20) = —f(wlaxz) =0
8x1 8%2

gilt.
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Beispiele:

1. f(z,y) = 2° + 2,

(zo,y0) = (0,0) ist stationarer Punkt, hier ein Minimum.

2. f(z,y) =% —y>,

af(:v,y) = 2y

ﬁ(xa y) — 2337 ~
ox oy

(zo,y0) = (0,0) ist stationarer Punkt, hier ein Sattelpunkt.
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3. Lineare Regression: An Datenpunkte z1,...,xy sollen Punkte

auf einer Geraden a+ ftq,...,a+ Bty angepasst werden. Bestim-
me «, B so, dass der Abstand im R"

flo, B) = (1 —a— Bt1)2 4+ -+ (xn — o — Btn)?

minimal wird. Es gilt
o,
O (0, 8) = ~2(1 — = 1) — - — 2(an — @~ )
(8%

0
%(a, 8) = ~2(a1 — a — Bt)ts — -+ — 2(an — @ — Bin)tn

Die Gleichungen g—i(a,ﬁ) = g—é(a,ﬁ) — 0 sind die schon friher
abgeleiteten ,,Normalgleichungen* fur «, (.
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Totale Differenzierbarkeit:

Wir fassen f(z1,z>) nun als Funktion auf dem R? und schreiben

L2

f(z1,75) = f(x) mit x = <x1> c R?

Damit schlieBen wir an die Lineare Algebra an.
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Definition.

Eine Abbildung f: D — R mit D C R? heiBt total differenzierbar
im Punkte x € R2, falls es eine Linearform ¢ : R2 — R gibt, so
dass fur Vektoren u gilt

f(x+u) = f(x)+4£(u) +o(ju) firu—20

u — 0 bedeutet dasselbe wie |u| — 0. Eine gebrauchliche Schreib-
weise flr die (von x abhangige) Linearform /7 ist

{ = Df(x)
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f(x)

_|_

Fx 4 1) =

{(u) +
<
//
>

o(ful)




Kurz gesprochen:
Wir haben f lokal linearisiert, approximativ um x herum.

Die Linearform ¢ hat die Gestalt

E(u) — au — ajuq + aou9

mit einem Zeilenvektor a = (a1,a>) (der von x abhangt). Wie
kann man a berechnen?
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Es qgilt

of of
a1 = ——(x1,22) und ap = —(x1,22)
8:61 8:132

bzw.

= (20020



Zum Beweis wihlen wir u = (h,0)?, so dass fiir h — 0

f(x1+ h,20) = f(x) + £(u) + o(|ul)
= f(z1,22) + a1h + o(|h|)

Also ist a7 die Ableitung von f(x1,x>) nach xq1 bei festem ux-,
also tatsachlich

of

a1 — ——\T X
1 83:1( 1,22)
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Beispiel: Fir f(x1,x0) = 27 — x5 ist

ﬁ(1’171‘175132) = 2z1 , g—f(flflawz) = —2x5

ox1 o
und wir erhalten die lineare Approximation in x = (2,3)? als

f(ajl —|— Uq,ID —|— u2) ~ —b —|— 4u1 — 6u2

z.B.

£(2.02,2.99) = —4.8597
~-54+4.0.02—-6-(—0.01) = —4.86
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Der Gradient.

Die lineare Approximation benutzt den Zeilenvektor (g—gl(x), g—é(x)).
Durch Transposition erhalt man den Gradienten von f:

of

O

of
o0xo

gradf =V f =

V f(x) ist fir jedes x ein Vektor, ein Element des RZ.
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Vf(z1,22) = (2w1,222)7

f(z1,22) = 2% + 23
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Der Gradient V f(x) gibt die Richtung und die GroBe der steilsten
Steigung der Funktion f an der Stelle x an.

Beispiel.

Fur f(xq,20) = :U% + m% gilt Vf(xz1,20) = (221,225)!. Die Rich-
tung ist weg vom Ursprung, und die GroBe ist 2\/:1:% —|—a:-§.
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Zum Beweis berechnen wir die Richtungsableitung in die Rich-
tung b, mit einem Vektor b = (b1,b5)1 € R? der Linge 1:

>
A —
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Fur reelle Zahlen h > 0 gilt aufgrund der totalen Differenzierbar-
keit mit u = hb

f(x+ hb) = f(x) + hé(b) + o(h) fir h— 0
Die ,,Steigung in Richtung b* ist

¢(b) = a1by + asby = 5 1(X)b1 + —(X)bQ
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und mit dem Gradienten ausgedruckt ist die Steigung in Richtung
b gleich

£(b) = a O by + L (X)b2—<Vf(X) b)
also

f(x+hb) = f(x) +{Vf(x),b) +0o(h) firh—0

Wann ist die Steigung
(Vf(x),b)

maximal?
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Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fur diese Richtungs-
steigung wegen |b| =1

(Vf(x),b) < [Vf(x)[-[b| = |Vf(x)]

und speziell flir den Vektor b = |Vf( )|Vf(x) in Richtung des

Gradienten der Lange 1 ist dieser Ausdruck maximal:

1
V()|

(Vf(x),b) = (Vf(x), Vi) = Vi)

35



AlsoO:

In Richtung des Vektors Vf(x) steigt die Funktion f im Punkt
X am starksten an,

und diese Steigung hat die GroBe

[V f(x)]

In stationaren Punkten verschwindet der Gradient.
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Extrema unter Nebenbedingungen.

Aufgabe: Maximiere

flzy1,20) = x129

unter der Nebenbedingung

g(z1,20) =21 +220 =5
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An der Stelle (z1,22)! des Extremums zeigen V f und Vg offenbar
in dieselbe (oder entgegengesetzte) Richtung:
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Vi(x1,22) = AVg(x1,x2)

— A heiBt Lagrange-Multiplikator (das Minuszeichen ist Konfen-
tion).



Es gilt hier

L1

Vi(z1,20) = <x2> , Vg(z1,72) = (é)

und die Gleichung

Vf(xy1,22) = AVg(x1,22)

geht uber in o = A, x1 = 2, die zusammen mit der Nebenbe-
dingung x1 +2x> =5

A=1,21=2,ap=1

ergeben. Das Maximum wird im Punkt (z1,z-)! = (1,1)! ange-
nommen und hat den Wert 1.
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Definition:

Eine Funktion
f:D—R"™ mit DcR"

heiBt im Punkt x € D total differenzierbar, falls es eine (im All-
gemeinen von x abhangige) lineare Abbildung L : R®™ — R™ gibt,

so dass gilt

fx+u) = f(x)+ L(u) +o(Ju]) firu—20

Man nennt L das Differential von f und schreibt L = D f(x).
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Zerlegen wir die Funktion f in ihre Koordinaten gemaB

76 = (FLG0, o, ()

so lassen sich die partiellen Ableitungen 8fi/8a:j), 1 <1 < m,
1 < 3 < n bilden. Die lineare Abbildung L ist dann durch die
Matrix

(i) - g—g;<x>\
Jf(X)Z : .
\%i”f %J;%U

gegeben, die Jacobimatrix von f.
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Kettenregel.

Ist fur die Funktion
h=gof

sowohl f im Punkt x als auch g im Punkt y = f(x) total diffe-
renzierbar, so ist auch h in x total differenzierbar. Die Verket-

tungseigenschaft lUbertragt sich auf das Differential:

Dh(x) = Dg(y) o Df(x)

bzw. auf die Jacobimatrix

Jgor(x) = Jy(y)Jp(x)
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Ist m = 1, also f eine Abbildung in die reellen Zahlen, so kann
man wieder den Gradienten

(5,00
ViG)=|

2L (%)

bilden. Er hat analoge Eigenschaften zum Fall n = 2.

45



