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Kapitel 1
Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit sogenannten Seedbank-Koaleszenten.
Eine erste grundlegende Arbeit dazu von 2001 stellt | | dar. Kay, Krone und
Lascoux betrachten in dieser Arbeit ein Modell in dem zu jedem Zeitpunkt ¢ € Z
genau N € N Individuen leben, die genau eine Zeiteinheit iiberleben. Es sei m € N
fixiert und 4 ein MaB auf den natiirlichen Zahlen mit p ({n € N:n >m}) = 0.
Dann sucht sich jedes Individuum der zum Zeitpunkt ¢ lebenden Population sein
Elter mit Wahrscheinlichkeit p({i}),i = 1,...,m, aus der zum Zeitpunkt ¢ — i
lebenden Population, innerhalb dieser das Elter dann rein zuféllig gewéhlt wird.

~
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Abbildung 1.1: Aufbau der zufilligen Genealogie

Diese Vorstellung soll hier, wie auch | | dies taten, auf Mafie ;1 ohne Kom-
pakten Trager erweitert werden. Jedes der N Individuen der zu jedem Zeitpunkt ¢
lebenden Populationen, sucht sich also geméfl der Verteilung p den Zeitpunkt aus
zu dem sein Elter lebte und wéhlt dieses rein zuféllig aus der Population der zu
diesem Zeitpunkt lebenden Individuen.
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Speziell interessieren sich | | fir MaBle p, deren Schwinze nach einem
Potenzgesetz abklingen, also fiir

p({n,n+1,...}) :=n""L(n), «>0,L langsam variierend. (1.1)
Im Falle von o > 1 bewegt man sich fiir L(R) = p im Regime
E[R] < o0

und nach | , Theorem 1] liefert dies fiir N — oo (mit passender Zeitskalie-
rung) bereits die Konvergenz der Ahnenlinien der zu einem gemeinsamen Zeitpunkt
lebenden Individuen gegen den Kingman-Koaleszenten.

Die vorliegende Arbeit widmet sich dem (sehr) langreichweitigen Fall von Ma-
Ben p wie in (2.1) mit a € (0,1) in dem fiir L(R) = p

E[R] =
und sogar
E [R%} = 00
gelten. Fiir a € (0, %) zeigen | |, dass die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Indi-
viduen miteinander verwandt sind echt kleiner 1 ist. Fiir die Verschmelzungswahr-
scheinlichkeit wird in | , Lemma 3.1] eine Aussage getroffen, die dort nicht

bewiesen wird. In der vorliegenden Arbeit wird der in dieser Aussage enthaltene
Vorfaktor korrigiert; der Beweis findet sich in Abschnitt 3.2. Diese Behauptung
entspricht der Aussage, dass

P (0 verwandt mit i) ~ Ci>** " L(i)"%,i — oo

fiir eine Konstante C' > 0 gilt. Tatséchlich gilt bereits fiir den (nicht sehr) lang-
reichweitigen Fall a € (%, 1), dass Treffzeit der Ahnenlinien zweier verschiedener
Individuen zwar fast sicher endlich ist, ihr Erwartungswert aber unendlich ist.

Das | |-Modell kann als langreichweitiges Seedbank-Modell gesehen werden.
Im Laufe der Evolution diverser Spezies kann es vorkommen, dass Samen von
Pflanzen oder auch Bakterien lange Zeit inaktiv sind und dann schliellich vie-
le Jahre nach Beginn der Inaktivitéit aus dieser erwachen und sich reproduzieren.
Beispielsweise ist bekannt (siehe [52]), dass eine Dattelpalme aus 2000 Jahre altem
Samen wuchs. Die Besonderheit dieser Modelle ist, dass ein Typ, der in der aktu-
ellen Generation nicht zu beobachten ist, aber tatséchlich einmal zu beobachten
war, durchaus in zukiinftigen Generationen wieder beobachtet werden kann, damit
kann folglich keine Fixation eintreten und genetische Typen werden nie vollstandig
aussterben.
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Im gleichen Jahr wie | | erschien [I15], eine Arbeit auf die sich | | be-
ziehen und die sich mit dem Spezialfall N = 1 befasst. Die durch unsere oben be-
schriebene Prozedur erzeugte zufillige Genealogie partitioniert im Falle N = 1 die
ganzen Zahlen Z zufillig. Die Ahnenlinien der Individuen kénnen als verschmelzen-
de Erneuerungsprozesse mit Inkrementverteilung g modelliert werden. An dieser
Stelle stellt sich bereits die Frage nach der erwarteten Grofle des Schnittes ei-
ner rein zuféllig aus den Komponenten mit Elementen in {0, ...,n} ausgewihlten
Komponente der zufilligen Partition mit {0, ..., n} fiir grofes n € N. Im Hinblick
auf die Frage nach Konzentration stellt sich dann die Frage nach der Varianz dieser
Grofe. Dies fithrt unmittelbar zur Frage nach der Asymptotik der Wahrscheinlich-
keit, dass drei unabhéngig und uniform aus {0, ..., n} herausgegriffene Individuen
miteinander verwandt sind, das heifit in der gleichen Komponente liegen. Eine et-
was einfachere Frage ist die Frage nach der erwarteten Anzahl an Individuen in
{1,...,n}, die mit 0 verwandt sind. Wieder mit der Wahrscheinlichkeit von Drei-
erverschmelzungen verbunden ist die Berechnung der Varianz dieser Grofle. Diese
Fragestellungen sind allesamt noch offen und werden nur als Ausblick (siehe Kapi-
tel 4) angerissen.

[H15] widmen sich primér einer zuféllig mit Farben +1 eingefirbten Version der
zufilligen Partition von Z. Dabei wird jede Komponente mit Wahrscheinlichkeit
p € (0,1) mit +1 und mit Wahrscheinlichkeit 1—p mit —1 unabhéngig voneinander
eingefiarbt. Auf Basis dieses gefirbten Graphen bauen [I15] eine Irrfahrt S, auf,
deren Zustand zum Zeitpunkt n genau der Summe der Farben der Individuen
1,...,n entspricht. Wie sich herausstellt, konvergieren die Reskalierungen

Sr tn2 e [Su —n(2p—1)t], t>0

gegen eine fraktionale Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter H := % +a. Da-
bei bezeichnet S, die lineare Interpolation zwischen S|¢) und Sp;. In Abschnitt 2.3.1
korrigieren wir die in [[15] angegebenen Vorfaktoren der Reskalierungen. Im dar-
auf folgenden Abschnitt 3.3.2 leiten wir diese Vorfaktoren noch auf einem anderen
Wege her. Diese Konvergenz gilt nicht nur in Form endlichdimensionaler Rand-
verteilungen, sondern auch in Form funktionaler Konvergenz und dariiber hinaus
existieren Couplings (C,,), einer fraktionalen Brownschen Bewegung B mit Hurst-
Parameter H := % + o mit S™ so, dass fiir alle T, e > 0

lim C, (||§" — B||pqor) > 5) ~0

gilt. In [I15] ist der Beweis der funktionalen Konvergenz liickenhaft, siehe die Dis-
kussion in Abschnitt 3.3.4. In Abschnitt 3.3.3 fithren wir einen Beweis der funk-
tionalen Konvergenz iiber ein Straffheitsargument. In Abschnitt 3.3.6 skizzieren
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wir einen alternativen Beweis der funktionalen Konvergenz, der im Herbst 2020 in
einer Vorlesung von Prof. Alan Hammond in Berkeley entstand, an der Prof. Wa-
kolbinger und ich auf Einladung von Alan Hammond teilgenommen haben und der
in Abschnitt 3.3.3 beschriebenen Beweis vorstellen durften. Der in Abschnitt 3.3.6
beschriebene Beweisweg ist ndher an der urspriinglichen Strategie von [H5]. Er
ist eine Synthese aus einem Straffheitskriterium (&hnlich dem in Abschnitt 3.3.3
verwendeten Satz 3.11) und einer von REUBEN DROGIN (einem Studenten des Ber-
keley Kurses) vorgeschlagenen und bewiesen Abschwéchung der problematischen
Behauptung (hier als (3.49) zitiert) aus [I15].

Im | |-Modell definieren wir eine zu S analoge Irrfahrt, deren Inkremente
der Mittelwert des Typs einer Generation sind:

N
1
ZnN = ZnaN = ; Xog, Zo:=0.

Wir werden zeigen, dass die endlichdimensionalen Randverteilungen der Reskalie-
rungen ((ZfN> )
>0

5 = 110 [z —ni2p - ]

neR,,NeN

gegen die einer fraktionalen Brownschen Bewegung mit Hurst-Parameter H :=
% + a konvergieren. Dabei bezeichnet Z; y wieder die lineare Interpolation zwi-
schen Z|;) v und Zq . Die Beweisstrategie orientiert sich dabei an der von [I15].
Diese Konvergenz gilt wie fiir St" nicht nur in Form endlichdimensionaler Rand-
verteilungen, sondern auch in Form funktionaler Konvergenz und dariiber hinaus
existieren auch hier fiir festes N € N Couplings C,, mit

tim C, (127 = B ||s.comy > ) =0
n—o0

fiir alle 7" > 0 und € > 0. Diese beiden Konvergenzresultate lassen sich ganz analog
zu denen fiir das HS-Modell einsehen. Schliefilich nehmen wir noch den Beweis der
Konvergenz endlichdimensionaler Randverteilungen unter die Lupe und erkennen,
dass Couplings C,, existieren, sodass fiir festes » > 1 und fiir alle 7" > 0 und £ > 0
im Grenzwert groler Populationen

lim CN (HZNT’N — BHHLOO([O,T]) > 5) =0

N—oo

gilt.
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In Abschnitt 4.1 beschrieben wir eine Idee des Querlegens der Generationen. In
aller Kiirze gesprochen entspricht diese Idee der Anschauung, im [I15]-Modell ge-
nau N Generationen als eine Generation bestehend aus N Individuen im [ J-
Modell zu betrachten. Diesen Gedanken haben wir fiir unsere Beweise allerdings
nicht benétigt, auch wenn diese bereits eine gewisse Intuition dafiir schaffen konnen,
dass der Ubertrag der [I15]-Resultate auf N > 1 funktioniert. Tatséchlich liegt es
nahe, dass sich iiber diesen Ansatz eine zweite Beweisstrategie fiir diese Resultate
finden lassen konnte.







Kapitel 2

Modell und Hauptresultate

Das von [I15] eingefiihrte Modell und dessen natiirliche Erweiterung durch [ ]
wollen wir im Folgenden kurz beschreiben. Zuerst erinnern wir an den Begriff der
langsam variierenden Funktion:

Definition 2.1. L : R, — R, heifit langsam variierend, falls

o L4 1)

=1
U—00 L(u)

fiir alle r > 0 gilt.

Betrachten wollen wir nun Verteilungen g auf N mit schweren regulér vari-
ierenden Schwéanzen Schwénzen(heavy-tailed), das heift es existiert eine langsam
variierende Funktion L und ein 1 > a > 0 mit

L(n)

/,L({n,n—l—l,...}):W Vn € N. (2.1)

2.1 Das [HS]-Modell

[L15] betrachten einen zufilligen Graphen G, auf Z, in welchem jeder Knoten i € Z
genau eine ausgehende Kante in negative Richtung hat, sodass fiir den Vorfahren
V* von i

c(i-vi)=n

gilt. Salopp ausgedriickt sucht sich also das Individuum 7 seinen Vater V* indem
es eine p-verteilte Anzahl von Generationen in die Vergangenheit schaut. (An die-
ser Stelle ist es angebracht, einige Worte zum Begriff des Vaters oder Vorfahren
sowie zum Begriff der Generation zu verlieren: Wir wollen im Folgenden ganz un-
verfanglich die Begriffe von Mutter und Tochter, Vater und Sohn, Vorfahr und

7
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Nachkomme vollkommen gleichbedeutend verwenden. Von Generationen zu spre-
chen ist im [[15]-Modell und dessen im néichsten Abschnitt erklirten Erweiterung
etwas problematisch, denn die zu einem Zeitpunkt ¢ lebende Population — hier der
GroBe N = 1 — kann ihre direkten Vorfahren zu jedem Zeitpunkt der Vergangenheit
haben. Trotzdem wollen wir im Sinne der sprachlichen Einfachheit und auch ange-
lehnt an die Tatsache, dass der Sprachgebrauch sich auch bei Seedbank-Modellen
so einbiirgerte, die zum Zeitpunkt ¢ lebende Population auch als Generation ¢
bezeichnen.

Jede Komponente des zufilligen Graphen G, farben wir nun unabhingig mit
Wahrscheinlichkeit p mit +1 und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p mit —1 ein. Aus
einem populationsgenetischen Blickwinkel kénnen die Farben +1 als Typen inter-
pretiert werden. Fiir ¢ € Z bezeichne dann X; die Farbe der Komponente zu der
das Individuum ¢ gehort. An dieser Stelle wollen wir noch eine kurze Definition
einschieben:

Definition 2.2. Wir definteren fiir 1,7 € Z die Verwandtschaftsrelation
i~ &0 und j liegen in der gleichen Komponente von G,
und darauf aufbauend den Begriff die Ahnenlinien A; von Individuen © € Z durch
Ap={j<i:jr~i}.

[[15] zeigen, dass fir o € (0,1/2) der Graph G, fast sicher aus unendlich
vielen Komponenten besteht und dementsprechend zwei Individuen mit positiver
Wahrscheinlichkeit auch in zwei verschiedenen Komponenten des Graphen liegen,
also populationsgenetisch gesprochen nicht verwandt sind.

Wir wollen also im Folgenden den Fokus auf ein Maf§ i der Form (2.1) fiir eine
langsam variierende Funktion L und ein o € (0,1/2) legen. Fiir den Fall unendlich
vieler Komponenten ist die durch

Sp—Sn_1:=X,, Sy:=0 (2.2)

definierte Irrfahrt (S,,)nen, offensichtlich nicht trivial. Ein Hauptresultat aus [I15]
ist die Konvergenz passender Reskalierungen dieser Irrfahrt gegen eine fraktionale
Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter H = % + «, siehe Satz 2.14. Dem
Beweis dieser Aussage ist Abschnitt 3.4 gewidmet. Der Begriff der Irrfahrt ist hier
weit gefasst, da die Inkremente von .5,, offensichtlich nicht unabhéngig sind.

2.1.1 Verschmelzungswahrscheinlichkeit

Setzen wir
qn = P (n ist Vorfahr von 0), n >0,
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so lésst sich fiir die Verschmelzungswahrscheinlichkeit zweier Ahnenlinien Folgen-
des zeigen:

Satz 2.3. FEs sei a € (O 1) und es gelte

12

nP(R = n)

i = L. 2.
1511;1:1) PR > n) < oo fir L(R) = p (2.3)
Fiir g0 € Z mit j —1 =k gilt dann
C k2l
PANA#0) ~ = (2.4)
( ’ ) L(k)? Zzgo a
fiir k — oo sowie
. 1

C =

2I'(1 — )T (2a) cos (wa)

Der in (2.4) stehende Ausdruck ist wohldefiniert und gréBer null, denn nach
[115, Lemma 2.2.(ii)] konvergiert
2
24

1>0

fir o € (0, %) Tatsdchlich ist der Beweis von [I15, Lemma 2.2.(ii)] unter der

Bedingung (2.3) nicht mehr notwendig, da (2.3) nach [ 1] bereits liefert, dass (¢y)
reguldr variierend mit Exponenten oo — 1 ist. Der Beweis von Satz 2.3 findet sich in
Abschnitt 3.1. [I15] zeigen auBerdem das folgende Lemma fiir v € (0, 1) betreffend

n
der Partialsummen Z Qe
k=0

Lemma 2.4 ([I15, Lemma 2.2.(i)]). Fir a € (0,3) gilt

n nzaL(n)—z )
;QlN(l_a>F(2—a)F(1+a)’ fiir n — oo

Unter Hinzunahme der Bedingung (2.3) gilt das obige Lemma nach [, Theo-
rem 5] aufgrund der Asymptotik (3.7).
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2.2 Das | ]-Modell

Eine Annahme in vielen Modellen der Populationsgenetik ist die, dass es eine Zahl
N € N von Individuen pro Generation gibt, die fest iiber alle Generationen hinweg
ist. Diese Annahme treffen auch Blath, Gonzalez Casanova, Kurt und Spano in

[ J

N

Abbildung 2.1: N Individuen pro Generation

Analog zu [I15] kopiert jedes Individuum seinen Typ 41 von seinem Vorfahren.

. -1
Xn—11Xn1
ey

Abbildung 2.2: Jedes Individuum hat Typ +1

Zu einem Mafl p auf N wird jetzt ein zufélliger Graphen G, auf Z x {1,..., N}
so gesampled, dass fiir jedes Individuum (7, j) € Z x {1,..., N} und seinen Vater

1/ (@)
c <z - (v@%j))x) —u (2.5)

10
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~

—
. . 1
anl,lAX:le

X, 2

. 3

Xn,N

Abbildung 2.3: Die Generation des Elter-Individuums von dem jedes Individuum
seinen Typ kopiert, wird gemdfl pu gewdhlt.

und . ((V(i’j)>y) = unif({1,..., N})

gilt. Das Modell ldsst sich also informell so beschreiben, dass jedes Individuum

~
/_\
<\ . 1
\ Xn—l,l)(’zjl
. -9
unif({1,..., N}) N/ Xn2
® 3
. . —/\/

Xn,N

Abbildung 2.4: Innerhalb der ausgewdhlten FElter-Generation wird das Elter-
Individuum uniform gewdhlt.

(1,7) € Z x {1,..., N} sich eine Vatergeneration in einer Generation, welche eine
p-verteilte Anzahl von Generationen vor ¢ liegt, aussucht, und aus dieser rein
zufillig ein Individuum auswahlt.

An dieser Stelle wollen wir kurz an die in 2.1 gemachte Bemerkung erinnern,
dass wir die Begriffe von Vater und Sohn, Mutter und Tochter, Nachfahr und
Vorfahr vollkommen gleichbedeutend verwenden und dass der Begriff der Gene-
ration zwar problematisch aber doch allgemein anerkannt ist. Dementsprechend
bezeichnen wir die zum Zeitpunkt ¢ lebende Population auch als Generation ¢.

11
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[ | zeigen, dass wie in [HS5] fir ein p wie in (2.1) zu einem a € (0,1/2)
und einer langsam variierenden Funktion L der Graph G, fast sicher unendlich
viele Komponenten hat.

Wie in [H5] wollen wir die Komponenten des zufilligen Graphen unabhéngig
voneinander mit Wahrscheinlichkeit p mit Typ +1 und mit Wahrscheinlichkeit
1 — p mit Typ -1 versehen. X; ;) bezeichne dann fiir (i,j) € Z x {1,..., N} den
zufélligen Typ der Komponente in der (i, j) enthalten ist.

Dieses Modell kann als Verallgemeinerung des Standard-Wright-Fisher-Modells,
welches p({1}) = 1 entsprechen wiirde, gesehen werden, wobei bei diesem nur sol-
che Individuen als verwandt gelten, deren MRCA (Most recent common ancestor)
zur Zeit t > 0 lebte. (Anderenfalls wiren mit Wahrscheinlichkeit 1 alle Individuen

miteinander verwandt.) Der Prozess (Wn N)neN

N
1
Wn,N = N ; 1Xn,i:1 (26)

ist dann eine Markovkette deren Skalierungslimes gegen die Wright-Fisher-Diffusion
W konvergiert, den Diffusionsprozess, der Losung der stochastischen Differential-
gleichung

t
W, = w+/ VW, (1 = W,)dB,
0

fiir eine Standard Brownsche Bewegung B und w € (0, 1) ist.

Fir allgemeineres p der Form (2.1) mit o € (0, %) existieren auch dann mit
Wahrscheinlichkeit 1 unendlich viele Familien, wenn man alle Individuen, die iiber-
haupt einen MRCA besitzen, als verwandt klassifiziert. Diese kann man mit un-

abhéngigen p-+1-Miinzwiirfen einfarben. Die Typenfrequenzen

1 N
Wn,N = N Zl 1Xn,i:1

haben dann langreichweitige Korrelationen. Betrachtet man deren Summenprozess
(Zn) pey mit Inkrementen

N
1
Zn = Zny = Znn = Znay 1= 3 ;X Zy =0, (2.7)

dann konvergiert dessen Skalierungslimes gegen eine fraktionale Brownsche Bewe-
gung mit Hurst-Paramater H := % + a. Dabei bezeichnet Z; die lineare Interpola-
tion zwischen Z|;| und Zpg.

12
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2.2.1 Verschmelzungswahrscheinlichkeit

Die Ideen von Satz 2.3 liefern uns auch fiir die Verschmelzungswahrscheinlichkeit
zweier um n Generationen voneinander entfernter Individuen im | |-Modell
eine Asymptotik fiir n — oo. Datfiir wollen wir noch kurz eine Definition einschie-
ben:

Definition 2.5. Wir definieren fir i,j € Z,l,m € {1,...,N} die Verwandt-
schaftsrelation

(i,1) ~ (j,m) = (i,1) und (j,m) liegen in der gleichen Komponente von G,
und darauf aufbauend den Begriff die Ahnenlinien A; von Individuen © € Z durch
Ay ={(G,m):j <ime{l,....,N},(j,m) ~ (i,1)}.

Satz 2.6. Es sei o € (O, %) und es gelte

P pu—
supn (R=n)

n>1 m <oo  fir L(R) = p.

Firk,l € {1,...,N} sowiei,j € Z mit j —i = n gilt fir die Verschmelzungswahr-
scheinlichkeit der Ahnenlinien A;j und A;; der Individuen (i, k) und (j,1)

ZmZO qum+n
N+ Zmzl r,

n2a—1

N+ @ " L(n)?

P (Ai,k NAj # (Z)) =

o

fiir 7 —i=:n — oo sowie

1

C = 2I'(1 — a)?T'(2a) cos (rar)

Der Beweis findet sich in Abschnitt 3.2.

2.3 Resultate zu [HS]

In diesem Abschnitt wollen wir das Hauptresultat von [I15] fiir den Fall & € (0,1/2)
und ein p der Form (2.1), namentlich die Konvergenz passender Reskalierungen
von (S,)nen, gegen eine fraktionale Brownsche Bewegung, vorstellen und spéter
den in [H5] dazu gefithrten Beweis in gewissem Sinne reparieren.

13
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2.3.1 Die Asymptotik der Varianz von S,

Um die passende Reskalierung zu erhalten, berechnen [I15] die asymptotische Va-
rianz der durch (2.2) definierten Irrfahrt. Wir geben dieses Resultat im Folgenden
in leicht korrigierter Form wieder (siehe [[5, Lemma 3.1] fiir das urspriingliche
Resultat)

Lemma 2.7. (R');cy sei eine Familie unabhdngig identisch verteilter Zufallsva-
riablen mat Verteilung p und

R* = ZRi:nEN (2.8)
i=1

der dazugehorige Erneuerungsprozess. Mit der bereits in Abschnitt 2.1.1 eingefiihr-
ten Notation
qo =1 und q, ::P(nERﬂ) firn € N

gilt fiir die durch (2.2) definierte Irrfahrt (S,,)

n€Np

4p(1 —p) p2etl 1
20020 +1) 372 ¢ L(n)?T(1 — a)*T(2a) cos(ma)

Var[S,| ~ (2.9)

2.3.2 Funktionale Konvergenz gegen die fraktionale Brow-
nbewegung

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir

o Ap(l-p) L
C 2020+ 1) 3050 ¢ T(1 — )T (2a) cos(ma)

und erhalten damit aus (2.9)
Var[S,] ~ ¢ *n***1L(n)"2
[[15] zeigen zuerst, dass die Folge der reskalierten durch
S = 6n_%_°‘L(n) (St — n(2p — 1)t]

definierten Prozesse im Sinne der endlichdimensionalen Randverteilungen gegen
eine fraktionale Brownsche Bewegung B mit Hurst-Parameter H = o + % kon-
vergiert. Dazu geben wir hier das entsprechende Resultat aus [[15] wieder:

Proposition 2.8 ([I15, Proposition 3]). Im Sinne der endlichdimensionalen Rand-

verteilungen konvergiert die Folge |S™ | won Prozessen fiir n — oo gegen eine
n

fraktionale Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter H := o + %

14
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Diese Aussage erweitern wir in Proposition 2.12 auf den Fall N > 1 und fiihren
deren Beweis in Abschnitt 3.4.2. Basierend auf Proposition 2.8 zeigen wir die
folgende Erweiterung im Sinne funktionaler Konvergenz:

Proposition 2.9. Sei T > 0. Bezogen auf den Pfadraum (C([0,T)), || - || no(o.1)

konvergiert S™ in Verteilung gegen B fiir eine fraktionale Brownsche Bewegung
BT mit Hurst-Parameter H = % + a.

Die Aussage wird in Abschnitt 3.3.3 bewiesen.

2.3.3 Couplings fiir alle Zeithorizonte gemeinsam

Im Folgenden sei weiterhin H := a+%. Ziel ist es mit Proposition 2.9 den folgenden
Satz zu bewiesen:

Satz 2.10 ([I1S, Theorem 1.1]). Fiir alle p € (0,1) ewistiert eine Folge von Coup-
lings (Cy)n der Prozesse S™ und B, sodass fiir alle T > 0 und ¢ > 0

1im Cy (15" = B |lsqom) > €) =0
qgilt.
Damit wird also die Existenz einer Folge von Couplings behauptet, die nicht
vom Zeithorizont T abhéngt. Diese Gemeinsamkeit iiber die Zeithorizonte wird in

[[15] nicht bewiesen. Wir beweisen sie in Abschnitt 3.3.7. In Abschnitt 3.3.8 stellen
wir einen dazu alternativen Beweisweg vor.

2.4 Ein Grenzwertsatz fiir das | ]-Modell

Wir wahlen N € N fest und erinnern an
| XN
Zn = Znoy = Zny = Znoay 1= 3 ;Xk Zy = 0. (2.10)
Dazwischen interpolieren wir wieder linear.

2.4.1 Die Asymptotik der Varianz von 7,

Zuerst werden wir wieder die Asymptotik der Varianz unserer Irrfahrt bestimmen.
Wir zeigen in Abschnitt 3.4.1, dass die Asymptotik der Varianz von Z,, der gleichen
Ordnung ist wie die von S,,:

15
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Lemma 2.11. Fiir die Varianz von Z, gilt

Zzgo 912
(23121 q12 + N)

Var|Z,] = Var[S,] -

fiir die in (2.2) definierte Irrfahrt S,,.

2.4.2 Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen

Wir werden in Abschnitt 3.4.2 basierend auf Lemma 2.11 das folgende Analogon
zu [H15, Proposition 3] beweisen:

Proposition 2.12. Fiir festes N € N konvergieren die Reskalierungen ((Zt") )
120/ her,

N

2
zn =z = 20 : 6n_%_°‘L(n) [Znt — n(2p — 1)t]

(2121 le + N)

im Sinne der endlichdimensionalen Randverteilungen gegen eine fraktionale Brown-
sche Bewegung B mit Hurst-Parameter H := % + a.

2.4.3 Funktionale Konvergenz gegen die fraktionale Brow-

nbewegung
Wie auch im [I15]-Modell erweitern wir nun die Konvergenz im Sinne funktionaler
Konvergenz:

Proposition 2.13. Sei T > 0 und N € N fest. Bezogen auf den Pfadraum
(C[0, 7)), || - [|e(o,1))) konvergiert Z™ in Verteilung gegen eine fraktionale Brown-
sche Bewegung B mit Hurst-Parameter H := % + a.

Der Beweis wird in Abschnitt 3.4.3

2.4.4 Couplings fiir alle Zeithorizonte gemeinsam

Mit obigem lésst sich dann das folgende Resultat analog zu Satz 2.10 gewinnen:

Satz 2.14. Firalle o € (0,1/2) undp € (0,1) existiert eine fraktionale Brownsche
Bewegung B mit Hurst-Parameter H 1= % + a und eine Folge von Couplings C,

von Z"™ und B™ so dass fir alle T >0 und e > 0 und N € N fest
lim C, (IIZ" — B (o) > 5) =0

qgilt.

16
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2.4.5 Grenzwert grofler Populationen

Wir werden auch die folgende Verallgemeinerung zeigen bei der bei der die Zeit
mit der Populationsgrofle skaliert:

Satz 2.15. Fir alle a € (0,1/2),r > 1 und p € (0,1) ezistiert eine fraktionale
Brownsche Bewegung B mit Hurst-Parameter H = % + « und eine Folge von

Couplings Cx von ZN"N und B so dass fiir alle T > 0 und € > 0

tim Cny (112%™ = B[ o) > £) =0

N—oo
qgilt.

Den Beweis erbringen wir in Abschnitt 3.4.5

2.5 Ein Kriterium fiir Konzentration

Das folgende Kriterium fiir Konzentration, welches [H5] im Beweis der Konvergenz
endlichdimensionaler Randverteilungen implizit verwenden, und von uns zum Be-
weis dieser Konvergenz im | |-Modell benétigt wird, wollen wir hier noch kurz
vorstellen und spéter im Abschnitt 3.5 beweisen:

Lemma 2.16. FEs sei (a,)nen €ine Folge natiirlicher Zahlen mit a,, — 00, (€;)1en
eine Nullfolge und (M, )nen eine Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen mit
E[M,] # 0 und Var[M,] < oo, sodass

Cov [M,, M,,+] = ¢ fiir alle n,l € N und eine Nullfolge (g;),

gilt. Fiir positive Gewichte (cy,),, ,en Mit

max ¢,
1<m<an .
— — 0 fiir n — o0

Z?r?:l Cm

qilt

Var [“Z" c"mMm] =o| |E “Z" c"mMm]
m=1 m=1

Das Lemma kann als Korollar des folgenden Satzes gesehen werden:

17
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Satz 2.17. Es sei (ay)nen eine Folge natirlicher Zahlen mit a, — oo, (£)ien
eine Nullfolge und (M,),en eine Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen
mit Var[M,]| < oo, sodass

Cov [M,,, M, 4] = ¢ fir alle n,l € N und eine Nullfolge (g;),
gilt. Fir Verteilungen © auf {1,...,a,} mit

max m,, — 0 fiirn — oo
1<m<an

qgilt
Var [Z W;Mm] — 0 fiir n — oo.

m=1

Der Beweis wird ebenso in Abschnitt 3.5 erbracht.

18



Kapitel 3

Beweise und Diskussionen

3.1 Verschmelzungswahrscheinlichkeit in [HS]

Diese Abschnitt soll die Verschmelzungswahrscheinlichkeit zweier Ahnenlinien ana-
lysieren. [ | haben eine asymptotische Aussage gemacht, die die Entfernung
zweier Individuen mit der Verschmelzungswahrscheinlichkeit ihrer Ahnenlinien in
Verbindung bringt. Die behauptete Aussage stand unbewiesen da und wurde in
Satz 2.6 korrigiert. Im Folgenden erbringen wir den Beweis.

Es sei wie gehabt und oben beschrieben « € (O, %) und R, R? .. .eine Folge
unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit
P(Ry >n) ~n"“L(n) (3.1)
fiir eine langsam variierende Funktion L. Wir behalten die Notation
Gn=qn) =PEF>0: R +---+ R =n)
aus [H5] bei, d.h. ¢ ist die zu p zugehorige Erneuerungsfunktion.

Proposition 3.1. Setzen wir firl € N

(|Q|2)l = Z qrQr+1

k>0

und seien j,1 € Z mit j > i, dann gilt fir die Ahnenlinien A; und A; von i und j
und thre Verschmelzungswahrscheinlichkeit

Q). .
P (|4, N A;| #0) = (l(@'i@j (3.2)

19
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Die Notation (|Q\2)l stammt vom engen Zusammenhang zwischen den Koeffi-
zienten der Fourierreihe des Betragsquadrates von

Q) == Z gne'™.

n>0

Beweis. A; und /L» seien zwei unabhéngige Erneuerungsprozesse startend in ¢ und
J mit negativen Inkrementen mit Verteilung p. Das heif3t A; und Aj lassen sich
auch als Couplings der Ahnenlinien A; und A; verstehen, welche nicht bei einem
gemeinsamen Vorfahren verschmelzen. Fiir j > ¢ gilt

E [Viz‘ N ‘le‘] = Gtryji = (1P, (3.3)
=
sowie
E[An4] = P(AnA£0)E[lAn 4404 £0]
) S0 =(11), J
= P(An4;#0)-(1QP),. (3.4)
Damit folgt unmittelbar aus (3.3) und (3.4)
)
P(Am[lﬁé@) z%

Da nun

P(ANA£0)=P (404 #0)
gilt, folgt die behauptete Gleichheit

P (|AinA;| #0) = %

O

3.1.1 Asymptotik der Verschmelzungswahrscheinlichkeit mit-
tels Riemannsummen

[ , Lemma 3.c] besagt, dass fir

00 00 1— 2
S gt = gy = (1QF), ~ F<2<— a)‘j% S fri oo (35)
n=0 j=1
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gilt. Die Autoren verweisen fiir einen Beweis auf [[15], insbesondere auf das nicht
existente Lemma 5.1 in diesem Artikel. Da der Beweis in diesem Artikel nicht auf-
findbar ist, beweisen wir hier eine dhnliche Aussage, um die Asymptotik der rechten
Seite in (3.2) zu beschreiben und damit asymtptotische Aussagen zur Treffwahr-
scheinlichkeit zweier um 7 voneinander entfernter Individuen zu machen.
[D1, Theorem B|] besagt, dass (3.1) mit der Zusatzannahme
nP(R =n)

die asymptotische Beziehung

G ~ Cn*"*L(n) (3.7)
impliziert, wobei nach [(:]]
¢= Smfrm I —L)F(a) (3.8)
und i .
L(n) := ) (3.9)
gesetzt wurde. (Tatséchlich ist die Konstante (3.8) in [ 1] falsch angegeben worden.

Die zweite Gleichheit in (3.8) gilt nach dem Eulerschen Reflexionsprinzip.)

An dieser Stelle lohnt es sich festzustellen, dass die langsam variierende Funk-
tion in (3.5) nicht unbedingt die gleiche langsam variierende Funktion wie in (3.1)
meint und hier schlicht in | | von Zeile zu Zeile L eine andere langsam va-
rilerende Funktion bezeichnet. Wir zeigen im Folgenden, dass fiir die langsam
variierende Funktion (L(4))~? auf der rechten Seite in (3.5) die Behauptung mit
einem anderen von a abhéngigen Vorfaktor gilt:

1
Proposition 3.2. Es sei a € (O, 5) und Annahme (3.7) sei erfullt. Dann gilt

ZQjQiJrj ~ Czi(i)%hl/ (14 z)* 2 Yo fiir i — oo
0

i>1
fir die gleiche Konstante C' wie in (3.7).

Wir werden den Beweis dieser Proposition zuerst unter einer Annahme an die
Karamata-Darstellung (siche dazu [I', Korollar, p. 282] oder | , Theorem 1.3.1]
und insbesondere | , (1.3.17)]) der langsam variierenden Funktion L erbringen
und dann auf den allgemeinen Fall erweitern. Wir zeigen also zuerst das folgende
Lemma:
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1
Lemma 3.3. Es sei a € <0, 5) und es gelte

rn =n""1K(n) (3.10)

fir K(n) von der Form

K(n) = exp (/n @ dt) (3.11)

B

fiir eine positive Konstante B sowie eine beschrinkte messbare Funktion l(t),t > B
mat

lim [(t) = 0.

t—o00

Damit ist (r,,), schliefilich monoton fallend und es gilt fiir i — oo
Z'f’ﬂ“iﬂ ~ K(i)%**! / (14 2)* 12 da. (3.12)
j>1 0

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (), schlieBlich monoton fallend ist, was aus
(3.10) zusammen mit der Karamata Darstellung (3.11) von K(n) der langsam
variierenden Funktion folgt: Im Sinne der Ubersichtlichkeit setzen wir 3 := 1 — a.
Da [(t) fur t — oo gegen 0 konvergiert, existiert ny € N so, dass

I(t)y < B firt>ng
gilt. Damit folgt

Tn no—1 K(n)

Tnt1 (n+ 1)t K(n+1)

_ nafl o B n+1 @
T (nt 1)t p( /n t dt)

= exp (B (In(n+1) —In(n)) — /n+ @dt>

n t

= exp /n+1 é—@ dt

t t
~——

>0 TUr ¢>no
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Damit ist (r;, '), fiir n > ng monoton wachsend und entsprechend (r,,), fiir n > ng
monoton fallend.

Wir wollen uns der in (3.12) beschriebenen Asymptotik widmen, welche mit (3.10)
fiir i — oo aquivalent zu

1 o 00
—.ZT—]@%/ (1+2)* 12 da (3.13)
1= T T 0

Jj=21

ist. Ziel ist also jetzt, (3.13) zu beweisen. Dafiir zeigen wir, dass fiir alle € > 0 ein

N € N existiert, so dass fiir alle ¢+ grofl genug

1 T
- TiTits < e (3.14)
LT Ty

Jj=Ni

gilt.
Nun ist jedoch (7,), schlieflich monoton fallend, d.h. (3.14) folgt bereits, wenn
ein N € N existiert, sodass fiir alle 7 grofl genug

1 r\ 2
- § (—J) <e (3.15)
v\ T
Jj=>Ni

gilt. Die Tatsache, dass (r,), schlieflich monoton ist, liefert nun, dass die linke
Seite von (3.15) fiir ¢ grof genug von oben durch

BBy e

m=N

beschrankt ist.
Mit (3.11) folgt, dass fiir alle 6 > 0 und ¢ so groB, dass [(t) < ¢ fiir alle t > i

gilt,
I%ZL;) . ( / - @dt> < exp (& (1n(mi) — n(0)) ) <m”,

was mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz fiir N grofl genug liefert, dass
die rechte Seite von (3.16) fiir 7 groff genug durch € beschrinkt wird. Damit folgt
also (3.14).

Wir zeigen als Nachstes, dass fiir alle ¢ > 0 ein 1 € N existiert, so dass fiir alle
i gro} genug

1 P
- E Tiliti _ (3.17)
7 Ty Ty

J<ni
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gilt. Dass (7,), schliellich monoton fallend ist, liefert

liti <
T -

fiir ¢ grof genug. Es bleibt also nur zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein n € N existiert,

sodass fiir alle ¢ grofl genug
1 ,
-y Hce (3.18)
i T;

j<mi *

gilt. [, Theorem 5, p. 447 liefert

Sy~ i (L))

J<mi

und somit

~ (3.19)

Damit ist (3.18) und somit auch (3.17) bewiesen, wobei die letzte Asymptotik in
(3.19) folgt, da K langsam variierend ist.

Im Lichte von (3.10), (3.14) und (3.17) gentigt fiir den Beweis von (3.12) nun
der Beweis der folgenden Konvergenz:

% 3 I}ig;% (1 + %)al (%)al N /nN(l F o)l e, (3.20)

ni<j<Ni

Aus (3.11) lasst sich

lim  sup
OO i<j<(N+1)i

KG) |
0 1' -

folgern. Damit reduziert sich (3.20) auf die Konvergenz von Riemann-Summen
gegen das zugehorige Integral, welche wir in Proposition 3.4 zeigen. U

Beweis von Proposition 5.2. Wir wollen nun den Beweis der Proposition komple-
mentieren. (3.7) konnen wir auch als

¢n = C,n®1L(n)

fiir eine Folge von Zahlen (C),)pen mit C,, — C' > 0 schreiben. Wie im Beweis des
vorigen Lemmas geniigt es auch hier

1 e 00
- q_]qu R / (1 + x)o‘_lxa_ldx (321)
? i1 q; 4qi 0
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zu zeigen. | , Theorem 1.3.1] liefert die Existenz eines K(n), welches (3.11)
erfiillt sowie die Existenz einer Folge (D,,), mit

lim D, =D € R,

n—oo

sodass

L(n)=D,K(n), n=12,...
gilt. Definieren wir nun r, wie in (3.10), so haben wir die Darstellung
qn = D, Cprypy, n=1,2,...

fiir ¢,,,n € N.

Allerdings héngt weder die Asymptotik der linken Seite von (3.13) noch die
Asymptotik der linken Seite von (3.21) von einer endlichen festen Anzahl von
Summanden ab, weshalb (3.21) gilt. O

Wir liefern nun noch die behauptete Konvergenz der Riemann-Summen nach:

Proposition 3.4. Wir setzen

1 0 j a—1 j a—1 .
b = - i Ty =12,

Jj=1

Fird<a< % gilt dann
[y /(1 + ) 2 e < oo.
0

Beweis. Zu vorgegebenem ¢ sei K := K. € N so grof}, dass

/ 2?0 Dy < ¢ (3.22)

K

gilt. Daraus folgt fiir alle i € N

Andererseits gilt die folgende Konvergenz der Riemann-Summen:

1 o) j a—1 j a—1 K
Z~)i == = +1 = . 1 alpa=lgy = Jk.
; Z (z + ) (z) —>/0 (14 2) 'z r = Jg

1<j<Ki
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Sei nun i, so grof, dass fiir alle ¢ > i,
b — Jx] < € (3.23)
gilt. Daraus folgt fiir alle ¢ > 7.

|bz—J|§|bZ—JK|+|JK—J|<2E
—_——— N——

(3.23) (3.22)
< € <

O

Proposition 3.1 und Proposition 3.2 liefern uns zusammen mit den folgenden
beiden Lemmata nun ohne weiteren Beweis die folgende Asymptotik fiir die Ver-
schmelzungswahrscheinlichkeit zweier um k& voneinander entfernter Individuen j
und %:

Satz 2.3. Es sei o € (O, %) und es gelte
nP(R =n)

sup

up 7P(R>n) < oo fir L(R) = p.

Fiir j,i € Z mit j —i =k gqilt dann

~

C ket
P (AinA; #0) Nmm
fiir k — oo sowie
o 1

Lemma 3.5. Es gilt fiir a € (0, %)

[(a)(1 - 2a)
Il -a)

/ xa71<1 4 x)afldx —
0

Beweis. Die Beta-Funktion ist durch

1
B(a,b) ::/ (1 —2)" tda
0

t dt 1
definiert. Substituieren wir x = Jt= z ,— = ——, dann liefert das
1+t l—z'de (1—2)?
00 tb*l
——dt 3.24
/; (1 + t)a-i—b ( )
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o) ¢ b—1 ¢ a+1
— - 1— —— d 2
/0 <1+t) ( 1+t) . (3.25)

! 1
= (P () (e p——, )
_ /0 (1) (3.26)
= / 271 — 2)* lda (3.27)
= B(a,b), (3.28)
also
00 tb—l
B(a, b)z/o Wdt. (3.29)

Damit folgt

s - A
/0 A 1(1+IE) 1dl’:/0 m = B(O[,]_—QO[).

Das liefert also:

/ 211+ 2)*'dr = B(a,1 —2a) =
0

F(a)(1 —2a)
rl—a)

Lemma 3.6. Fir die in Satz 2.5 definierte Konstante C qgilt
Jo e A+ a) e 1
(r(1— a)F(a))2 2I'(1 — )T (2a) cos (ra)”

Beweis. Mit dem vorigen Lemma folgt mit dem Eulerschen Reflexionsprinzip und
bekannten Additionstheoremen

J a1+ z) e

(P(1 = )l (a))”

- |Fera) | [ e
I'(1 - 20)

_ (

T T()I(1-a)p

1 1 I'2a)l'(1 - 2a)
2T(1-a)T(20) ~ T(a)(1-a)

~
_ sin(am) _

sin(2am) % " cos(ma)

1
2I'(1 — )T (2a) cos ()
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3.1.2 Asymptotik der Verschmelzungswahrscheinlichkeit auf
Basis von [HS]

Mit der in Abschnitt 3.3.1 im Hinblick auf Vorfaktoren korrigierten Version von
[[15, Formelzeile 1, p.702] (siehe (3.38)) gilt

SN g~ b R
~y n — 00.
k=1 1>0 k™3 2al'(1 — a)?T'(2a) cos(mar)’

Angenommen nun, dass

(@ = | D> ade

120 k>0

monoton in k ist, dann liefert [I', Theorem 5]

Z 1 n2a71L(n)f2 .
by~ = , M — 00.
— @i 21(1 — a)?’I'(2«) cos(mar)

Dies entspricht mit Lemma 3.6 der Aussage von Proposition 3.2. Bedingung (3.6)
ist dann nicht mehr notwendig. Die Monotonie von (g;)r wére bereits gegeben,
forderte man Monotonie von (gi),,. Diese Bedingung ist allerdings stirker als
(3.6). Nach [I, Exercise 16, p. 464] wire eine ebenso hinreichende Bedingung, dass
fir eine schliellich monotone Folge (v,),,

ZQlQI+n ~v(n), n— o0
120

gilt.

3.2 Verschmelzungswahrscheinlichkeit in | ]

Wir wollen nun Satz 2.6 zur Verschmelzungswahrscheinlichkeit im [ |-Modell
beweisen:

Satz 2.6. Es sei o € (O, %) und es gelte

P pum
supn (R=n)

PR % fir L(R) = p
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Firk,l € {1,...,N} sowiei,j € Z mit j—i = n gilt fir die Verschmelzungswahr-
scheinlichkeit der Ahnenlinien A;y, und A;; der Individuen (i,k) und (j,1)

Zmzo qum+n
N+ Zmzl U

n2o-1 C«
N+ 516 Ln)

P (Az‘,k N Aj,l + @) =

~

fiir j —i=:n — oo sowie
A 1
C:= .
2I(1 — a)?I'(2«) cos (Ta)

Beweis. fll-’k und flﬂ Couplings der Ahnenlinien A;; und A;;, welche nicht bei
einem gemeinsamen Vorfahren verschmelzen. Fiir j > ¢ gilt

E [|z‘~12k N Aj,l‘] = Z %QkaJrji = % (\Q|2)j,i
k>0
sowie
E[A,xndy] = P(dxnd,#0)

-E [|/~12k N Aj,lHAi,k N Aj,l #* (Z)]

(. 4

~
_ 1 9
=1+3>1 N0

= P(Apnd,#0)- (143 %qg O (3.30)

k>1

und damit die behauptete Gleichheit

(1QP%),_,
P(|AxNAjl#£0) = —=T"— (3.31)
( ’ ) N+ 0
und damit mit Proposition 3.2 auch die behauptete Asymptotik. O

3.3 Resultate zu [HS]

3.3.1 Die Asymptotik der Varianz von 5,

Im Folgenden reproduzieren wir den Beweis von [I15, Lemma 3.1] und korrigieren
dabei einen kleinen Rechenfehler bei der Herleitung des konstanten Faktors in
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der Asymptotik der Varianz von S,,. Dafiir setzen wir im Stil der Notation von
Lemma 2.7

Q)= qne™. (3.32)
n=0
Wir zeigen zuerst das folgende auf dem Beweis von [[15, Lemma 2.2] beruhende

Lemma:

Lemma 3.7. Fiir Q(t) und a € (0,1) wie gehabt (3.32) gilt

QU)> ~T(1—a)272L (1/) 7%, t]0. (3.33)
Beweis. Wir setzen py, == p ({k}),k > 0 und

P(t) :== aneim.
n=0
[, Theorem 1] liefert , dass fir o € (O 1) (tatséichlich gilt dies sogar fir a €

(0,1) N
1= 9P(t) ~ p ((17!,00) ) T(1 = ) cos <O‘2—”) L t10
sowie
JP(t) ~ tan (?) (1—®P(t)), 10
gilt. Damit folgt offenbar mit y ((t—l, oo)) ~t*L(t7)

1—Pt)|~TQ—=a)t*L(t"), tl0. (3.34)

Zerlegung nach dem ersten Sprung liefert fiir n > 0
Gn = Zkan—k-
k=0

Da nun ¢o = 1 und Zpkqo,k = 0 gilt, folgt
k=0

n =Y DrGnt +0o(n), Vn €Ny
k=0

Fiir die Fouriertransformierte Q(t) = §4 von ¢ = (gn),~, gilt damit fiir p :=
(Pn) o )

Q) = T(t)
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Damit folgt

und zusammen mit (3.34)

S DS prtnor +don) | ™

n>0 \ k=0"
1 + gQ*I’?(t)
14§ (8)8p(2)
1L+ Q(t)P(t).

Q(t) = (1—P(t)"

oL ()
t t
Q01 ~ F
und durch Quadrieren die Behauptung. O
QWP = QBQ®)
Z Z qnqmeitnefitm
n>0 m>0

Wir bezeichnen im Stile von |

Z &thl, Z Andn+i

l=—00 cos(tl)+isin(tl) n=0

Z cos(tl) Z AnGn+i (3.35)
l=—00 n>0
2 Z cos(tl) Z Qnntl — Z G-
1=0 n>0 n>0

] mit (|Qf?), den i-ten Fourierkoeffizienten der

Fourierreihe |Q|* (siehe (3.35)). Damit gehen wir an den Beweis ganz analog zu

[[15] heran:

Beweis von Lemma 2.7. Zunichst gilt fiir a :==2p — 1 = E[X}]

Var[S,] = Var ZXi
i=1

n n

= Y ) Cov[X;X]]

i=1 j=1
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= ZZE —a)]

=1 j=1

- zn:zn:P(AmAj #0)E [(Xi — a)(Xj — a)|A; N A; # 0]

i=1 j=1

FS S P (AN A, = 0) B(X, — a)(X, —a) 4N A, =0

OSSP (AN, £0)B[(X, - |40 A, £ 0]

+iiP(AiMj=®)P[< —a)\AﬂA—@] [(X; —a)|Ain A; = 0]

i=1 j=1

70

= 4p(1 —p)iiP(AiﬂAj #0). (3.36)

i=1 j=1

Fiir nicht verschmelzende Couplings A;, 121]' der Ahnenlinien gilt hingegen

E[|Am21j|] - (A N4, #@)qu

< >0

(AiﬂAj#@)

= P(Ain4; #£0) (1QP),

sowie

E [‘Az n AJ‘] = ZQnQnijﬂ-

n>0

Damit folgt

n

Var[S,] = |Q| ZZ (1QP)-4

i=1 j=1
= P12 - Q)+ n(Q%| . (3.37)
e 2
Mit (3.33) und | , Theorem 4.10.1(a)] folgt fiir
Cp =2 ZQnQn-i-k
n>0
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sowie 1 — 3 := 2«

= nt="~ 1
;Ck ~ L(n)?T(1 - a)?(1 — B)I(1 — B)sin (17)
B n2a 1
~ L(n)’T(1—a)x(1 - B)I(1 — B)sin (375)
n2 1
- L(n)?T(1 — a)?2al’(1 — ) cos(ma) (3:38)
und damit
2% (n—9)(1QP)
i=1
n2a+1 1 1 o
~ TmRT( = a)’T(1 = p) cos(m)/o (1 - z)a*da
n2a+1 1 1
~ L(n)?2T(1 - a)2(1— B)cos(ra) 2a(2a+1)
Damit folgt nach (3.37) die Behauptung. O

3.3.2 Herleitung der Asymptotik der Varianz von S, aus
Satz 2.3

Wir geben an dieser Stelle einen auf Proposition 3.2 fuBenden Beweis von Lem-
ma 2.7:

Lemma 3.8. Es sei C wie in (3.7) und L wie in (3.9). Wir setzen

/ 1+[L‘a1a1dl‘
0

und

dann gilt

WA=D) a1
Var [S,] ~ 2 e
ar [S),] 20(2a + 1) (|Q|2)0 "

Die Berechnung von
/ (1+z)* 2 e
0

mittels Substitution zeigt dann auch, dass Lemma 3.8 der Aussage von Lemma 2.7
entspricht. Wir zeigen zuerst eine Hilfsaussage éhnlich zu Lemma 3.3:
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Lemma 3.9. Es ses
= n**"'K(n), neEN,

fiir ein langsam variierendes K der Form

K(n) = exp < / ' @dx) nen, (3.39)

B

fir eine Konstante B € Rxq sowie eine beschrinkte messbare Funktion [(t),t > B
mat

lim [(t) = 0.

t—o00

Dann ist (r,)nen schlieflich monoton fallend und es gilt

n

' 1
Z Ty ~ nQO‘K(n)& =n*K(n)=—.
p I'2a+1) 2
Beweis. Nach Voraussetzung existiert no € N mit I(t) < f := —(2a — 1) fiir alle
t > ng. Es sei also n > ng, dann gilt
Tn o n2e1 K(n)
Tnpr  (n+1)22"1 K(n+1)
1 n+1
= <n + ) exp < <—dt>
n n t
n+1
= exp|p (ln(n +1) /
n+1 1(t
= exp / (% — %) dt
" ————
>0 fiir t>ng
> 1,

womit (ry), ey fiir n > 1y monoton fallend ist. Damit liefert [I', Theorem 5, p. 447

n

2 I'(2a 2 1
;rkwn K(n)ﬁ:n K(n)%.

O

Mit dem vorigen Lemma ldsst sich dann eine analoge Aussage fiir (|Q\2)k
Z q;qj+% zeigen, dhnlich wie dies im Schritt von Lemma 3.3 nach Proposition 3.2
Jj=z1
geschieht.
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Lemma 3.10. Fir die oben definierte Konstante C und langsam variierende Funk-

tion L qilt
n 1 ..
D> aigin~ 55 CLn yn?

k=1 j>1
Beweis. Nach | , Theorem 1.3.2] existiert eine langsam variierende Funktion
K, welche (3.39) erfiillt, sowie eine Folge (D,,),, mit lim D, = D € R so, dass

L(n) = D, K(n)

gilt. Nach Proposition 3.2 existiert nun eine Folge C, mit lim C, = C so, dass

n—oo

Z 4iQi4n = CoL(n)n**~' = C, D, K (n)n**}

~

gilt. Da nun ( n) ; (Dn),en konvergente Folgen sind sowie
neN

n
li =
fim ) m=oo
k=1
gilt, erhalten wir

. I'(2 A A 1
qu]q]+an2aL( )CF (20) =n**L(n)C=—, n — oo.

— = (2a+1) 2a
O
Analog lasst sich
n o+l
;z Q). ~ o mC (3.40)

zeigen. Damit l&sst sich dann Lemma 3.8 beweisen:

Beweis von Lemma 3.8. Es gilt

n n

Var [S,] =4p(1—p) > Y P (A;NA; #0)

i=1 j=1
und nach (3.2)

2
(@),

P(A4NA;#0) = P,
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Damit erhalten wir

n

Var[sn] = |Q| Z |Q| |j—il
=1 j=1

4p(1 —p -
- %T 23 (n =) (1QP), +n (1QP),

=

Nach Lemma 3.10 und (3.40) gilt nun

n

> (=) (IQP),

i=1
- A 1
~ n*tL(n)C

20(2a+ 1)
Damit folgt die Behauptung. O

Nach Lemma 3.5 gilt mit dem Eulerschen Reflexionsprinzip und bekannten
Additionstheoremen

A 1 o e a—1 a—1

C = |:—F((I)F(1 —a)} /0 2 (14+2)* de
(1 —2a)

M)l —a)3

1 1 I'2a)l'(1 - 2a)

2T(1—a)’T(2a) ~ T(a)T(1—a)

~~
__sin(am)
sin(QaTr)% cos(mar)

1
2I'(1 — )T (2a) cos ()’

womit die Behauptung von Lemma 3.8 genau der von Lemma 2.7 entspricht.

3.3.3 Funktionale Konvergenz gegen die fraktionale Brow-
nbewegung

Wir wollen aus den eben beschriebenen Griinden nun einen alternativen Beweis
von Satz 2.10 vorstellen. Zuerst erweitern wir dafiir die Konvergenz im Sinne der
endlichdimensionalen Randverteilungen auf die Konvergenz in Verteilung bezogen
auf den Pfadraum C(]0, 1]) ausgestattet mit der Supremumsnorm:
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Proposition 2.9. Sei T > 0. Bezogen auf den Pfadraum (C([0,T)), || - || Lo(o.1)

konvergiert S™ in Verteilung gegen B fiir eine fraktionale Brownsche Bewegung
BT mit Hurst-Parameter H = % + a.

Mit diesem Resultat entbehrt es nun aller Notwendigkeit, eine Behauptung der
Form von Behauptung 3.13, wie sie in [[15] angegeben wurde, zu zeigen, wir kénnen
den Beweis direkt fithren. Dafiir geben wir zuerst ein Resultat aus [31] wieder:

Satz 3.11 ([B1, Theorem 5.16]). Konvergiert eine Folge von stetigen Prozessen
(Y™),, auf [0,T] im Sinne der endlichdimensionalen Randverteilungen gegen einen
stetigen Prozess Y auf [0,T] und erfillt fir alle 0 < s <t < u < T sowie fir
Wahlen von v > 3, N € N und eine nichtfallende Funktion F auf [0, T]

B[y Y2 Y7 - Y] < [Flu) - F(s)]” Va2 N,

so konvergiert (Y™),, in Verteilung auf dem Pfadraum (C([0,T]),|] - ||L=qo.1y) ge-
gen Y.

Zusammen mit dem folgenden Lemma und einer leichten Folgerung aus diesem
lasst sich dann der Beweis von 2.9 auch schon unbeschwert fiithren: Eine direkte
Folgerung aus der Asymptotik der Varianz von S, also aus Lemma 2.7, ist, da
sowohl Var[S,| und die rechte Seite von (2.9) fiir alle n € N endlich ist, das
folgende Korollar:

Korollar 3.12. FEs existiert eine Konstante ¢; > 0, sodass
Var [S,] < c;n* L(n) 2 (3.41)
fiir alle n € N gilt.
Wie versprochen fithren wir mit diesen Aussagen nun den Beweis von 2.9.
Beweis von Proposition 2.9. Wir wihlen 0 < s <t < u < T sowie 7, k,l € N mit

)+ 1 k kE+1
l§8<i’ _§t< +
n n n n

[+1
p—

<u<

I

S|~

Da wir S zwischen |nt| und |nt| + 1 durch lineare Interpolation definiert haben,
gilt
Sp— Sn

k
el Z Xom + [1 - <3n _j)] Xj+1 + [tn — k] Xkiq-
n~*"2L(n)

m=j+1
Dass X,, € {0,1} fiirallem € Nsowie 0 < [1 — (sn— )] <1und 0 < [tn — k] < 1

gilt, liefert zusammen mit

(m+ 6> =m*+2m+6*<6m*+5, firdel0,1],meZ
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und
(m—08)?=m*>—2m+d6*<6m*>+5, firdel0,1],meZ
die erste Ungleichung in der folgenden Kette:
Var [SZ‘ — 5’;‘} [GVar [Sk—i] + 5] -En 2 L (n)?

<
< [6ei(k — §)* T L(k — j)* 4 5] - &n 2 L(n)?
< ook —g)* Lk —5)7%] - &n " L(n)?

Die zweite Ungleichung folgt mit (3.41), die dritte folgt fiir ein ¢ > 0 und fiir
alle n > Nj fir ein N; € N, da L langsam varriierend ist. (Man behalte im
Hinterkopf, dass k, j,( fiir fixe s,¢,u von n abhéngen.) Und offensichtlich gilt die
letzte Ungleichung fiir 3 := max(1, co¢*). Analog gilt

Var [S{j . Sf] < e (%)M (%)2 (3.43)

Um Lemma 3.11 anzuwenden, miissen wir den Erwartungswert

2 2
beschrénken. Fiir [ < j 4 1 erhalten wir |u —t| < — sowie |t — s| < —, was
n n

IN

Sy —S8e| |8 - S

(u—t)(t —s) < (u—s)t

liefert. Nach Definition von p gilt L(n) < n™ (und auch da L langsam variie-
rend ist, gilt das zumindest fiir n grof§ genug). Da wir S zwischen ganzzahligen
Zeitpunkten linear interpolieren:

E (157 - 521-15: - o] (3.44)
< (et orm) ((t-9) - (w-s) (3.45)
< (5n—%)2 (1 — )12 (3.46)
_ e?%m 5L+ (3.47)
< E(u— ) = [cou — cos] (3.48)
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fiir eine Konstante ¢q > 1. Der spannendere Fall ist [ > j + 1. Fiir diesen liefert
Cauchy-Schwarz zusammen mit den Abschéatzungen (3.42),(3.43)

| Var [8 - 8] [var 5 - 5]
_ 5\ 2ot n 2 B 2o n i
e G G )

< C3(5;i)%%l(L@-f$Z@——@)2

l—j 2ot 2a+1
< 2c¢3 <—) < (2e3-2(u—1s)) :

n

Sy =S¢ |su -8y

IN

(Dabei gilt die dritte Ungleichung wegen 4|k — j| - |l — k| < |l — j|* und die vierte
Ungleichung fiir alle n > N fiir ein Ny € N, da L langsam varriierend ist. ) Setzen
wir nun Y := B und Y™ := S", dann kénnen wir Lemma 3.11 fiir n > N mit
N = max{Ny, No}, v := a + 1/2 und F(z) := 4csz anwenden. Damit folgt die
Behauptung von Proposition 2.9. O

3.3.4 Diskussion zu [HS, Lemma 4.1]

Vorgegangen wird in [[5] fir den Beweis von Satz 2.10, indem mittels Proposition
2.8 an endlich vielen Stiitzstellen passend gekoppelt wird und die Schwankungen
der Prozesse B und S™ zwischen diesen kontrolliert wird, indem einerseits der
Stetigkeitsmodul der fraktionalen Brownschen Bewegung ausgenutzt wird und an-
dererseits das Maximum (und analog das Minimum) des Prozesses S™ auf dem
Intervall [0, 1] kontrolliert wird. Um Letzteres zu erreichen, zielen [H5] auf den
Beweis der folgenden Behauptung ab:

Behauptung 3.13 ([I15, Lemma 4.1]). Flir

ezistiert Cy > 0, sodass fiir alle € > 0 ein N € N existiert, sodass
P (An > <Co + 506" —1In e) n%”‘L(n)l) <e¢

fur allen > N gilt.
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Der in [H5] angegebene Beweis dieser Behauptung stellt sich leider als formal-
logisch falsch heraus. Im Laufe des Bevlveises wird argumentiert, dass die Tatsache,
dass fiir ein festes Paar ¢, K mit 2K 2% < 1 und fiir n > N fiir ein N € N eine
Folge (r,)nen die Ungleichung

ricn < 2K 720, + 206 /= Ine + 246 /= InekK 2 ° (3.49)

erfiillt, bereits geniigt, um die Beschrénktheit von (r,), zu zeigen. Widerlegen lasst
sich dies recht einfach durch folgende Folge:

Sn, falls K nicht n teilt,
Tp i=
2K 2, i + 206 '/ —Ine + 246 'V —Ine K2 sonst

wobei (8, )nen eine zumindest entlang der Folge der Primzahlen unbeschriankte Fol-
ge sei. Die Folge (7,)nen erfiillt (3.49) per Definition, da es aber unendlich viele
Primzahlen gibt, also auch unendlich viele n € N, sodass K eben nicht n teilt, exi-
stiert fiir alle C' und N ein n > max{N, C'}, sodass r,, > C' gilt. Dementsprechend
ist (7n)nen nicht beschrankt.

3.3.5 Erste Variation von [HS, Lemma 4.1]

Obwohl wir fiir den Beweis der der funktionalen Konvergenz einen anderen Weg
als den tiber [[15, Lemma 4.1] wihlten, kann man auch mit Eigenschaften der frak-
tionalen Brownschen Bewegung etwas in der Form von Behauptung 3.13 beweisen:

Lemma 3.14 (Borell-TIS-Ungleichung,[AT, Theorem 2.1.1]). T sei ein topologi-

scher Raum und (Y;)ier ein Gauf$’scher Prozess, sodass sup |Yy| fast sicher endlich
teT
1st. Dann gilt mat

m :=E [sup |V}

teT

2
P (sup|Yt| > m+u> < exp (_u_) .
teT 2v

In Worten bedeutet dies nicht mehr, als dass die Schwénze der Verteilung

., v:i=sup EHY;\?]
teT

fiir alle u > 0

L (sup \Y;|> héchstens so schwer wie die einer Normalverteilung sind.
teT

Beweis. Wir withlen nun Y als die fraktionale Brownsche Bewegung B fiir H :=
a+ 1 sowie T := [0, 1]. Aufgrund der zweiten Momente der fraktionalen Bewegung
liefert das

v=E[Y?] =E|[BI| =1
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Nach [V, Theorem 1] gilt auBlerdem

E[sup B] < /2/7.
t€[0,1]

Die Symmetrie der Verteilung der fraktionalen Brownschen Bewegung sowie

sup |B/'| < sup By +| inf B/

inf
t€[0,1] te[0,1] te[0,1]

liefert

m = E[sup |B|] <2/2/m ~ 1.59.
t€(0,1]

Zu vorgegebenem ¢ > 0 setzen wir

u:=+/2log(e~1)

und erhalten dank der Borell-TIS-Ungleichung

P (sup B >1.6+ \/210g(8_1)> <e.

t€[0,1]

Die Abbildung y — sup y, ist beziiglich der Supremumsnorm auf C([0, 1]) be-
te€[0,1]
schriankt und stetig, womit auch die Konvergenz in Verteilung von sup S™ fiir
te[0,1]

n — oo gegen B folgt. Das Portmanteau-Lemma liefert dann also die Behaup-

tung:
lim sup P (m{ax} S > 1.6+ \/210g(6_1)> <e.
te[o,1

n—o0

O

3.3.6 Zweite Variation von [HS, Lemma 4.1] und alterna-
tiver Beweis der funktionalen Konvergenz

Diskussionen mit REUBEN DROGIN ergaben auflerdem, dass ein Weg iiber eine
schwichere Form von [I15, Lemma 4.1] durchaus zum Ziel fithrt. Nach unveroffent-

lichten Notizen von REUBEN DROGIN ist fiir ¢, := 6flné+aL(n)*1 die durch

definierte Folge straff. Insbesondere heifit das also, dass fiir alle n > 0 ein K(n) >0
existiert, sodass

P (ﬁ > K(n)> <n ¥YmeN (3.50)

Cm
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Diese Aussage kommt der Aussage von [H5, Lemma 4.1] bis auf die Form der
Schwénze der Verteilung der A,, sehr nahe. Wir zeigen nun, dass das stark genug
ist, um mit [B1, Theorem 8.1] die Behauptung von Proposition 2.9 auf einem
zweiten Weg zu zeigen. Wir erinnern kurz an [31, Theorem 8.1] :

Satz 3.15 ([B31, Theorem 8.1]). Es sei (Y,), eine Folge von C([0,T])-wertigen
Zufallsvariablen. (Yy,), ist genau dann straff, wenn die folgenden beiden Vorausset-
zungen erfillt sind:

1. Fir alle n > Oexistiert ¢ > 0, sodass
P ([Y.(0)] > ¢) <7
qgilt.
2. Fir alle e, > 0 existiert 6 € (0,1) und N € N so, dass fir alle n > N
P (wy,(0) >¢) <n
qilt, wobei wir

wy(0) := sup |y(s) —y(t)]
|s—t|<d

schreiben.

Voraussetzung 1 ist wegen Y, = Sg = 0 erfiillt. Voraussetzung 2 ist mit
Reuben Drogin’s Resultaten auch erfiillt, denn: Seien £,7 > 0 und § = §(e,n) so
klein, dass fiir n grof§ genug und m < in

Cm
MR (n) <
. (n) <e

gilt, dann erhélt man fiir alle n grof§ genug und m mit m <4

n
Am

P (— > 5)
Cp,

)

Cn Cn

A
- P (225 k)
< 7

ist also Voraussetzung 2 von Satz 3.15 fiir Y,, := St p=1,2,... erfiillt.
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3.3.7 Couplings fiir alle Zeithorizonte gemeinsam iiber einen
Satz von Skorochod

Basierend auf unserem Resultat zur funktionalen Konvergenz lésst sich nun die
Existenz gemeinsamer Couplings zeigen:

Proposition 3.16. Es seien die Y" = (Y"(t))o<t<oo, m = 1,2,..., und Y =
Y (t)o<t<oo Stetige Prozesse, sodass fir alle T die Prozesse (Y"(t))o<i<r, n =
1,2,..., in Verteilung bezogen auf den Pfadraum (C([0,T]), |- ||z(or)) gegen
(Y(t))o<t<r konvergieren. Dann ezistiert eine Folge von Couplings (Cy)n, fir die

lim C, (Y™ = Y||zqoyy >¢€) =0 (3.51)

fur alle e, T > 0 gilt.

Beweis. Skorochods Darstellungssatz ([32, Theorem 6.7]) liefert, dass fiir alle T >
0 ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q7, F7, Q) und darauf definierte Prozesse

(Y™ () o<e<r, (YT (1))ose<r

existieren, sodass

<Yn,T(t))0§t§T = (Yn(t))OStST’ <YT(t)>0§t§T = (Y(t))oﬁg

gilt, und sodass (Y™ (t))o<i<r, n = 1,2,..., betrachtet als Zufallsvariablen mit
Werten in

(€0, 7D, 11 llz=(o.17)) -

in Wahrscheinlichkeit gegen (Y7 (¢))o<i<r konvergieren. Unser erstes Ziel ist es, das
Coupling auf den Zeithorizont [0, 00) zu erweitern. Es gilt also den Wahrscheinlich-
keitsraum (Q7, F7, QT) passend zu erweitern. Dafiir sei II” eine regulire Desinte-
gration der Verteilung von (Y (#))o<i<oo beziiglich (Y (t))o<;<7 und analog 112 eine
regulére Desintegration der Verteilung von (Y (¢))o<t<oo beztiglich (Y"(t))o<t<7-
Gegeben das Paar

(Y™ ())ozezr, (Y7 (1) )ozezr)
setzen wir den Pfad (Y™ (t))o<;<r gemiB der Verteilung

I (Y™ (t) Joze<r, *)
fort und den Pfad (Y7(t))o<i<r gemif

(YT (8))o<e<r, )
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Dabei sind diese zwei Fortsetzungen unabhéngig gegeben das Paar

(Y™ (8))ose<r, (YT (£))o<t<r)-

Damit erhalten wir also Couplings C7 von Y und Y, welche
lim Cr()Y™ = Y||re(oa) >¢€) =0 (3.52)

fiir alle € > 0 erfiillen. Wir finden also fiir alle € > 0 und alle 7" > 0 eine natiirliche
Zahl N(t,¢), sodass fiir alle n > N (T, ¢)

C (V" = Yllp=qory >¢) <e (3.53)

gilt. Induktiv definieren wir nun die streng monotone Folge (m,) durch m; :=
N(1,1) und m,, := min (m,_1 + 1, N(n,1/n)). Damit definieren wir die nichtstei-
gende Folge (ex)k>m, durch

g 1= fiir n mit m, <k < my41.

n

Setzen wir C,, := C, dann gilt
Co (IIY" = Ylzooon)) > €n) <€

fiir alle n > my. Nach Konstruktion gilt m,, — oo fiir n — oo und damit

lim ¢, = 0.
n—oo

Das heifit fiir alle ¢,7" > 0 gilt
Jim G, (J[Y" = Y|z o, > €) = 0.
O

Damit ist Satz 2.10 nun eine direkte Folgerung aus Proposition 2.9 und Propo-
sition 3.16.

Der Aufbau des Beweises von Proposition 3.16 suggeriert nun bereits, dass in
diesen Gedanken allgemeinere Resultate stecken und sich dies auf einen breiteren
Kontext anwenden ldsst. Auf den folgenden Seiten wollen wir dies auch machen.
Gleichzeitig wollen wir das recht abstrakte Resultat von Skorochod durch ein greif-
bareres Resultat von Strassen ersetzen.
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3.3.8 Couplings fiir alle Zeithorizonte gemeinsam iiber einen
Satz von Strassen

Das folgende Lemma, das ein direktes Korollar aus dem Satz von Strassen (siehe
z.B. [P, Theorem 46]) ist, wird fiir unseren alternativen Beweis von Proposition 3.16
absolut essentiell sein.

Lemma 3.17 ( [D2, Corollary 11.6.4 und Theorem 11.3.5] oder [I’, Theorem 47]).
Zu zwei Wahrscheinlichkeitsmafe p und v auf einem vollstindigen separablen me-
trischen Raum (E,d) existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und auf die-
sem definierte E-wertige Zufallsvariablen X und Y fir die

LX)=p, LY)=v

sowie
a(X7 Y) = p(l/, :u)a

gilt, wenn wir mit
(i, v) == inf {5 >0 u(A) < v(A®) + 6 fiir alle A € ‘B(E)}
den Prohorov-Abstand von p und v sowie mit
a(X,Y) = inf {5 >0:P(d(X,Y)>0) < 5}

den Abstand von X und Y in der Ky-Fan-Metrik bezeichnen.

Die bekannte Tatsache, dass der Prohorov-Abstand die durch die schwache
Topologie induzierte Topologie auf dem Raum der Wahrscheinlichkeitsmafle auf £
metrisiert, liefert damit sofort das folgende Korollar:

Korollar 3.18. Es sei wieder (E,d) ein vollstindiger separabler metrischer Raum
und X, X1, Xa, ... seien E-wertige Zufallsvariablen, sodass

(d)

X, — X

gilt. (Anders gesagt: £ (X,) konvergiert schwach gegen L (X).) Dann existiert eine
Nullfolge (g,,)n sowie Couplings C™ von X,, und X, sodass fiir allen € N

C™"(d(Xy, X) > e,) < gy

gilt.
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Bisher wire es uns moglich fiir jeden Zeithorizont T' einzeln Couplings zu de-
finieren, um die vollstdndige Behauptung zu beweisen, muss man diese Couplings
jedoch erweitern kénnen: Das folgende Lemma hat also zum Ziel, fiir zwei stetige
Prozesse X = (X;)i>0 und Y = (Y})i>0, fiir die wir ein Coupling von (X;)o<i<r
und (Y;)o<t<r haben, auch ein Coupling von (X)>o, (Y2)i>0 zu finden, sodass die
gemeinsame Verteilung von (Xi)o<t<r, (Y2)o<t<r sowie die Randverteilungen von
X und Y respektiert werden.

Lemma 3.19. E und E' seien Standardborelriume sowie (X', Y") eine Zufalls-
variable mit Wertebereich E x E. Setzt man nun p, = L (Xl), v =L (Yl) und
sind p,v zwei Verteilungen auf E x E', deren Projektionen auf E wir p, und 1y

nennen, dann ezistiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit Zufallsvariablen
X = (X1, X»),Y = (Y1,Ys) mit Wertebereich E x E’', sodass

LX)=p, LY)=v

sowe
L(X,Y)=L(X"Y
gelten.

Der Beweis kommt mit sehr elementaren Mitteln aus und anschaulich ist das
Lemma sowieso iiberzeugend:

Beweis. p bezeichne die gemeinsame Verteilung von (X', Y') und II; sei eine re-
gulédre Desintegration der Verteilung p beziiglich iy sowie Il eine regulédre Desin-
tegration von v beziiglich 1.

Das kanonische Modell E x E' x E x E’ mit Wahrscheinlichkeitsmaf

p(dxy, dy )Ty (21, dog)o(yr, dya), 21,91 € B, 22,y2 € F,
erfiillt dann die Behauptung. O

Damit ist es nun auf Basis eines leichten inversen Diagonalfolgenarguments
moglich Proposition 3.16 schnell zu beweisen.

Beweis von Proposition 3.16. Nach Annahme konvergieren fiir alle T' > 0 die Zu-
fallsvariablen (Y™ (t))o<i<r in Verteilung in (C([0,T7]),|] - ||Lqo.y) fiir n — oo
gegen (Y (t))o<t<r. Fur

Xy = (Y"(t))oztzr, X = (Y())ozt<r

und
(E,d) = (C([0, ), | - lz=(orp)  und B = C([T, o0])
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liefern Korollar 3.18 und Lemma 3.19 also zusammen fiir alle 7" > 0 die Existenz
von Couplings C von Y™ und Y sowie einer Nullfolge (%), sodass fiir alle n € N

O (Y™ = Yllzmgom) > =) < =i
gilt. Wir setzen nun
N(T,e) := min {k € N:el < e fiir alle m > k} . (3.54)
und definieren damit die strikt monoton steigende Folge (m,,)nen durch
my, = max {m,_1 +1,N(n,1/n)}, my = N(1,1).

Wiederum basierend auf dieser definieren wir die nichtsteigende Folge (6,)
durch

n>mi

1
e p fiir das grofites k mit my, < n < my4q. (3.55)

Zusammen liefert das
Cr (Y™ =Yoo (o)) > 0n) < On.
Nach Konstruktion gilt fiir n — oo also m,, — oo und 6,, — 0, was fiir alle ¢ > 0

Tim G (Y™ = Y|z (om) >€) =0

liefert. Insbesondere erfiillen die Couplings C" := C]’ also (3.51). O
3.4 Beweis der Grenzwertsitze fiir das | -

Modell

3.4.1 Die Asymptotik der Varianz von 7,

Zum Beweis von Proposition 2.12 betrachten wieder zuerst die Asymptotik der
Varianz von Z, (siehe (2.10))fiir N € N fest:

Lemma 2.11. Fir die Varianz von Z, gilt

leo q
(2121 912 + N)

Var[Z,| = Var[S,] -

fir die in (2.2) beschriebene Irrfahrt S.
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Damit liefert [[15, Lemma 3.1]:

n?t1L(n)=2 2150 q;
~2 *
¢ (2121 g +N )
Beweis von Lemma 2.11. Wir bezeichnen mit den A; ;. fiiri € Zund k € {1,...,N}
die Ahnenlinien des Individuums £ in Generation 7, die so gekoppelt sind, dass A, j

und A, fiir (4, k) # (j,1) beim Treffen nicht verschmelzen. Sei ohne Beschrdnkung
der Allgemeinheit j > i. Dann gilt:

Var[Z,] = 4p(1 — p)% DI DD P (AN A #0), (3.57)

i=1 j=1 k=1 m=1

Var[Z,| ~ (3.56)

sowie

S 1TS8 1
E [|4ix N Ajml] = D0 FEH 2 (10P),, (3.58)

s>0

und

1
E UAz,k N Aj,m” = P (Az,k N Aj,m # Q)) quQN +1

>1
1 N -1
= P (A N4y #0) (N(|Q\2)o T ) (3.59)
(3.58) und (3.59) liefern zusammen
QI7)j—i
P(AlkﬂA]m#@) %

Damit erhalten wir aus (3.57)

n n

N N
Var[Z,] = 4p(1-— p)% Z Z Z Z P (A;;NAj, #0)
i—lj—lk 1m=1
I v (‘Q| J—1
pil=p N2222221>1Ql+N

zljlklml

n n

SR S

(El>112+N)Z1_] 1 k=1 m=1

n n

go=1 Ap(1 —
= Q%)
N2 (Sps ?+N) 2.2
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4p(1
= 22 ) (1Q17), +n (1QI7), ] » (3.60)
(Zl>1 q + N) i=1
womit nach den Rechnungen im Beweis von [H5, Lemma 3.1] bereits (3.56) folgt.
O

3.4.2 Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen

Um eine Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen des in Proposi-
tion 2.12 definierten Prozesses Z" gegen die einer fraktionalen Brownschen Bewe-
gung zu zeigen, ist also nur noch zu zeigen, dass die Verteilung von Z,, asymptotisch
Gaufl’sch ist. Dafiir bedienen wir uns der gleichen Hilfsmittels wie [H5].

Definition 3.20. Sei (k,), eine Folge von natirlichen Zahlen und o-Algebren
Fom gegeben, so dass fir allen € N

Fn,O g Fn,2 g g Fn,kn+n+1

qilt. Wir bezeichnen (Yn,m, .an)neNO 0<m<iontntl als Martingal-Differenz-Liste (oder

auch als ein Dreiecksfeld von Martingaldifferenzen ), falls
1. Y, fiir allen € N;1 <m < k, +n+ 1 messbar beziiglich F, ,, ist

und

2. E [Yn,m|]:n,m_1] =0 firallen>1,1<m<k,+n+1
sowie

3. Yoo ist Fno messbar fir allen € N
qgilt.

Satz 3.21 ([I15, Theorem 3.1]). Es sei (Yo m, Frm)
Differenz-Liste. Wir setzen

nENo0<m<htni1 EINE Martingal-

kn+n+1

> Yai
=0

und
kn+n+1

Z E|: n,i Fnz 1] .
Gilt fiir eine Nullfolge (g,)n

Yo

1. A

< &, fast sicher fir allem € {1,... k, +n+ 1},
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VarY,
2. % < &, fiir n grof genug,
und
Vn P
3. 1
BV
dann gilt
S @ Aro,1).
B[V,]

Intuitiv konnen die Bedingungen 2 und 3 iiber die Zerlegung der Varianz von &,
in E[V;] und Var[Y,, o] verstanden werden. Voraussetzung 1 stellt eine Forderung
an die gleichméfige Kleinheit der Summanden 1, ..., k,+n+1 von &, dar. Voraus-
setzung 2 stellt dann eine Bedingung an die Kleinheit der Startvarianz Varl|Y,, o]
dar, Voraussetzung 3 verlangt eine Form von Konzentration von V,, und besagt
damit intuitiv, dass gleichmdfig viel Varianz produziert wird.

Wir erinnern daran, dass Xj; die zuféllige Farbe beziehungsweise den zufalligen
Typ € {£1} von Individuum ! € {1,..., N} in Generation k € Z bezeichnet und
setzen

Zm = [Zn|cr ((Xi) oy K EZke < m)

und

-----

sowie
Yoo:i=2Z Y= etz il g > 11 <i <k, +nt 1

n

und firn > 1,1<i<k,+n+1

.Fmo =0k, =0 ((XkJ)lE{l ..... N ke Z,k < —kn) y

Frii=0_kp4i =0 <(X’fvl)le{1 _____ Ny kel k< —k,+ Z) .

Zuerst bemerken wir, dass nach [ , Beweis von Lemma 5]
O o 1= ﬂ on (3.61)

trivial ist, das heift fiir A € 0_ gilt P(A) € {0,1}. Die Y, 0, ..., Yy k.4nt1 stellen
sukzessive Prognosedifferenzen von Z,, auf Basis der Farbungen der Individuen bis

50



Langreichweitige Seedbank-Kaoleszenten und fraktionale Brownbewegungen

zur Zeit —k, —1,..., —(k, +n+1) — 1 dar. Insbesondere werden wir spéter (k,),
so wahlen, dass zu einer gegebenen Nullfolge (&,,),

Var [Z_k”] < %" Var|Z,]

gilt. Nach Definition gilt auflerdem

kn+n+1
gn = E Yn,]
Jj=0

kn+n+1 .
j=1
— Zn+1
= 7, (3.62)

Zuerst wollen wir nun die Erwartung V,, darstellen durch die Varianz einer be-
dingten Erwartung von Z, sowie Z, selbst und dann die Martingaldifferenzen
Zm 1 — Z™ in ihre Grundbausteine aus X}, sowie bedingte Erwartungen von X
zerlegen.

Vi
kn+n+1

= Y EVAIF
i=1

kn+n+1

. N2
- Z E[<ann+l_zrlf"+ll) ‘Fn7i1:|

=1
kn+n+1

= > Var{(Z;"“”“—Zﬁ"“_l) |]—“n,i_1}.

i=1

also wegen der Unkorrelierheit der Y, ,,, Y, v flir m # m' und E [Ynm} =0

kn+n+1
EV,] = Y E Var{(Z;k”“—Z,’ﬁ”“_l) |Fm_1H
_ Z Var [(annJri_anJril)]
i=1
kn+n+1

= Var Z (Z;k”H—ZS”H_l)

=1
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— Var [Zn - Zn—kn} . (3.63)
Es gilt fir M <nund allel € {1,..., N}
D EARED €

= Qn_M " [E [Xn,z\UMH, (n,l) hat Vorfahr in Generation M}
L X
¥ 2 X
NS

—E [ X, |ou, (n,1) hat Vorfahr in Generation MH

+(1 - Qn—M)
[E [Xoilonis1, (n,1) hat keinen Vorfahr in Generation M]

~~

:E[Xnyl|0M,(n,l) hat keinen Vorfahr in Generation M]

—E [X, |ou, (n,1) hat keinen Vorfahr in Generation MH

_1 N
= 4n-M N;XMJ—E[XM,I\UM]

N
= Gn-M % ; Xy — Xﬁl
Da gegeben o), die }( M1, --,Xwmk identisch verteilt sind, gilt
M 1 o M
XM,z = N ; XM,k
und damit folgt dann insbesondere fiir M < n und alle [ € {1,..., N}
M1 L . M 1« 1« M
Xl TN ;Xn,k =M | ;XW N ;XW = qn-mCur

fiir

1 & 1 &
Cu = N;XM,]C_ N;X]\A//I{ka

wobei die Differenz (,,, sich wie eben vorgerechnet im Ereignis, dass (n,[) seinen
Ahnen in Generationen M hat, begriindet. Damit erhalten wir fir n > 1,m < 0

n 1 N 1 N
Z;Ln—H_ZyT _ Z N;Xﬁ:—l_ﬁkz)(ﬁﬁ
=1 =1

i=1
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fiir

Eine dhnliche Rechnung liefert eine dhnliche Form fiir 2™ —
n—1}:

m € {0,...,

m+1
Zn

_Z;”

n N

1 LN I
> | X! —Z NZXZ?Z

=1 k=1
N n
kz Z m+1 ; Zl Z XZWIL

N n N
SIS bt - o
=1

k:: i=1

% Z Z Qi—mCm

k=1 i=1

Cm Z qi—m =
i=1

(' (3.64)

(3.65)

= Z Gi—m-
=1

Z fir n > 1 und

n 1 N 1 N
> N > Xt N > oxn
=1 | k=l k=1
n [ 1 N n 1 N
PO DI D D B PR
=1 k=1 i=1 k=1
N v
R IDIR A D IP B D IRt
k=1 i=1 k=1 i=1 =1
1 N n 1 N
NZZ X — NZXZ"?
k=1 i=1 =1
1 n N
AT CmQme
N 1=m ;
ZCszfm
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= G Y a (3.66)

N
1
Xy ist fiir [ € {1,..., N} nach Definition {%1}-wertig und N ZXZLL,C definiti-
k=1

onsgeméaf o,,-messbar, womit wir
XN
Var | X,,; — N gl Xoplom| = 4Pn(1 — Py)

fiir
Pp =P (Xpi1=1lon) =... =P (Xyn = 1|on) (3.67)
erhalten.
Wir haben damit die Komponenten des Konvergenzsatzes schon in eine leicht
verwertbare und analysierbare Form gebracht. Nach und nach wollen wir nun die
Voraussetzungen von Satz 3.21 nachrechnen.

Lemma 3.22. Zu jeder gegebenen Nullfolge (e,,),, erfillt (anm, .an)
Bedingung 2 von Satz 3.21 fiir eine passende Folge (k).

n€ENp,0<m<kn+n+1

Beweis. Fir k — oo gilt wegen |Z,| < n nach dem Riickwértsmartingalkonver-

genzsatz
Z* =E|[Zy|o_x]| = E [Zu|o_s] fs. und in L (3.68)

und da o_ trivial ist (siehe (3.61)), gilt
E [Z,|o-«] = E[Z,] fs. fiir m — occ.

Damit gilt
E [Zu|o-+.] )
Var | ——= | — 0 fiir m — oo.
Var [Z,,]
Damit existiert also zu einer gegebenen Nullfolge (¢,,), eine Folge (k,)nen mit
Var [Z,;’ﬂ < %" Var [Z,] (3.69)

fiir n gro genug. Sei ab jetzt
(), fest aber beliebig und (k,), so dass (3.69) gilt. (3.70)
Nach (3.63) gilt dafiir dann

Var [Z;’“ } < %" [Var [Z;’ﬂ +E [Vn]] ,
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und damit

also
1— ) Var [Z;k"} <o E[V,]
2 2
fiir n grofl genug. Damit existiert ein Ny € N so, dass fiir n > N

Var [Z;k”] < e, E[V,]

gilt. Nach Definition von Y, o (mit Y, ¢ := Z,*) folgt damit die Behauptung. [

Lemma 3.23. (Ymm, fn,m) nENo 0<m< o 4] erfillt Bedingung 3 von Satz 3.21 fiir
eine Folge (kn)nen mit ky, > Cn fiir ein C > 1.

Beweis. Zur Analyse von V,, stellen wir diese Zufallsvariable etwas anders und
mittels der P, aus (3.67) dar, dabei sei F" weiterhin definiert wie in (3.65):

kn+n+1

Vo = Y E[V2IF.]
i=1

kn+n+1

= Z Var [Yn,i|fn,i71}
=1
kn+n+1
— Z Var [Z_k"H — Z_k”+i_1|0—kn+i—1]

n n
=1

kn
— E Var [ng”“ — Z;k"“*l\a,knﬂ,l}
i=1

kn+n+1
E —kn+i —kn+i—1
+ Var [Zn ntt Zn ntt |O—kn+i—1:|
i=kn+1

-1 n
= Z Var [Z:L”'H - Z:ﬂam} + Z Var [Z,T—H — Z;Ln‘(fm}

m=—kn m=0

1 n
— Z Var [CmF:L|O'm] + Z Var [Z;nJrl _ Z:Ln‘(fm]

m=—kn m=0
-1 n n—m
- Z Var [, F) o] + Z Var |Gy, Z Gilom
— m—0 =0
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= Z( )? Var ZX k__z klom

-~

=~z N4Pm (1= Pm)= 3 Pm(1—Pm)
2

N J/

+%Z ZQi Pm(l_Pm) (3'71)

Um das weiter zu analysieren, stellen wir zuerst fiir [ € {1,..., N}

N
1 7
Var | X;) - — ;XLHO'Z- = 4P(1— P)

fest und setzen
pij = B[R = P)P(1 - P)] —E[R(1 - R E[P;(1 - P))]
und zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein K € N existiert, sodass
i —jl = Ko = |pijl <e (3.72)
gilt. Fiir ¢ € Z, k € N setzen wir

Gig = Z nisy) Z ik
j=1 k=1
und approximieren damit im folgenden Sinne X}, fiir I € {1,..., N}:
X0 = Gl < Y u({i}) = (k+ 1)Lk + 1),

j>k+1

Wir kénnen dann zeigen, dass fiir (3.72) bereits ausreichend ist, dass fiir alle ¢ >
0,k € N ein ng € N existiert, sodass fiir alle i, 7 € Z fiir das durch

-1 N -1 N
Rk = U UAm,l N U UAn,z =10

m=i—kl=1 n=j—kl=1
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definierte Ereignis
i7j7k

|i—j|2n0:>P(c ><g (3.73)

gilt, wobei die A,,; fir m € Z und [ € {1,..., N} die Ahnenlinie von (m,!)
bezeichnen. R, ist damit das Ereignis, dass die Ahnenlinien der Generationen
t — k bis ¢ — 1 keine der Ahnenlinien der Generationen j — k bis j — 1 treffen. Wir
zeigen zunichst, dass (3.73) ausreichend fiir (3.72) ist. Angenommen, dass (3.73)
gilt. Seien 7,7 € Z,k € Nund |i — j| > k und

Y eine beziiglich o (XZ-,M, ooy Xk Ny X1 ,XZ-,LN) messbare ZV
sowie
Z eine beziiglich o (Xj,k,l, oy XNy X1 ,Xj,l,N) messbare ZV,

dann gilt
E[YZ|R ;1] =E|[Y|Ri;x] -E[Z|Riux] -

Damit und mit

X +1 Xiy+1

folgt fiir |i — j| > no unter Beachtung von k~“L(k) > (k+ 1) “L(k + 1)

E [P,(1-P)Pi(1-P)]

2 2 2 2
1+ Gi,k 1— Gi,k 1+ G‘,k 1-— G',k —a
= E T 2J- 2J + O (k™*L(k))
:1+Gi,k 1-Gix 1+Gj 1-G,x
= E 5 . 5 . 5 bE 5 J |Ri jx

+(; (P (RZ‘?J,,C)) +0 (kK L(k))

1+G 1—Gy 1+G;, 1—G5y
— E 1, . 1, iy .E Js . Js i
[ 9 9 ‘R,JJ? 9 9 ‘R,JJ?

+0 (P ( ]k)) +0 (k*L(k))

E {1 +2Gi”“ = _2Gi”“} +0 (P ( Jk))]
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|E [1 +2GM - _2Gj7k] 0 (P ( M))]

+0 (P( jk)) + 0 (kL(k))
- |:1+Gi,k _ 1—G¢,k} £ [1+Gj,k . 1_Gj,k:|

2 2 2 2
+0 (P ( ]k)) +0 (K L(k)) .
Damit existiert also fiir alle e > 0 ein ny € N so, dass fiir alle ¢, j € Z mit |i—j| > nyg

Cov [P(1-P),Pj(1—P))] <e

gilt. Wir miissen also noch (3.73) zeigen. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass fiir alle
e > 0 ein ng € N existiert so dass fiir alle ¢, 7 € Z mit |i — j| > nyg

P(Ai,rlﬂAj,r2¢®)<€ Vrl,rge{l,...,N}

gilt. Seien also ¢ < j und 7,79 € {1,..., N}, dann gilt (A;,, seien wieder die
Couplings der Ahnenlinien, die beim Zusammenlaufen nicht verschmelzen)

P (Ai,r1 M Aj,TQ 7£ (Z))
< E “Aiﬂd N Aj77"2”

= Z %ann—I—i—j < % Z q721 Z qgﬂri*j (374)

n=0 n>0 n>0

NI
N

und (3.74) héngt offenbar nicht von k& ab. Wir konnen also (3.74) fiir |i — j| grof8

genug durch _c abschétzen, da

k2N3

NI

g <o

n>0

und somit fiir |i — j| — oo

NI

Z qu—f—i—j —0

n>0
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gilt. Das liefert uns

P( im) < iﬁ: Z

2,2 €
< N e

g
< —. 3.75
< = (3.75)

Damit gilt also (3.73), also nach dem eben gezeigten auch (3.72) und wir kénnen
den letzten Schritt zum Beweis des Lemmas machen. Dazu setzen wir

-1

Bui= Y Pu(l—Pu)(F5)™

M=—kn,

Wir wollen Lemma 2.16 mit

=k, M;:= P (1—Pry), &= (F")" firie{0,....k,—1}

anwenden. Dafiir bemerken wir, dass nach [I15, Gleichung (3.15)] fiir eine Konstan-
te C'>0 )
_kmli<o (Fi) Cc?

< — 3.76
E?M}LCM (F-)® ~ n (370
gilt und damit fiir eine Folge k,, > Cn die Voraussetzungen von Lemma 2.16 erfiillt
sind (siehe [I15, Gleichung (3.14)]). In den obigen Rechnungen haben wir keine
Annahme an das Wachstum von k,, gemacht, wir konnen also ohne Beschrankung
der Allgemeinheit von jetzt an k, > Cn wihlen. Bis zum Ende des Beweises sei
also
(kn),en €ine Folge mit k,, > C,,. (3.77)

Lemma 2.16 ldsst sich folglich anwenden. Damit erhalten wir also
Var [, = o ((E[Bn])2> fiir n — oo
und dementsprechend
P <(6n - E[Bn])2 > e (E[Bn])2> — 0 fiir n — oo fiir alle € > 0,
also

>e | — 0 fiir n — oo fiir alle € > 0,
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(Bn - E[B ])2

Das heif3t Z konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Fiir

Cy ‘= E [P(](l — Po)j|
liefert das also fiir eine Folge von Zufallsvariablen (E"),cn mit

E,(Ll)g()fiirn—)oo

nach Definition
-1

Bo=1+EM)co Y (Fi)*. (3.78)

M=—ky,

Analog verfahren wir fiir

'7n:Z Z%’ Pm(l_Pm)a
m=0 =0
setzen )
ﬁ’[é = Z i

und wollen erneut Lemma 2.16 mit
api=mn, :=F" M, :=P,(1—-P,) firme{0,...,n}
anwenden. Die Voraussetzungen von Lemma 2.16 sind in der Tat nach einer zu

(3.76) analogen Rechnung (siehe [HS, Gleichung (3.14)]) erfiillt. Wir koénnen das
Lemma also erneut anwenden und erhalten analog zu vorhin

Var [y,] =0 ((E[vn])Q) fiir n — oo
und dementsprechend
P ((% - E[%])2 > (E[vn])2> — 0 fiir alle e > 0 und n — oo,

also

>e¢ | — 0 firalle e > 0 und n — oo.
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2
n E n
(’V(E[—[]’V)z]) konvergiert dementsprechend in Wahrscheinlichkeit gegen null. Fiir

Tn

co = E [Po(l — PO)}

liefert das also fiir eine Folge von Zufallsvariablen (E*),cy mit

E® B0 fiir n — oo
ebenso wie vorhin
N2
o= 1+ ED)co Y (F;g) . (3.79)

Nach (3.71) erhalten wir also

—1 n n—m
4 2 4
Vi = 3 (B2 Pon(1 = Pr) + o Zq P,(1—P,)
m=—kn m=0 =0
4 4
= Nﬁn + N
4 (1) - a2, 4 2) — (702
= S+ EDe > (F + 0+ B Y (Fir), (380)
M=—k, M=0
womit offenbar
Py
E[V.]
gilt. Damit ist Voraussetzung 3 wie behauptet erfiillt. O

Wir widmen uns der letzten verbliebenen Bedingung:

Lemma 3.24. (Y"vm"F"vm)neNO,osmgknJrnH erfillt Bedingung 1 von Satz 3.21 zu
einer Nullfolge (&), und einer Folge (ky), ey mit k, — oo.

Beweis. Noch zu zeigen ist also, dass fiir alle m € {1, ..., k, +n}

|Yoml?
E[V,]

<én

fiir eine Nullfolge (&,,),, gilt. Fiir —k, < M < 0 gilt nach (3.78), (3.79) und (3.66)

Zy" =21 = ()
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1 — 1«
< (Fy)? NZXM,IC_NZXZ\]Z[,P;
k

IA
—
IA
[

4(Fyp)?
o(E[V,)). (3.81)

Fiir 0 < M < n gilt nach (3.78) und Lemma 2.4 fiir eine Konstante ¢

n—M
Z =20 = 16 Y al
1=0
2
n—M
< 4 Z @
=0
< 4c*n**L(n)~2. (3.82)
Sei
k, = max {kg), k;ff)} (3.83)

fiir die in (3.70) und (3.77) definierten divergenten Folgen k", k®). Nach (3.69)

n ’'n

und Lemma 2.11 zusammen mit der Asymptotik aus Lemma 2.7 existiert eine
Konstante ¢y, sodass fiir die Nullfolge (e,,), aus (3.70)

E[V,] = Var[Z, - Z, "]

Var(Z,] — Var[Z, "]

(1—¢,) Var|Z,]

co(1 — gp)n** 1 L(n)~2 (3.84)

AVARLY,

gilt. Damit folgt fiir eine Konstante c;

[Ynm‘Q |Z—kn+m o Z_k”+m_1 2
EV,] E[V,]
4c*n** L(n) 2
< - =NV
- E[V,]
< & (3.85)
n
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Und da il — 0 fiir n — oo gilt, gilt fiir
n

£, := max {en, ﬁ} (3.86)
n

und k,, aus (3.83)

[Yaml?
E[V,)

<&, Vme{l,....k,+n+1}. (3.87)

Nun koénnen wir den Beweis von Proposition 2.12 erbringen.

Beweis von Proposition 2.12. Um Satz 3.21 anzuwenden, verwenden wir die Null-
folge (¢,,),, aus (3.86) sowie (k,), aus (3.83). Damit sind die Bedingungen 1, 2 und
3 erfiillt. Es gilt nach (3.62)

und damit dann nach Satz 3.21
Zn Zn
\/E[Vn] \/Var [Zn — Z;k"}

Dy A(0,1).

Aus (3.68) wissen wir

Var [Z,;ﬂ —E [(an —E [Zn])Q] 0 fiir k — 0.

Damit gilt entlang einer Teilfolge </%n> von (k)

n

n

Var [Zn—ffn] ~E {(Z;’% ~E [Zn])Q] — 0 fiir n — 00

und damit
B, BN
Var[Z,] Var|[Z ]+ E[V,] '
Also folgt
Zn,
I 9D N0, 1),
Var[Z,]
Und da nach Lemma 2.11
Var[Znt] N t2a+1
Var|Z,]
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gilt, folgt insbesondere
Zr % N0, )

und damit die Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen der Pro-
zessfolge Z™ gegen die einer fraktionalen Brownschen Bewegung B mit Hurst-
Parameter H = % + a, womit die Behauptung folgt. O

3.4.3 Funktionale Konvergenz gegen die fraktionale Brow-
nbewegung

Wir erinnern an das Analogon zu Proposition 2.9 an:

Proposition 2.13. SeiT" > 0. Bezogen auf den Pfadraum (C([0,T1), | - ||e(o,r)))

konvergiert Z™ in Verteilung gegen eine fraktionale Brownsche Bewegqung B mit
Hurst-Parameter H := 1 + a.

Beweis. Wie wir bereits festgestellt haben gilt
Var[Z!"] = Var[S"]

und dementsprechend analog zu (3.43) fiir die dort definierte Konstante c3

Var [Z; - 7] < e (%) (i)

fir0<s<t<u<Tund

l§8§j+1 EStSkJrl
n

n n

[+1
<u< ——.
n

S|~

9 I

n

Damit folgt die Behauptung sofort mit der gleichen Rechnung wie im Beweis von
Proposition 2.9. U

3.4.4 Couplings fiir alle Zeithorizonte gemeinsam

Damit ldsst sich dann der zu Satz 2.10 analoge Satz 2.14 beweisen:

Satz 2.14. Firalle a € (0,1/2) undp € (0, 1) ezistiert eine fraktionale Brownsche
Bewegung BY mit Hurst-Parameter H = % + a und eine Folge von Couplings C,,
von Z"™ und B so dass fir alle T >0 und e > 0

nh—>n;>lo Cn (HZ” — BHHLOO([O,T}) > 8) =0
qgilt.

Beweis. Die Prozesse Z, unf BY aus Proposition 2.13 iibernechmen die Rolle der
Prozesses Y" und Y aus Proposition 3.16. Damit folgt sofort die Behauptung. [
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3.4.5 Grenzwert grof3er Populationen

Dass der Beweis von Proposition 2.13 nur an einer Stelle von N abhéngt, erlaubt
es uns, den folgenden Satz schnell zu zeigen:

Satz 2.15. Fir alle o € (0,1/2),r > 1 und p € (0,1) ezistiert eine fraktionale
Brownsche Bewegqung BY mit Hurst-Parameter H := % + « und eine Folge von

Couplings Cn von ZN"N und B so dass fir alle T > 0 und e > 0

lim CN <HZNT’N — BHHLOO([O,T]) > 8) =0

N—o00
gilt.
Beweis. Nach Lemma 2.11 gilt
‘ leo @
2121 ql2 + N

und damit liefern (3.84) und (3.85), dass (3.87) fiir (ng, Ni) ey » 7, Nx — 00 gilt,
falls

Var [Z,] = Var[S,)]

lim & =0

k—o0 Ty,
gilt. Insbesondere ist dies fiir ny := Ny fiir r > 1 erfiillt. (3.81) bleibt in jedem
Fall erfiillt. Damit bleibt Proposition 2.12 erfiillt, da nur die Uberpriifung von
Bedingung 1 von N abhéngig ist. Die funktionale Konvergenz sowie die Existenz
gemeinsamer Couplings folgen dann mit Proposition 2.13 sowie Satz 2.14, womit

die Behauptung folgt. O

3.5 Ein Kriterium fiir Konzentration

Wir beweisen im Folgenden Lemma 2.16, welches auch als Korollar des folgenden
Satzes gesehen werden kann:

Satz 2.17. Es sei (ay)nen €ine Folge natirlicher Zahlen mit a, — 00, (£1)ien
eine Nullfolge und (M,)nen eine Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen
mit Var[M,] < oo, sodass

Cov [M,, M, 1] = ¢ fiir alle n,l € N und eine Nullfolge (g;),
gilt. Fir Verteilungen © auf {1,...,a,} mit

max m,, — 0 fiirn — oo
1<m<an

gilt
Var [Z ﬂ,’;Mm] — 0 fiir n — oo.

m=1
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Beweis. Sei € > 0 beliebig. Da (g;);en eine Nullfolge ist, existiert Ny € N, sodass
fiir k > Ny e, < £/2 gilt. Um notationelle Konsistenz zu erzeugen setzen wir

Ep = Var [Ml] .
Fiir n > Ny gilt

“Z” “Z” Cov [MZ-, Mj} s
i=1 j=1

Qiai:Z\Cov MZ,MH_Z]W T
1=0

=0

75l

an No—1 an Ap—1
= 2 E § £l TP iy 12 § § 1T T
i=1 [=0

< max g=:0
I<N,

1=0 =Ny
= >

Npo—1

an—1
< 25Z7T ZWZH +5Z Zﬂ'
i=1  1=Np
<N033‘Zx 7 st
Z Zi¢f
max cj an
< 25N0 ]<a" Zﬂ' —1—527
J Sl J i= 0
§1 <1
max c”’
< 25N, Jj<an

S et +e
Jj=17J
——

—0 flll" n—oo
womit

an
lim Var Tt M| <e
Jim Var | > .M,

fiir alle ¢ > 0 gilt, also wie behauptet

Var Z?T%Mm — 0 fiir n — oo.

Wir erinnern an Lemma 2.16:
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Lemma 2.16. Es sei (a,)nen €ine Folge natiirlicher Zahlen mit a,, — 00, (&/)1en
eine Nullfolge und (M,)nen eine Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen mit

E[M,] # 0 und Var[M,] < oo, sodass
Cov [M,,, M) = ¢ fir alle n,l € N und eine Nullfolge (g),
gill. Fiir positive Gewichte (cy,),, nen Mit

max ¢,
1<m<an .
— — 0 fiirn — o0

szblil Cm

qilt
2

i cﬁle]

m=1

Var [i cﬁle] =o0 E

m=1

Beweis. Setzen wir .
CA

no.__ 7
T = —=a

’ Zi:l Czn’

dann sind die Voraussetzungen von Satz 2.17 erfiillt. Damit folgt

Var [Y% et M,]  Var [0 o M,]
(B[So,er))  BRAP (S
1 o
gy Vo 5

— 0 fir n — oo.

Damit folgt die Behauptung. O
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Kapitel 4

Ausblick

Wir wollen an dieser Stelle noch einen kurzen Ausblick auf weitere sich in Arbeit
befindende Ideen werfen.

4.1 Das Querlegen einer Generation mit M Indi-

viduen
Wir betrachten erneut das | |-Modell. Fiir i € Z und [ € {1,..., N} setzen
wir
Tin = {(.m) €Zx{1,...,N}: (i,1) ~ (j,m)} .
Damit ist

P = {Tuy: (i,1) e Zx{1,...,N}}

die durch ~ (siehe Definition 2.5) induzierte zuféllige Partition von Z x {1,..., N}.
Das [[15]-Modell entspricht N = 1 und kann damit als zuféllige Partitionierung von
7, gesehen werden. Wir haben fiir die aus zufilligen Farbungen dieser Partitionen
entstehenden Irrfahrten S. respektive Z. y fiir N € N, die wir in (2.2) beziehungs-
weise (2.7) definiert haben, beobachtet, dass deren passende Reskalierungen gegen
eine fraktionale Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter H := o + % konvergie-
ren. Wir werden in Satz 4.1 und Satz 4.2 zeigen, dass die durch

1
M . . M M . ‘
Zy =0sowie Z," — 2~ ._—‘ E X;, n>1
i=(n—1)M+1

definierte Irrfahrt das gleiche Grenzwertverhalten aufweist, wobei wir zwischen ||
und [t¢] wieder linear interpolieren.
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Die Idee hinter diesem Konstrukt ist die Folgende: M Individuen, die zuvor
M Generationen im [I15]-Modell darstellten, werden nun als eine Generation auf-
gefasst. Wir berufen uns also vollstindig auf das [[15]-Modell, aber fassen Indivi-
duum 1 als das Individuum mit Nummer 1 in Generation 0 des | |-Modells
auf, Individuum M als das Individuum mit Nummer M in Generation 1, und all-
gemeiner gesprochen Individuum (n — 1)M + ¢ als das Individuum Nummer i in
Generation n des | |-Modells. Gegeben das Ereignis, dass ein Individuum &
seinen Vater in einer solchen Pseudogeneration | wahlt, ist die Wahl des Vaters
innerhalb dieser Generation offensichtlich nicht mehr uniform!

An dieser Stelle liegt es allerdings trotzdem nahe, dass sich Partitionen der in
Blocke der Lange M unterteilten Menge Z auf einem grobkornigen Level nicht zu
sehr von Partitionen der Menge Z x {1, ..., M} unterscheiden.

Dementsprechend ist es naheliegend, dass man fiir ein sehr langsam variieren-
des Wahrscheinlichkeitsmafl p gegeben das Ereignis, dass ein Individuum £ seinen
Vater in einer Pseudogeneration | wahlt, beinahe uniform aus dieser wéhlt. Die-
se Vermutung werden wir im Folgenden nicht beweisen, sondern uns lediglich des
Grenzwertverhaltens von ZM versichern.

Zunéchst gilt

1
zZM = TS (4.1)

also )
Var [ZT]LW] =0 Var[S,u]. (4.2)

(4.2) liefert damit zusammen mit Lemma 2.7 bereits die Asymptotik

1 4p(1 —p) n2atl 1
M2 20200+ 1) 371507 L(n)? T(1 — )T (2a) cos(rar)”

Var [Z,]L” ] ~
Damit erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 4.1. Fir o € (0,1/2),p €T, sowie

2. Wl - p)K,
204

konvergieren die endlichdimensionalen Marginalverteilungen der Prozesse
ZPM = M) L(nM) (2, — nt(2p — 1)) M, ¢ >0
fiirn — oo gegen eine fraktionale Brownsche Bewegung mit Hurst Parameter oz+%.

Beweis. Nach (4.1) gilt

nM)"3L(nM) [Z —nt(2p — 1)] - M
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= &nM)"TL(nM) [Snar — nMt(2p — 1)] .
[I15, Proposition 3] besagt nun, dass fiir 7 := nM — oo die durch
[0,00) = R, > &(@) 2 “L(A) [Sp — 7t(2p — 1)]

definierten Prozesse im Sinne der endlichdimensionalen Randverteilungen gegen
eine fraktionale Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter oz+% konvergieren. [

Ganz im Sinne von [[5, Theorem 1.1] beziehungsweise Satz 2.10 verbessern
wir das Resultat noch:

Satz 4.2. Unter den bisher gemachten Annahmen existiert eine Folge von Coup-
lings (Cp)nen und eine fraktionale Brownsche Bewegung B mit Hurst-Parameter
H:=a+ %, sodass fir allee >0, M e NT > 0

lim Cn (HZ;”’M — BHHLOO([O,T]) > E) =0

n—oo
qgilt.

Beweis. Wegen

ZPM = HnM)"ECL(nM) [Z — nt(2p — 1)] M (4.3)
— (M) L(n M) {%Snm —nt(2p 1)] M (4.4)
= &nM)"2"*L(nM) [Spar, — nMi(2p — 1)] (4.5)
= SrM
folgt die Behauptung sofort mit Satz 2.10. U

4.2 Zufallige Partition von Z im [HS]-Modell

Der Beweis von Satz 2.10 fuit in seiner aktuellen Form und auch in der Erweite-
rung auf das | |-Modell auf einem Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingale,
angewandt auf (sukzessive Prognosedifferenzen) von (S,,), beziehungsweise (Z,,),,.
Tatséchlich ist allerdings anzunehmen, dass die asymptotische Normalitéat der Irr-
fahrt sich in der Baumstruktur selbst begriindet, da das einzige zusétzliche Ele-
ment, das die Irrfahrt dem zufdlligen Graphen G|, voraus hat, die unabhéngig
identisch verteilten {£1}-Férbungen der einzelnen Komponenten sind. Es liegt
also nahe an dieser Stelle die Zufallsvariablen (H"), .y, welche die Zahl der dis-
junkten Komponenten des Graphen G, auf {0,...,n} angibt, und (K7")

0<i<n,neN?
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welche die Zahl der mit i verwandten Individuen in {0, ...,n} angibt, zu betrach-
ten. Formal lassen sich die beiden Zufallsvariablen beispielsweise durch

n k-1 n
H =Y T -1ey), K= 1,
k=0 j=0 =0

ausdriicken. Dabei sieht man die Form von H" leicht ein, indem man sich vor
Augen fiihrt, dass ein Individuum k eine neue Komponente erdffnet, wenn es mit
keinem Individuum 0, ...,k — 1 verwandt ist.

Eine Analyse der Varianz von H" scheint auf den ersten Blick aufgrund der
Korrelationen zwischen den 1., und den Produkten von bis zu einer Anzahl
n dieser Indikatoren unangenehm. Um K" zu analysieren ist es naheliegend die
Komponente der 0 zuerst zu betrachten. Naheliegend wére es an dieser Stelle,
Konzentration von K| zu zeigen. Geschehen konnte dies mittels einer Analyse der
Varianz, welche allerdings Rechnungen der Form

Var[K[/] = ZVar[leO] +2 Z Cov 1,20, 10

§=0 0<I<j<n

erfordert. Die Asymptotik der Varianzterme entspricht der von Verschmelzungs-
wahrscheinlichkeiten und ist uns bereits aus Satz 2.3 bekannt. Um die Asymptotik
von Cov [1jN0, 1z~o} zu bestimmen, bedarf es jedoch der Uberlegungen zur derer
von

E [1]‘~01[~0j| =P (O,j,l liegen in der gleichen Komponente von Gu) .

Die Berechnung oder wenigstens die Beschreibung des asymptotischen Verhaltens
dieser Wahrscheinlichkeit ist kombinatorisch herausfordernd, da beispielsweise im
Falle 0 < 7 < [ unterschieden werden muss, ob zuerst die Ahnenlienien j und [, 0
und j oder zuerst die Ahnenlienien von 0 und [ verschmelzen, was wiederum zu
der Problematik fiihrt, dass bedingte Wahrscheinlichkeiten der Form

P (Ahnenlinien von  j,1 treffen sich

|Ahnenlinie von 0,/  treffen sich vor jenen von j und /)

kontrolliert werden miissten. Diese lassen sich nicht auf einfache Art iiber die
Erneuerungsfunktion ausdriicken.
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4.3 Skalierungslimes von Anteilsprozessen

431 Der Fall 0 <o <1

Im [ |-Modell wird ein der Standard-Wright-Fisher-Diffusion analoger Pro-
zess als Grenzwert des Anteilsprozesses, der zum Zeitpunkt n den Anteil der Typ-
1-Individuen in der zum Zeitpunkt n lebende Population angibt, nicht zu finden
sein, denn: Generation n, die zum Zeitpunkt n lebende Population, stammt nicht
nur von Generation n—1 sondern potentiell von beliebig lange vergangenen Genera-
tionen ab. Uns ist allerdings bekannt, dass passende Reskalierungen des Prozesses
Zn N (siehe (2.7)) mit Inkrementen

1 N
Wn,N = N z; 1Xn,i:1

gegen eine fraktionale Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter H = o + %
konvergieren. Es liegt also nahe, dass passende Reskalierungen von W,, gegen eine
passend definierte Form wvon Ableitung der fraktionalen Brownschen Bewegung
konvergieren.

4.3.2 Der Fall % <a<l

Fir a € ( %, 1) hat man in der zufélligen Partitionierung von 7Z fast sicher nur eine
Komponente des Graphen G,. Betrachtet man allerdings nur solche Individuen
als verwandt, deren MRCA zur Zeit — f(V, a) oder spéter gelebt hat (mit passend
gewdhltem f(N,«) € N), dann hat man N verschiedene Komponenten, die man
per Miinzwurf einfarben kann. Eine Moglichkeit, die Vererbungsdynamik konsi-
stent zu machen, besteht dann darin, die Verteilung p bei f(NV, «) abzuschneiden.
So bekommt man eine Folge von MaBen pY). Die Typenfrequenzen

1 N
Wn,N = N Zl 1Xn,i:1

haben dann fiir wachsendes N immer langreichweitigere Korrelationen. Es wéire
spannend, das Skalierungsverhalten der Dynamik von W, y mit wachsendem N
zu untersuchen und einen Skalierungslimes zu finden. Es wére zum Beispiel denk-
bar, dass fiir eine Abbildung g und einen Startwert @w zum Zeitpunkt null ein
Skalierungslimes von W, y eine stochastische Differentialgleichung der Form

t
Wt:zb+/
0

/8 gOWVe)dé

[e.e]

dBq
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t
Wt:’lb+/
0

fiir eine Brownsche Bewegung B respektive eine fraktionale Brownsche Bewegung
B erfiillt. In gewisser Hinsicht konnte dieser Prozess als fraktionale Wright-Fisher-
Diffusion betrachtet werden (siehe (2.6) zum Vergleich).

oder

/ " gOWe)de | dBY

(e o]
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