Vorlesung 12b

Eine zwelte Klausur aus 2019/20



Bei den Aufgaben 1, 3, 5 und 6 konnen je 16 Punkte erreicht werden,
bei den Aufgaben 2 und 4 konnen jeweils 18 Punkte erreicht werden.

Geben Sie kurze und treffende Begrindungen fir lhre Ergebnisse.



1. 100 Objekte (hummeriertmit: = 1, ..., 100) werden — mit flr jedes Ob-
jekt rein zufalliger und unabhangiger Platzwahl — auf 10000 Platze verteilt,
Mehrfachbelegung von Platzen ist also erlaubit..

a) Es seien iq,ip € {1,...,100} mit i1 # ip. Wie wahrscheinlich ist es,
dass Objekt 771 und Objekt i» (mit i1 #= i5) kollidieren, d.h. auf ein-und
demselben Platz landen?
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b) Finden Sie den Erwartungswert p. der Anzahi W'A; der?;aare von Objekten,
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c) Wieso ist X nicht (exakt) binomialverteilt? (Ein anschauliches Argument
genugt.)
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d) Es sei Eq das Ereignis, dass keine Kollision eintritt. In der Vorlesung hat-
ten wir eine Approximation der Wahrscheinlichkeit fr Kollisionsfreiheit mit-
tels Linearisierung der Exponentialfunktion kennengelernt, diese Approxi-

mation hatte die Form P(Egy) ~ e~ “. Finden Sie « flr die angegebene —
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2. X sei standard-exponentialverteilt, Y := 3X 4 5.

a) Berechnen Sie den Erwartungswert von Y.
E[g)@g]: SE[X\+O =&
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B(V<t) = W(x< %@;i
(i) far ¢t € R die Wahrscheinlichkeit, dass Y groBer als t ausfallt,

(if) eine Dichtefunktion f vonY'.




c) Finden Sie (gerne ohne weitere Rechnung) den Wert des Integrals
/Raf(a)da fir die in Aufgabenteil b) (ii) zu findende Funktion f.
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3. (X, Y) seiuniform vertelltauf derdrelelementlgen Menge {(—1,—1),(0,0), (1.

¢ 2);

~a) Berechnen Sie
(i) E[X], (i) E[Y], (i) Var[X], (iv)Var[Y], (v)Cov|[X,Y].
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Die Menge S der Knoten des links skiz-
zierten ungerichteten Graphen ist S =
" , , A U B U C. Dabei ist A die Menge,
die aus den 5 mit B bezeichneten Kno-
ten bestenht, B die Menge, die aus den
e o o 3 mit @ bezeichneten Knoten besteht,
und C = {z,y,z} die Menge der 3
Knoten “in der Mitte”.

Wir betrachten die gewohnliche Irrfahrt X auf S. Berechnen Sie
a) die Wahrscheinlichkeit, bei Start in « die Menge A vor der Menge B zu
treffen,
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b) die erwartete Anzahl von Schritten bis zum Treffen von A U B bei Start
In x,
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c) die Gewichte der Gleichgewichtsverteilung von X.
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5. Die Population S bestehe aus zwei grof3en Teilpopulationen A und B,
wir haben also S = AU B und AN B = (). Die GréBen von A und B
stehen im Verhaltnis 9 : 1.

In der Teilpopulation A haben die Halfte aller Individuen ein bestimmtes
Merkmal M, in der Teilpopulation B haben 99% der Individuen das Merk-
mal M.

Jemand wabhlt erst rein zufallig ein Individuum aus S, und dann (abhangig
vom Ausgang des ersten Zuges) rein zufallig ein zweites Individuum aus
derjenigen Teilpopulation (A oder B), zu der das erste gewahlte Individu-

um gehort.

eide gewahlten Individuen haben das Merkmal M. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit gehoren sie zur Teilpopulation B?
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6. X1,..., X530 seien identisch verteilt
mit Standardabweichung 2 und Erwartungswert u x,

Y1, ..., Y50 seien identisch verteilt
mit Standardabweichung 3 und Erwartungswert py-.
Die Zufallsvariablen X1, ..., X3¢0, Y7,..., Y50 Seien unabhangig.

Es sei My 1= 35(X1 + - + X30), My = g5(Y1 + -+ + Ys0).

a) Berechnen Sie die Standardabweichungen von
() Mx, (i) My, (i) Mx — My.
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b) Geben Sie ein um My — My zentriertes zufalliges Intervall an, das die
Differenz ux — py mit Wahrscheinlichkeit =~ 95% Uberdeckt. Verwenden
Sie dabei die Normalapproximation.

17



