Vorlesung 7b

Korrelationskoeffizient und
Regressionsgerade

Tell 1

Die Varianz-Kovarianz-Ungleichung
(Buch S. 56)
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Wir erinnern an die
/'A ) | =”L ! Definition der Kovarianz:
(FUr reellwertige Zufallsvariable X, Y
mit E[X?] < co und E[Y?] < o ist

Cov[X,Y]:= E[(X _E[X](Y — E[Y])] |

Insbesondere ist also
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Cov[X, X] = Var[X].
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Wichtige Eigenschaften der Kovarianz:

Die Kovarianz ist

- Im Fall von zwei gleichen Eintragen nichtnegativ:.
Cov[X,X] >0

- in den beiden Eintragen symmetrisch:
Cov[X,Y] = CovlY, X]

- bilinear, d.h. in jedem einzelnen Eintrag linear:
COV[Cle + CQXQ, Y] = 61COV[X1, Y] -+ CQCOV[XQ, Y]
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Cov[X,Y]= E[(X _E[X])(Y —E[Y])].

Die Kovarianz ist bilinear :
COV[Cle + CQXQ, Y] — ClcOV[Xl, Y] + CQCOV[XQ, Y]
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Wir beweisen jetzt die

lCovD( \/{| Kovarianz-Varianz-Ungleichung:

|
|Cov[X, Y]] € VVarX v/ VarY
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Wir beweisen jetzt die

Kovarianz-Varianz-Ungleichung:
|ICov[X,Y]| < V'VarX v/ VarY

MitG::X—,LLX, H::Y—,uy
folgt die Behauptung aus der
Cauchy-Schwarz Ungleichung:

Fir reellwertige Zufallsvariable G, H mit E[G?], E[H?] < oo
ISt

'E[GH]‘ < \/E[GQ] \/E[HQ] | )
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Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung:
Fall 1: E[G?] >0 und E[H?] > 0.

F@W

@%ﬁ
(ErGY \ BN m

(2_0.\9\ 40,"1'&1 E Q\
22 UV cra=o U‘re{a' 4 )
\ -
2{ E[U\/]\ < [0 ) B! ) = éf@‘—:] H:_[GQJ = A



iPad
Stift


iPad
Stift


iPad
Stift


iPad
Stift


iPad
Stift



Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung:
Fall 1: E[G4] >0 und E[H?] > 0.

. . G H
Zu zeigenist |E < 1.

VE[G2VE[H?]||

FiurU .= G//E[G?], V := H/\/E[H?]

ist also zu zeigen: |[E[UV]| < 1.

Aus 42UV < U? ¥2 folgt (mit Monotonie des EW)
+E[UV] < 5(E[U?] + E[V?] = 1.




Fall 2: E[G?] = 0.
Dann folgt
mit dem Satz von der Positivitat des Erwartungswertes:
P(G? =0) =1,
also
P(GH=0)=1
und
E[GH] = 0,
und damit
LE[GH] =0 < 0 = /E[G?]/E[H?].O






