Vorlesung 7a

Normalverteilung und
Zentraler Grenzwertsatz

Teil 5

2
Warum gerade e ¢* ?



Am Ende von Teil 4 hatten wir (fur n = 100) betrachtet:

Zn = (Sn— Esn)/GSn :

m|tSn:X] ‘|—‘|—Xn,
X1, X2, ... unabhangig und uniform auf [—0.5, 0.5].

Die Verteilung von Z,, war glockenformig.

Was ist deren genaue Form fir n — oco?



Glucklicher Einfall:

Nimm zwei unabhangige Kopien
(U, V) = (Z1OO>Z1/00)

Wie sieht die gemeinsame Verteilung

von U und V aus”?
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2000 Simulationen

U = Zjp0




3000 Simulationen

U = Zjp0
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U = Zyp0
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U = Zyp0
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Die Verteilung von (U, V) ist annahernd rotationssymmetrisch!
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Eine Charakterisierieung
der zweidimensionalen Standardnormalverteilung



Behauptung:

Aus “U und V unabhangig und identisch verteilt’
und

“Verteilung von (U, V) rotationssymmetrisch”

folgt,

dass U und V normalverteilt sind:

1 x%/(20%)



Denn:

U,V unabhangig bedeutet:

() fuv)(ab) = fula)fy(b)

fuv) rotationssymmetrisch heif3t: es existiert ein g mit

(xx) T v)la,b) =g(r), T = \/(12 + b

Mit fiy = fy = h folgtaus (x) und (xx):

h(a)h(b) = g(r), 1=1a®+ b2



h(a)h(b) = g(r), 1=a?+b?

Die zwei Paare (a, b) und (0, \/a2 + b2) haben dasselbe .

Also:

h(a) h(b) = h(0) h(Va2 + b?)

Das ist eine Gleichung fur h. Eine Losung hiervon ist:

h(x) = e ¥



h(a) h(b) = h(0) h(Va? + b2)

Wie sehen alle die h aus, die diese Beziehung erflllen?

w(u) := h(y/u), u > 0, erfullt
w(a?)w(b?) = w(0)w(a? +b2), a,b e R.

wwv) = kow(u+v),  uv>0
hat als allgemeine Losung
w(u) = kpe K1t k; € R.
Daraus folgt:
h(a) = w(a?) = kge k19,



FAZIT

Der Zentrale Grenzwertsatz
lasst sich erraten
(in konkreten Fallen,

mit etwas Gluck).



